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Résumé. Nous nous intéressons a la résolution numérique du systéme hyperbolique
décrivant un écoulement turbulent compressible de gaz en situation
isentropique. Nous construisons le solveur de Riemann exact associé,
nécessaire au schéma de Godunov, que nous comparons au schéma Vfroe
et au schéma de Rusanov.

Comparison of numerical solvers for turbulent compresstble flow.

Abstract. We focus on the computation of the hyperbolic system describing a turbulent
flow for isentropic gas. An exact Riemann solver is computed, we construct
the solution of the Riemann problem and thus we derive a Godunov scheme.
We provide some numerical simulations to exhibit a comparison between
Godunov scheme and two approximate solvers: Vfroe and Rusanov scheme.

Abridged English Version

In this Note, we focus on the non conservative hyperbolic system arising from the K turbulent compres-

sible model applied to multicomponent flow and polytropic gases. Variables p, Y, U and K denote respec-
tively the mean density of the mixture, the mass fraction of one component in the mixture, the velocity and

the kinetic turbulent energy of the mixture K = §pU’U’. Governing equations of the non conservative sys-

2
tem are given by (2). We get the entropy-entropy flux pair (&, fg):(% + K+ ﬁ’ EU+ %KU—{— %)
and by the entropy inequality ¢[£] > [fe] on schock curves of o discontinuity celerity, the unique solution
is exhibited. The exact solution of the Riemann Problem enables to implement the Godunov scheme. We
refer to Coquel and Berthon [1], [2] for a somewhat different approach to deal with non conservative equa-
tions arising in systems with two distinct entropies. An other aim is the comparison between Godunov
scheme [10] and two linearized methods. The first one, Vfroe-ncv (see (13)-(17) and [3]), is very close to
Godunov method, and thus gives very accurate results. It divides the CPU cost by a factor ten. However,
this latter method has some drawbacks, since both pressure and turbulent kinetic energy positivity can

not be ensured in all cases. This has been observed, for instance, in some strong rarefaction waves oc-



curring behind some bluff bodies. The Rusanov scheme (see (19)-(21) and [12]) ensures positivity of the
variables p, Y, K, but this scheme is so diffusive that it provides poorly accurate results. We conclude that
in some extreme cases, the cost of an exact solver is justified by the robustness requirement. Anyway, we
advocate to use successively two schemes: the exact one for initialization and to deal with the boundary
conditions, and a linearized one to go on with a good compromise between accuracy and computational
cost.

Introduction

On considére un écoulement isentropique turbulent de deux composants gazeux. Dans cette étude on
s’intéresse particulierement au couplage pression-turbulence. La turbulence étant supposée isotrope, le
tenseur de Reynolds est décrit par I’énergie cinétique turbulente du mélange K. La partie convective du
systéme étant dominante, on ne traitera que la fermeture au premier ordre du modéle (cf. [11] pour un
modele plus complet).

1 Solveur de Riemann exact et schéma de Godunov

On s’intéresse a la résolution du systéme portant sur les variables moyennées par le processus de Favre :
p est la densité du mélange, U la vitesse du mélange, Y la fraction massique d’un des deux composants
et K la turbulence sommée des deux fluides. La pression P est connue par la loi d’état P = P(pY). On

note C' = (p, pY, pU)", W(z,t) = (C, K)*, avec z € Q(C IRZ),t > 0.

pU
i’ YU
c=|pv | FleK)=]| " ) (1)
pU pU U + (gK + P)I

HC+VF(C,K)=0
(5) HK +V(KU) + %KVU =0 2)

On se ramene au systéme (S,) monodimensionnel, projection de (2) suivant la normale 7 & une
interface d’un volume de controle. Les composantes normale et tangentielle de U sont désignées par uy,
et us. Soit M la matrice de projection dans le repére normal, MW = W,, = (p, pY, puy, pus, K ). On note

A la matrice différentielle associée au systeme (2) telle que W, + Z A;W; = 0, et on définit A, par
i=1,2
A, = Z (MAZM_l)nZ
i=1,2
OWn + AW, =0 (Sn)
(PR) Wa(z,t=0) =W, siz.n <0 (3)
Wa(x,t =0) =Wy siz.n>0

Le systéme différentiel (S,) étant hyperbolique (non strictement), on en déduit la solution du probleme
de Riemann associé (PR) [9]. Les champs caractéristiques sont soit linéairement dégénérés, soit vraiment
non linéaires & la condition suffisante que P(pY") soit une fonction convexe du volume spécifique.

. ch 10 K
La vitesse du son dans I’écoulement bifluide turbulent est notée ¢/ = /Y ¢? + 51 et ¢ = P'(pY)
V p

(Sn) admet pour valeurs propres A1 = up — ¢/, Ao 34 = tn, As =ty + ¢
La solution est constituée d’au plus quatre états constants séparés par des ondes de choc ou détente
et une discontinuité de contact correspondant & 'onde triple [9]. Au passage de la discontinuité de

contact séparant les états 1 et 2, les sauts suivants sont nuls, (avec la convention [p]% = ¢(b) — p(a)):

2K . . . .
[un]? = 0 et [_x + P]3 = 0 La construction des ondes de détente repose sur le calcul des invariants de

3

Riemann.



On donne l'expression des ondes de détente entre 1’état gauche g et 1'état 1 Dy et entre 1'état droit

) 10 K 2
d et Iétat 2 D gy [14], avec ¢ (x) = ¢chz(ykx) + ?ps/kS e
k

K, / Pg o !
D1 (Uy) = {(p,Y, U, K un), p>0,Y = Yy up = upg, K = %,un = Uy +/ Cg—(x)dx} (4)
Py ’ v

K 5/3 Pd ’
DdZ(ud) = {(paYauTa[(aun)ap>OaYIYdauT :urda[(z ng?) Un—Und_/ Cdix)d$} (5)
Pd P

Quant aux ondes de choc, elles sont obtenues en écrivant les relations de saut de Rankine-Hugoniot au
franchissement d’une discontinuité. Le produit non conservatif Kd,u,, est approché en intégrant le long

du chemin des lignes droites [5].

/ KOy, de = w[“”] (6)

R

Les ondes de choc sont données avec les mémes notations Cy1 et Cgo :

4
Cor(Uly) = 2 (p.Y,ur K ), p > 0.Y = Yo ur = urg, K = 29K,
dpg —p

Up = Upg —

(0~ P[5 (K = Kg) + P = )

} @
PPg

P — pd

4
Cdz(ud) = {(p’Y, Uy, K, Un),P >0,Y =Y, ur = urq, K = 2 K,
Pd— P

Up = Upq +
PpPd

(0= POI5(K = ) + (P~ Pa)]
)

La partie admissible des ondes de choc a été sélectionnée en écrivant la croissance de ’entropie aux chocs.
On a donc du trouver toutes les entropies mathématiques du systéme, puis on a déterminé parmi celles-ci
I’entropie physique du systeme &£ de flux fg. £ correspond a I’énergie totale du systeme :

U? P(pY U E 5 P(pY
5:p——|—K—|—p/ S P N s S oo U/ W) 1o+ PU (9)
2 P> 3 p?
On démontre que la croissance de I’entropie aux chocs est équivalente a la compressibilité aux chocs [6].

ol€] > [fe] & [p] > 0 (10)

La démonstration de D’existence de la solution du probléme de Riemann repose sur la construction
parameétrée de la solution, du méme type que celle de la méthode de Smoller [13](p.346-355). On évite
cependant de paramétrer le passage des états gauche et droit aux états intermédiaires par des fonctions
exponentielles, trop couteuses dans les implémentations informatiques. La résolution du probléme de Rie-
mann de fagon exacte se rameéne alors 4 un probléme de recherche du zéro d’une fonction non linéaire
de R?, qui grace a ses propriétés de monotonie par rapport a ses deux arguments, permet une résolution
numérique par une méthode de type Newton [7][6].

On cherche & résoudre ce systéme sur un maillage Q=1 n (@ = U, 2, N Q; = 0 sii# g,

1
i €{1,..,N}). Soit W la solution approchée sur la maille Q;, W = m/ Wz, nAt)dz ot At est
il Jo,

le pas de temps soumis & une condition CFL. La construction de la solution exacte W du probléme de



Riemann, est nécessaire au calcul des flux du schéma de Godunov [10]. On note W, = (C7,, K7,) =
WR(Wg, Wy, ?:0), li; = |09 N 0Q;| et V(i) est Pensemble des cellules voisines de la maille ;. n;; est

la normale & 'interface des mailles €;, €;, orientée de la maille Q; vers ;.

K=(Y /(Y D (1)

FJEV() JEV(3)
i oAt .
Cit=Cr -y 2 TV by
" ievi ) (12)
Kith= K —qon 2 (Kijuh, + 5K,
ievi)

Cette méthode numérique s’applique sur tout type de maillage, structuré ou non [7].

2 Le schéma Vfroe-ncv

Une confrontation du schéma de Godunov & des solveurs approchés permet de rendre compte de
I'intérét d’utiliser un solveur exact méme plus couteux. On s’est intéressé tout d’abord au solveur linéarisé
du schéma Vfroe-ncv. Le schéma Vfroe a été introduit en 1996 dans [8]. Il est basé sur une résolution
locale du probléme de Riemann linéarisé. Une extension de ce schéma aux variables non conservatives a
été faite dans [3]. Ici, pour préserver les invariants de Riemann aux franchissements des discontinuités

. 1 , . .
de contact, nous prendrons la variable Z = (Y, u,,, u, K, P)Y, 7 = =. On résout le probléme de Riemann

; . Z,+Z
linéarisé (PRL) associé & la matrice constante A, (7) avec 7 = %, moyenne des états g et d.
07+ Ap(2)0,7Z =0
(PRLYS Z =12, siz.n <0 (13)
Z =274 sizn>0

10 . . .
Avec ¢ = (yP + EK)%, les valeurs propres de A, (Z) sont A (Z) = @y, — &, Ao 34 = Un, As = U, + ¢

i=15
On note Z;‘d(Zg, Z4) la solution & I'interface ? = 0du (PRL), avec Z; et Z3 les deux états intermédiaires.

Zyg =24 s Uy — ¢ >0
Zr, =71 sl 0<u, <¥

g
Zyg =22 st —d <u, <0 (15)
Z;d:Zd sl an+é/<0
T2 d .
Zl - Zg + 26/{[un]g - g[glx + P]g}rl(z)
(16)
1 a T2 d .
Zy=Z4— 26,{[Un]g + g[gf\ + Plgtrs(2)
L’extension du schéma Vfroe au systéme non conservatif est donnée par :
At
n+1 __ n * N
i =07 = m 'EZV%) F(Zi;)nijlij
i g
el <0 At Tk ok 2—7 * (17)

JEV()

Le solveur linéarisé peut générer des états intermédiaires qui ne respectent pas la positivité des va-
riables physiques p, P ou K. Par exemple, & I’état miroir d’une double raréfaction symétrique (correspon-
dant & une condition limite de paroi en détente) pour les conditions initiales suivantes: (Y, up, us, K, P)



pour z < 0 et (Y, —up, us, K, P) pour = > 0 avec u,, < 0, 7 étant la normale sortante, on obtient :

- - 5 Up
Ky =K(1+ 37

Up

n . 5 n 1
) P1:P(1+7%) donc K7 < 0 pour <—§ et P < 0 pour lf—/<—— (18)

¢! ¢ ~y

De plus, on ne peut pas garantir la positivité de maille des valeurs p, Y, P, K.

3 Le schéma de Rusanov

On consideére I’écriture (19) d’un systéme non conservatif et on définit alors A, par (20).

AW+ D> (Hi(W)) i+ > BiW,; =0 (19)
i=1,2 i=1,2
. OH (W)
A, = — i Bi 2
i=1,2 aW e i:zl:Zn ( 0)

On introduit Si,j = max(mkax [ A (W5)|, |Ae(W;)]) avec Ay les valeurs propres de A, ,
i,
Wi + W;

etmj: 5

. Le schéma de Rusanov, appliqué & notre systeme (§) s’écrit, avec F* défini par (22):

(]Z.”Jrl —Cr —

K3

> FRWE WP i)

At
i jevi(i)
¢ (21)

n N - 14 - - 2 - n
K+t =R} - ] Z (Kun)ij — 555 (Kj = Ki) + 3 Kiuignig)"lij
JEV (i)
1 -
FRWi, Wy, nij) = §(F(Wi)nz’j + F(Wj)ni; — S ;(Cy — Ci)) (22)

Le schéma de Rusanov a été choisi pour notre systéme parce qu’il respecte la positivité de maille [14] de
p, pY et K et parce qu’il assure également a la fraction massique de rester comprise dans le bon ensemble

~ 2
0 <Y <1, sous condition C.F.L.: At Z (Si; + gujnij)lij < 2|8
JEV(D)

4 Résultats numériques

Grace au schéma linéarisé Vfroe, le temps de calcul se trouve divisé par 10, tout en donnant une
bonne précision des résultats. Si 'on compare la norme L? d’une solution 2D avec celle calculée par la
méthode de Godunov on constate un pourcentage d’erreur inférieur a 1.5. Avec le schéma de Rusanov, on
divise encore le temps de calcul d’un facteur 3. De plus, le principe du maximum pour la concentration
est respecté. On traite le cas d’une tuyére a rétrécissements (cf. FIG. 1) pour des conditions initiales:
(p,Y,u,v, K, P)=(1.1,1,600,0, 1000, 100000) sur maillage régulier de 600 quadrangles. Ce cas test révele
les avantages et inconvénients des différentes méthodes. Avec le schéma de Rusanov aucun probléme de
positivité n’apparait, mais I’évaluation de K se révele assez approximative. Quant au schéma Vfroe-ncv,
il donne de bons résultats, mais pour le traitement des fortes détentes, notamment lors de simulation
d’arriére corps ou I’écoulement se raréfie, il est préférable d’utiliser le schéma de Godunov pour garantir
la positivité de la densité et de la turbulence. On donne ici une comparaison de la turbulence calculée
par la méthode de Godunov avec celle obtenue par le schéma Vfroe-ncv. On donne en a) la turbulence
calculée par le schéma de Godunov et en b) le pourcentage d’écart, calculé sur la turbulence, du schéma
Vfroe-ncv par rapport au schéma de Godunov.

Conclusion

Nous préconisons, en général, une utilisation du solveur Vfroe corrélée a la résolution par solveur
exact pour le traitement des frontiéres du domaine. Pour certains cas physiques plus ”pathologiques”
(fortes détentes), nous préférerons le schéma de Godunov, plus robuste. Ce travail se poursuit par la prise



en compte des termes visqueux (laminaires et turbulents) tout en gardant un traitement convectif couplé
(pression-turbulence). Un travail similaire, sur un modéle de turbulence au second ordre, a montré la
supériorité d’une telle approche couplée, par rapport a une approche numérique basée sur un découplage
des équations, de fortes instabilités au niveau des conditions limites de paroi apparaissant avec le modele
découplé [4].

> 677 > 1.4%
< 12600 < 74%
4%
907
14%
272
0,
4540 25%
6350 35%
81600 46%
9980 56%
I 11800 67%
|
5 =
Delta K : |Vfroe-Godunov|/Godunov

o

a/ Turbulence K : Godunov

FiGg. 1 — a) K par le schéma de Godunov b) Ecart sur K entre Vfroe-nev et Godunov
Fig.a) K by Godunov scheme Fig. b) Difference between K by Vfroe-ncv and K by Godunov scheme
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