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Solveur de type Godunov pour simuler
les ¢coulements turbulents compressibles

Alain FORESTIER, Jean-Mare HERARD et Xavier LOUIS

A. F. et X. L. : CEA Cadarache, DER/SERA/LTME, 13108 Saint-1’aul-lez-Durance

J.-M. I : EDF, Direction Etudes et Recherches,
Dépurtement Laboratoire National o 'Hydraulique, 6, quai Watier. 78100 Chatou.

Résumé. On présente ici un solveur de type Godunov qui permet la simulation d’un systéme
hyperbolique non conservatif sur des maillages non structurés. Le systéme provient du
modele de turbulence compressible A" — €. On présente 1'inégalité d’entropie associée
au systéme considéré et la solution du probléme de Riemann unidimensionnel obtenue
en connectant les états par des relations de saut approchées 3 travers les discontinuités.

A Godunov type solver
Jor turbulent compressible flows

Abstract.  We present here a Godunav type solver which enables us to compute @ non conservative
hyperbolic system on unstructured meshes. The convective system comes from the
standard turbulent compressible K — ¢ model. An entropy inequality is given first;
then the solution of the associated one dimensional Riemann problem is given, using
approximate jump conditions to connect states through discontinuities.

. AbridgedEnglish Version

We examine the non conservative hyperbolic system arising from the K — ¢ turbulent compressible
model (see Equations (1)-(12), numbers refer to the French version) arising from Favre’s averaging
technique. Variables p, U, P, and E denote respectively the mean density., mean velocity, mean
pressure, and mean total energy; K = pu/'u! /2 and € represent the turbulent kinetic energy and the
turbulent dissipation. The state law is given by (9). We set Z* = (p. pU. pV. pWV. E. K, €) and get an
entropy inequality (see proposition II). We also set T = p~!' P, S,, = U, , + U,,,; the entropy-entropy
flux pair (n(2), f; (Z)) is given by (13). Governing equations of the non conservative system are
((17)«(21)). The l-wave and S-wave are GNL fields. Other waves are Linearly Degenerate. Riemann
invariants are detailed in (22)-(26) (setting: = 1 + %C’E' and s = P p~"). We introduce standard
notations: ¢ = (¢ +9dp)/2, [¢] = ¢~ dq. where dg et Pp represent the left and right states on each
side of a travelling discontinuity. We consider approximate jump conditions ((27)-(28)) (o denotes the
speed of the discontinuity). It may be shown that rarefaction curves and shock curves (see (30)-(31))
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are C? connected (see [12]). Even more, the entropy inequality (29) enables to check that [U] < 0
through shocks. Thus, we may examine the Cauchy problem arising from (17)-(21) and the initial data:
W(z<0,¢t=0)=W=(pr, pUr, EL, Kp. L),
W (z>0,t=0)=Wp=(pr. prUnr, Er, Kn. cn).
PrOPOSITION. — The one dimensional Riemann problem associated with (17)<(21) and jump conditions
(27-28) admits a unique entropy-consistent solution with positive density provided that:

Up-~-U, < Xt + Xp.
setting ¢> = yP/p + 10 K/(9p) and

0, -5/3
x,-=/ c’(p,s‘:{p dp withi=LorR.
0

The mean pressure P and the turbuient kinetic energy K remain positive in the (x,t) plane.

A numerical Godunov-type scheme was implemented in a two-dimensional framework, on
unstructured meshes. The one-dimensional Finite-Volume scheme is detailed in (33)-(38). A non
conservative version of the Roe-type scheme has also been defined in [7) and compared with the
Godunov-type scheme. A numerical computation is displayed in figure 1.

Introduction

On s'intéresse 2 la modélisation numérique des écoulements turbulents compressibles a forte
dominante convective, en simulant le systtme de turbulence compressible & deux équations, appelé
modele K — £ (voir [1], [2] et [3]), qui est basé sur une formulation en moyenne de Favre (voir (4]).
Dans le cadre de la méthode des Eléments Finis, une proposition a éié faite dans [S) pour aborder
ia résolution des modeies de turbuience compressible & une ou deux équations. Dans ie cadre des
méthodes de Volumes Finis, deux propositions distinctes ont été formulées dans (2] et {6), la derniere
étant basée sur la similitude du pseudo-systeéme convectif associé au modele K — € et du systéme des
équations d’Euler multi-especes (voir également [3]). On s’intéresse ici & I'analyse et au traitement
numérique du systéme complet de convection associé A ce systtme qui est non conservatif, et on
donne la solution du probléme de Riemann, pour un choix de relations de saut approchées. Un résultat
numérique de tube A choc par un schéma de type Godunov est présenté.

I. Le modele de turbulence compressible

Le modele continu choisi pour décrire les évolutions du fluide monophasique en état d’agitation
turbulente est le systéme A deux équations K —¢. Il est présenté ici en introduisant I'énergie cinétique

turbulente K = pu'u’/2, la densité moyenne p, la vitesse moyenne U, I'énergie totale moyenne
E et la viscosité turbulente i, :

ey (p).s + (pUL)s =0,
2K\ ,
@ oo+ (o0t + (P+2F) ) =~trihs,
W

o B+ @B+ (v (P+5F)85) =i, ~ @),
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2
(4) (K)+ (KU;)i + §K(U:),i = Sk — (¢5).,
en considérant les relations de fermeture :
. 2. .

(5) G = ~Heff (U i+ U= 3 Uia 5:‘;‘),

K2
(6) Heff = Mlam + ."'t = Mam + Cp “E"‘

1t 2 :

¥)) Sk = D) Uij+ Ui - §U1,1 bij | Ui+ U;,)—e=7—ck,

(8) ¢ = —ok (p7 K)ai  ¢E=¢K —0p(p7'P),,
(voir [1], [2]. [3] et [S]). La loi d'état moyennée des gaz parfaits (P désigne la pression moyenne) est :

1
9) P=(7—l)(E-§pUjUj—K).
La dissipation visqueuse ¢ associée au mouvement fluctuant est solution de :

(10 (€)e +(eUi)s + 3 Cer e (Vi) = S = (46)...

Le terme source Se et le flux diffusif turbulent associés s’écrivent :

€

(§3)) Se = E (Cerm — Ce2¢e); ‘ﬁ =0 (p—l )i

Les valeurs classiques, issues de la modélisation en situation incompressible, sont :

12) Ce1 = 1.44; Ce2 = 1.92; C, = 0.09.

Les fonctions og, ok, 6, doivent étre positives.

II. Caractérisation entropique

On pose : Zt = (p, pU, pV, pW, E, K, €) et on introduit le couple (entropie, flux d’entropie) :

(13) 7(2) = —pLog(Pp~), 2 (Z) = Ui

On a alors (voir [7]), pour toute solution réguliere Z de (1), (2), (3), (4). (9). la proposition suivante :
ProposITION Il. — Le systéme (1)-(12) admet I’inégalité d’entropie suivante :

(1(2)a+ 552N+ (1 -DFT)

o (‘7_ l) ta 1
——('7—1)T§TT —F (€+““!é‘msij (Sij—gsll&)))soo
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Onanotici:T=p-'PetS, =U,,+U,, La caractérisation entropique est trés proche de
celle de la dynamique des gaz dans le cadre laminaire. Elle fait apparaitre le fait que la fonction de
dissipation d’entropie est (explicitement) indépendante de la viscosité turbulente j,. L'entropie est
une fonction convexe (non stricte) de Z elle permettra de sélectionner la solution admissible du
probléme de Riemann associé au syste¢me de convection non conservatif dans les champs VNL.

HI. Hyperbolicité du syst¢éme de convection

Le systtme de convection associé au membre de gauche du systeme ((1)-(4),(9)-(10)) est non
conservatif et peut s’écrire dans les zones régulieres (en notant : Zt = (p, pU, pV, pW, E, K, ¢€)) :

(14) Z,t + A, (Z) z.u = 0.

On introduit alors une normale unitaire quelconque : n' = (n,. n,, n.), et les notations suivantes :

(15) U=n,U+n,V +n, WV 2=~ P/p+10K/(9p).

ProrosITION Ill. - Le systeme de convection non conservatif (14) est hyperbolique non strict. Les
valeurs propres s'écrivent dans le cas tridimensionnel :

(|6) /\1 =U—c’, /\‘ =u (1"—"2. 3. 4.5, ﬁ). :\7 =Ll+c'.

L’hyperbolicité du systéme est associée au respect de la positivité des densité et pression moyennes, et
de I'énergie turbulente. Le systéme est invariant par rotation. On se restreint au cadre unidimensionnel :

an (P + (pU) .. =0,
2 ) 2 »
(18) (pU)e + (pU*) s + Ps + il\" =0,
(19) (B)++ (U(E+ P+2K/3)), =0,
Y4 4 2 r
(20) (l\)‘,+(l\l]),,+§l\U,,=().
2
(21) eq+(elU) .+ §C“ U, =0,

La loi d'état est toujours (9) et on introduit la variable réduite : Wt = (p, pU, E, K, ¢). Les
valeurs propres du systtme (17) A 2D sont : Ay =U =" A\, =0 (i=2,3,4); A\s =U + ¢ Les
1-onde et 5-onde sont VNL: le champ associé 2 la valeur propre triple U/ est Linéairement Dégénéré
(LD). Les invariants de Riemann sont (en posant : § = 1 + 3 C,, et également s = Pp~7):

(p.s. K p=5/%)
p

(22) ¢ 2 (W) = (-"- Kp™U+ / B e “") '



Solveur de type Godunov pour simuler les écoulements turbulents compressibles

(23) da 2 (W) = (U, P, P+ % K, e).
(24) 1234 (W) = (U, s, P+ % K, e),
(25) 1234 (W) = (U, s, P+ % K, K),
26) 1234 (W) = (S‘ K p=50°, U/ o (p. 8. pr-:'»/S) i Ep_,,).

1V. Solution du probléme de Riemann unidimensionnel

On s'intéresse maintenant aux solutions discontinues du systéme (17)-(21) en se restreignant au cadre
des ondes de choc de faible amplitude. On introduit les notations : ¢ = (¢ + $p)/2. [#] = é0 - da.
oll ¢ et pp désignent les valeurs gauche et droite de la discontinuité se déplagant a la vitesse . On
envisage les relations de¢ saut approchées (voir [8], [9), [10], [11] et [12]) :

(27) ~0[K] + [UK] + % K[U] =0,
2
(28) -0 [e] + [Ue] + 5 Caz[U] = 0.

Ces relations de saut permettent ici d'obtenir une connection C2 des courbes de choc et de détente
(voir [12] et [9] pour le cadre général). Si on introduit la relation (27) dans I'inégaliié d’entropie :

(29) —an]+[Un] <0,

on obtient : [U] < 0, et la paramétrisation des chocs (8 = (v +1)/(y — 1)),

(30) Pr P fz-1 K, 4z2-1 & _ pz—1
pl—z’ P op-2 K, 4-2z" &1 p-2"
3 ., 2 1/2
ah) w2 1 ( 2 " 10K, ) ’
¢ Y2 \(y-1)(B=-2) 3P (4-2)

(e = (Cey + 3)/Cey), avec un signe négatif pour le l-choc {z > 1) et positif pour le S-choc
(0 < z < 1) dans la formule (31). A travers la discontinuité de contact, on a :

(32) c=u=w,  Po=Pit o (K, - Ki)=0
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On peut donc s’intéresser au probléme de Riemann associé aux conditions initiales :
W(z<0,t=0)=W, =(p, pUL, EL, K1, €L),
W(z>0,t=0)=Wpg = (pr, prUr, Egr, Kp, €r)-

ProposiTiON 1V. — Le probléme de Riemann unidimensionnel associé au systéme non conservatif

(17)-(21) et aux relations de saut approchées (27)-(28) admet une unique solution entropique a densité
Strictement positive si, et seulement si,

Up-Ur < Xp+ Xp,

en posant ;

P ~5/3
X.-=/ ¢ (e s'pr )dp avec i = Lou .
0

La pression P et l'énergie cinétique turbulente K restent alors positives dans le plan (z,t).

La preuve (voir {12] et [13]) s’obtient par simple étude de fonctions; la résolution pratique
du probleéme de Riemann nécessite néanmoins la résolution d'un systéme de deux équations non
linéaires (2 x 2) (voir [12]). On obtient évidemment le résultat classique de la DG lorsque I'on pose
formellement ; K = 0. La paramétrisation de la courbe de pression dans (30) est identique 2 celle de
la DG. Si I'on « oublie » le terme non conservatif dans 1'équation (14), I'étude du systéme conservatif
(qui est encore hyperbolique), montre que la pression peut devenir négative dans les détentes (voir [7)
et [12]), ce qui interdit I'utilisation « numérique » de la solution du probléme de Riemann associé.
L’examen de la préservation de la positivité des variables p, P et K dans le cadre de solutions
régulieres est abordé dans [13} (voir également [15] et [16]).

V. Un schéma de type Godunev (voir [17])

Le systtme convectif non conservatif unidimensionnel (17)-(21) peut s’écrire comme suit :

(33) W+ (F: (W), +B(W)W_, =0,

¢ 2 2 e 5 "
(34) (F. (W) = { pU, pU +P+§A,U E+P+§I\ ,UK, Ue],
(35) (B(W)W,) = (o, 0, 0, ?é‘- U.,, 2,?50,, U_,).

On sait que la simulation numérique de syst2mes hyperboliques non conservatif's est trés délicate dans
le cas de chocs forts, méme si ceux-ci dérivent de lois de conservation bien identifiées ([18]). On
pourrait a priori envisager, dans un cadre unidimensionnel, de considérer le résultat de la projection
L? des deux demi-solutions des probiémes de Riemann associés aux interfaces (i + 1/2), soit :

(36) Wertt =/ "y Riemann ( " W, z —Zn'——llﬂ }dz
Ty-1/2 A

£, /2 . B oew P
+ / " yyRiemann (w:',w,",(,,x Lit1/2 ) gy,
.. At
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Ce schéma préserve les propriétés de positivité, mais il s'avere délicat de 1’étendre au cadre
multidimensionnel sur maillage non structuré. On propose le schéma explicite d’intégration :

3N (Wit — W) h; + At (F (WSI’{‘/;») ~ Py (W?—o;i/z))'*'At X, =0,
2 Ly O 2 -~ 10! ¢]
(38) X= (Os 0, 0, 3 K (USS)2 — USSh), 505, €1 (Ui(-;—l‘}2 - 3172)) =0,

od WEed désigne la valeur en z/t = 0 de la solution du probléme de Riemann associé a (14), et

39) (K)! = (K50 + K2, (600 = (€30 + €S) /2.

Le choix (39) permet de retrouver formellement le schéma conservatif de Godunov, pour }'équation
de Burgers récrite sous forme non conservative. La figure 1 illustre le comportement numérique de
variable pression moyenne (I” + 2K/3), pour le probl®me de Riemann associé aux valeurs initiales
(b =1.,U;, =0., P, = 100000, K = 100) et (pg = 0.125, U = 0., Pg = 10000, K = 1000).
On observe notamment sur ce cas une nette variation de P A travers la discontinuité de contact, alors
que (P + 2K/3) reste numériquement invariant dans cette zone (ainsi que U, voir (32)).

X1.BS E_Ll

1.20

1.00

.80 -

.40

.20 -

.00 1 L "

.00 .20 .40 .60 .80 1 00

Fig. 1. - Mean pressure P (Shock tube experiment).

Fig. 1. - Pression movenne (tube a choc).
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Conclusion

La principale originalité du travail présenté réside dans I’examen du syst¢me de convection complet
qui est non conservatif. Le solveur de type Godunov proposé peut s’implémenter dans un cadre
multidimensionnel sur maillage non structuré (voir [12]). Les résultats numériques obtenus dans le
cadre de simulations de problémes de Riemann unidimensionnels confirment les qualités du solveur
explicite, lorsque les amplitudes de choc sont faibles. Un solveur de Riemann approché de type Roe a
également été développé (voir [7]), qui donne des résultats satisfaisants dans le cas de chocs faibles.
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