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Solveur de type Godmtov pour si1nuler 
les écoule111ents turbule11ts coDtpressibles 

Alain FORESTIEU, Jean-1\lare IIÉRARD et Xavier LOUIS 

A. F. t"t X. L. : CEA Ca1laraf'ht", DER/SERA/IJTME, 13108 Suint-Paul-ln-Duranc..­
J.-M. Il. : EDF, J>irrc·tiou Étmlt"11 t"t Htthc-r.-la.-11, 
D�a,urtc-m.-nt Lahoratoil'C' National 1l'llytlruuli<111.-. ft, 11uai Wutil'r. 781-flO Chatou. 

Résumé. On présente ici un solveur de type Godunov qui permet la simulation d'un système 
hyperbolique non conservatif sur des maillages non structurés. Le système provient du 
modèle de turbulence compressible K - E. On présente l'inégalité d'entropie associée 
au système considéré et la solution du problème de Riemann unidimensionnel obtenue 
�n conneçtant les état-. par des relation.,; de saut approchées à travers les discontinuités. 

A Gmlmrov tyJ)e soli•er 
/or l1trbllle11t compressible Jlorvs 

Abstract. We present liere a Godunov IJpe sol\•er wlric/1 e11ab/e,ç u.-; tt> ,·11mpute a mm co11.ïrn•ati,•e 
hyperbolic ,çystem on unstruc:tured me.\·hes. The c·mwectfre system mmes (mm tlle 
standard turb11/e11t cm11pressib/e J,; - ë m()(M. A11 emmpy im•qt"'lit,\' i., ,:i1·,•n fir.ît; 
Ilien the so/111iou <Jf Jl,e a.,wcittte,I (Ille ,li111e11.�imu,f Rù•111tt1111 pml,lm1 i., gfrm. min,:
approximait' j11m11 cmulitio11s 10 c·,11111,•cl srat1•.� 1hm1tgh cfünmlim,ities .

. 4bridged English Version 

We examine the non conservative hyperbolic system arising from the l< - e turbulent compressible 
model (see Equation�() )-(12), numbers refer to the French version) arising from Favre's averaging 
technique. Variables p, U. P, and E denote respectively the mean density. mean velocity. mean 
pressure, and mean total energy; K = pu�' u�' /2 and ë represent the turbulent kinetic energy and the 
turbulent dissipation. The state law is given by (9). We set zt = (p. pU. pV. plV. E. K, e:) and get an 
entropy inequality (see proposition Il). We also set T = p- 1 P, s.1 = U,,1 + ll1,,; the enlropy-entropy 
flux pair (11(Z), Jt (Z)} is given by (13). Goveming equations of the non conservative system are 
(()7)-(21)). The 1-wave and 5-wave are GNL fields. Other waves are Linearly Degenerate. Riemann 
invariantli are detailed in (22)-(26) (setting: 11 = 1 + 1 Ce , and H = P 1>_.., ). We introduce standard 
notations: 'ii, = (<Po+<lm )/2, [</>] = <PD-</>a. where <Pa et <l>D represent the left and right states on each 
side of a travelling discontinuity. We consider approx.imate jump conditions ((27H28)) (a denotes the 
speed of the discontinuity). lt may be shown that rarefaction curves and shock curves (see (30)-(31 )) 
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are C2 connected (see [12)). Even more. the entropy inequality (29) enables to check that [UJ < 0
through shocks. Thus, we may examine lhe Cauchy problem arisîng from ( 17)-(21) and the initial data:

W (x < 0, t = 0) = W,, = (PL, PL UL, EL, Kr,. EL),
W (x > 0, t =:: 0) = W n = (Pn, Pa Un, En, Ka. en).

PRorosmoN. - Tlie one dimensiona/ Riemann prob/em associated with ( 17)-(21) and jump conditions
(27-28) admits a unique entropy-consistent solution with positive density provided that: 

UR-UL <XL+ XR,
setting <f2 = 'Y P/p + 10 K/(9p) and

X. -1p, c' (p, s, Kp-s/3) d ·1h . - L n 
,- -------"- p un •- or .

0 p 
The mean pressure P and the turbulent ldnetic energy K remain positfre in tl,e (.r., t) plane. 

A numerical Godunov-type scheme was implemented in a two-dimensional framework. on
unstructured meshes. The one-dimensional Finite-Volume scheme is det;iiled in (33)-(38). A non
conservative version of the Roe-type scheme bas also been defined in [7) and compared with the
Godunov-type scheme. A numerical computation is displayed in figure 1. 

Introduction 

On s'intéresse à la modélisation numérique des écoulements turbulents compressibles à forte
dominante convective, en simulant le système de turbulence compressible à deux équations, appelé
modèle K - E (voir [11, [2} et (3]), qui est basé sur une fonnulation en moyenne de Favre (voir l41).
Dans le cadre de la méthode des )';:téments Finis, une proposition a été faite dans [5] pour aborder
la résolution des modèles de turbulence compressible à une ou deux équations. Dans le cadre des
méthodes de Volumes Finis, deux propositions distinctes ont été fonnulées dans [2] et {6], la dernière
étant basée sur la similitude du pseudo-système convectif associé au modèle K - E et du système des
équations d'Euler multi--espèces (voir également [3)). On s'intéresse ici à l'analyse et au traitement
numérique du système complet de convection associé à ce système qui est non conservatif. et on
donne la solution du problème de Riemann, pour un choix de relations de saut approchées. Un résultat
numérique de tube à choc par un schéma de type Oodunov est présenté. 

I. Le modèle de turbulence compressible

Le modèle continu choisi pour décrire les évolutions du fluide monophasique en étnt d•agitation
turbulente est le système à deux équations K - e. Il est présenté ici en introduisant l'énergie cinétique
turbulente K = fJ'IL!'u!' /2. la densité moyenne p. la vitesse moyenne U, l'énergie totale moyenne
E et la viscosité turbulente ,,, : 

(l) 

(2) 

(3) 

 

(p),, + (pU,),, = 0, 

(pU;),, + (pU;UJ + ( P + 2:) ÔiJ) 
J 

= -(r;�)J,

(E)., + (Uj E)j + ( u. (p + 2:) 6,j) _ = -:-(U, :,�L -.. (·�:�J• ..
. 

..J . 
•. . . . ·· . ..  ' 
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(4) 

en considérant les relations de fenneture : 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Jt1 ( 2 . ) 
SK = - lJ,. · + u .. - - Ui 16.. (U· · + U· ) - e = 1r - e2 1,J )11 3 1 IJ t,J J,1 _ , 

(voir [IJ. [2), [3] et [51). La loi d'état moyennée des gaz parfaits (P désigne la pression moyenne) est 

(9) 

La dissipation visqueuse e associée au mouvement fluctuant est solution de : 

(10) 

Le tenne source Se et le flux diffusif turbulent associés s·écrivent :

(1)) 

Les valeurs classiques, issues de la modélisation en situation incompressible. sont : 

(12) CEi = 1.44; Ce2 = 1.92; C
µ 

= 0.09.

Les fonctions qE, u«, ne doivent être positives. 

Il. Caractérisation entropique 

On pose: zt = (p, pU, pV, pW, E, K, e) et on introduit le couple (entropie, flux d'entropie): 

(13) r,(Z) = -pLog(Pp-,,), /,!(Z) = Uirf. 

On a alors (voir (7)), pour toute solution régulière Z de ( 1 ), (2), (3), (4), (9), la proposition suivante : 
PROPOSITION Il. - Le système (1)-(12) admet l'inégalité d'entropie suivante: 

(11(Z)),, + (!� (Z)),, + (('y- 1) � 1'.a),; 

_ -('y - 1) � 1'., 1'., - ('y; l) (e + '';m Sïi ( S,; - � S11 ôïi)) :5 o. 
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On a noté ici : T = µ- 1 P et S,J ;;: u .. 1 + U1.,. La caractérisation entropique est très proche de
celle de la dynamique des gaz dans le cadre laminaire. Elle fait apparaître le fait que la fonction de 
dissipation d'entropie est (explicitement) indépendante de la viscosité turbulente Jtr. L'entropie est 
une fonction convexe (non stricte) de Z: elle pennettra de sélectionner la solution admissible du 
problème de Riemann associé au système de convection non conservatif dans les champs VNL. 

III. Hyperbolicité du système de convection

Le système de convection associé au membre de gauche du système (( 1 )-(4),(9)-(10)) est non 
conservatif et peut s'écrire dans les zones régulières (en notant : zt = (p, pU, pV, pW, E, K, e)) : 

(14) Z.1 + A, (Z) Z., = O.

On introduit alors une normale unitaire quelconque : n1 = ( 11.,. . n11 , n.: ), et les notations suivantes : 

(15) U = ri.,. U + n,, V + nz W. r12 
= "Y P/p + JO K/(9p).

PROPOSITION Ill. - Le système de convection non conservatif (14) est h)perbolique non ,çtrict. Les 

valeurs propres s'écrivent dan:. le cas tridimensionnel: 

(16) À1=U-c', À, = U (i = 2. 3. 4. 5. 6). À1 =U+r.'. 

L'hyperbolicité du système est associée au respect de la positivité des densité et pression moyennes, et 
de l'énergie turbulente. Le système est invariant par rotation. On se restreint au cadre unidimensionnel 

(17) 

( 18) 

( 19) 

(20) 

(21) 

(p),t + (plf}.r = 0, 

2 2 ,
(pU),t + (plJ ).z + P.z + ;Ï /(, = O.

(E).t + (U (E + P + 2K/3)),1 = 0,

(K),t + (Kll),.r + � KU,.r = o.

2
€,t + {tU).z + :i Cq dl,r = o.

La loi d'état est toujours (9) et on introdui1 la variable réduite : \Vt 
= (p, pU, E, /(, t). Les 

valeurs propres du système (17) à (21) sont: ,\ 1 = lJ - ,., ; ,\, = If (i = 2, :l, 4); ,\5 = U + ,·'. Les 
1-onde et 5-onde sont VNL: le champ associé à la valeur propre triple li est Linéairement Otgénéré
(LD). Les invariants de Riemann sont (en posant : ,, = 1 + 1 C!, et également ... = Pp_..,) :

(22) 
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(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

,1.1 .2.a.4 (W) = (u p p + � K ë) '1'2 ,, 
a ' . 

IV. Solution du problème de Riemann unidimensionnel

On s'intéresse maintenant aux solutions discontinues du système ( 17)-(21) en se restreignant au cadre 
des ondes de choc de faible amplitude. On introduit les notations:?,= (<f,c; + <f>D)/2, [c/>) = <f>o - </>o ,
où 4,c; et <PD désignent les valeurs gauche et droite de la discontinuité se déplaçant à la vitesse ff. On 
envisage les relations de saut approchées ( voir l 8], f9}, [ 10). [ J JI et f 12)) : 

(27) 2-
-a[K] + [UKJ + 

3 
K!U] = 0,

(28) 

Ces relations de saut permettent ici d'obtenir une connection C2 des courbes de choc et de détente 
(voir [ 12) et [9] pour le cadre général). Si on introduit la relation (27) dans l'inégalité d'entropie : 

(29) 

on obtient : [Uj < O. et la paramétrisation des chocs (fJ = ('y+ 1)/('y - 1)), 

(30) 

(31) 

Pr -=z,
()1 

Pr /-Jz - 1

P1 - {"J - z ' 
Kr 4z - l 
I<1 

= 4 - z '
êr /lZ - 1 
-=

ê1 ,, - Z 

z-1
( 

2 10K1
)112 

=±-- -----+----z•l2 (î' - J) (/1 - z) 3')' P1 (4 - z)

(1i = (CE l + 3)/Cd), avec un signe négatif pour le !-choc (z > l) et positif pour le 5-choc
(0 < z < l) dans la formule (31 ). A travers la discontinuité de contact, on a : 

(32) 
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On peut donc s'intéresser au problème de Riemann associé aux conditions initiales : 
W (x < 0, t = 0) = W ,. = (PL, PL UL, EL, KL, eL),
W(x > 0, t = 0) =Wu= (pn, pnUn, En, Kn, en),

PROPOSITION IV. - Le problème de Riemann unidimensionnel associé au système non conserva tif
( 17)•(2 J) et aux relations de saut approchées (27)-(28) admet une unique solution entropique à densité
strictement positive si, et seulement si,

en posant;

X 
c P, ·'· P 

d · L n 1
p, 1 ( K -5/3) 

i = p avec i = ou .
0 p 

La pression Pet l'énergie cinétique turbulente K restent alors positives dans le plan (x, t). 
La preuve (voir {12] et [13)) s'obtient par simple étude de fonctions; la résolution pratique

du problème de Riemann nécessite néanmoins la résolution d'un système de deux équations non 
linéaires (2 x 2) (voir [ 12)). On obtient évidemment le résultat classique de la DG lorsque l'on pose
formellement : K = O. La paramétrisation de la courbe de pression dans (30) est identique à celle de
la DG. Si l'on 4( oublie » le terme non conservati f dans l'équation ( 14 ), l'étude du système conserva tif 
(qui est encore hyperbolique), montre que la pression peut devenir négative dans les détentes (voir [7]
et [ 12]), ce qui interdit l'utilisation « numérique » de la solution du problème de Riemann associé. 
L'examen de la préservation de la positivité des variables p. P et K dans le cadre de solutions
régulières est abordé dans (131 (voir également [15) et [16)).

V. Un schéma de type Godunov (voir (17))

Le système convectif non conservatif unidimensionnel (17)-(21) peut s'écrire comme suit: 

(33) W,c + (F �(\V)) .... + D (W) \V,z = 0,

(3S) (D (W) W,:r )' = ( 0, O, O, 
2
: U,J', � Cc, U,z).

On sait que la simulation numérique de systèmes hyperboliques non conservatif s est très délicate dans 
le cas de chocs forts. même si ceux-ci dérivent de lois de conserva1ion bien identifiées ([ 18]). On 
pourrait a priori envisager, dans un cadre unidimensionnel, de considérer le résultat de la projection
L2 des deux demi-solutions des problèmes de Riemann associés aux interfaces (i ± 1/2). soit: 

(36) 

 

Wn+l J. = 1z, \uRiemann (w" \Un X- X,-1/'l) _,_
• ,t, ,,. ,-1• ,,. ', At 

u..,;

z, - 1/ J 

+1z,+I/Z wnwmann (,v .. U711 J; - Xi+l/2) d· 
1' l'l' •+I• At 

x .
.s, 
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Ce schéma préserve les propriétés de positivité. mais il s'avère délicat de l'étendre au cadre 
multidimensionnel sur maillage non structuré. On propose le schéma explicite d'intégration 

où W00d désigne la valeur en :r. / t = O de la solution du problème de Riemann associé à ( 14 ), et

(39) 
( •)n _ ( God + Gorl )/2
ê a - E,+t/2 e,-112 

Le choix (39) permet de retrouver formellement le schéma conservatif de Godunov, pour l'équation 
de Burgers récrite sous forme non conservative. La figure J illustre le comportement numérique de 
variable pression moyenne (P + 2K /3), pour le problème de Riemann associé aux valeurs initiales 
(PL = 1., Ur,= O., Pi = 100000, Ki= 10 0) et (pn = 0.125, Un= O., Pn = 10000, Kn = 1000).
On observe notamment sur ce cas une nette variation de P à travers la discontinuité de contact, alors 
que (P + 2K /3) reste numériquement invariant dans cette zone (ainsi que U, voir (32)). 

lU.15 lt_l 

1.20 

1.00 

.ao 

.60 

.20 

• 00 

.oo 

us 

.ao .,o .60 .,o 1 00 

Fig. 1. - Mean pressure P (Shock tube expcrimcnl). 

FiR, 1. - Pressiofl mo.vtnnt (tubt à c-hoc). 
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Conclusion 

La principale originalité du travail présenté réside dans l'examen du système de convection complet 
qui est non conservatif. Le solveur de lype Godunov proposé peut s'implémenter dans un cadre 
muJtidimensionnel sur maillage non structuré ( voir [ 12)). Les résultat<. numériques obtenus dans le 
cadre de simulations de problèmes de Riemann unidimensionnels confinnent les qualités du solveur 
explicite, lorsque les amplitudes de choc sont faibles. Un solveur de Riemann approché de type Roe a 
également été développé (voir [7]), qui donne des résultats satisfaisants dans le cas de chocs faibles. 

Remerciements. Les auteurs remercient Yvon MADAY pour les conseils et encouragements prodigués. 

Note remise le 22 novembre 1996, acceptée le 16 décembre 1996. 
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