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Introduction

Soit N > 1 un entier. On note P(2N) l'ensemble des partitions de 2N, c’est-a-
dire celui des suites d’entiers A = (A; > Ay > ... > A\, > 0) telles que S(A\) = 2N, ou
S(A) = A+...4+\,. Deux suites sont identifiées si elles ne different que par des termes nuls.
Pour une telle partition et pour un entier i > 1, on note mult,(7) le nombre d’indices j tels
que A\; = i. Notons P*¥"™(2N) le sous-ensemble des partitions symplectiques, c’est-a-dire
celles telles que pour tout entier ¢ > 1 impair, mult, (i) est pair. Pour A € P*¥™(2N),
notons Jord””()\) I'ensemble des entiers i > 2 pairs tels que multy(i) # 0. On note
PsvmP(2N) I'ensemble des couples (X, €) olt A € P¥™(2N) et € € {£1}7ord" ),

Pour tout entier n € N, notons W,, le groupe de Weyl d'un systeme de racines de
type B, ou C,, avec la convention W, = {1}. Notons Wy I’ensemble des couples (k, p)
ou k est un entier tel que k > 0 et k(k+1) < 2N et p est une représentation irréductible
de Wi _k+1)/2. La correspondance de Springer généralisée, définie par Lusztig, est une
bijection (A, €) — (k(A €), p(\,€)) de PY™P(2N) sur Wy.

Il est bien connu que P*¥™P(2N) parametre les orbites unipotentes dans le groupe
symplectique Sp(2N;C). L’ensemble P*¥™P(2N) parametre les couples (C, &) formés
d’une orbite unipotente C' et d’'un systeme local Sp(2N; C)-équivariant irréductible sur
C. On note (C), Exe) le couple paramétré par (A, e) € P¥™P(2N). Pour un tel couple
(C',&"), on définit le prolongement d’intersection IC(C’,E’), qui est supporté par la
fermeture C’ de ', et ses faisceaux de cohomologie H™IC(C’,£"). Lusztig a montré
que ces derniers sont nuls si m est impair. Si C' est une autre orbite unipotente, la
restriction de H*"IC(C’,E') a C est somme directe de systeémes locaux Sp(2N;C)-
équivariants irréductibles. Si € est un tel systeme local sur C', on note mult(C,&; C’, E’)
la multiplicité avec laquelle intervient £ dans la restriction a C de @,,ezH*™IC(C', E).
Soient (A, €) et (N, €') les éléments de P*¥™P(2N) paramétrant respectivement (C,E) et
(C",&"). On pose mult(\, e; N, €') = mult(C,E;C", E"). Supposons que cette multiplicité
soit non nulle. I est clair qu’alors A < X pour l'ordre usuel des partitions. Lusztig a
prouvé que k(A €) = k(N €).

Partons maintenant de (A, e) € P*¥™P(2N). Posons pour simplifier k& = k(A,€). On
définit la représentation p(A, €) de Wy _k41)/2 par

p(A,€) = Bov eyepsvmpanymult(X, e N, €)p(XN, €).

Les coefficients mult(\, €; X', €') interviennent de fagon essentielle dans de nombreux tra-
vaux concernant les groupes réductifs finis, la premiere occurence étant peut-étre [1]
theorem 24.4. Ce qui nous concerne plus directement est que la représentation p(A, €)



controle les restrictions aux sous-groupes parahoriques des représentations de réduction
unipotente des groupes p-adiques (voir [2] et [5] proposition 5.2). Or on sait peu de
choses sur cette représentation. Il nous semble qu’en général, outre ce que l'on a déja dit
ci-dessus (mult(\, e; X', €') # 0 entraine k(N €') = k(A €)), on ne connait que la propriété
de minimalité

mult(\, e; X, €') # 0 entraine X' > X ou (X, €') = (A, €); dans ce dernier cas
mult(\, e; A\ €) = 1.

Le but de l'article est de démontrer que, sous une hypothese de parité sur A, la
représentation p(\, €) possede aussi une propriété de maximalité. Précisément, nous
démontrerons le théoréme suivant.

Théoréme. Soit (A €) € P¥™P(2N). Supposons que A n’a que des termes pairs. Alors
il existe un unique élément (A", ™) € PY™P(2N) vérifiant les propriétés suivantes :
(1) mult(\, e A% €M) =1
(ii) pour tout élément (N, €') € PY™P(2N) tel que mult(\, e; N, €') # 0, on a N <
A\TAT 51 ()\/7 6/) — ()\maa:j 6max>.

En fait, notre méthode permet une certaine latitude sur I’ordre choisi pour comparer
les partitions, ou plus exactement les éléments de P*¥™P(2N). Pour tout entier n € N,
notons simplement sgn le caractere signature de W,,. Pour (), ¢) € P5¥™P(2N), notons
(°A,% €) I'élément de PY™P(2N) tel que k(°A,%€) = k(A €) et p(°A, €) = sgn® p(\, €) (la
notation ne doit pas préter a confusion : *\, resp. ®¢, ne dépend pas seulement de A, resp.
¢, mais du couple (A, €)). En général, cette opération n’est pas décroissante pour 'ordre
usuel des partitions, c¢’est-a-~dire que, pour (A, €), (N, €') € P*¥™P(2N), la relation A < N
n’entraine pas *\" < *\. Toutefois, nous démontrerons le théoréme suivant.

Théoréme. Soit (A, €) € P¥™P(2N). Supposons que A n’a que des termes pairs. Alors
il existe un unique élément (\™", ™) € PY™P(2N) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) mult(\, e; SA™" semin) = 1 ;

(ii) pour tout élément (N, €') € P¥™P(2N) tel que mult(\, e °N %€¢') # 0, on a
)\min < X ou ()\/,6/) — ()\mzn’emm)

De plus, on a (ST $¢min) = (\maz gmaz)

Dans un article ultérieur, nous utiliserons ce résultat pour prouver que certaines
représentations (tres particulieres) de groupes p-adiques admettent un front d’onde.

Le couple (A\™** ™M) peut se calculer explicitement. Par contre, nous n’avons pas
trouvé de formule "simple” pour calculer le couple (A™™" e™m) (il peut évidemment se
calculer a partir de (A\™** ¢™m%) et des formules explicites pour la représentation de
Springer généralisée, mais ce calcul n’est pas ”"simple”).

Les preuves des théoremes sont purement combinatoires. Comme on le sait, les
représentations irréductibles d’un groupe W, sont paramétrés par les couples («, )
de partitions telles que S(a) + S(8) = n. Une multiplicité mult(\, e; N, €') peut se
récrire mult(q, 5; o/, 5') ou («, 5) parametre p(\,€) et (o, f') parametre p(X, €'). Shoji
a développé une théorie des fonctions symétriques associées a des couples de partitions.
En particulier, a ’aide d’un couple («, 8) et d'un ordre <; sur ’ensemble d’indices de ce
couple, il définit un polynéme du type polynome de Kostka. Pour un autre couple (o, 8'),
on peut définir la "multiplicité” mult(<;; «, f; ¢/, f') de (o/, 5’) dans ce polynéme. Sous
certaines hypotheses sur (A, €) (le couple associé a (a,3)) et pour un ordre <; bien



choisi, Shoji prouve que mult(<r; o, 5; ¢/, 5) = mult(e, B; o/, 5') pour tout (o, f). Nous
généraliserons un peu ce résultat en 5.2 : il est valable pourvu que A n’ait que des termes
pairs. Les assertions des théoremes ci-dessus deviennent des assertions concernant les
paires (o/, ') telles que mult(<;;a, B;¢/,5). Et la définition de ces multiplicités est
purement combinatoire.

Dans le premier paragraphe, on considere un couple de partitions (a, 3) et un ordre
<y sur 'ensemble d’indices de ce couple. On définit des ensembles P(a, ) et P4 p.s(a, 5)
formés de couples de partitions (v, u) déduits de («, 8) par une combinatoire simple. On
montre au paragraphe 4 que ces couples sont précisément ceux qui interviennent dans le
polynéme de Shoji associé a (a, 3) avec des propriétés de maximalité du type de celles in-
tervenant dans les théoremes ci-dessus. Entre-temps, les paragraphes 2 et 3 sont consacrés
a prouver divers lemmes techniques concernant ces ensembles P(«, 5) et Py p.s(a, (). Ils
peuvent étre négligés en premiere lecture et méme en deuxieme. Au paragraphe 5, on
étend comme on l'a dit le théoreme de Shoji et on en déduit les théoremes, a 'aide
des résultats de maximalité prouvés au paragraphe 4. La description explicite du couple
(Amaremar) est donnée au paragraphe 6.

1 Définitions

1.1 Ensembles finis a multiplicités

Soit n € N. Considérons 'ensemble des suites A = (A,...,;A,) ol les A; sont des
nombres réels. Disons que deux telles suites sont équivalentes si et seulement si elles
different par une permutation des indices. Nous appellerons une classe d’équivalence un
ensemble a multiplicités de nombres réels, a n éléments. Pour une telle suite \ et pour
i € R, on note multy (i) le nombre d’indices j tels que A; = i. Notons R,, I'ensemble des
suites A = (A1,...,A,) ol les \; sont des nombres réels tels que Ay > Xy... > A,. Pour
tout ensemble a multiplicités de nombres réels, a n éléments, qui est donc une classe
d’équivalence de suites, il existe une unique suite qui appartient a la fois a cette classe
et a R,. Ainsi, ’ensemble des ensembles a multiplicités de nombres réels, a n éléments,
s'identifie & R,,. Pour A € R, et pour k € {0,...,n}, on pose Si(A) = >_._; ;. On
pose simplement S(A\) = S, (\). On munit R,, de Pordre usuel : A < X si et seulement
si Sp(A) < Sp(N) pour tout £ = 1,...,n. Pour A, ' € R,, on note A + X\ la suite
(A1 + A, A2+ Ay, A, + X)), Elle appartient a R,,. Pour A € R,, et A’ € R,,/, on note
AU N Pélement de R, 4. équivalent & (Aq, ..., Ap, Al ..., Al,). On vérifie que

(1) soient A\, N € P, et u, i’ € Py, ; supposons A < X et p < p'5alors AU < N U/
etona AU pu=\NUyu sietseulement si A=\ et p =y

Dans le cas particulier n = 0, on note () 'unique élément de R,.

Pour n € N, on note P, l'ensemble des partitions o = (a, ..., ;) ol o; € N pour
tout 7 et ou a; > ... > a,, > 0. C’est un sous-ensemble de R,,. On utilisera parfois la
notation av = (0", 1™, ...) ou n; = mult, (7).

1.2 L’ensemble P(q,3)

Soient n,m € N. Posons I = ({1,...,n} x {0}) U ({1,...,m} x {1}). On fixe un ordre
total <; sur I tel que, pour 4,7 € {1,...,n}, on ait (i,0) <; (j,0) <= i < j et, pour



i,7 € {1,..m}, (4,1) <; (4,1) <= i < j. Pour (a,) € Pp X Py, on va définir
un sous-ensemble fini P(a, ) C P, x Pp,. Cette construction se fait par récurrence sur
n+m.

Sim=n=0,onaa=0_§=10,(0,0) est 'unique élément de Py X Py et on pose
P0,0) ={0.0)}.

Supposons n + m > 1. On considere les deux constructions suivantes.

(a) supposons n > 1. On pose a; = 1. On note b; le plus petit élément de {1,...,m}
tel que (1,0) <; (b1,1), s’il en existe, puis ay le plus petit élément de {1,...,n} tel
que (b1,1) <; (az2,0) sl en existe, puis by le plus petit élément de {1,...,m} tel que
(az,0) <1 (ba,1) s'il en existe etc... On arréte le procédé quand il n'y a plus d’élément
vérifiant I'inégalité requise. On pose vy = ag, + B, +Qay+5p,+.... Onnote i1 < ... < 4,y les
éléments de {1,...,n} qui ne font pas partie du sous-ensemble {aj, as,...}. On note j; <
oo < Jv les éléments de {1,...,m} qui ne font pas partie du sous-ensemble {by,bs,...}.
On identifie I'ensemble I = ({1, ...,n'} x {0}) U ({1, ..., '} x {0}) & un sous-ensemble de
I en identifiant (k,0) € I' & (ix,0) € I et (k,1) € I’ & (ji, 1) € I. On munit I’ de 'ordre
<y induit par ce plongement et par l'ordre <; sur /. On définit o = (v, vy, ...) € Pu
et 8 = (B, Bjs,-..) € Ppy. Par récurrence, 'ensemble P(a/,5) est défini. On note
P%(a, B) Tensemble des couples (v = {v1} U v/ U{0"™ "'}, u = ¢/ LU {0™™}) pour
(1) € P(a, ).

(b) Supposons m > 1. On construit un ensemble P’(a, 3) en inversant les roles
de o et f : on pose by = 1. On note a; le plus petit élément de {1,...,n} tel que
(1,1) < (a1,0) etc... On pose w1 = By, + Qay + By, on définit les partitions (o, 5). On
note P’(a, ) I'ensemble des couples (v = v/ U {0" ™}, = {p } U g/ L {0™™=1}) pour
(V1) e P(d,p).

On a supposé n+m > 1. Si m = 0, on pose P(«, ) = P*(«, 3). Sin = 0, on pose
P(a,3) = P’(a, B). Si n,m > 1, on note P(a, 3) la réunion de P%(«, B) et P’(a, 3).

On a

(1)sin=0oum=0, Pla, B) = {(a, B) } ;

(2) S(v) + S(p) = S(a) + S(B) pour tout (v, ) € P, ).

Considérons des ensembles d'indices 1 < i1 < 19 < ... < @y <0, 1 < j1 < Jo <

. < Jm < m, posons o = (o, Uy, ...) € P et B = (B, By, -.) € Ppy. Comme
dans la construction ci-dessus, identifions ’ensemble d’indices I’ = ({1,...,n'} x {0}) U
({1,...,m'} x{0}) & un sous-ensemble de I. Supposons n’ > 1 et considérons des éléments
(v,p) € P*(a, 8) et (V', 1) € P(o/,3"). Alors

(3) on a v; <.

Preuve de (3). Comme on l'a dit, on a vy = ag + [, + Qg,.... La construction entraine
que vy est de la forme ay + By + gy ... ot @y > 1, by est un élément de {1,...,m} tel
que (a},0) <7 (b},1), a est un élément de {1,...,n} tel que (b},1) <; (a},0) etc...Par
récurrence, on voit que si b existe, by aussi et by < b}, que si a, existe, ay aussi et as < aj
etc... L’élément v] = Qg + By, + Qg ... est alors inférieur ou égal a vq. [

En particulier, dans la construction (a), v; est bien le plus grand élément de la suite
v. Il y a évidemment des propriétés similaires en échangeant les roles de « et 3 : dans la
construction (b), uy est bien le plus grand élément de la suite p.

Supposons 1, m > 1. Le procédé (a) crée des suites a; = 1, as,..., by, by, ... un élément
V1 = a1+ By, + gy + ... et des partitions (o, §'). Le procédé (b) crée des objets que nous
notons en les soulignant : des suites by = 1, by...,a;, @,,... un élément p = Pr+aq, +Bp,+...
et des partitions (a, ). Supposons que (1,0) <; (1,1). On voit que b; = 1, puis, par



récurrence, a; = g, by = by, @y = az... Dot vy = ay + 1, B = @’ et ={o}Uad. Iy
a un résultat similaire si (1,1) <; (1,0). En résumé

(4)si (1,0) <7 (L1),onawv =1 +p,d ={amtUa et = p;si(1,1) <; (1,0),
onapu =+, o =d et f = {51}‘—|§/-

Considérons les cas particuliers suivants :

(5) on suppose que 5 = {0} et que oy; = 0 pour tout i € {1,...,n} tel que (1,1) <;
(7,0) ; ou bien on suppose que o« = {0"} et que §; = 0 pour tout i € {1,...,m} tel que
(1,0) <z (¢,1); dans les deux cas P(«, 8) = {(«a, 5)}.

Cela se prouve par récurrence sur n + m.

Remarque. Un élément de P(a, 3) est obtenu en appliquant une suite de procédés
(a) ou (b). Mais cette suite n’est pas toujours unique. Par exemple, supposons n = 1,
m=2,(1,0) <; (1,1) <7 (2,1) et supposons 51 = fs. Alors le couple ({a;+ 51}, {B2,0})
appartient a P(a, 3). Il peut étre obtenu par application des procédés (a) puis (b) ou
par application des procédés (b) puis (a).

1.3 L’ensemble Py p.(«, ()

On conserve les hypotheses du paragraphe précédent. Considérons des réels A, B et
un réel s > 0. Soit a € P, et f € P,,. On définit Py ps(c, 5) C P(o, B) de la facon
suivante.

Sin =m = 0, ou plus généralement si n = 0 ou m = 0, P4y ps(a,8) = P, B) =
{(@,B)}

Supposons n > 1, m > 1. On reprend la méme construction que dans le paragraphe
précédent. On autorise cette fois le procédé (a) si et seulement si l'une des conditions
suivantes est vérifiée

(1,0) <; (1,1) et ey + A > Bou (1,1) <; (1,0) et f1 + B < A;

Dans ce cas, on définit P§ p. («, 8) comme I'ensemble des couples (v = {v} Uv' U
{0m " = u{0m ™)) pour (V, 1) € Pa_yps(a, ).

On autorise le procédé (b) si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée

(1,0) <; (1,1) et ey + A< Bou (1,1) <; (1,0) et 51 + B > A.

Dans ce cas, on définit P} 5. («, ) comme I'ensemble des couples (v = VU{0" "} p =
{p} U {01}, powr (v, ) € Pap-ss(e, 5).

Si un seul procédé est autorisé, disons celui de type (a), on pose Psps(a, ) =
P§ p.s(a, B). Si les deux procédés sont autorisés, on pose Pa p.s(a, 3) = Pjp. (o, ) U
P} g.o(o, 8). Au moins un des procédés est loisible donc 'ensemble Py ps(cv, ) est non
vide. Il peut avoir plusieurs éléments puisque les procédés (a) et (b) peuvent étre tous
deux autorisés. On peut toutefois définir un élément canonique ”de type (a)” en modifiant
la construction ci-dessus de la fagon suivante : on n’autorise le procédé (b) que si le
procédé (a) n’est pas autorisé. Dans I'un ou 'autre des procédés, on choisit pour (v, i)
I’élément canonique "de type (a)” relatif a (o, ). On définit de la méme fagon un
élément canonique ”de type (b)”.

Soient N, M € N. Supposons N >n, M > m, A> s(N—1), B> s(M —1). Appelons
(N, M; s)-symbole un couple A = (A? A®) € Ry x Ry tel que

A§ > 0et A;’»Z()pourtoutj;

A > A, +spourj=1,..,N —1, A? > Ab»+1+s pouri=1,..M — 1.

J
On définit Pélément pA € Ry par pA = A LI AP,



Pour R, R' € R tels que R € R + sN, on pose [R,R'|s = {R,R — s, R —2s,..., R'}.
Par convention, on pose aussi [R, R + s]; = (0. Pour v € P,, u € P, on définit le
(N, M; s)-symbole

A]X:gs(u, p) = (U {0} +[A A+s—sN], (nu{0M ™)) + B, B + s — sM],).

Soient o € P, et f € P, considérons un élément (v,u) € Py ps(a, ). D'apres
la définition de ce terme, on peut trouver un entier » > 0 , des suites de partitions
(&, BYizt,. i1, (V5 )iz, rt1, des suites de réels (A;)iz1,. 41, (Bi)iz1,.r+1 et d’entiers
(Ni)izet,...rt15 (M;)iz1,. 41, Vérifiant les propriétés suivantes :

(Oél,ﬁl) = (Oé,ﬁ), (Vlnul) = (I/,,LL), Ay = A, By = B';

en notant n; et m; les entiers tels que o' € P,,, et f* € P, onan;+m; > 1sii<r
et N1 =myy1 =0; o o

pour i =1,...,r+ 1, (', 1) appartient a P4, p,.s(a*, 3°);

pour i = 1,...,7, si (%, u?) est issu du procédé (a), ce procédé crée I'élément 1% et les
partitions (OéH_l,BH—l); on pose Ai+1 = Al — S, Bi+1 = Bi7 Ni+1 = Nz — 17 MZ'+1 = ]\4Z7
on a (V,u') = ({vi} Uy {0 tmnen it g {omimmien ) s (V7 pt) est issu du
procédé (b), ce procédé crée I'élément p} et les partitions (o, 371): on pose A; 1 = Aj,
Biy1 = B; — s, Nijyy = N; et My = M; —1; on a (v, pt) = (v u {0} {pd} U
,uiJrl L {Omiflfmiﬂ}).

Comme on I'a remarqué dans le paragraphe précédent, de telles suites ne sont pas
forcément uniques mais fixons-les. Pour i = 1,...,7, on a

PAN R0 i) = (e} WAL (T ),
olt 7; = Vi + A; si (V4 i) est issu du procédé (a) et x; = u' + B; si (V% p?) est issu du
procédé (b). On a aussi

pA]X:ii:g::ll;s(Vr—i_l? MT—H) = [AT-H? A+s— SN]S U [BT’-H’ B+s— SM]S'

Notons h le plus petit entier i € {1,...,r} tel que inf(n;y1,my1) = 0. Pour i = 1,... h,
posons \; = x;, ou x; est défini comme ci-dessus. Posons

Npt1,Mp41 h+1  h+1\
pAAhH,BhH;s(V ST = (Ands ooy ANM)-

Montrons que
(1) on a I'égalité
N,M
pAA,B;s<V7 :u) = <)\17 ) )\NJrM)

Remarque. Ce qui précede montre que les termes du membre de gauche sont bien
A, ooy Anaar- Lassertion est que ces termes sont en ordre décroissant.

Par définition, les termes sont en ordre décroissant au-dela du rang h + 1. Par
récurrence, il suffit donc de prouver que, si n,m > 1, on a A\; > Ag. Par symétrie,
on ne perd rien a supposer que (v, u) est issu du procédé (a). Donc A\; =14 + A. On a
alors I'une des possibilités suivantes

(2)r=1let dg=Ay=A—35;

(3)r=1et \g =By =B;

(4) 7 > 2, (2, u?) est construit & laide du procédé (a) et Ao = vi+ Ay =12+ A —s;

(5) r > 2, (V% u?) est construit a aide du procédé (b) et Ay = u? + By = pu? + B.



Dans le cas (2), 'inégalité \; > Xy est immédiate. Dans le cas (4), elle résulte de
1.2(3). Notons p, le terme issu du procédé (b) appliqué a (a, 3). Dans le cas (5), on
a pi < p, d’apres lassertion symétrique de 1.2(3). Dans les cas (3) et (5), on a donc
A2 < p, + B. Supposons (1,0) <7 (1,1). Alors, d’apres 1.2(4), on a vy = a; + p, . Puisque
le procédé (a) est loisible pour construire (v, u), on a a3 + A > B. Alors

)\QSH1+B§&1+H1+A:V1+A:)\1.

Supposons maintenant (1,1) <; (1,0). Alors, d’apres 1.2(4), on a v; = p, — 1. Puisque
le procédé (a) est loisible pour construire (v, ), on a 5 + B < A. Alors

)\2§H1+B§H1_/BI+A:U1+A:)\1'

Cela prouve (1).

Supposons que (v, 1) soit I’élément canonique de type (b) de P4 ps(c, ). On peut
alors choisir de fagon canonique les suites (o', 8");=1 41 ete.. :pouri = 1,..., 7, si (v, ")
peut étre construit a ’aide de chacun des procédés (a) ou (b), on choisit le procédé (b).
On a alors les inégalités plus précises suivantes :

(6) soit i € {1,...,h}; supposons que (v, u’) soit construit & I'aide du procédé (a);
alors A\; > A\j11.

Comme dans la preuve ci-dessus, on peut supposer ¢ = 1. Par définition des suites
canoniques, puisque (v, i) est construit a 'aide du procédé (a), c’est que le procédé (b)
est exclu. On a donc les inégalités strictes a; + A > Bsi (1,0) <; (1,1) et 51+ B < A
si (1,1) <7 (1,0). En glissant ces inégalités strictes dans la preuve ci-dessus, on obtient
(6).

Dans la suite de I'article, on considere des données n,m, N,M € N, A, B € R et un
réel s > 0 vérifiant les hypotheses ci-dessus. C’est-a-dire que 1’on suppose fixé un ordre
< sur 'ensemble d’indices I = ({1,...,n} x {0}) U ({1,...,m} x {1}) comme en 1.2; on
suppose N >n, M > m, A > s(N —1) et B > s(M — 1). Le nombre s ne changera
pas. Par contre, on raisonnera souvent par récurrence sur n et m et on s’autorisera a
faire varier N, M, A et B. Les réels A et B sont presque toujours positifs ou nuls. Par
exemple, A ne peut étre strictement négatif que si N = 0 donc n = 0 mais, dans ce cas,
A n’interviendra pas réellement dans les constructions.

1.4 Définition de p’\y [a, f]

Lemme. Soient o € P, et B € Py,.
(i) Pour (v, ) € P(a, ) et (v, 1) € Passle B), on a pAY M. (v, ) < pAYY. (v, ).

(ii) Pour (v, 1) € Pla,B) et (v,1) € Pass(a,B), on a phyal (v, 1) = pAY M, (v, 1)
si et seulement si (v, pu) € Py p.s(a, ).

Preuve. L’assertion ”si” de (ii) résulte trivialement de (i). On va donc démontrer
cette assertion (i) ainsi que l'assertion ”seulement si” de (ii).

On raisonne par récurrence sur n + m. Si n +m = 0, plus généralement si n = 0
oum =0, Pyp(e,B) = P, 8) = {(a,8)} et les assertions sont triviales. Supposons
n > 1et m > 1. Les éléments (v, ) et (v, ) sont construits selon des procédés (a)
ou (b). Supposons d’abord qu'ils soient construits par le méme procédé, disons par le
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procédé (a). Celui-ci construit un terme v; et des partitions o/ € P/, ' € Pyy. On a
v={n}ur/u{0}" et u=p U{0}" ™ pour un élément (v, ') € P(a’, ). On
en déduit facilement 1’égalité

pAABs(” M) {y1+A}|—|pAA sBs(y :u)

De méme

PAY B (v 1) = {1+ AYUpAYZ 5 (V) ),
ou (V', i) est un élément de Py p.s(a/, 5'). Alors I'inégalité pAA:B;s(V, p) < pA]X:g{s(u, In)
équivaut 3 'inégalité pAY - sl g (V) < pAlT N B M (Y, i) qui est connue par récurrence.
La premiere inégalité est une égalité si et seulement il en est de méme pour la seconde.
Pour celle-ci, I'égalité entraine par récurrence que (', 1) € Pa_s p.s(c/,3"). Mais alors,
par construction, on a (v, 1) € P4 p.s(a, ).

Supposons maintenant que (v, i) et (v, ) soient construits selon des procédés différents.
On ne perd rien a supposer (1,0) <; (1,1). Supposons d’abord que (v, p) soit construit
a 'aide du procédé (a) et que (v, u) le soit selon le procédé (b). Le procédé (a) définit un
élément que 1'on note ici v et un couple que I'on note (at, 81) € P,, X Pp,. Le procédé
(b) définit un terme p; et un couple (o', 3'). D’apres 1.2(4), hypothese (1,0) <; (1,1)
entraine que vy = ag + p1, o' = {a;} Ul ﬁl = L. Puis

(1) pAYE (v, ) ={ar+p + Ay UpAY Rl (v ph),

(2)  pANEL (0 = {m + BYUpAL R (0 i),
pour des couples (v', u') € Py_g ps(at, 1) et (v, ut) € P{an} Lat, BY).
Supposons d’abord m; = 0. Dans ce cas, on a (¢!, u!) = (o', 8! = 0) et (v', p!) =
({1} Ual, Bt = 0). On trouve plus explicitement

pAABs(V,p,):{a1+u1+A,a%+A—s,...,ail+A—5n1,A—sn1 A+s—sN}

LW{B,B—35,...,B+s—sM},
pAABS(I/ p) = (i + Ao +A—s,..,ap +A—snj, A—sn;—s,..,A+s—sN}
W{pu +B,B—s,....,B+s— sM}.

D’apres la remarque 1.1(1), il suffit de prouver que {a; + A, 1 + B} < {a1+ 1 + A, B}.
Or les hypotheses que (1,0) <; (1,1) et que (a) est autorisé pour construire un élément
de P p.s(o, B) entrainent que a; + A > B, ce qui entraine I'inégalité cherchée. On voit
aussi que l'on ne peut avoir 1'égalité pAX’é{S(V, p) = pAX’é{S(I/, p) que si pp = 0 ou
a; + A = B. Dans le premier cas, on voit que (v, u) = (v, ) donc (v, p) € Py p.s(c, B).
Dans le deuxiéme cas, le procédé (b) est permis pour construire Uensemble P 5. («, 3)
et (v, 1) appartient a cet ensemble.

Supposons maintenant m; > 1. Introduisons un couple (v}, u') € Pap_ss({ai} U
ol, 1) et notons I} = ({1,...,n1 + 1} x {0}) U ({1, ...,m1} x {1}) Pensemble d’indices
intervenant, qui est muni d’'un ordre < I; par une injection I; — I. Puisque (1,0) € [;
s’identifie a (1,0) € I qui est le plus petit élément de I, il reste le plus petit élément
de I;. Comme on 'a dit ci-dessus, nos hypotheses entrainent oy + A > B, a fortiori
a1+ A > B —s. Donc (v}, ') est construit par le procédé (a). Ce procédé construit des
éléments, notons-les @) = 1, a},..., b,, b,... un élément v, = oy + Bg/l + ai/rl +..(ilya



un décalage sur les indices de o’ car le i-iéme terme de o' est le (i + 1)-ieme terme de
{ay} Ual), puis un couple (a?, %) € P,, X P,,,. Notons en passant que, puisque (1,0)
est le plus petit élément de I, on a by = 1. On a (v, ') = (v, U2, p?), pour un couple
(V3 %) € Pys pss(a? 5%). On a a

N,M— N—1,M—
pAA,B—;s(Zlvﬁl) ={y, + At U pAA—sl,B—s;ls(V27 NQ)-
ANM -1

De plus, 'hypothese de récurrence entraine que pAy'g . (V1 pt) < pAYE L (!, pb).
Avec (2), on obtient

AN B (v, ) < {4+ By U{yy + A} UpAY (2 0).

Posons 1} = 65,1 +0‘¢1ﬂ2—1 +.... On a donc v, = a; + ). D’apres 1.2(3), on a g > ). En
utilisant l'inégalité ay +A > B, on voit que {pn+B}L{v;+A} < {ag+u+AU{u)+B}.
Donc

(3)  pANEL () < {on+p+ AYU{ph + BYUpAYT R0 ).

On a vu ci-dessus que b} = 1. Mais alors p} est le terme issu du procédé (b) appliqué a
(al, B) et (a?, %) est la partition qui se déduit du méme procédé. Ce procédé est loisible
pour construire 'ensemble P’(at, 1) puisqu’on a supposé m; > 1. Donc (v2, {}} LU pu?)
est un élément de P(al, 3') et on a

PN S Ly W) = (i + BY UpAR "5 (02, ).
Par récurrence, on a
PAY TSm0 i U p®) < pAYTUEL (v 1)
et, avec (3), on obtient

pAY Y (v, 1) < {on + pn + AY UpAYTHY (01, ).

En comparant avec (1), on obtient I'inégalité cherchée pAX’é{S(I/, p) < pAX’é{S(V, ).

Supposons que pAX’gs(y, pn) = pA]X’é{s(u,u). Alors toutes les inégalités ci-dessus
doivent étre des égalités. D’abord pAX’g_gs(l/l, pt) = pAX’é{?S(gl, p!). Par récurrence,
cela entraine que (v', u') € Py p_os({an} U at, 81). Puisque le couple (', p') était un
élément quelconque de cet ensemble, on peut supposer qu'il est égal & (11, [_Ll) Ensuite
{m + B} UA{y, + A} = {on + 11 + A} U {p} + B}. Cela entraine que oy + A = B
ou que pj = py. Dans le premier cas, le procédé (b) est permis pour définir I'ensemble
P} p..(a, B). Le couple (v, j1) est construit & aide de ce procédé et de I'élément (v', u') €
Prp_ss({ar} Uat,8Y). Donc (v, ) € Pap.s(a, 8). Supposons maintenant uj = p;. On
doit aussi avoir I’égalité pAg:sl,’é{S(uZ, {piyup?) = pAg:;gs(ul, pl), ce qui entraine par
récurrence que (V2 {p}} U p?) € Pa_gp.s(al, BY). L’élément de P4 p.(«, 3) construit a
'aide du procédé (a) et de ce couple est

(o +pm}Uv? {pi up?).

Le couple (v, i) est ({aq + p}} Uv?, {uy} U p?). Puisque p) = p1, ces deux couples sont
égaux et (v, u) appartient a Py p.s(a, 5).



On suppose maintenant que (v, p) est construit a I’aide du procédé (a) et que (v, )
'est a I’aide du procédé (b) (on suppose toujours (1,0) <; (1,1)). On reprend le raison-
nement en échangeant les roles de (v, u) et (v, p). Les égalités (1) et (2) sont inversées,
c’est-a-dire que 'on a

4)  pAVY (v p) = {m + BYUpA R (v ),

(5)  pANE (i) = {an +pu + AFUPAY 5 (0 ),

pour des couples (v', u') € Pap os({an}Ual, ) et (v, ut) € P(al, 8Y).
Supposons d’abord m; = 0. Dans ce cas , on a (¢!, u') = ({ay} Uat, 8 = 0) et
(v, ') = (a!, 8 = 0). On trouve plus explicitement

pA Mw,p) = {m+B}u{os+A,al+A—s, .. oy +A—sn;, A—sni—s, ..., A+s—sN}

W{B—-s,...B+s—sM},
A]X?;S(V p)= (i +m+Aa;+A—s,..,a, +A—sni,A—sni—s,..,A+s—sN})
W{B,B—s,...,B+s—sM}.

D’apres la remarque 1.1(1), il suffit de prouver que {a; +p; + A, B} < {ay + A, 1 + B}.
Or les hypotheses que (1,0) <; (1,1) et que (b) est autorisé pour construire des éléments
de szB;S(a, f) entrainent que oy + A < B, d’ou 'inégalité cherchée. On voit aussi que
I'on ne peut avoir ’égalité pAX’gI;S(u, p) = pA]X:g{s(y, p) que si pp =0oua; +A=B.
Dans le premier cas, on voit que (v,u) = (v,pu) donc (v,u) € Pap.s(a,B). Dans le
deuxieme cas, le procédé (a) est permis pour construire 'ensemble P 5. (a, 8) et (v, 1)
appartient a cet ensemble.

Supposons m; > 1. Introduisons un couple (v, u') € Pa_g g(at, ). Montrons que ce
couple est obtenu par le procédé (b). Cest évident si ny = 0 puisqu’alors seul ce procédé
est autorisé. Supposons n; > 1. On note [; = ({1,....,n1} x {0}) U ({1,...,m1} x {1})
I’ensemble d’indices intervenant. Contrairement a ce qui se passait plus haut, 1’élément
(1,0) de I; ne s’identifie plus a (1,0) € I. Pour 'ordre sur [, on ne sait pas quel est
le plus grand des éléments (1,0) et (1,1). Supposons que (1,0) <;, (1,1). Comme on
'a dit ci-dessus, nos hypothéses entrainent a; + A < B. Puisque a! est une partition
extraite de a, on a af < «y, a fortiori af + A — s < B et cela impose le procédé (b).
Supposons maintenant que (1,1) <y, (1,0). L’inégalité oy + A < B entraine A < B, a
fortiori 3{ + B > A — 5. Cela impose encore le procédé (b), ce qui démontre 'assertion.
Le procédé (b) construit des éléments, notons-les b = 1, b,... a}, aj,... un élément
By = 65,1 +oz(11,1 + ..., puis un couple (a?, 3%) € Pp, X Pp,. On a (v, ') = (2, {n} Ll u?),
pour un couple (12, i) € Pa_s p_ss(a? 5%). On a

pAA sBs(V N’ ) _{M1+B}|—|pAA sléwsls( 27M2)-
De plus, I'hypothése de récurrence entraine que pA’Y~ Slgls( L) < pAl\” SBS(_l,u ).

Avec (5), on obtient

PAN B (v, 1) < {an + pn + A} U {p, + By UpAY 05 (V% ).

D’apres 1.2(3), on a py, < . En utilisant I'inégalité oy + A < B, on voit que {ag + p1 +
Atu{p, + B} < {a1+u + A} U {1 + B}. Donc
(6)  pANEL () < i+ BYU{ar + gy + A UpAYT B0 ).
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Considérons le couple ({a1} U at, '), Cette fois, I'ordre sur 'ensemble d’indices I; =
({1, ...;n+1}x{0})U({1, ..., ms } x{1}) est tel que (1,0) <y, (1,1). On voit que le procédé
(a) crée I'élément oy + p, et les partitions (o, p*). Donc le couple ({ay + p, } U2, p?)
appartient & P({a;} Ual, 81). On a

pANE T (T + p Y U2 u2) = {on + p, + Ay UpAY DAL 0%, 42).
D’ot, avec (6),
PAY B (v, 1) < {p + BYUpA R ({on + p y U2 ).

Puisque ({a1 4 g1, } U v?, p?) appartient & P({a;} U o', '), on sait par récurrence que
PANE L ({on + p U p?) < pAPRTL (U pt). Alors
PAN B (v, 1) < {p + BYUpA R L (vt ph).

En comparant avec (4), on obtient I'inégalité cherchée pA]X:gs(y, p) < pA]X:é\;{S(V, ).

Supposons que pA]X:gs(l/, n) = pAX’é{S(V, p). Alors toutes les inégalités ci-dessus
doivent étre des égalités. D’abord pAX__Slv’g{S(l/l,ul) = pA]X__;’g{S(gl,pl). Cela entraine
par récurrence que (v', u') € Py_ p.s(at, B'). Comme plus haut, on peut alors supposer
(¥ pt) = (V' p'). Ensuite {ay +pn + A} U {p, + B} = {a1 + p, + A} U {iu + B}.
Cela entraine que a1 + A = B ou que g, = 1. Dans le premier cas, le procédé (a)
est permis pour construire 'ensemble P§ p (a, 3) et (v, i) est issu de ce procédé et du
couple (v', ') € Pa_gps(al, f'). Done (v,p) € Pap.s(a, ). Supposons #, = p1. On
doit encore avoir pA}'5 . ({ay + p Juvip?) = PAL 5 o, (VY pt). Par récurrence, cela
entraine que ({ay+p yUV?, p?) € Pap s({ar}Ual, 1), L’élément de Pj 5. (, () issu
du procédé (b) et de ce couple est

(fon + 1} U, L} U A2),
Le couple (v, u) est
({on + U2 {p } U ).
L’égalité fr, = p1 entraine que ces deux couples sont égaux, donc (v, i) € Py ps(a, ).

Cela acheve la démonstration. [
Le lemme autorise la définition suivante.

Définition. Pour o € P, et € P,,, on note pﬁ’é{s [ov, ] la partition pAX’é{S(I/, @) pour
un élément quelconque (v, pu) € Py p.s(a, B).

Remarque. Il résulte de 1.2(1) que, sin = 0 oum = 0, on a simplement pY '3 [, 8] =
N,M o
pAA,B;s(O‘a B).

2 Quelques propriétés des ensembles P(«q, [3)

2.1 La partition o~

Pour n > 1 et pour A = (A1, ..., \y) € R,, on définit I'élément A~ € R,_; par
)\7 == ()\2, 7)\11)
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Soient a € P, et ﬁ € Pp. On suppose n > 1 et (1,0) <; (1,1) si m > 1. On plonge
I'ensemble d’indices I~ = ({1,...,n — 1} x {0}) U ({1, ...,m} x {1}) dans I en envoyant
(i,0) € I~ sur (i +1,0) € I. On munit /- de 'ordre <;- induit par ce plongement et
l'ordre <; sur I. On utilise cet ordre pour construire les objets relatifs a (a—, 5).

On utilisera plusieurs fois les propriétés suivantes, qui se démontrent simplement en
appliquant les définitions. On suppose m > 1. Appliquons a (a, 8) le procédé (a). I
construit un élément vy et des partitions (o, §’). Alors

(1) le procédé (b) appliqué a (o™, B) construit I'élément p = v — oy et les mémes
partitions (a/, ') ;

(2) si (1,0) <;- (1,1), ce qui équivaut a (2,0) <; (1,1), le procédé (a) appliqué a
(o™, ) construit I'élément v, = 11 — a1 + s et les partitions (/™ , §) ;

(3) si (1,1) <;- (1,0), ce qui équivaut a (1,1) <; (2,0), le procédé (a) appliqué a
(o™, B) construit I'élément v, = v; — oy — 51 et les partitions (o/, {51} U f').

Appliquons a (a, 8) le procédé (b). Il construit un élément p; et des partitions (o, 8).
Alors

(4) le procédé (b) appliqué a (a—, 3) construit le méme élément p; et les partitions
(o', 8.

Supposons a3 + A < B, auquel cas le procédé (b) est autorisé pour construire les
éléments de Py p.s(cv, B). Considérons de plus des réels A', B’ tels que A > A’ et B’ > B.
Alors

(5) le procédé (b) est autorisé pour construire les éléments de Py pr.s(a, 3).

En effet, si (1,0) <;- (1,1), on doit voir que oy + A" < B’. Mais aj + A" = a +
A <ag+A<B<B.Si(1,1) <~ (1,0), on doit voir que f; + B" > A’. Mais
bi+B >B >B>a1+A>A>A.

2.2 L’ensemble P"Y(qa, B3)

Soient o € P, et B € P, et soit ¢ € N. On définit un sous-ensemble P’1(q, 3) de
la facon suivante. Si m = 0, on pose P%(a, 3) = P(a, 3). Supposons m > 1. Si ¢ = 0,
on pose P""(a,3) = P(a, ). Supposons ¢ > 1. Le procédé (b) construit un terme
p1 et des partitions (a/, ') € Pu X Ppy. Alors PP¥(a, B) est I'ensemble des couples
(7 U{0""}; {pn} U {07 }), pour (v, ) € PP (ol ).

Montrons que

(1) pour ¢, > m, on a P(a, B) = P"I(a, B).

Si m = 0, les deux ensembles sont égaux a P(«, 3). Si m > 1, donc aussi ¢, ¢ > 1, on
am’ < m dans la construction ci-dessus et la propriété résulte par récurrence de 1’égalité
Pb[c—l](a/’ 6/) — Pb[c’fl}(a/’ 5/)

Supposons m > 1, considérons un couple (v, 1) € P(a, 3) et un entier ¢ € {1,...,m}.
Pour tout d € {1, ...,c}, on suppose donnés des réels A(d) > sN — s, B(d) > sM — s.
On considere la propriété

(2) Sal(p U {0)) + [Bd), B) + 5 — sMLL) =SSt ayelon B]) pour tous
de{l,.. c}

Lemme. Supposons (2) vérifiée. Alors (v, u) appartient & PP)(a, ).

Preuve. Supposons d’abord ¢ = 1 et posons pour simplifier A = A(1), B = B(1).
Notons (x,&) I'élément canonique de type (b) de P4 p.s(c, 5). Montrons tout d’abord
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que

(3) cet élément est construit a 'aide du procédé (b) et on a p; = &;.

Si n = 0, le procédé (b) est le seul permis et on a u; = B; = &. Supposons n > 1.
Supposons que (1,0) <7 (1,1) et a3 + A > B, ou que (1,1) <; (1,0) et /1 + B < A.
Alors (x,€&) est construit a l'aide du procédé (a). Celui-ci crée 1'élément x; et on a
Sl(pg:gs [, B]) = x1 + A, cf. 1.3(1). Par 'hypothese (2), ceci est égal & uy + B. Puisque
(v, ) € P(a, B), les relations 1.2(3) et 1.2(4) montrent que

si(1,0) <7 (1, 1), g < x1— g ;

si (1,1) <7 (1,0), 1 < x1 + B

Dans le premier cas, on a y1 + A = pu; + B < x1 — a1 + B, c’est-a-dire oy + A < B
contrairement a I’hypothese. Dans le deuxieme, on a y1 + A =pu1 + B < x1 + 1 + B,
c’est-a-dire 1 + B > A contrairement a I'’hypothese. Ces contradictions prouvent que,
si (1,0) <7 (1,1), ona oy + A < B, et que, si (1,1) <; (1,0), on a $; + B > A. Alors
(x, &) est construit a I'aide du procédé (b) d’apres la définition de cet élément canonique.
Cela démontre la premiere assertion de (3). On a donc S; (pg”gs [, 5]) = & + B d’apres
1.3(1). Par hypothese, ceci est égal a u; + B, d’ou & = py. Cela prouve (3).

On va définir un entier » > 1 des couples de partitions (af, %) € P,, X P, et
(V4 ut) € P(at, B%) pour i = 1,...,r. On pose ! = «, B! = 3, v! = v, u' = pu. Supposons
construits ces objets jusqu’au rang i. Si m; = 0 ou si m; > 0 et (v¢, ') appartient a
Pb(a, 8Y), on pose r = i et le procédé s’arréte. Si m; > 0 et (v, uf) n’appartient pas a
Pb(at, BY), alors n; > 0 et (v%, u') appartient & P%(af, 3%). Ce procédé crée le terme v/
et un couple de partitions (a'™!, 1), On a une égalité v* = {vi} LTt L {ori—t-ne )
pt o= pitt iy {0mimmis} ) pour un couple (v pitt) € P(ait!, Bi1). Cela définit nos
suites. On pose I; = ({1,...,n;} x{0})U({1,...,m;} x {1}). Comme en 1.2, I;|; se plonge
dans [;. Par récurrence, I; se plonge dans I; = I et hérite d'un ordre <j,.

On va prouver

(4) r=1.

On voit par récurrence que

pouri=1,...r, v; = V};

sim, >0, uy =pi pouri=1,..7;

sim,=0,u;=p, =0pouri=1,...,r—1;

pour i = 1,...,r, Ai’gs(y, u)a ={n+A . v +A+2s—si}U Agjj:;ﬁf‘g(yi,w)a

N,M b A N+1-i M, i i\ N,M a N,M b
et Ay'p. (Vo) = Ny "o gV 1), ot par exemple Ay'p. (v, 1) et Ay'p (v, 1) sont les

deux composantes du (N, M; s)-symbole A]X:g/l;s(l/, I).

Supposons d’abord m, = 0. Alors, comme on vient de le dire, p; = 0. D’apres (3),
on a & = 0. Par construction, & = 1 + a4, + Bp, + ... Donc tous ces termes sont nuls.
Rappelons que ay est le plus petit entier ¢ tel que (1,1) <; (¢,0) si un tel entier existe.
Cela entraine 5 = {0™} et, si un terme «; est non nul, on a (i,0) <; (1,1). D’apres
1.2(5), P(a, ) est réduit a un seul élément, a savoir («, ). Donc (v, u) = (x, &) et (3)
entraine que (v, i) est construit a l'aide du procédé (b). En vertu de notre hypothese
m > 0, cela entraine par définition de r que r = 1, mais alors les hypotheses m, = 0 et
m > 0 sont contradictoires. Supposons maintenant m, > 0. Alors (", ") est construit
par le procédé (b) par définition de r. Celui-ci crée 1'élément p| = py et des partitions
(@™ ). On a v" = v {0 +1} et p” = {py} U p™ U {0m Tk pour
un couple (vt p ) € P(a™, B71). Supposons que r > 2 et supposons d’abord
(1,0) <z, (1,1). Alors v,y = v " = o] '+ 87" + o' + ... D’apres 1.2(3), on a
pro=py < BN+ al !t + 0 < & Les deux termes extrémes étant égaux par (3), ces
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inégalités sont des égalités. Donc v,_; = o'+ ;. Le procédé (b) appliqué a (a1, 771)
crée I'élément 1, et le couple de partitions ({a] '} LI a”, 37). Pour I'ensemble d’indices
de ce couple (1,0) reste I’élément minimal. Le procédé (a) appliqué a ce couple crée
donc I'élément oy + uf = a; + py et le couple de partitions (o™, 3771, 11 en résulte
que ({ay + py } Uyt {orr—men} e+t g {ome 1)) appartient & P({af "'} Ua”, 87).
L’élément de P(a"~!, 871 qui s’en déduit par le procédé (b) est

(o b Up L7 Lt L {ome o)

— (a4} Uy L0717 L {0y = (7, ),

Cela montre que (v" 71, "~1) est obtenu par le procédé (b), ce qui contredit la définition
de 7. Supposons maintenant que (1,1) <;,_, (1,0). Le procédé (b) appliqué a (a"!, 57 1)
crée I'élément 3] + v} d’apres 1.2(4). Comme ci-dessus, on a

o= ph < BT Ul <&,

d’on I'égalité de ces termes. Donc v} = pu; — 377" Nécessairement, le premier terme de
B est B! (précisément, I'élément (1,1) de 'ensemble d’indices I, de (a”, 87) s’identifie
au méme élément (1,1) € I,_;) . Le procédé (b) appliqué a (a"~!, f71) crée le couple de
partitions (a”, (57)7). Supposons n, > 0. Alors le procédé (a) appliqué a (o™, (87)~) crée
Iélément pf — B = py — B! et le méme couple de partitions (o™, 871). L’élément
({pa = B} Lot p ot} gt L {017 }) appartient & P(a”, (87)7) et

I’élément de P(a™!, 3771) qui s’en déduit par le procédé (b) est
({Ml _ BI—l} L VT’+1 L {Onrfl_l—nr+l}’ {Ml} L Mr—f—l L] {Omr—l—mﬁq})

— ({/M - ﬁ{’fl} L yr L {Onr_lflfnr}”ur L {Omy_lfmr}> — (l/ril,,uril).

Cela montre que (v" 1, "~1) est obtenu par le procédé (b), ce qui contredit la définition
de 7. Il reste le cas ou n, = 0. On a alors pj = f]. L'égalité

p= B el

entraine que 8] = 7', o' = B = ... = 0. Autrement dit o/ = {0™'} et les
termes 3] ' ne sont non nuls que si (i,1) <;,_, (1,0). D’apres 1.2(5), il n’y a qu'un seul
élément dans P(a™!, 3771), qui peut étre obtenu par le procédé (b) puisque m,_; > 0.
Cela contredit encore la définition de r. Cela prouve (4).

D’apres 'hypothese m > 0, 1’égalité r = 1 entraine que (v, i) est construit a l'aide
du procédé (b). Cela démontre le lemme dans le cas ¢ = 1.

Supposons maintenant ¢ > 1. L’hypothese (2) pour ¢ est plus forte que celle pour
¢ — 1. En raisonnant par récurrence, on sait que (v, ) appartient a P~ U(a, 8). On
pose (al,B8') = (a,B), (v, ut) = (v, ) et on définit maintenant un entier ¢ et, pour
i =1,...,t, des couples (o', 3") et (v', %) € P(a’, 3) de la fagon suivante. Si (v%, u*) ne
peut pas étre construit par le procédé (b), on pose t = i et la construction s’arréte. Si
(V', ') est construit par le procédé (b), ce procédé crée un terme pf et des partitions
(@ BN, On a vt = v {0} et pf = {pd JUp Tt {0mi=1=mi+1} pour un couple
(VT ) € P(aftt g7, On voit que pi = p; (sauf éventuellement si m; = 0 auquel
cas i} n’existe pas; dans ce cas, on a y; = 0). La condition (v, u) € Ple=(q, B) signifie
que t > cou que t < c et my = 0. Supposons d’abord ¢ < ¢ et m;y = 0. Dans ce cas,
on a (vt ut) € Pl(at, B) pour tout ¢ € N. En particulier (v, ut) € Pleti=t(at, ).
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Alors par récurrence, (v, put) € PYeti=l(a? 8%, d’ou (v, u) € P"(a, ). Remarquons
que ce raisonnement vaut aussi si t = ¢ et m; = 0. Supposons maintenant ¢ > ¢. Si
t > c+1, alors (v,u) € P(a, 3) comme on le voulait. On suppose ¢t = ¢. Comme
on vient de le dire, on peut aussi supposer m; > 0. On pose pour simplifier A = A(c),
B = B(c). Notons (x, ) I'élément canonique de type (b) de Py g(a, 5). On applique la
méme construction en remplacant (v, ) par (x,£). On note T 'entier similaire a ¢ et
(', B') et (x,&") les analogues de (o', 8%) et (%, u'). Evidemment, pour i < inf(t,T),
les couples de partitions (o, 57) et (o, 8') sont les mémes. Les termes & = & et p; = pt
sont aussi les mémes pour ¢ = 1, mf(t_, T) — 1. Montrons que

(5)onaTl >t.

Supposons 7' < t. On a mgy > 0 puisqu’'on a supposé m; > 0. Par définition de
T, (xT,€T) est construit & I'aide du procédé (a). En particulier ny > 0. Supposons
(1,0) <z, (1,1). Puisque (x,&) est ’élément canonique de type (b), et que ce procédé
n’est pas utilisé, on a af + A > B + s — sT. Puisque les partitions (af, 3") pour i =
T +1,...,t se déduisent de (al,sT) par applications successives de procédés (b), le
terme af se conserve, c’est-a-dire af = al et (1,0) est encore le plus grand terme
de Pensemble d’indices du couple (af,3'). Par définition de ¢, (v, u') est construit &
I'aide du procédé (a). Ce procédé crée le terme vy et des partitions (!, 31). On a
V= {u Uttt u {om it et gt = pft! pour un couple (V1 pfth) € P(attt gL,
En particulier, le terme g, de notre partition p de départ est égal a pi™ ou est nul si
my+1 = 0. Toujours en appliquant 1.2(3) et 1.2(4), on a p; < 11 — af. Avec U'inégalité
al + A> B+ s—sT, on en déduit v; + A > p; + B + s — st. Mais alors

(6) v+ A+ S ({p+ B,y pio1+ B+2s—st}) > Si({u1+ B, ..., us + B+ s — st}).

Le membre de gauche est inférieur ou égal a St(pA]X”gs(l/, w)). D’apres le lemme 1.4,

c’est inférieur ou égal a St(pg”g/{s [, B]). Or, puisque ¢ = t, 'hypothese (2) nous dit que
ce dernier terme est égal au membre de droite de (6). Cela contredit cette inégalité
(6) qui est stricte. Supposons maintenant (1,1) <z, (1,0). Puisque (x,§) est I’élément
canonique de type (b), et que ce procédé n’est pas utilisé pour construire (x7,£7), on
a Bl + B+s—sT < A, a fortiori 8t + B + s — st < A. Par définition de ¢, (!, u?)
est construit a l'aide du procédé (a). Si (1,0) <j, (1,1), on voit comme ci-dessus que
py < vy —ad. Siau contraire (1,1) <, (1,0), un calcul similaire montre que p; < vy + f34.
En tout cas, v1 + A > u; + B + s — st. On obtient une contradiction comme ci-dessus.
Cela prouve (5).

Puisqu’on a supposé t = ¢, (5) et 1.3(1) entrainent que les ¢ — 1 plus grands termes
de pAX’é{S[a, B] sont gy + B,...,fte—1 + B+ 2s — ¢s et

Se(pANple, B]) = Seei({pma + B, o pre—1 + B + 25 — es}) + Si(pAY B2 [0, 89)).
On a aussi
Se({p1+B, ..., pe+B+s—cs}) = Se_1({p+B, ..., ple_1+B~+2s—cs})+S; ({u{+B+s—cs}).
D’apres (2), on a donc
Si({us + B+ s — cs}) = SipAY R ko ).

Mais alors les couples (¢, 3¢) et (v°, u¢) satisfont les hypotheses de 1’énoncé pour le
nouvel entier ¢ = 1. Ce cas a déja été traité : cela entraine que (v¢, u¢) € P°(af, 3). Cela
contredit la définition de t et I’égalité ¢ = c. Cette contradiction acheve la démonstration.

OJ
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2.3 Relation entre P(a, ) et P(a™,[3)

Supposons n > 1, soit x € N et soit ¢ € N avec ¢ > 1. Soit (v, u) € Z"! x Z™. On
définit (v, u) € Z" x Z™ par : B

sic<m, v = T+ p, Vi = Vg pour T =2,..,n, U = K, pour j = 1,...,c — 1,
i = pour j =¢,....m — 1, p,, = 0;

siccm+1, =z v=v,_,pouri=2,...,n, | = K, pour j=1...m.

On définit note ¢, : Z" ! x Z™ — 7" x Z™ V'application qui, & (v, i), associe (v, u).
Remarquons que t., = t¢, pour ¢, ¢ > m+ 1. B

Soit maintenant (a, 5) € P, X Py, et supposons (1,0) <; (1,1).

Lemme. (i) Pour tout (v, ) € P(a, B), il existe (v, pn) € P(a™,B) et ce {1,...m+ 1}
de sorte que (v, j1) = tea, (U, ).

(ii) Soit ¢ € N avec ¢ > 1 et soit (v, p) € P'(a™, 8). Alors tcq, (v, 1) appartient a
P(a, B).

Preuve de (i). Si m = 0, les ensembles P(a, 3) et P(a~, ) sont réduits a 1’élément
(o, D), resp. (o™, 0) et on a 14, (a,0) = (, D).

On suppose désormais m > 0 et on raisonne par récurrence sur n + m. Soit (v, u) €
P(a, B). Supposons que cet élément soit construit a I’aide du procédé (a). Ce procédé
crée un élément vy et des partitions (a/, ). On a v = {y} UV U {0V "1}, u =
@ LU {0™ =™} pour un couple (v, ') € P(a/,3"). Puisque m > 1, on peut appliquer le
procédé (b) pour construire les éléments de P°(a~, 3). D’apres 2.1(1), ce procédé crée
un élément p = 11 — oy et les mémes partitions (o, 4"). En conséquence, le couple
(v, p) = (Y U{0" 1} {py} U g/ L {0™=1=™'}) appartient & P(a~, 3). On vérifie que
(v, 1) = t1.0, (¥, 1), ce qui conclut.

Supposons au contraire que (v, 1) soit construit a I'aide du procédé (b). Ce procédé
crée un élément p; et des partitions (o/, 8'). L’hypothese (1,0) <; (1,1) implique que le
plus grand terme de o est ; (ou plus précisément, que le terme (1,0) de I'ensemble
d’indices I’ associé¢ & (o, ') s’identifie & (1,0) € I). On a v = v/ U{0"™}, p =
{1} U/ U {0™™ =1} pour un couple (v, u') € P(c/, 3"). Par hypothese de récurrence,
il existe ¢ € {1,...,m' + 1} et (V, 1) € P(a'~, 8') de sorte que (V/, ') = tea, (', 1'). On
peut appliquer le procédé (b) pour construire les éléments de P’(a~, 3). D’apres 2.1(4),
ce procédé crée le méme élément pq et les partitions (o/_, f'). En conséquence, le couple
(v,p) = (Y LU{0m Y {p} U/ L {0™ ™ =1)) appartient & P(a~, 3). Mais on voit que
(, B) = tesr,a (¥, ) et on a ¢+ 1 < m+ 1 puisque m’ < m. Cela acheve la preuve de
(i).

Preuve de (ii). Le cas m = 0 se traite comme ci-dessus. On suppose m > 0. Le
procédé (b) est loisible pour définir ensemble P’(a~, 3). Ce procédé crée un élément
1 et des partitions (o, ') € Pp X Pyy. Par définition de I'ensemble PY¥(a~, 3), on a
v=2vU{0" Y p={m U/ U{0m 1"} pour un élément (v, p') € PYle(a/, B)).
Supposons d’abord ¢ = 1. Parce que (1,0) <; (1,1) et d’apres 2.1(1), le procédé (a)
appliqué a (a, 3) crée I'élément 11 = ay + py et les mémes partitions (o, 5'). Alors le
couple (v LY/ LU {0" ="'}, /) appartient & P(a,3). Or ce couple est égal & ¢y o, (¥, t).
Supposons maintenant ¢ > 2. Toujours parce que (1,0) <; (1,1) et d’apres 2.1(4),
le procédé (b) appliqué a («, ) crée le méme élément p; et le couple de partitions
(o, 8" = ({an}Ua/, B'). Ona o’ = a"~. On applique le lemme par récurrence : 1'élément
(V' 1" = te—1,0, (V1) appartient a P(a”,5"). Alors, par le procédé (b), le couple
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(v, p) = (" U{0" "} {pa} U " LU {0™~1=™"}) appartient & P(a, 3). On vérifie que les
couples (v, 1) et teq, (v, 1) sont tous deux égaux a
({al—i—,u;fl,y{,. V0, ey O, {peny (s ooy gy flly oy pt! 1, 0...,03) st e </ + 1,
({ar, v, ..., 0,0, ...,0}, {,ul,ul,. oy 0.,0 ) sie>m' + 1.
Donc t¢.q, (y,ﬁ) (1/, w) appartient a P(«, ). Cela acheve la démonstration. [

2.4 Nombres d’éléments ’de type b”

Soient o € P,, f € Pp. Introduisons I’élément canonique de type (b) (v,u) €
Py p.s(a, ). Soit k € {1,...,N + M}. 1l existe des entiers a,b € N tels que a+b=k,
de sorte que 'ensemble des k: plus grands éléments de p}y ALB: M la, B] = pAy AB: M (v, ) soient
la réunion de celui des a plus grands termes de (v U {ON ”}) +[A, A+ s — sN]s et de
celui des b plus grands termes de (u LI {0 ~™}) + [B, B+ s — sM|,. Les entiers a et b ne
sont pas completement déterminés car les deux partitions intervenant peuvent avoir des
termes communs : si le a-iéme terme de la premieére est égal au (b + 1)-ieme terme de la
seconde, le couple (a — 1,b+ 1) convient lui-aussi. On choisit a et b de sorte que b soit
le plus grand possible. On note alors bA 5. S(oz B;k)=0.

Lemme. (i) Il existe un entier e € N tel que b’} B+es/28(oz, B; k) =inf(k, M) pour tout
k=1,.N+ M.
(ii) On a
ABs( /Bk)<bgg+s/2s(a6k)<bABs( 67]{;)_'_1
pour tout k=1,.... N + M.

Preuve. Les termes des éléments de Py p.s(a, §) sont des sommes de termes de « et
de termes de f. Ils restent donc dans un ensemble fini d’entiers indépendant de A et B.
Notons ¢ le plus grand élément de cet ensemble. Choisissons e tel que B+es/24+s—sM >
c+ A. Pour I'élément canonique de type (b) (v, i) € Pa piesja;s(, ), il est clair que les
termes de (uU{0M~™})+[B+es/2, B+es/2+s—sM], sont tous strictement supérieurs
aux termes de (v U {0V""}) + [A4, A+ s — sN],. Alors e vérifie la propriété (i).

Fixons k € {1,...,N + M}. On pose b = bﬁ,’gs(a,ﬁ k), b = bféﬂs/%( a, B k), a =
k—b, a =k —b. L’assertion (ii) est évidente si N =0 (onab=0b=%k) ou M =0 (on a
b=1b=0). On suppose N, M > 1.

Supposons d’abord n = 0 ou m = 0. On a (v, u) = (a, ). Pour simplifier, posons
a; =0pouri=n+1,....Net f; =0pouri=m-+1,..., M. Les entiers a et b sont
caractérisés par les propriétés

0<a<N,0<b<M,a+b=k;

(1) les termes By + B, s + B — s,..., 0, + B + s — sb sont supérieurs ou égaux a
Qai1+A—sa,....,ay+A+s—sN ainsi qu’'a S 1+ B —sb,....,0 + B+ s—sM;

(2) les termes ay + A,as + A — s,...,a, + A+ s — sa sont strictement supérieurs a
Qgy1 +A—sa,...,ay + A+ s—sN ainsi qu'a Bpy1 + B —sb,...,By + B+ s —sM.

La propriété (1) se conserve quand on remplace B par B + s/2. Si la propriété (2) se
conserve également, on a b = b et a = a. Supposons que la propriété (2) ne se conserve
pas. Cela entraine a > 1, b < M et a, + A+ s — sa < By11 + B + s/2 — sb. Mais alors

les termes 1+ B+5s/2, B+ B —5/2, ..., By11+ B+ s/2 — sb sont supérieurs ou égaux
aa,+A—sa,..,ay+A+s—sN ainsi qu'a Spio+B—s/2—sb, ..., by + B+3s/2—sM ;
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les termes o + A, a0 + A — s, ..., 41 + A+ 25 — sa sont strictement supérieurs a
ag+A+s—sa,..,ay+A+s—sN ainsi qu'a Sy 0+ B—5/2—sb, ..., By + B+3s/2—sM.

Doub=b+1leta=a—1.

On suppose maintenant n,m > 1. Introduisons les éléments canoniques de type (b)
(v, 1) € Papis(a, B) et (v, ) € Pa pysyais(c, B). On utilise les notations habituelles pour
(v, i) et les mémes notations soulignées pour (v, ut). Supposons d’abord que les éléments
(v, 1) et (v, ) soient construits a I'aide du méme précédé, par exemple le procédé (b).
Ce procédé crée un terme gy et des partitions (o/, 3'). On a (v, u) = (V/ {,ul} L ') ou
(V', ) est 'élément canonique de type (b) de Py p_ss(/,8') et (v, p) = (', {p} U ')
ou (¢, ') est I'élément canonique de type (b) de Py p_s2.s(a’, 3'). Dot pAA’B;S( ,u) =
{p + BYUpAYE= (V1) et pAYE, o () = {pn + B + s/2} U PAﬁ’gf/zs(V'aﬁ')-
Si k=1, on voit que b =0 = 1. Si k > 2, on voit que b = 1+bggss( Bk —1),
b=1+ bfé\; 31/2 J(a/, sk —1). L’assertion a prouver s’ensuit par récurrence.

On suppose maintenant que les éléments (v, u) et (v, u) soient construits a 'aide de
procédés différents. Supposons d’abord (1,0) <; (1,1). Si (v, u) est construit & 'aide du
procédé (b), on a a3 + A < B. Mais alors ay + A < B+ /2 et (v, p) est aussi construit a
I'aide du procédé (b), contrairement & ’hypothese. Donc (v, 1) est construit & I'aide du
procédé (a). On a donc a;+A > B (si on a égalité, la construction de I'élément canonique
de type (b) privilégie le procédé (b)). L’élément (v, 1) est construit a I’aide du procédé (b)
donc ay + A < B+5/2. Le procédé (a) construit un élément v, et des partitions (o, ).
Puisque (1,0) <; (1,1), le procédé (b) construit d’apres 1.2(4) 'élément p = 11 — oy
et les partitions ({a1} U/, 4'). On obtient pAX’gs(y, w) ={r + AU pAg ;gs(y w)
ou (v, ) est I'élément canonique de type (b) de Pa_sp.s(a, B)et pAY B+s/25<’/ K =

{p, + B+s/2t U pAJXg/[ 31/25(1/ W) ou (v, p') est I'élément canonique de type (b) de
Pip_sps({on} U/, p). Si k = 1, on voit que b = 0 et b = 1. Supposons k > 2.
Supposons d’abord n',m’ > 1. L’élément (1,0) reste le plus petit élément de ’ensemble
d’indices de ({an} U o/, f'). L'inégalité a; + A > B entraine a; + A > B — s/2. Donc
I'élément (v, 1') est construit a I'aide du procédé (a). Ce procédé crée un terme v, et
des partitions (o, 3”). On obtient

(3) pAg:gIJrs/2;s<z7 :u) {,Ul + B + 8/2} U {1/1 + A} U AA 31]_]3\/[ 3}2 S(V”’H//)’

ot (¢, p") est I'élément canonique de type (b) de Pa_s p_s2;5(”, 3"). Considérons I'en-
semble d’indices I’ relatif au couple (¢, ). Si (1,0) <p (1, 1), I'égalité oy + A < B+ /2
entraine oy + A — s < B et (Vi) est construit a 'aide du procédé de type (b). Si
(1,1) <p (1,0), la méme inégalité entraine 3]+ B > A—s et la méme conclusion. D’apres
2.1(1), ce procédé (b) crée I'élément p; = vy — oy et les mémes partitions (o, 8”). On
obtient

(4) AV (o) = fn + AV U {n + BY UpAY AL 0 ),

ou (", 1) est 'élément canonique de type (b) de Ps_s p—s(”, 5”). Remarquons que les
termes de (3) et (4) sont en ordre décroissant, au sens renforcé qui intervient dans la
définition de b et b : par exemple, dans (3), on a p + B +s/2 > v, + Aet v + A est
strictement supérieur aux termes suivants, ainsi qu’il résulte de 1.3(6).

On a supposé n/,m’ > 1. Supposons maintenant n’ = 0 ou m’ = 0 et montrons que
I'on a encore 1'égalité (3). L’hypothese n’ > 1 n’a pas servi pour obtenir (3). Si m' = 0,
seul le procédé (a) est autorisé pour construire les éléments de Py p_s/2({on} U/, 5).
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Cela conduit a I'égalité (3) ot on a simplement v; = a; et p” = (). Le plus grand terme
de pA]X:;’é{;}Q;s(g”,E”) est soit /] + A — s (avec la convention v = 0 si n” = 0) soit
B—s/2. Ces termes sont strictement inférieurs a or; + A en vertu de I'inégalité oy +A > B
et parce que v/} est ici soit nul, soit un terme de la partition o/. Notons que, si n’ = 0 ou
m' = 0,o0n aa” = o et " est égal soit & 5/ = 0 si m’ = 0, soit & 5 privé de son plus
grand terme ] si m’ > 1. Tournons-nous vers ’égalité (4). La partition pAX:;’g;S(a’ B
est alors {o] + A—s,...,aly  +A+s—sN}yU{p + B,...,0 +B+s—sM} avec la
convention o = 0sii>n'+1et g/ =0sii>m + 1. Le plus grand terme de cette
partition est 5]+ B en vertu de I'inégalité a1 + A < B+s/2 qui implique of + A—s < B.
On obtient 'égalité (4) ou puy = 1 et ou (o”, ") est le couple décrit ci-dessus.

On suppose maintenant (1,1) <; (1,0). Si (v, ) est construit a l’aide du procédé
(b), on a B; + B > A mais alors 1 + B + s/2 > A et (v, 1) est construit a 'aide du
procédé (b) contrairement & ’hypothese. Donc (v, i) est construit & I'aide du procédé
(a). On a donc B+ B < A (si on a égalité, la construction de I’élément canonique de type
(b) privilégie le procédé (b)). L’élément (v, u) est construit a 1’aide du procédé (b) donc
B1+B+s5/2 > A. Le procédé (b) construit un élément p, et des partitions (o, 5"). D’apres
1.2(4), le procédé (a) construit un élément vy = p, — B et les partitions (o, {81 }13"). On

obtient pAX’é{S(I/, u) ={m+ AU pA]X:Sl”é{S(V’ ') ou (V) i) est ’élément canonique de

type (b) de Payp(o/, {Bi}U et pAYY o (v, 1) = {p, +B+s/2 UpAY 30 (V1)
ou (¢, ) est 'élément canonique de type (b) de Py p_s/2(a’, 3'). Si k = 1, on voit que
b=0et b= 1. Supposons k > 2. Supposons d’abord n’,m’ > 1. L’élément (1, 1) reste le
plus petit élément de I'ensemble d’indices de (o, {51} U S"). L'inégalité p; + B+s/2 > A
entraine 5; + B > A —s. Donc I'élément (', i) est construit a I'aide du procédé (b). Ce
procédé crée un terme p; et des partitions (o, 8”). On obtient 1'égalité (4) ou (v”, 1)
est encore 1'élément canonique de type (b) de Py—s p—s.s(a”, "). Considérons I'ensemble
d’indices I' relatif au couple (o, 8). Si (1,0) <p (1,1), 'égalité p; + B < A entraine
af+A> B—set (V) est construit a 'aide du procédé de type (a). Si (1,1) <p (1,0),
la méme égalité entraine f] + B — s < A et la méme conclusion. On applique 2.1(1)
en échangeant les roles des deux partitions : le procédé (a) crée I'élément v, = pu; —
et les mémes partitions («, 5”). On obtient I’égalité (3) ou (v”, 1) est encore 1’élément
canonique de type (b) de Py_s p_s/2(”, 8"). Les termes de (3) et (4) sont encore en ordre
décroissant, au sens renforcé qui intervient dans la définition de b et b. On a supposé
n/,m’ > 1 mais, comme plus haut, on vérifie que les égalités (3) et (4) et leurs propriétés
de décroissance restent vraies si on leve cette hypothese.

Les égalités (3) et (4) sont donc établies en tout cas (pour k > 2). Si k = 2, on voit que
b=b=1.Sik>3onab=1+by ;5 . (a" B" k—2)eth= 1+b§j§;§{;}2(a",5"; k—2).
Le résultat cherché s’ensuit par récurrence. [

2.5 Modification de I’ensemble d’indices

Soient n/,m’ € N tels que n’ < n et m" < m. On suppose (n' + 1,0) >; (m/,1) si
n<netm' >1et (m +1,1)>; (n,0) sim’ <metn >1. Soient o € P, f € Py,
posons a = o/ LU{0" ™'}, B = A'LU{0™ ™ }. L’ensemble d’indices I’ = ({1,...,n'} x {0}) x
({1,...,m'} x {1}) est un sous-ensemble de I, on le munit de l'ordre induit. Cela permet
de définir les ensembles P(o/, ') et P4 p.s(¢/, ).
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Lemme. Sous ces hypotheéses, on a
P(a, B) = {(v u{0" "}, g/ U {0} (v, ) € P(o, 8)},
Pags(a, B) = {(vV' U{0" ™}/ u{0™™}); (v, 1) € Paps(a’, B)}.

Preuve. Sin =0 oum =0, on a P(a, ) = Paps(a,f) = {(a,8)} et P(o/,f') =
Pyps(a, ") = {(«, )} et le résultat s’ensuit. On suppose n,m > 1. On raisonne
par récurrence sur n +m — n’ —m/. Supposons que l'on ait traité le cas ou cet entier
vaut 1, et traitons le cas ou il est strictement supérieur a 1. Supposons par exemple
(n,0) <; (m,1). Avec les hypotheses posées avant 1'’énoncé, cela entraine m' < m.
On pose " = B {0™ ™1}, On voit alors que les paires (o/, ) et (a, ") vérifient
les mémes conditions que ci-dessus, m étant remplacé par m — 1. Et que les paires
(v, ") et (o, B) vérifient aussi ces conditions, (n',m’) étant remplacé par (n,m — 1).
Par récurrence, on peut appliquer le lemme a chacun des deux couples de paires et le
résultat s’ensuit. Il nous reste a traiter le cas ot n+m —n’ —m’ = 1. On ne perd rien a
supposer ' =n et m' = m — 1. Avec les hypotheses posées avant I’énoncé, cela entraine
(n,0) <; (m,1). Supposons d’abord m = 1, donc m’ = 0. On a encore P(a, ') =
Py p.s(a, ') = {(a, ) }. D’apres 1.2(5), on a aussi P(«, 8) = Pa p.s(a, 5) = {(c, B)} et
le résultat s’ensuit. Supposons maintenant m > 2. Le procédé (a) appliqué a («, ') crée
un élément vy = oy + B, + Qig, + ... et des partitions, notons-les ici (a, §') € Py X Puy.
Le terme (m, 1) est le plus grand terme de I'ensemble d’indices I. On voit alors que

(1) si le dernier terme de vy est «y,, le procédé (a) appliqué a («, 3) crée le terme
o1 + By, + Qay + ... + g, + B = 11 (puisque By, = 0) et les mémes partitions (a, 5');

(2) si le dernier terme de vy est §; , le procédé (a) appliqué a (a, 3) crée le méme
terme vy et les partitions (a, 8" U {0}).

Dans le cas (1), on a B

(3) P, ) = {(n Uz u{0" {0 ) (1 ) € Plas B)):

P, B) = {(rn Uy L {0" ™1}, U {0™ ™ }); (v, 1) € Pla, B)}

On en déduit 'analogue de la premiere égalité de I’énoncé ou P(«, 3) et P(«, ') sont
remplacés par P%(«a, 8) et P*(a, ). Dans le cas (2), on a encore (3) et

P(a, 8) = {(n W U {02 U {0 1Y) (v, p) € Plas )}

ou = p'U{0}. Mais (a, B) et (a, ') sont dans la méme situation que (a, 3) et (o, ).
En raisonnant par récurrence sur n +m, on peut appliquer P'énoncé pour décrire P (o, B)
a laide de P(a, 3'). Les égalités ci-dessus conduisent alors & I'analogue de la premiére
égalité de I'énoncé ot P(a, f) et P(a, f') sont remplacés par P*(a, ) et P(a, ). Cette
analogue est donc démontrée dans les deux cas (1) et (2). On a raisonné avec le procédé
(a). Le méme raisonnement s’applique au précédé (b), avec une conclusion similaire. La
réunion de ces deux conclusions entraine la premiere égalité de I’énoncé. Pour la seconde,
le fait que le procédé (a) ou (b) soit autorisé pour construire les éléments de Py p.s(c, )
ou Py ps(a, f) ne dépend que de a; et §;. Ces termes sont les mémes pous nos deux
couples de partitions (rappelons que n > 1 et m’ =m —1 > 1) donc les mémes procédés
sont autorisés pour ces deux couples. Le raisonnement se poursuit alors comme ci-dessus
et conduit a la conclusion. [J
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3 Trois lemmes de majorations

3.1 Premier lemme
On suppose n > 1 et (1,0) <7 (1,1) si m > 1. Soient o € P,, et B € P,,.

Lemme. Pour tout k=1,...,N + M, on a I'inégalité

S (pi\(}{_\?/[s[aiaﬁ]) < Sk(pABs[ /B]) < Sk<pg:gl;s[ai7ﬁ]> + o _'_617

avec la convention 31 = 0 si m = 0.

Il y a un lemme symétrique en échangeant les roles de o et 5. On doit alors supposer
m > 1et (1,1) <; (1,0). On définit la partition S~ et, dans ’énoncé ci-dessus, on
remplace le couple (a~, ) par (a, 7). La démonstration de ces lemmes sera donnée en
3.3.

3.2 Deuxieme lemme

Lemme. On suppose N > n et M > m. Soient « € P, et B € P,,. Pour tout
ke{l,..,N+ M — 1}, on a I'inégalité

Se(ph Baslas B) < Sk(py s pislev, B]) + sup(ar + A — B,0),

avec la convention vy = 0 sin = 0.

La encore, il y a un symétrique de ce lemme obtenu en échangeant les roles de a et [3
et, simultanément, ceux de A et B ainsi que de N et M. La démonstration sera donnée
en 3.4.

Pour démontrer ce lemme, le lemme précédent et leurs symétriques, on raisonnne
par récurrence sur n + m. C’est-a-dire que l'on vérifiera les quatre lemmes dans le cas
n=m =0 (en fait dans les cas n = 0 ou m = 0). Ensuite, on supposera que n +m > 1
et que les quatre lemmes sont vérifiés pour des couples (n/,m’) tels que n' +m’ < n+m.
On ne fera les démonstrations que des lemmes énoncés, celles des symétriques étant
évidemment analogues. Pour simplifier I’écriture, on adopte dans ces démonstrations la
convention suivante : pour une partition, par exemple o € P,,, on pose o; = 0 pour i > n.

3.3 Preuve du lemme 3.1
Sim =0, ona

PYH [0, B)) = {or + Ay yan + A+ s — sNYU (B, ..., B+ 5 — sM}

et
pi\(é/[s[a_uﬁ]) ={as+ A, .,ayy1+A+s—sN}U{B,..,B+s—sM}.
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La premiere inégalité de 1’énoncé résulte des inégalités a1 < o pour ¢ =1, ..., N. Pour
la seconde, il existe a € {0,..., N} et b € {0, ..., M} tels que a + b =k et

SN [0, B) = Sul{ar + A, yan + A+ s — sN}) + Sy({B, ..., B+ 5 — sM}).
On a
Sa{ar + A, ..,ay+A+s—sN}) =a1 —agy1 + Sa{ae + A, ..,an1 + A+ s —sN}).
Dot
Sk(PYV M [0, B]) < on + Sa({an + A, oy anis + A+ 5 — sN}) + Sy({B, ., B+ s — sM})

<o+ Sk(pgﬁs[ai 6])

On suppose m > 1. Supposons d’abord a; + A < B. Le procédé (b) est autorisé pour
construire les éléments de Py p.s(a, 5). D’apres 2.1(5), il en est de méme pour I'ensemble
Py p.s(a™, ). Le procédé (b) appliqué a a, 8 construit un terme p; et des partitions
(o, ") € Pp X Ppy. D’apres 2.1(4), le méme procédé appliqué a (o, ) construit le
méme terme p; et le couple de partitions (o, ') € Py_1 X Pyy. Il y a donc un élément
de Py p.s(a,B) de la forme (v/,{u1} U ') pour un élément (v, 1) € Pap_ss(, ),

et un élément de Py ps(a~,b) de la forme (v, {p;} U 1) pour un élément (v, p") €
P p_ss(a'=,3"). On obtient p%’é{s[a,ﬁ] = {um + B} UpJX:g:;s[a’,B’] et pg,’gs[a_,ﬁ] =
{m+B} U pi’é/[__‘is [/, 3. Les inégalités & prouver sont alors claires si k = 1. Si k > 2,

on a par récurrence
NM—1 /- N,M—1 NM—1 /-
Sk 1(pAB ss[ 76,]) < Sk 1(pAB ss[a/’/g]) < Sk 1(pAB ss[a 76,]) +O/1 + Bi
Les inégalités de ’énoncé s’ensuivent puisque o} < oy et f] < .
Supposons maintenant «; + A > B. On construit un élément de Py p.s(a, §) par le
procédé (a). Celui-ci nous fournit un terme vy et des partitions (o/, ') € Py X Py

Un élément de Py p.s(a, 5) est de la forme ({1} U/, p') pour un élément (v/,pn') €
PA—&B;S(O/) B/) d’ou

(1) pi\(g/[s[ Bl = {r + A} UPA sBs[O/’/B/]’

Supposons n = 1. Alors vy = a; + 31, & =a” =0 et 3/ =5".0Onan’=0doun

Phapale! B =[A— s, A+s—sN,U((B~LU{OM "} + [B, B+ s — sM],).
D’ou
pggs[ Bl ={a1+61+A, A—s, ..., A+s—sNHI{Po+B, B3+B—s, ..., Byrs1+ B+s—sM}.
On a aussi
pﬁéﬂ[a‘,ﬁ] ={A,A—s,.,A+s—sN}U{p+B,5o+B—35,....,0u+ B+s—sM}.
On peut fixer des entiers a € {0,..., N} et b € {0,..., M} tels que a + b=k et

S (pABs[ 76]) a({A’A_S’"'7A+S—5N})+Sb({61+3762+B_57-~-a6M+B+5_3M})-
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Supposons d’abord a > 1. Alors
Sb({/Bl+B7B2+B_87"'7ﬁM+B_'_S_SM}) =

Sp({B2+ B, Bs+ B —5,.... Buyr + B+s—sM}) + 81 — By
et
Sa{A,A—s,...,A+s—sN})+ 5 <So({aa+ 51 +AA—s5,...,A+s—sN}).

D’ou
SelpY Bl B]) < Su{ar + B+ A, A— s, ..., A+ s —sN})

+S,({B2+ B, B3+ B — 8,..., Bus1 + B+s—sM}) < S ]X,’ﬁfs[a, 8l).
Supposons maintenant a = 0, donc b = k > 1.Alors

Sx({f1+B,Bo+B—58,....0u+B+s—sM}) =

Sk-1({P2+B,Ss+ B —5,....0ms1+ B+s—sM})+ 1+ B+ s — sk.
D’apres 'hypothese a; + A > B, on a
fr+B+s—sk<pfi+a+A=S1 {1+ +AA—s,...,A+s—5sN}).

D’ou
Sk msla™, B]) < Si({ar + 1+ A, A—s,...,A+s—sN})

+Sk1({Be+ B, B3+ B —s,....8up1 + B+s—sM}) < S, X%s[aaﬁ])-

C’est la premiere inégalité de ’énoncé. On peut fixer de nouveaux entiers a € {0, ..., N}
et b€ {0,...,M} tels que a+b=F et

Sk(Ph gl ) = Sa({ar + 1 + A, A—5,..., A+ 5 — sN})
+S,({B2+ B,B3+ B — 8, ..., Bys1+ B+s—sM}).
Il est clair que
Sa{an + 61+ A, A—s,.,A+s—sN}) <ag+ b1+ S.({A,A—s,..,A+s—sN}),
tandis que
Sp({Ba+B, Bs+B—s, ..., Bus1+B+s—sM}) < S,({f1+B, fa+B—s, ..., Bu+B+s—sM}).

D’ou
Sk(pxéfs[a, By <ar+ 81+ S.({A,A—s,.., A+ s—sN})

+Sb({61 + Ba/BQ + B — S, 76M + B +s— SM} S o + 61 + Sk(p]X:g/f;s[a_aﬁ])'

C’est la seconde inégalité de I’énoncé.

On suppose maintenant n > 2. Supposons d’abord (1,0) <;- (1,1), c’est-a-dire
(2,0) <; (1,1). Cela entraine que le premier terme de o' est ay = aj. Supposons
a; + A > B. On construit un élément de Py ps(a,3) par le procédé (a). D’apres
2.1(2), ce procédé construit le terme vy — ay + g, et les partitions sont (o'~ 8’). Un
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élément de Py p.s(a™,f) est de la forme ({v1 — oy + ao} U V", 1) pour un élément
(V' u) e PA,S,B;S(a/_,B’), d’ou

Pamslo, Bl ={vi — a1+ s+ Ay Uph_Jhla B

En comparant avec (1), les inégalités de I’énoncé s’ensuivent si k = 1. Supposons k > 2.
Par récurrence, on a

Seo1 (DA sl ™ B) < ka0 Sla’s 1) < Skca (0ol B) + o) + 51

D’ou
Sk (pABs[ B =vi—an+as+ A+ S (P slé/[s[a_vﬁl])

i

<y + A+ Sk 1(p]X slé/[s[a 76/]) = Sk:(pA:B;s[a76])’
Et

Sk(Pxmsls B) = A A+ S (gl A1) < vt Avay+81+ S (ma o gsla 1)
On se rappelle que o] = az et on a §; < f;. D’ou

/

Se(pNpislas B]) S vi+ A+ an + i+ Sko1 (P e ple’ . B])

i

=a+ i+ (v —artay+A)+ Sy 1(]7,4 5,11]3\45[04 A =ai+ B+ Sk(pﬁ,’é{s[&?ﬁ])-

On suppose maintenant (1,0) <;- (1,1) mais a; + A < B. On construit un élément
de Py ps(a, B) par le procédé (b). D’apres 2.1(1), ce procédé construit 1'élément p; =
v1 — o et les mémes partitions (o, f'). D’ou

(2)  pimelo . Bl={n —a+ Byuphg L, 8.

Interrompons notre raisonnement pour considérer le cas ou (1,0) >;- (1,1), c’est-a-
dire (1,1) <7 (2,0) et ou B; + B > A. On construit un élément de P4 p(a™, 5) par le
procédé (b), qui construit encore I’élément 3 = 11 — ay et les partitions (o/, 8'). D’ou
encore (2). On traite ensemble les deux situations.

Si k = 1, on doit montrer que vy —a1+B < 1+A < vy—a1+B4a1+ 61 = v+ 51+ B.
La premiere inégalité résulte de ay + A > B. La seconde n’est autre que A < 31 + B.
Or dans les deux cas considérés ci-dessus, on a soit directement cette inégalité, soit
a; + A< B mais alors A <a; + A< B <+ B. Cela conclut.

Si k > 2, le lemme 3.2 appliqué par récurrence nous dit que

ko1 (DA 5 aisls 1) < Sema (P msle’, B]) + sup(ay + A — B, 0).

Toujours d’apres 'hypothese ay + A > B et parce que o) < aq, on a sup(aj+A—B,0) <
ap + A — B. Alors

Sk msle™, B]) = v1 — a1 + B+ Sica(ph 5[, B)) S v+ A+ S (D) s pled, B7)

= Sk(pABs[a B)).

Le symétrique du méme lemme 3.2 nous dit que
Sk1(PA—amsl0’s B1) < Sima (0 osla’s B1) + sup(B; + B — A,0).
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Comme on I’a vu ci-dessus, on a ici 1 + B— A > 0. On a aussi 5] < 1, donc sup(] +
B—A,0)< B +B— A Dot

Sk msler, B]) = 11+ A+ Spoa(p) s gl 81) < vi + B+ B+ Sk (ph 5o, B)

=a;+ B+ (1 — a1+ B) + Seoa(py paldd, B1) = o + By + Su(ph Bslo, B]).

Cela conclut.

Il reste le cas ou (1,1) <; (2,0) mais f; + B < A. On construit un élément de
Py p(a™, B) par le procédé (a). D’apres 2.1(3), ce procédé crée I'élément vy —ayq — [y, les
partitions (o/, {51} U ). On obtient

3)  pamsla Bl ={m—ar— B+ AyUp Ll (BT U BT

Si k = 1, les inégalités de 1’énoncé résultent de cette formule et de (1). Supposons
k > 2. Posons o' = o, Bt = {8} U B ,dou 3 = B'~. L’ensemble d’indices [} =
({1,...,n1} x {0}) U ({1,...,mq} x {1}) est par construction plongé dans I et hérite d'un
ordre <y, pour lequel (1,1) <z, (1,0). On peut donc appliquer le symétrique de notre
lemme 3.1 au couple de partitions (o', 3') : on a

Sko1(Pa sl 1) < Seca ()3 la’ {81} U ) < Sia(pa—y g, B1) + o + B

Alors
Selpipala™, B) =v1 — o1 — B+ A+ S (P s ple’ {81} L BY)

< —ap+ ol + A+ S () pLld, B]) < —ai + o + Sk(p) il B)).

Puisque o) < ay, la premiére inégalité de 1’énoncé s’ensuit. On a aussi

Sk Bsler, B]) = 11+ A+ i1 (D) s ple, B1) < vi+ A+ Sioa(ph s pled, {81} U B])

=a;+ B+ Sk(pifjé{s[oﬂ Al

C’est la deuxieme inégalité de I’énoncé, ce qui acheve la démonstration. [J

3.4 Preuve du lemme 3.2

Supposons n =0 oum =0. On a
pﬂj;s[ fl={a1+A,..,ay+A+s—sN}U{B+B—35,....0u_1+B+s—sM},

Phapla Bl ={ai+A—s,.,an 1+ A+s—sNIU{Bi+ B, ... Bu+ B+s—sM}.
Introduisons des entiers a € {0, N}, be{0,..., M — 1} tels que

S [on B]) = Sa{ar+A4, .., an+A+s—s N} +S,({B1+B—s, ..., By 1+B+s—sM}).
Sia=0,onab==%ket
Sy s B) = Se({Pr+ B —s,..., Bu-1 + B+ s — sM})
= Sk({B1+ B, .., Bur + B+ 5 — sM}) — sk < Si(ph s hilo, B]).
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Supposons a > 1. Alors
Sa{an +A,..,ay+A+s—sN}) =S, {ar+A—s,..,an1+A+s—sN}) + sa

=S 1({ar+A—s,.,ay 1+ A+s—sN}) +a,+ A4,
Ss({b1+B—58,...0m-1+B+s—sM})=S({f+B,....0u+B+s—sM})—sb
= Spr1({H1 + B, ... Bu + B+ s —sM}) — Bpi1 — B.
D’ou

S (pgé/[ Sls[oz B)=as—Bpi1+A—B+ S, 1({ar + A—s,...,an 1+ A+s—sN})

+811({B1+ B, ... Bu + B+ s — sM}) < ay + A— B+ S,(p) 35 o, B]).-

On suppose maintenant n > 1, m > 1. Supposons que I'une des conditions suivantes
soient vérifiées :

(1) (1,0) <; (1, 1) et ay + A—s> B;

(2) (1,1) <7 (1,0) et f1 + B< A —s.

Remarquons que (1) implique oy + A > B — s et que (2) implique 8; + B — s < A.
Alors les éléments de Py p_s.s(a, ) comme de Pa_s p.s(cv, B) peuvent se construire par
le procédé (a). Celui-ci crée un élément v et des partitions (o, 5’). On a

P wslen B = {m + Ay upi i, B,
pg slgs[ ]_ {Vl_'_A_S}l—lpg 22;%;5[&/76/]'
Sik=1,ona
Sl(pi\(;_\; sls[& ﬁ]) Sl(pA sBs[ ﬁD_'_S

Mais les hypotheses (1) ou (2) impliquent que s < oy + A — B et on obtient l'inégalité
cherchée. Si k > 2, on a par récurrence

ko1 (DA s psle’s B1) < Skoa (DA spla’, B) + sup(ay + A — s — B, 0).

D’ou
Selp s asla B) < Sk s pilev, B]) + s + sup(af + A — s — B,0).

Comme ci-dessus, nos hypotheses impliquent s < a;+A—B. On a aussi s+aj+A—s—B <
a; + A — B. Donc s + sup(a) + A — s — B,0) < sup(ag + A — B,0) et, avec l'inégalité
ci-dessus, on obtient celle cherchée.

Supposons que l'une des conditions suivantes soient vérifiées :

(3) (1,0) <r (1,1) et ey + A< B —3s;

(4) (1,1) <7 (1,0) et B + B —s > A.

Remarquons que (3) implique oy + A — s < B et que (4) implique 8; + B > A — s.
Alors les éléments de Py p_s.s(a, ) comme de Pa_s p.s(cv, B) peuvent se construire par
(o,

le procédé (b). Celui-ci crée un élément py et des partitions (o/, 8'). On a
PAB sl B = {pm + B — s} Upip o, 8],
PA e mslon B = {p + BY Uph 5l o, B,

Sik=1,ona
S1 (03 sl B) = S1 (0 gl B)) — s,
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et, évidemment, —s < sup(a; + A — B,0). Si k > 2, on a par récurrence

Sec1 (PN B ans[0!, B]) < Sko1(Ph o5 sl B]) + sup(af + A — B + 5,0).

D’ou

Sk(Pxp-ssler B1) < Skl B]) — s + sup(al + A+ s — B,0).
Comme ci-dessus, —s < sup(a;+A—B,0). On a aussi —s+aj+A+s—B < a;+A—B.
Donc —s + sup(aj + A+s— B,0) < sup(ag + A — B, 0) et, avec I'inégalité ci-dessus, on
obtient celle cherchée.

Supposons enfin qu’aucune des relations (1) a (4) ne soit satisfaite. On a alors 1'une
des possibilités suivantes :

(5) (1,0) <; (L) et B—s<a3+A<B+s;

(6) (1,1) <7 (1,0) et A—s< 1+ B <A+s.

On voit que les éléments de Py p_ss(c, ) se construisent a 'aide du procédé (a)
tandis que ceux de P4_g p.s(a, 5) se construisent a l'aide du procédé (b). Le procédé
(a) crée un terme vy et des partitions (o, 5’). Le procédé (b) crée un terme py et des
partitions (o, 5”). D’apres 1.2(4), sous I'hypothese (5), on a 13 = ag + ug, & contient
le terme oy et ona o =o'~ et B = (”. Alors

pgg sls[ ]_{a1+M1+A}|—|pA ;gsl[a//*”@//]’

pg Sléwsl: ]_{M1+B}UPA sléwsls[a”?ﬁ”]'
D’apres 1.2(4), sous I'hypothese (6), on a p; = 1 + 14, ' contient le terme f5; et on a
8" =6 et o =o' Alors,

Panslen B] = {m + Ay Upi R, B,
p]X 31]_]3\45[ ]—{ﬁ1+V1+B}|_| Pa_ 31]_]3\4315[0/76/7]-
Sik=1,ona

St Bl B) = S1(PA gl B]) + a1 + A— B

sous 'hypothese (5) et

S1(PA B wslen B]) = S1(ph gl B]) + A— B — B

sous ’hypothese (6). Les termes o + A — B, resp. A— B — 31 sont évidemment inférieurs
ou égaux a sup(ag + A — B,0) et on conclut.

Si k > 2, on voit que, dans le cas (5), les partitions (o, 8”) vérifient les hypotheses
du lemme 3.1 tandis que, dans le cas (6), les partitions (o, f) vérifient celles du lemme
symétrique. Dans le cas (5), on a donc

Sk 1(pA slléusls[a 776”]) SS"‘? 1(pA 31113\4315[0//7ﬁ”]>7

1"

d’ou
Sk (pggsls[a Bl) = a1+ + A+ S (P sléwsls[ 8"

<ar+ A= B+ (u+B)+ Si1(ph b sl B7]) = a1 + A — B+ Si(ph 5o, B]),
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ce qui entraine l'inégalité cherchée. Dans le cas (6), on a
Skt (PA e a0’ A1) < Sk (DA -3 le’, B7]) + o + B
D’ou

/

Sk p sl B]) = i+ A+S,_1 (PN 5 ahle!, B) < vit A+l +Bi+Sko1(0) s aasle!, B7])

=al+A=B+(Bi+1n+B)+ S 1) s hasld. 7)) = o+ A= B+ Su(p) s gl B).-

Puisque o) < «y, on obtient I'inégalité cherchée. [

3.5 Troisieme lemme
On suppose n > 1 et (1,0) <7 (1,1) si m > 1.
Lemme. (i) Soit k € 1,...,N + M. On a I'inégalité

Sk 1(p]X slé/ls[ _76])+a1 +A < Sk(pABs[a 6])

(ii) Soit e e Net k € 1,...., N+ M — 1. Posons b = bg Sléﬂes/%( a~,B;k). Sib>1,
on a l'inégalité

k(PN S p sl B) + 01+ A= B — s+ bs(1 — e/2) < Se(py [, B]).
Sib =0, on a I'inégalité

Sk (D s i es sl B1) < Sk(ph sl B]).

Les deux assertions se traitent par récurrence en reprenant la construction de I’'élément
canonique de type (b) de Pa_, p,s(a™, ) pour I'assertion (i), de Pa_s pies/2.s(a™, 3) pour
'assertion (ii). La premiere construction est le cas particulier e = 0 de la seconde. On

unifie les notations en posant e = 0 quand on traite I’assertion (i). On pose aussi dans

N—-1,M , _ o . p
ce cas b= = b,_ sBS( ,B;k — 1). La preuve est séparée en cinq cas traités dans les

paragraphes suivants.

3.6 Preuve du lemme 3.5, cas m = 0

Supposons m = 0. Alors
Sk1(Py bl B1) = Sicamy- (a7 L{ON ")) +[A—s, A+s—sN]o)+S,- ([B, B+s—sM];).
On a
Sty (@ L{ON ) +[A—s, A+s—sN],) = Sp_p- ((aL{0N 1) +[A, A+s—sN],)—a1—A,
d’ou
Sk (Y o B)) = —a1—A+Sky- ((@L{0V"})+[A, A+s—sN],)+ S, ([B, B+s—sM],)
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S o — A+ Sk(pi\(:é\?{s[&7ﬁ])'

Cela prouve (i).
On a aussi

Sk(Dh o pyesaisl® s B1) = Ska((@” U{ON ") + [A — 5, A+ 5 — sN],)

+Sy([B +es/2,B +es/2+s—sM],).
Sib =0, on a évidemment Si((a=L{0N "} +[A—s, A+s—5N],) < Sp((aL{0ON"})+
[A, A+ s — sNJ,), dou
Sk (PN szl B) < Sk((a L {ON"}) + [A, A+ 5 — sN,) < Si(p il B])

et (ii).
Sib>1,o0na

Sy([B+es/2, Bt+es/2+s—sM]s) = Sp_1([B+es/2, B+es/2+s—sM]s)+B+es/2+s—sb
= Sp1([B,B+ s —sM]y) + B+ s+ bs(e/2 — 1),
Se_p((aU{ON ") +[A—s, A+5—5N]s) = Sp_pp1((@{0V ")) +[A, A+s—sN],)—a;—A.

D’ou

Sk(pg:j”fl‘;{res/z;s[a_, B]) = —a1—A+B+s+bs(e/2—1)+Sk_pp1((@{0V "} +[A, A+s—sN],)

+Sp-1([B,B+s—sM]s) < —a; — A+ B+ s+bs(e/2—1)+ Sk(pgv’é/{s[a,ﬁ]).

Cela prouve (ii) dans le cas m = 0.

3.7 Preuve du lemme 3.5, cas m>1, a1+ A— B <0

Supposons m > 1 et oy + A — B < 0. Dans ce cas, le procédé (b) est autorisé
pour construire les éléments de Py ps(c, ). Ce procédé construit un élément p; et
des partitions (o/, 8'). Le premier terme de o/ est a;. On a pX’gs[a,ﬁ] = {m + B} U
p%’é{?s [/, B']. D’apres 2.1(5), le procédé (b) est autorisé pour construire des éléments
de Pa_s pres/2(a™, 3). D’apres 2.1(4), ce procédé construit le méme élément p; et les

!/

partitions (a —, 5). D’ou
N—1,M - N-—1,M~1 _
(1) pA—g7B+es/2;gl:a 76] = {Ml + B + 68/2} |_| pA—s,B—l—se/Q—s;s[a ’/8/]'

Pour l'assertion (i), on a e = 0 comme on l'a dit. Sik =1, on a Sk_l(pi\(__j”gs @™, 8]) =
0 et Sk(p%é{s[a,ﬁ]) = 1 + B > a; + A d’apres 'hypothese o + A — B < 0. Si

k Z 27 on a Sk—l(pg:;’é{g[a_a B]) = N1+B+Sk—2(pg:;}§4_;ls[a B Bl]) et Sk(pg,,gs[a’ /8]) =
p1+B+Sk-1(ph s

;S[of, A]). Puisque le premier terme de o’ est 1, on a par récurrence
St-2(Pi"sp w0, B +on + A < S (pip e B]),
d’ou (i).
Tournons-nous vers l'assertion (ii). Si & = 1, la formule (1) montre que b = 1 et on
doit voir que py + B+es/2+a; +A— B —es/2 < uj; + B, ce qui résulte de '’hypothese

29



a;+A—B <0.Sik > 2, laformule (1) montre que b > 1 et que bg::;éfsi/%s;s(a/j B =

b—1.8ib =1, on a par récurrence Sp_y(p} ML [0/, B)) < S (L[, )
et le calcul est identique au cas k = 1. Supposons b > 2. Alors, par récurrence, on a

Skt (D) s prsejasisl@ T B1) +ar + A= B+ s(b—1)(1—¢/2) < Sea(php wale, B)),

don
k(P e ppsla™ Bl Han + A= B — s+ bs(1—¢/2)
N—1,M—1

< Sea (e, B]) + 1 + B = Si(pl s, B]),

ce qui est I'inégalité cherchée.

3.8 Preuve du lemme 3.5, cas m > 1, a; + A — B > 0, utilisation
du procédé (b) pour (o, )

Supposons m > 1 et ag + A — B > 0. Le procédé (a) appliqué a («, ) construit un
élément v1 = ag + f1 + g, + ... et des partitions (o/, 4'). On a

1) phpsla, Bl = {m + Ay up) 5l B].

Remarquons que cette formule suffit & démontrer 'assertion (i) dans le cas k = 1 puis-
qu’alors Sk_l(pg:j”gfs[a*, B])=0et Sk(pxgs[a, B) =i +A>a+ A

Supposons que le procédé (b) soit loisible pour construire des éléments de Pa_s pies/2;s(a”, 5).
D’apres 2.1(1), ce procédé construit 1'élément p1 = v — ; et les mémes partitions o, 3'.
On a

N—1,M — N—-1,M-1
(2) pAfs,B+es/2;s[O[ 76] = {,ul + B + 68/2} U pAfs,BJres/Qfs;s[ac ﬁ/]

Pour I'assertion (i), on fait e = 0. On a déja traité le cas k = 1. Si k > 2, on introduit
I'élément canonique de type (b) (v, ') € Pa_s p—s.s(c/, 3'). La formule (2) montre que
b->1et by M (0,8 k—2)=b" —1. D'on

—s,B—s;s
Si2(PA a5 slo!, 1) = Sema (Y L{OV")) + [A = 5, A5 — sN],)
+Sy- 1 (W U {0~ + [B — 5, B + s — sM],).
On a
Sy (WL{OM ™} )+[B—s, B+s—sM],) = Sy (' LI{0M " })+[B, B+s—sM],)—p,-—B,
avec la convention p;_ = 0si b~ >m — 1. D’'ou
Sk-a (P[0, B)) < Sk (Y U{ON ")) + [A— 5, A+ s — sN],)
+8p- (1 U{0Y™™}) + [B, B+ s — sM],) = - — B < Spa(pPAY 05 (V) — B.

Puisque (v, ') € P(o/, '), on a Sk_l(pA]X__j,’é{S(l/,p/)) < Sk_l(pg:j”é/{s[a/,ﬁ’]) d’apres
le lemme 1.4. D’ou

Skoa(Ph s p-ssls B1) < Sica ()3 pisle’, 1) — B,
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puis, grace a (1) et (2),
Sk1(Ph s bisl, B1) = 1+ B+ Seea(ph o baisle’s B1) < 11— o1+ S (0 pislef, B])

—an = A+ (1 + A+ S (P sl B1) = —an — A+ S(pl [, B]).
C’est I'inégalité cherchée.

Traitons maintenant (ii). D’apres (2),onab > 1et bg:;ﬁ_si/%s,s(a’, pik—1)=b—1.

Introduisons 'élément canonique de type (b) (v, ') € Pa_s pise/2—s;s/’, f']. On a
Sk 1(Ph s Bsejo—sial® B))
= Spp(V' +[A—5,A+5— 5N+ Sp_1(i + [B+se/2 —s,B+ s+ es/2 — sM],)
=S y(V+[A—5,A+5—5N|,)+ Sp_1(t + [B,B+2s—sM|s)+s(e/2—1)(b—1)
< Sy (PAYEE 0 1)) + s(e/2— 1) (b — 1),

Puisque (v, 1) € P(«/, 5'), on a pAX:;,%gl(V’, p) < pﬁji’éﬁﬂa’,ﬁ’], d’on

Sk 1 (P o Brenpsal@’s B1) < Sea (DX gl U]) + s(e/2 = 1)(b— 1),
puis
k(P sl B]) =+ Bt es/2+ Sea(phlpt ool B)
=v;—a;+B+es/2+ Sk,l(pg:;’éﬂ;ﬂ_s;s[a', 5')
<B+s+s(e/2—1)b—ay— A+ (1 + A+ S (D) s psle, B1))
=B+s+s(e/2—1)b—a; — A+ Sk(pX’é{S[a, A)).

C’est I'inégalité cherchée.

3.9 Preuve du lemme 3.5, cas m > 1, a1 + 1 — B > 0, utilisation
du procédé (a) pour (a,f), (1,0) <;- (1,1)

On suppose que m > 1, oy + A — B > 0 mais que le procédé (b) n’est pas autorisé
pour construire des éléments de PA_S,BJFES/Q(Q_,B). On a n > 2 sinon seul ce procédé
(b) est autorisé. On a encore I’égalité (1) de 3.8. Supposons (1,0) <;- (1,1), c’est-a-dire
(2,0) <7y (1,1). Le premier terme de o est as = a; . Puisque le procédé (b) n’est pas
autorisé, on a ag + A — s > B + es/2. D’apres 2.1(2), le procédé (a) construit 1'élément

’

v, =11 — g + ay et les partitions (o —, ). On a

(1) pg:sl,,gd«kes/Q;s[Oéi’ 6] = {Vl —op Qg+ A— 8} upﬁ:§;%+es/2;s[ali7 ﬁ/]

Pour ’assertion (i), on fait e = 0. On a déja traité le cas k = 1. Si k > 2, parce que

A = ag, on a par récurrence

Sea(Ph 2 gl 7, B)) < —ap — A+ s+ Si_1(ph i hla, B])
d’ou
N—2,M

Se-1 (D) s sl B]) = vi—artantA—s+Sk2(Ph s pule’ . 1) < vi—an+Sk-1(Ph s Bild, B7)
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= —a1 — A+ (1 + A+ Si1 (D) el B) = —a1 — A+ Sk(p Bl B),

ce qui est I'inégalité cherchée.
Traitons (ii). Si k£ = 1, la relation (1) montre que b =0. On a

S (P ;ﬁes/z[a_aﬁ]) = -+t A—s<u+A=S Pyl bl)

ce qui est linégalité cherchée. Supposons k > 2. La relation (4) montre que b =

N-2.B 2 g —_— p
by 2SBJFGS/QS( .03k —1).Sib=0, on a par récurrence

Sk 1(pA 223]\]/5[3-1-65/23[&/_76,]) S Sk 1(pA slé/[s[a/vﬁl])v
d’ou

!

S (p]X 81]?3/{1—65/2[&_’6]) =V - +042+A—8+S]§ 1(pA 223]\]/513+es/28[a_’6/])

<+ A+ S, 1(pA jéﬂs[alaﬁ]) Sk(pABs[a B])

ce qui est 'inégalité cherchée. Si b > 0, parce que o = aw, on a par récurrence
Sk1(PA sipsle ™ B) < —0a — At s+ Bts + sb(e/2 — 1) + Sea (04 pialed B,

d’on
Sk(phy - ;gs[a_,ﬁ])=V1—041+042+A—3+5k (P - szs[ -, 07)
< -1 — A+ B+s+sble/2—1)+ (i + A+ S (P pld, B]))
=—o;— A+ B+s+sble/2—-1)+ Sk(pA:B;s[a,ﬁ]),

ce qui est I'inégalité cherchée.

3.10 Preuve du lemme 3.5, cas m > 1, ay +1— B > 0, utilisation
du procédé (a) pour (a,f), (1,1) <;- (1,0)

Supposons que m > 1, que a;+1—B > 0 et que le procédé (b) n’est pas autorisé pour
construire les éléments de Py_g pyes/2s(, 3). Supposons de plus que (1,1) <;- (1,0),
c’est-a~dire (1,1) <; (2,0). On a toujours I'égalité (1) de 3.8. Puisque le procédé (b)
n’est pas autorisé, on a f; + B +es/2 < A — s. D’apres 2.1(3), le procédé (a) construit
I'élément vy = v; — a; — fy et les partitions (o, {f1} U F'). On a

(1) pi\( 81244_55/23[0[77/8] ={n—-—a1—pi+A-s} ‘—'pA 2s B+es/28[ o, {1} U B,

Posons al = o/, ' = {8, }UB d’ott B’ = (B')~. On va définir un entier 7, des termes v;
pour i = 1,...,r et des partitions (o', 37) € P,, X Py, pour i = 1,....,7 + 1, extraites de
(o, B). Les propriétés suivantes seront vérifiées. L’ensemble d’indices I; = ({1, ...,n;} X
{0}) U ({1,...,m;} x {1}) se plonge dans I~ et est donc muni d'un ordre <;. On a
m; > 1 et le plongement identifie (1,1) € [; a (1,1) € I~. En particulier, (1,1) est le
plus petit terme de I;. Le premier terme de 3% est 3;. Supposons définie (o, 5°), ce qui
est le cas pour © = 1. Si n; = 0, on pose r =7 — 1 et on a terminé. Supposons n; > 1.
Sif1+B+es/2>A—s—si,onposer =i—1etonaterminé. Si §; + B+ es/2 <
A — s — si, on applique le procédé (a) pour construire I’élément canonique de type (b)

32



de Ps_s_sipies2(a’, 8Y). On pose I;7 = ({1,...,n;} x {0}) U ({1,...,m; — 1} x {1}). On
plonge cet ensemble dans I; en identifiant (j,1) € I a (j 4+ 1,1) € I;, d’ou un ordre
<[~ sur I7. Montrons que l'on peut aussi appliquer le procédé (a) pour construire un
élément de Pa_g; p.s(at, 57). Si (1,0) < (1,1), on doit montrer que o' + A — si > B;
si (1,1) <,- (1,0), on doit montrer que 3~ + B < A — si; dans les deux cas, cela résulte
de l’inégal{té p1+ B+es/2 < A— s — si. D’apres lassertion symétrique de 2.1(4), le
procédé (a) appliqué a (af, 8%), resp. (o', 37), construit le méme élément que I'on note
Viv1 et des partitions (a1, 371 resp. (a't!, f717). A ce point, on obtient les égalités

Papslon Bl ={n1+ Ay + A—s, v+ A—sryUpy LU0 ot gt

N-1,M _
(2) pA s,B+es/2; s[a ’6]
={n—-—a—05h+A-sn+A-2s . v, 1 +A—sr—s} Upg:§7:2z’g,43+es/z;s[ar+l’ ATH.

Par définition de r, on a soit n,.; = 0, soit 51 + B + es/2 > A — 2s — sr. Dans ce
dernier cas, on a aussi 81 + B+ es/2 < A— s —sr :sir =0, cela résulte de ’hypothese
b1+ B+es/2 < A—s;sir >0 celarésulte de ce que la construction ne s’est pas arrétée
enr —1. On pose v = (1, ..., Vpy1).

Supposons d’abord k < r 4 1. Pour assertion (i), on a déja traité le cas k = 1, cf.
3.8.51k>2 0na

Sk 1(pA 311]3\43[(1775]) =Sk (V) —a; — 1+ Sp1([A — s, A+ s — skls)

< Sp(v) —ag — A+ Sk([A, A+ s — sk|s) = Sk(pABS[oz B]) —aq — A.

Pour (ii), (2) entraine que b =0 et on a

S <pX ;%63/25[ 76]) = Sk(y) ! _61 +Sk<[A_ S,A— Sk]s

=S(v) —ay — B1 — sk + Si([A, A+ s — skl,) < Sk(pxgs[a, A]).

Supposons k > r + 1 et posons h = k —r — 1. On voit que, pour prouver (i), il suffit
de prouver que

<3) Sh l(p]X ;r 22?3 s[ 7“+1’ﬁ7’+1]) + A— 61 —Sr—=s S Sh<pg srr ls]\é s[ 7“+1’/87’+1,7]>.
Dans le cas de Iassertion (ii), on voit que b = bg:§;35f3+es/2;s(ar+l7 BT+ R). T suffit de

prouver :
dans le cas b = 0,

(4) Sh(pg:;’_fzéjs\j[BJres/Zs[ar+17 BT—H]) — 01— 61 —8sr—s< Sh(pg gr 151\2{ s[ T—H’ 6r+17_]);

dans le cas b > 1,

(5) SN 0 ) — Bt A B — st — 25+ sb(1 - ¢/2)

N—r—1,M -
< Supa e ipsla™ B).

Supposons d’abord n,,; = 0. Posons par convention 6{“ =0sii>my + 1.
Rappelons que 3™ = ;. Alors

p]X:ST‘TiQQ’fB+es/2;s[O[T+17 67"4'1] = [A — ST — 23, A + s — SN]S
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L{B1 +B+es/2, 85+ B+es/2—s,...80f  + B+es/2+s—sM},
et

p]X:;"rils’f‘é;s[a”H,ﬁr“’ | = [A—sr—s, A+s—sN|,U{By "' +B, 83"+ B—s, ..., Byf 1 -+ B+s—sM}.
Traitons (3). On a b~ = by 2 %M, (a"*1, 871 h — 1) d’aprés (2). D'ou
Sh 1(p],4\1[ ; 22{9\/[B s[ T—H’ 57’—1—1]) = Sh—l—b*([A — s —2s, A+s— SN]S)

FSi ({61 + BB+ BB+ B s — sM))
On a

Spo1p-([A—sr—2s,A+s—8sN|s) = Shp-([A—sr—s,A+s—sN|s) — A+ sr+s,

Sy-({B1+ B, B85 + B —s,...00f '+ B+s—sM}) =
S ({85 + B, 3" + B —s,.. 6”11+B+S—SM}>+51—55—*L-
Enfin

Shp-([A—sr—s, A+s—5sN]|)+S- ({BT +B, ﬁr+1+B—s,...,ngj1+B+s—sM}) <
Sh(PA e psle™ T BT,

En mettant bout-a-bout ces relations, on obtient (3).
Traitons (4). Puisque b = 0 pour cette assertion, on a

Sh(pg—_;"r_—Qégf[B-i-es/Z;s[ar-i_l’ 57’—}—1]) = Sh([A — ST — 257 A +s— SN]S)

=Sh([A—sr—s,A+s—sNJ],) —sh < Sh(pi\( - 181\;[;5[ r+1,ﬂr+1’_]) — sh,

et (4) s’en déduit.
Traitons (5). On a

Sh(pi\( L:r 222/[B+68/2 s[ T+1’ ﬁr—’—l]) = Sh—b([A — Sr — 2‘9’ A +s— SN]S)

+Sy({B1+ B+es/2, 85 + B+es/2—s,...08i  + B+es/2+s—sM}).
Puisque b > 1, on a

Sy({B1+ B +es/2, 85 + B4+es/2—s,...00  + B4+es/2+s5—sM}) =

Sea ({85 + B, BsT + B —s, .., Byfi + B+s—sM})+ 1+ B+ s— sb+ebs/2.
et

Sh-b([A —sr —25, A+ 5 —5N|s) = Shpp1([A—sr—5,A+s5—5sN],) — A+ sr+s.
On a aussi
Sy 1 ({85 4B, Byt + B —s, ...,ﬁ;}jl+B+s—sM})+Sh_b+1([A—sr—s,A+s—sN]8) <
Sh(PA—er—smsla™, 877,

et (5) se déduit de ces relations.
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Supposons enfin n,.; > 1 donc A —2s —sr < 1 + B+ es/2 < A — s — sr ainsi
qu’on I'a dit plus haut. La premiere inégalité entraine que le procédé (b) s’applique pour
construire I'élément canonique de type (b) de Pa_ss_s pies/2s(a” ™, 5711). On obtient
un terme f; et des partitions (o, 5”). Montrons que ’élément canonique de type (b) de
Pa_g—sps(a", 8717) se construit a laide du procédé (a). Si m,1 = 1, c’est le seul
procédé autorisé. Si m,,; > 2 et (1,0) <1, (1,1), on a ajt' + A — s — sr > B parce
que B< By +B+es/2<A—s—sr.Si(1,1) <i, (1,0), on a B3P + B< B+ B <
b1+ B+es/2 < A— s — sr. D’apres I'assertion symétrique de 2.1(1), ce procédé (a)
construit I'élément v, o = 3 — Py et les partitions («”, 4”).On obtient

(6) p]X ;,7" QinB-f—eg/Q 5[ r+17 BT+1:| = {Ml + B + 68/2} L] pg__;‘r__Qéls"JB__j’l_es/Q_s;s[a”’ /8”]
(1) PA el 87 = (= By + A —sr = sYUpl = 50 o, 8]

Traitons (3). Sih =1, on a

Shoa (P el A7) =0

et
Sh<pg srr 1s]g s[ r+17ﬁr+177]) = M1 — 61 + A—sr—s Z _61 + A—sr— S,

d’ou I'inégalité cherchée. Si h > 2, on introduit I’élément canonique de type (b) (v, u”) €
PA—ST—ZS,B—S;S(O/Ia BH)- On a

Sh— 1(pg o 22?3 Jarth gy = M1+B+Sh717b—((I/II_I{ON”’*%"”})+[A—s7’—25, A+4s—sN]s)

+Sp (" U {0M "V £ [B— s, B+ s — sM],).
On a

S ((HU{OM 7)) [Bms, Bbs—sM1.) = Sy ((4"0{0M ™"} +[B, B+s—sM],)~B—u.
avec toujours la convention p =0 si i > m” 4+ 1. On a aussi
Sp1—p- (V"U{ON T2 V) [ A—sr—25, A4-5—5N],)+S,- (("L{0M ™" })+[B, B+s—sM],)
< S A (AN i) < Sha (T o, ),
puisque (¢, ") € P(a”, 5"). D’out
Sho1(Ph 4 22?33[ BT < — -+ Sha (i 22?3 o, ") <

—A+Bi+sr+s+(u— b +A—sr—s)+ Sho 1(17]:1[ ; 222\/113 S[O//’/BH]) =
— A+ By + s+ s+ Sp(ph I 15%3[ Tl grthT).

La relation (3) en résulte.
La relation (6) entraine que b > 1 et il reste seulement a prouver (5). On voit aussi
que bg:;;%gg_ls;s(a”,ﬁ”; h—1)=b—1.Sih=1,onab=1. Dapres (6) et (7), on a
Sh (pﬁ L:r 222MB+es/2 s[ r+17ﬁr+1]) =m+ B+ 65/27

Sh(pg:;n:;%;_sl[arﬂv B = — i+ A—sr—s,
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et un calcul simple conduit & (5). Supposons h > 2. Introduisons 1’élément canonique de
type (b) (v', ") dans Pa_ g2, pres/2—sis(, B"). Puisque by 1 5Y1 (o, 8" h— 1) =
b—1,o0n a

Shr Pyt o tenjosl@s B1) = Sy (V" U{ON T2 ) 4 [A = sr — 25, A4 5 — sN],)

+Sp1 (" U {0M1="" V) L [B+es/2 — s, B+es/2+ 5 — sM],),

et
Spor (" U {OM=1=""Y) 4 [B + es/2 — s, B+ es/2 + s — sM],) =

Sy (" U{OM=="YY 4 [B,B+ 5 — sM],) + s(b—1)(e/2 — 1).
D’ou
Shr Pyt o tenjoslds 81) < Shoa(pAN LAY (V1 1) + s(b— 1)(e/2 = 1).

Parce que (", /") appartient & P(a”,5”), on a
S (PAAL T (V1)) £ Sha(Pa=l Blp Lo, 8.
D’ou
SuPA et resyzsl@™ BT = g+ Bt es/24 Sua (i B p ol )

<+ Bt es/24s(b—1)(e/2 = 1)+ Sua Py . [, )
= Bi= A+ Btsr+ 254 sb(e/2= 1)+ (= B+ A= sr = 8) + 1 (=) om0, 7))
= 1= A+ B s+ 25 +sb(e/2 = 1)+ vy gplo” 577D,

C’est la relation (5). Cela acheve la démonstration. [
4  Multiplicités

4.1 Définition et énoncé de la proposition principale

Soient @ € P, et § € P,,. Rappelons que I = ({1, ...,n} x {0}H)U({1,...,m} x{1}) est
muni d’un ordre <;. Soit J ’ensemble des couples ((i, e), (4, f)) € I tels que (i,¢e) <; (j, f)
et e # f. Posons X = N/. Un élément de X s’écrit & = (Z(ie).(j.5)) ((ie).(i.f))ed» avec des
T(e),G.f) € N. Pour € X, on définit un couple (afz], B[z]) € Z" x Z™ par

afz]i = a; + ( > (1,0),6.1)) — ( > T(,1),(10));

je{l 7777 m}v(i70)<1(j71) jE{l 7777 m}7(j71)<1(i70)
Blz]; = B+ ( > T(51),,0)) — ( > T(,0),.1))-
i€{1,..n},(4,1)<1(4,0) ie{1,..n},(i,0)<1(j,1)

Pour (v,u) € Z" x Z™, notons X (a, B;v, i) I'ensemble des éléments z € X tels que
alz] = v et Blx] = p.

Remarques. (1) On a S(afz]) + S(B[z]) = S(«) + S(5) pour tout € X. On peut
donc se limiter aux (v, ) tels que S(v) + S(u) = S(a) + S(B).
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(2) L’ensemble X («, 8;v, 1) est fini. En effet, identifions I'ensemble d’indices I a
{1,...,n + m} de fagon croissante. Nos couples («, ) et (a|z],B[z]) deviennent des
éléments de Z""™. L’ensemble X devient un ensemble d’éléments () ) ou (k, 1) par-
court un sous-ensemble 3 de celui des couples tels que k,1 € {1,...,n+m} et k <. Pour
Y= (Y1, e Yotm) € Z", posons < 7,0 >= 3, . (n+m+1—i)y. En particulier,
pour ¥ € X, <x,6 >= 37 cs,(l — k)ax,. Tous les coefficients sont positifs donc, pour
un entier ¢ € Z quelconque, il n’y a qu’'un nombre fini de x € X tels que < x,0 >= c.
Or un élément de X («, B;v, ) doit vérifier < x,6 >=< (v, u),d > — < (o, ), >.

On note &,, et &,, les groupes de permutations de {1,...,n} et {1,...,m}. On note
sgn leur caractere signature usuel. Pour v € Z" et w € &, on définit v* et v|w] par
VY = Vi et v[w]; = vy +1 — wi. On définit de méme p¥ et plv] pour p € Z™ et v € &,y,.

Soient (v, ) € Pp X Py,. On suppose S(v) + S(pn) = S(a) + S(B8). On pose

mult(a, Bivp) = S0 sqn(w)sgn(v)| X (a, B v, ulo]).

wWEGH,VEG,
On a mult(c, B;v, p) € Z.

Proposition. Soient (v, 1) € P, X P,,. On suppose S(v) + S( ) S(a) +5(5).
(i) Supposons mult(a. 5; v, 1) # 0. Alors pAYY. (v, ) < pAB ¥ 1o, 8]
(ii) Supposons pA]X”g/I;S(I/, e p%’é{s [a, B]. Alors mult(c, B;v, 1) # 0 si et seulement

si (Va ,U) S PA,B;S<&7/B)'
(i) Supposons (1. 1) € Pa (e 8). Alors muli(a, B:v. ) = 1.

4.2 Début de la preuve de la proposition

Preuve. On raisonne par récurrence sur n + m, tout étant trivial si n +m = 0. Plus
généralement, tout est trivial si n =0 oum = 0 (car X = (). On suppose donc n > 1 et
m > 1 et on fixe (v, u) € Py X Py, avec S(v) + S(u) = S(a) + S(B). On ne perd rien a
supposer (1,0) <; (1,1). On décompose

(1) mult(a, B; v, p) = Z multy(a, B;v, 1),

ol
multy(a, By v, 1) = Z sgn(w)sgn(v)| X («, 5; v[w], p[v])].
wEGH,wl=kveS,,

On fixe k € {1,...,n}. On identifie &,,_; a 'ensemble des w € &,, tels que wl = k :
un élément w’' € &,_; s’identifie a w tel que wl = k, wi = w'(i — 1) si i = 2...,n
et w(i—1) < k, wi =w(@—1)+1sii=2,..,netw(—1) > k. Ainsi, on a
sgn(w) = (=1)*1sgn(w’). On note J' le sous-ensemble des ((i,e), (j, f)) € J tels que
(i,e) # (1,0) et J” le complémentaire, ¢’est-a-dire 'ensemble des éléments ((1,0), (7,1)),
pour j € {1,...m}. L’ensemble X se décompose conformément en X x X;» et on
peut identifier X ;» a N™. On écrit tout élément de X sous la forme (', (x;),=1, m) avec
2 € Xp. Comme en 2 1, introduisons la partition a= = (ag, ..., a,) et Pordre <;- sur
I'ensemble d’indices I~ = ({1,...,n — 1} x {0}) U ({1,...,m} x {1}). Pour 2’ € X, on
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définit (o~ [2], B[2']) de méme que l'on a défini («|x], Blz]). Pour z = (x
on calcule

pour i =2,...net j=1,....m,

Blzl; = Bla']; — ;.

Fixons w' € &,,_1, soit w € &,, ’élément associé et décrivons 'ensemble X («, 3; v[w], u[v]).
Un élément (2, (x;);=1,.m) € X appartient a cet ensemble si et seulement si on a les
égalités suivantes

(2) ag + Ej:l,...,m rj=vp+1—k;

(3) o [2']ic1 = Vi —wi+ipouri=2,..,n;

(4) Blz'] —xj = p; —vj+jpour j =1,...,m.

La relation (3) se décompose en a~ [2'];i_1 = vy-1y —w' (i — 1) +isiw'(i—1) <k
et o [2'];-1 = V(-1 —w' (i — 1) +i—1siw'(i —1) > k. Définissons v/ € P,_; par
vi=v;+1sii<ketv=uvsii>k. Larelation (3) équivaut a

(5) a~[2]; = v, —w'i + i pour tout ¢ € {1,....,n — 1}.

Pour tout élément y = (y1, ..., ym) € Z™, notons stab(y) le groupe des u € &,, tels
que y* = y. Notons (Z™)" l'ensemble des y tels que y; > yo... > y,,. Tout élément
y € Z™ Sécrit y = 2" pour un unique z € (Z™)* et un u € &, dont la classe dans
stab(z)\&,, est uniquement déterminée. On décompose X (v, §; v[w], u[v]) en réunion

U, o X (o, B; v[w], plv]; 2, u),

ou z parcourt (Z™)" et u parcourt stab(z)\S,, et ou X (a, f;v[w], u[v]; z,u) est le sous-
ensemble des z € X(a, f; v[w], u[v]) tels que

(6) Blx']; — J = zu; pour tout j =1,...,m.

L’ensemble X (av, B; v[w], u[v]; z,u) se décompose en produit d’un sous-ensemble de
X et d’un sous-ensemble de X j». Le premier est I'ensemble des éléments =/ € X
vérifiant les relations (5) et (6). Celles-ci ne dépendent que de o™, 3,V [w'], z,u, no-
tons l'ensemble en question X (o™, 5; v/ [w']; z,u). Le deuxiéme ensemble est celui des
(%)) j=1,..m € Xy vérifiant la relation (2) ainsi que

(7) zuj — xj = py; — vj pour tout j =1,...,m.

Remarquons que, si cette derniere relation est vérifiée, on peut remplacer (2) par
I'égalité

8) ar+S(2) =S(w)+ >y ni=v+1-k

Celle-ci est indépendante des z;. En conséquence, X (a, §; v[w], p[v]; 2, u) est vide si
(8) n’est pas vérifiée. Si elle 'est, le sous-ensemble de X ;» est défini par la seule relation
(7) et il est loisible de noter X ;»(u[v]; z,u) cet ensemble. Notons Z (o, v, pt) 'ensemble
des z € (Z™)* vérifiant (8). On obtient

X(a7 B; V[w]> ,u[v]) = UZ,U;zGZ(aLVk,M)XJ’(a,? B; I/[w/]; 2, u) X XJ”(M[U]; Z, u)
Puis

© S sgn(v)|X(a, B viwl, ulo])| = ) X (o, BV [w); 2, )]

vVEG, z€Z(a1,v,p),u€stab(z)\Gm
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> sgn()| Xyn(ulv]: 2 ).

VEG

Notons Q(ay, g + 1 — k, p) 'ensemble des partitions p' = (p], ..., ul,) € Pp, vérifiant

(10) gy > > iy > po > oo > flyy > fim

et
(1) o +SW)—S(u)=v,+1—k.

Pour i/ € Q(a,vg + 1 —k, p), notons z(u') € Z™ I'élément tel que z(u'); = p; —i. On a
z2(p') € Z(ay, vk, 1) et stab(z(p')) = {1}. Montrons que l'on a

(12) soit 2 € Z(an, Vg, 1) ;81 D e, Sg(0) | Xgn(p[v]; 2,u)| # 0, il existe p” € Q(a, vp+
1 —k, p) tel que z = z(y') ; inversement, pour p' € Q(ay,vp +1—k, ), on a

> sgn()|[ X (ulvl; (1)), w)| = sgn(u).

vGGm

Preuve. La suite p1 — 1, up — 2, ... est strictement décroissante. Puisque z € (Z™)", il
existe d'unique entiers 0 < [} <[y, < ... <[, < m tels que

22>z 21> > 2>, > e — 2> 20 >

> 2, 2 m — M > 241 2 2 2y

Soit v € &,,. La relation (6) se récrit z,,-15, = Zyp-1p — n + h pour tout h = 1,...,m.
Puisque les z;, sont des entiers positifs ou nuls quelconques, ’ensemble X j»(u[v]; z, u) a
au plus un élément et il en a un si et seulement si z,,-1;, > pup —h pour tout h =1, ..., m,
ce qui équivaut a

(13) wv=th < I, pour tout h =1, ..., m.

Notons V I’ensemble des v € &,, qui vérifient cette condition. On obtient

> sgn()| X (uvl; 2,u)| = Y sgn(v).

Ueem veV

Supposons la somme de gauche non nulle. Alors V' n’est pas vide. La condition (13)
pour v € V entraine uv~'1,..uv"th < I, en particulier [, = m. Introduisons le sous-
groupe T des éléments de &,, qui conservent chacun des intervalles {1,...,01}, {l; +
1,...,l} .... On voit alors que I'action du groupe u~'Tu par multiplication & droite sur
G,, conserve I'ensemble V. En fixant un ensemble V de représentants de cette action
dans cet ensemble, on obtient

Z sgn(v) = Z sgn(v) Z sgn(v').

veV veV veu—1%u

La non-nullité de cette expression entraine que ¥ = {1}. On en déduit [, = h pour tout
h. On a alors
212 — 1> 202> e —2> 00> 2y 2y — M.

En posant uf = z;+i,ona p' € Q(ag, vp+1—k, ) et z = z(y'). Inversement, si z = z(u')
pour i/ € Q(ay, v, +1—k,pu), on al, = h pour tout h. On voit par récurrence sur h
que la condition (13) est vérifiée si et seulement si uv~'h = h pour tout h, autrement
dit w =v. On a alors V' = {u} d’ou1 }_ .\, sgn(v) = sgn(u). Cela démontre (12).
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Pour i/ € Q(aq, vy + 1 — k, ) I'ensemble Xy (o™, B; V' [w']; z(1'), u) n’est autre que
X(a—, gV [w'], p'[u]). L'égalité (9) et la propriété (12) entrainent

> sgn(w)sgn(v)| X (a, B; v[w], plo])] = (~1)F! > >

wWEG, wl=kveSy, weQ(ar,vp+1—k,pu) weSn_1

> sgn(w)sgn(v)| X (a”, g5/ [w'], w/[o])].

VEG,
Autrement dit

(14) multy (o, B; v, p) = (—1)F1 Z mult(a™, B;v, 1).

WeQ(ar,vp+1—k,u)

4.3 Deuxieme étape de la preuve

On suppose donné un entier k € {1,...,n} et un élément ' € Q(c,vx + 1 — k, pu).
On suppose que

(1) mult(a—, B; V', 1) #0 ou (V, 1) € Pla™, B).

Cette hypothese entraine

(2) pour tout ¢ € {1,...., N + M — 1}, tous réels A’ > sN —2s et B' > sM — s, on a

Se(p g (Vs 1)) < Se(pi iy o™, B))-

En effet, si mult(a™, B;/, 1) # 0, c’est le (i) de la proposition que I'on applique par
récurrence. Si (V/,p') € P(a™, ), c’est le lemme 1.4.

Pour tout entier ¢ € {1,..., N + M}, on fixe des réels A(c) > sN — s, B(c) > sM — s
. On va prouver que

(3) pour tout ¢ € {1,...., N+ M}, on a

Se(PANY pieyes 1) < SN pieyislrs B1).

Remarque. L’entier ¢ étant fixé, on pourrait aussi bien simplifier la notation en
posant A = A(c) et B = B(c). Mais on reprendra la démonstration qui suit en 4.5 et il
nous semble que les preuves de ce paragraphe seront plus claires si nous introduisons des
maintenant les notations qui seront alors nécessaires.

Soit ¢ € {1,..., N + M}. On fixe des entiers a(c) € {0,..., N}, b(c) € {0, ..., M} tels
que a(c) +b(c) = c et

Se DAY a0 1)) = Sur (v U 0¥ ) + [A(), A(e) + 5 — sN].)

+Sb(e) (L{0Y7™}) + [B(c), B(c) + s — sM];).

Supposons d’abord que a(c) < k. On a v; = v, —1 pour i = 1,...,a(c), donc Sy ((v U
{0¥77}) +[A(c), Ale) + s — sNT) = Sa(( L {0M17"}) + [A(e), A(e) +2s — sN]s) —a(c)
(la premiere partition a N termes et la seconde en a N — 1 mais on ne considere que les
a premiers termes et on a < k < n < N). D’apres 4.2(10), on a Sy ((p U {0M~"} +
[B(c), B(c) + s — sM],) < Sy (' L {0M=™} + [B(c), B(c) + s — sM],) d’ou

SePAN 1)) < Suey (V' L{OV ) + [A(0), A(e) + 25 — sN],)
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Shey (1 L{0M™)) + [B(e), Be) + s — sM],) — a(¢)
< SupANM (V) = ale) < Supgha o B]) — ale),

la derniere inégalité résultant de (2). On a S, (pg 11%:) Jam ) < S (pA&c BB
N— N.M N

cette inégalité est équivalente a S.(pA) C) B(c 150G E)) < Se(PA AL By (X €)) ol (X, €)

est un element de Pae),B(e):s(a *,6), et cette derniere inégalité est évidente puisque

pAA(c © (X €)) est extraite de pAA(c © ;S<X7§)- On applique le lemme 3.1 :

Se (pA( ) Blesl 5 Bl) < Se (pA(C, (o5 B]) d’ott 'inégalité (3).
On suppose maintenant a(c¢) > k. On av; = v, — 1 pour i = 1,....k — 1, iy, =
k—14+a1+S()—S(un) (dapres 4.2(11)) et v; = v;_; pour i = k+1,...,n. C’est-a-dire

vU{0"" =W, 1, vp = Lk—1+a,+S()— S, v, ...,V 1,0,...,0).

D’ou
Sue (L {0N™) = ay + S(i') — S(1) + Sage1 (v L {0V"}).

On a aussi
Sa(C)([A(C)’ A(C) +s5— SN]S) = A(C) + Sa(C)*l([A(C) - S, A(C) +s5—= SN]S)'
D’ou
(4)  Sa((ru{0""}) + [A(e), A(c) + 5 — sNs) = a1 + S(i') — S(p) + A(c)
+Sa(e—1 (" U{0N"}) + [A(c) — s, A(c) + s — sNJ,).
Supposons b(c) > m. Dans ce cas,
Soe) (U {0M™™}) + [B(e), B(e) + s — sM],) = S(n) + Sie)([B(¢), B(c) + 5 — sM],)
= S(p) = S(1') + Spe (W' L{0M™™}) + [B(c), B(c) + s — sM];).
D’ou
SePANY ey 1)) = 1+ A(€) 4 Sugo1 (VU {0¥ )+ [4 = 5, A+ 5 — sN].)
+S() (1 L {0M™™}) + [B(e), Ble) + s — sM],)
< ap+ A(e) + SC*1<pAJX(;)1L]\L:[,B(c);s(y,7Ml)) <ar+A(e) + Se- 1(pA( ;AfB(c);s[a_aﬁ])7

la derniere inégalité résultant de (2) si ¢ > 2 et étant triviale si ¢ = 1. On applique le
lemme 3.5(i) :

o + A( ) + S 1(p,4(c)1 AS/IB(C) [ aﬁ]) < Sc(pgii\;{B(c);g[aa/B])a

d’ou l'inégalité (3).
Supposons maintenant b(c¢) < m. On a donc b(c) < M. On a aussi b(c) < ¢ car
¢ = b(c) + a(c) et a(c) > k > 1. Donc b(c) < inf(c, M). On a défini en 2.4 I'entier

Z(c)l ]\;[B (e):s(@ 5 B;¢). S'il est supérieur ou égal & b(c) 4 1, on pose e(c) = 0 et b(c) =
bf(c)lfj\jB(c),s(a_, f;¢). Sinon, le lemme 2.4 entraine l'existence d'un entier e > 1 tel que
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bJX(;)l’]\j (e)res2s(@ 5 Bi¢) = b(c) + 1. On fixe cet entier que I'on note e(c) et on pose

bc) = b, c)l AfB(c)+e(c)s/25( ~,B5¢)=b(c)+ 1. On a
Se(e) (e LH{OM™™}) + [B(c), B(c) + s — sM],) = Spe)(11) + Spe) ([B(c), B(¢) + s — sM],)
= Syen(1) + Sua([B(e), B(E) + 5 — sM],) — B(e) + sb(c)
= Sh(e) (1) +Sp(e)+1([B(e)+e(c)s/2, B(c)+e(c)s/2+s—sM]s)—B(c)+sb(c)—(b(c)+1)e(c)s/2
= Sp(e) (1) = Sb(e)+1 (1) +Spey1 (1 u{oM- m}) [B(c)+e(c)s/2, B(c)+e(c)s/24+s—sM]y)
—B(c) + sb(c) — (b(c) + 1)e(c)s/2.

Avec (4), on obtient

SupAY e ) = a1+ (') — (1) + Sy (1) = Soier 1 (1) + A(c) — B(e) + sb(c)

—(b(c) + 1)e(c)s/2 + Sae)—1 (¥ L {O¥"}) + [A(c) — s, A(c) + s — sN,)
+Se 1 (1 UM + [B(e) + e(c)s/2, B(c) + e(c)s/2 + 5 — sM];)
<+ S(') = S(i) + Spe) (1) — Spe)1 (1) + A — B + sb(c) — (b(c) + 1)e(c)s/2
+S (pAA(c —s,B(c)+e(c)s/2; s(y H ))
D’apres (2), on a
SC(pAJX(;)lf\s/[,B(c)Jre(c)s/Zs(V/’ lu,)> < S <pA )1 AS/IB(C)+e(c)s/2;s[a_7 6])
On a aussi
S(M/)_S<M>+Sb(c) (M)—Sb(c)ﬂ(/i/) = _/~Lb(c)+1+:u;)(c)+2_/~Lb(c)+2+,u;7(c)+3"-_Nmfl_'_/i;n_,um-

Les sommes —fip(c)+1F Hy (o) 125 —Hb(e)+2+ Hy(e) 43 - SO0t négatives ou nulles d’apres 4.2(10)
et le dernier terme —u,, 1’est aussi. D’ou

Se(PANY. (eys (Vs 1) < @t A(e)=B(e)+5b(e) =(b(c)+1)e(e) s/ 248 (Do) ™y peye(erszss[@ ™ B)-
On a

aj + A(e) — B(c) + sb(c) — (b(c) + 1)e(c)s/2 < ag + A(c) — B(c) — s+ sb(c)(1 —e(c)/2).

En effet, cela équivaut a s(b(c) — 1 — b(c)) + s(b(c) + 1 — b(c))e(c)/2 > 0. Le premier

terme est positif ou nul par construction et le second est nul (si e(c) # 0, b(c) = b(c) + 1
par construction). D’ou

Su(pAY o (v, 1)) < a1+ AC) = B(e) — ssb(e)(1—e(€) /2)+ Sy o ey eierssmeler™s B

On a b(c) > b(c) + 1 > 1. Le lemme 3.5(ii) entraine alors I'inégalité (3). Cela acheve la
preuve de cette inégalité.
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4.4 Preuve du (i) de la proposition 4.1

Supposons mult(«, 5;v, u) # 0. D’apreés 4.2(1), on peut fixer k € {1,...,n} tel que
multy(a, B;v, 1) # 0. D’apres 4.2(14), on peut fixer 1/ € Q(aq, v, + 1 — k, ) tel que
mult(a™, f;v/, 1) # 0. Dans les constructions de 4.3, on prend simplement A(c) = A et
B(c) = B pour tout c. Les hypotheses de ce paragraphe étant satisfaites, la relation (3)
de ce paragraphe nous dit que

Se(pAY (v, 1) < Se(p sl B])

pour tout ¢ € {1,..., N+ M}. Autrement dit pAX’g;S(U, ) < pﬁ;ﬁ,{s [a, B]. C’est 1'assertion
(i) de la proposition.

4.5 Une nouvelle étape

Comme en 4.3, fixons pour tout ¢ € {1,..., N + M} des réels A(c) > sN — s, B(c) >
sM — s, a(c) € {0,..., N}, b(c) € {0,...M}. Disons que ces données satisfont I’hypothese
(Hyp)(«, B;v, 1) si les conditions suivantes sont satisfaites

(1) pour tout ¢ € {1,.... N + M}, a(c) + b(c) = c et

SelPANH 1)) = Suey (v L {0V ")) 4 [A(c), A(e) + 5 — sN].)

+Sbe) (L {0Y™™}) + [B(c), B(c) + s — sM]s);

(c
(2) pour tout c € {1,.... N+ M — 1}, a(c) < alc+ 1) <a(c)+1et blc) <blc+1) <
b(c) +1;
(3) pour tout ¢ € {1,..., N + M},

S <pAA(c c (]j’ ,u)) = SC(pXéV[),B(C);S[OG 6])

Supposons ces hypotheses satisfaites. On note c° le plus petit entier ¢ tel que a(c) = 1
et ¢! le plus petit entier ¢ tel que b(c) = m (de tels entiers existent d’apres (2)). On a
forcément ¢! > m.

Remarque (4) ® # c!.

En effet, si ¢! = 1, on a forcément m = 1 et b(1) = 1. Alors a(1) = 1 — b(1) =
et 1 # ¢ puisque a(c®) = 1. Si ¢! > 2, on a b(c! —1) = m — 1 donc a(ct — 1)
' —1-0b(ct —1) =ct = b(c') = alc') ce qui interdit a ¢ d’étre le plus petit entier c tel
que a(c) = 1.

0

On définit un élément p € Z™ par

sic? <l K, = i pour_i =1,...,c%—1, Ko =V1i—0u, = i pouri=c’+1,....m;

sic®>clop=p.

On définit des réels A(c), B(c) et des entiers a(c), b(c) pour ¢ € {1, ..., N+M—1} dela
facon suivante. Pour ¢ = 1, ...,° — 1, on pose A(c) = A(c), B(c) = B(c), a(c) = a(c) =0,
b(c) =b(c) = c. Sict < P onpose A(c) = A(c+1)—s, B(c ) B(c+1) a(c) =alc+1)—1
et b(c) = b(c+1) pour ¢ = °, ..., N+ M — 1. Supposons ¢* < c!'. Soit ¢ € {c°,...,¢! — 1}.
On pose A(c) = A(c) — s, a(c) a(c) — 1 et b(c) = b(c) + 1. Si bA(c 7873(6);8(04’,6; c) >
b(c) + 1, on pose B(c) = B(c). Si bN L ).s(@7, B;¢) < b(c), on choisit un entier e(c)

A(c)—s,B(c);
N 1,M

tel que by )" proyre(eyszs (@5 Bi¢) = blc) + 1 et on pose B(c) = B(c) + e(c)s/2. Soit
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ce{c,..,N+M—1}. Onpose A(c) = A(c+1)—s, B(c) = B(c+1), alc) = a(c+1)—1
et b(c) = b(c+1).

Il est clair que, pour tout ¢ € {1,.... N+ M — 1}, on a a(c) € {0,..., N — 1}, b(c) €
{0,..., M} et a(c) + b(c) = c¢. Montrons que 'on a 'analogue de (2), ¢’est-a-dire que

() sic#N+M—1 onaa(c) <alc+1) <alc)+1,b(c) <b(c+1) <b(c) +1

Il suffit de prouver la premiere série d’inégalités car la seconde se déduit de la premiere
et de 1'égalité a(c) + b(c) = c. Supposons ¢' < . En vertu de (2), (5) est clair sauf si
¢ = — 1. Ce cas n’intervient que si ¢ # N + M. Dans ce cas, on a a(c® — 1) = 0 et
a(®)=a(c®+1)—1.Or

0=a()—1<a(+1)-1<a()=1

d’ott 'inégalité cherchée. Supposons ¢ < ¢!. En vertu de (2), (5) est clair sauf si ¢ = " —1
(ce cas n’intervient que si ¢ # 1) ou ¢ = ¢! — 1 (ce cas n’intervient que si ¢! # N + M).
Si®#1,0onaa(®—1)=0eta() =a()—1 =0, dou I'inégalité cherchée. Si
A N+M,onaa(ct—1)=a(ct —1)—1et alc') =a(c! +1)—1. On a b(c! —1) < b(ch),
d’ott a(c' — 1) = a(c!) et I'inégalité cherchée se déduit des inégalités a(c!) < a(c! 4+ 1) <
a(c') + 1. Cela prouve (5).

Lemme. On suppose satisfaite I’hypothése (Hyp)(a, B;v, ). Soient k € {1,...,n} et ' €
Ppn. Supposons que p' appartienne a Q(aq, vy + 1 — k, p) et que multy(a™, G50/, 1) #0
ou que (V', ') € P(a™, 3). Alors

(i) k=1;

(i) W' = pet, si® < ', p, =0;

(iii) les données A(c), B(c), a(c) et b(c) pour ¢ € {1,...,N + M — 1} satisfont I’hy-
potheése (Hyp)(a™, B; v/, 1').

Remarque. Les assertions (i) et (ii) impliquent que, sous les hypotheses de I'énoncé,
{4 est une partition, qui appartient a Q (a1, v, 1) (en particulier, si ' < @, on a alors
vy —ap = S(p) — S(u) = 0). On voit alors que (v, 1) = teo o, (¥, 1) avec la notation de
2.3.

Preuve. On reprend la preuve de 4.3 dont les hypotheses sont satisfaites. Pour tout
ce{l,..., N+ M}, ony a écrit différentes suites d’inégalités dont le premier terme était
Se (pAN B(C)S(IJ, 1)) et le dernier S. (pA )B(C)S[a A]). Maintenant, on sait par (3) que
les termes extréemes sont égaux. Donc toutes les inégalités de ces suites sont des égalités.
Supposons que k > 1. On prend ¢ = ¢°. On a alors a(c’) = 1 < k. Mais on a alors prouvé
que

Se (pAA(c B(c);s (v,p)) <5 (pA (), B(C)S[Oéﬁ]) —a(c"),

ce qui contredit (3). Cela prouve que k = 1. Supposons donc k = 1. On veut prouver (ii)
et que, pour tout ¢ € {1,.... N+ M — 1}, on a

(6)  SulpANolmt 1)) = Suie) (7 L {0V }) + [A(e), Alc) + 25 — sN],)

Sy (1 L {0Y™™}) + [B(c), Be) + s — sM],);

et
(7) SC<pAg(;)1,§{c);s<y,7 :u/)) = S (pA(c)é{) [a_7/8])'
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Soit ¢ € {1,...,c® = 1}. Alors a(c) = 0 < k = 1. On a alors utilisé 'inégalité Sy(c)(p L
{0M=m1) < Sy (i L {0M=™}). Elle devient une égalité. De plus, on a b(c) = c. Ces
égalités sont vraies pour tout ¢ < ® donc les termes de p LI {0M =™} et de p/ L {0M~™}
coincident jusqu’a l'ordre ¢ —1. Si ¢! < on ac' =b(c') =m, donc i/ = p. On a aussi
n= ,upar deﬁmtlondouu =p. Sic? <c,onac—1=>0bc—1)<m et les termes
de p et p’ coincident jusqu’a 'ordre ¢® — 1. On a aussi utilisé les inégalités

Sa(e) (VU{0Y "} +[A(c), A(€)+25—sN]o) + Sy (' LH{0" ™} +[B(c), B(e) +s—sM],)

< SN bl (1)) <SP eyl B)).

Ces inégalités deviennent des égalités, qui ne sont autres que (6) et (7).

Supposons ¢ < ¢! et prenons maintenant ¢ € {°,...,¢! —1}. Onaa(c) > 1 =k
et b(c) < m. On a utilisé les inégalités pipc)41 > Hp(e)rr Hb(e)+2 = Hyeyyzr-- €6 fm = 0.
Ces inégalités deviennent des égalités. Donc pi,,, = 0. En prenant ¢ = ¢°, on a b(c) =
b(c® —1) = ” — 1 et on voit que les termes pily, ,, .../}, coincident avec fico, ..., ftm—1.
Puisqu’on a déja vu que 41/ et p coincidaient jusqu’a 'ordre ¢” — 1, seul le terme 4/, reste
indéterminé. Mais on a p/, = S(u') —S(u) et, d’apres 'hypothese 1’ € Q(ay, 14, ), cette
expression vaut v; — ;. Cela prouve que p' = p, d’ott (ii). On a aussi utilisé les inégalités

Sae-1 (' U{0Y"}) + [A(e) — 5, Ac) + 5 — sN;)

ooy (1 L {0M ) + [B(e) + e(c)s/2, B(e) + e(c)s/2 + s — sM],)

1,M _
< Se (pAA(c )—s,B(c)+e(c)s/2; s(]j 2 )) <S. (pA(c) s,B(c )+e(c)s/2;s[a 76])

Elles deviennent des égalités qui ne sont autres que (6) et (7).
Prenons maintenant ¢ € {sup(c®,c'), ..., N + M — 1}. On utilise notre calcul de 4.3
encd =c+1.0naa(d)>1==Fketb(c) >m. On a utilisé les inégalités

Suter1 (VU0 + [A() = 5, A(E) + 5 — sN].) +
Shie (/U {0M=3) 4+ [B(¢), B() + 5 — sM],) < SulpAS Y o 4)

< SulPN M sl B)):

Elles deviennnent des égalités qui ne sont autres que (6) et (7). Cela acheve la démonstration.
0

4.6 Avant-derniere étape

On leve pour cette étape les hypotheses n > 1, m > 1 et (1,0) <; (1,1) (c’est
nécessaire pour raisonner par récurrence dans la preuve du lemme ci-dessous). Soit
(v, 1) € Pp X Pp. Supposons qu'il existe des entiers A(c), B(c), a(c), b(c) pour ¢ =
1,..., N + M, satisfaisant I'hypothese (Hyp)(a, B; v, p).

Lemme. Sous ces hypothéses, les deux conditions mult(c, B;v, u) # 0 et (v, u) € P(a, 5)
sont équivalentes. Si elles sont vérifiées, on a mult(a, B;v, pu) = 1.
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Preuve. Si n = 0 ou m = 0, les deux conditions équivalent a (v, ) = (a, f) et on a
bien mult(a, f;a, ) = 1. Supposons n > 1 et m > 1. De nouveau, on ne perd rien a
supposer (1,0) <; (1,1). D’apres 4.2(1) et (14), on a

mult(a, B;v, ) = Z Z (=D mult(a—, BV, 1).

k=1,...,n ' €Q(a1,vr+1—k,u)

Le lemme 4.5 entraine qu’il y a au plus un terme non nul dans cette somme : on a

forcément k = 1 et ' = p (ce terme ne contribue pas forcément et d’ailleurs, p n’est pas

forcément une partition). B
Supposons mult(a, B; v, ) # 0. Alors il y a au moins un terme qui contribue et on a

(1) mult(a, B;v, p) = mult(a™, B; V', p).

Le lemme 4.5 entraine aussi que les données A(c), B(c), a(c), b(c) pourc = 1,..., N+ M —1
vérifient 'hypotheses (Hyp)(a~, B; v/, 1). On applique I’énoncé par récurrence : on a donc
(V,p) € P(a—, B) et mult(a—, 3;v/, u) = 1. Avec (1), on en déduit mult(a, B;v, p) = 1.
Par définition, on a B

pour c=1,...,c" — 1, b(c) = c;

sic? <, b(c®)=0b(")+1=;

si ¢! < P, auquel cas ¢t = m, b(ct) = b(c') = m.

Alors (Hyp)(a~, 8;V/, u) entraine que (1/, p) vérifie les hypotheses de 2.2 ot ¢ = ¢°

sic® < c'etc=msic < Enserappelant que, d’apres 2.2(1), on a Pld(a~, B) =
PU"l(a=,3) si ¢ > m, le lemme 2.2 implique en tout cas que (V/,p) € Pb[co}(of,ﬁ).
Le lemme 2.3 implique que ¢ o, (¢, 1) appartient a P(o, 8). Or la remarque qui suit le
lemme 4.5 dit que tw o, (', ) = (v, ). Donc (v, 1) € P(a, 8), ce qui démontre un sens
de I'équivalence de I’énoncé.

Au lieu de supposer que mult(a, 5;v, u) # 0, on suppose maintenant que (v, u) €
P(a, ). D’apres le lemme 2.3, on peut fixer ¢ € {1,...,m+ 1} et (v, ") € P(a—, 3) tel
que (v, ft) = teo, (V7 1), I résulte de la définition de 2.3 que v = /. On voit aussi que
(v, ") appartient & Q(aq, vy, p). Alors le lemme 4.5 entraine de nouveau que les données
Ale), B(c), a(c), b(c) pour ¢ = 1, ..., N+ M —1 vérifient 'hypothese (Hyp)(a—, B; v/, u”).
On applique I'énoncé par récurrence : on a donc mult(a—, 3;V,1”) = 1. Comme on
I'a vu au début de la preuve, le terme (v/, ") est alors 'unique terme contribuant a
mult(a, B; v, ). D’ou mult(a, B;v, 1) = 1, ce qui acheve la démonstration. [

4.7 Fin de la preuve de la proposition

On revient aux hypotheses de 4.2. Supposons pA]X”g/I;S(I/, W) = pﬁ’é{s [, B]. Pour tout
c=1,..,N+ M, on pose A(c) = A et B(c) = B. Alors I’égalité (3) de 4.5 est satisfaite.
On voit que I'on peut trouver des entiers a(c) et b(c) vérifiant (1) et (2) de ce paragraphe
(par exemple, on choisit a(c) le plus grand possible pour que (1) soit vérifié; alors (2)
'est aussi). L’hypothese (Hyp)(«, B; v, ) est donc vérifiée. Le lemme 4.6 implique que les
conditions mult(a, B;v, 1) # 0 et (v, u) € P(a, B) sont équivalentes. Mais, compte tenu
de I’hypothese pAX’g{S(U, W) = p%’é{s [a, ], la condition (v, ) € P(a, B) est équivalente
a (v,u) € Paps(a,B). Cela prouve le (ii) de la proposition. Pour le (iii), I'hypothese
(v, 1) € Paps(a, B) est plus forte que celle du (ii). Comme on vient de le voir, on peut
appliquer le lemme 4.6, qui entraine mult(a, B;v, u) = 1. Cela acheve la preuve de la
proposition. []
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5 Composantes extrémales d’une représentation construite
par Lusztig

5.1 La correspondance de Springer généralisée

Pour n € N, on note P(n) 'ensemble des partitions de n, c’est-a-dire 'ensemble des
partitions A = (A1, ..., A) telles que S(\) =n.

Remarque. On prendra garde de ne pas confondre I’ensemble P(n) avec ’ensemble
P, des paragraphes précédents : pour le premier ensemble, n est la somme des termes
de la partition tandis que, pour le second, n est son nombre de termes. D’autre part, il
convient ici d’identifier deux partitions ne différant que par des termes nuls : (A, ..., A)
est la méme partition que (A1, ..., Ay, 0, ...,0).

On note Py(n) I'ensemble des couples (a, #) de partitions telles que S(a)+S(8) = n.
On note W, le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type C,, avec la conven-
tion Wy = {1}. On note W,’ I'ensemble des représentations irréductibles de W,,. Il
est bien connu que W)’ est paramétré par Psy(n). Pour («, 8) € Pa(n), on note p, s la
représentation de W, paramétrée par ce couple. En particulier, p,) ¢ est la représentation
triviale et pp, 1n) est le caractere signature usuel, que I'on note sgn.

Soit V € N. Notons P*¥""?(2N) I’ensemble des partitions symplectiques de 2N, c’est-
a~dire I'ensemble des partitions A € P(2N) telles que multy (i) est pair pour tout entier
i impair. Pour A = (A,..., \y) € P¥"P(2N), on note Jord(A) I'ensemble des entiers
i > 1 tels que multy(i) > 0 et Jord”()\) le sous-ensemble des entiers pairs. On note
PsvmP(2N) I'ensemble des couples (X, €) olt A € P¥™(2N) et € € {£1}7od" ),

La correspondance de Springer généralisée, définie par Springer et Lusztig, établit une
bijection entre P*¥™P(2N) et 'ensemble |, Wy ;11) /2, 01t k parcourt les éléments de
N tels que k(k+1) < 2N. Ou encore avec 'ensemble | J, Po(N — k(k +1)/2). Rappelons
la définition de cette bijection. On fixe un entier r assez grand

Remarque. On peut prendre » = N mais il peut étre utile de laisser a r une certaine
liberté. La construction qui suit ne dépend pas du choix de 7.

Soit k € N tel que k(k + 1) < 2N et soit (o, ) € Po(N — k(k +1)/2). On définit un
couple de partitions (A, g, Bag) par

si k est pair, Ay =a+ [2r +k,0]2, Bag =5+ [2r — 1 —k,1]s;

si k est impair, Ay 3 =+ [2r — 1 —k,0]s, Bag =+ [2r + k, 1.

Remarque. Pour définir ces sommes, on complete « et 3 par suffisamment de 0 pour
que « ait 7 + [k/2] + 1 termes et que § ait r — [(k + 1)/2] termes, ou, pour tout réel x,
[z] désigne sa partie entiere.

Soit (A, €) € P¥™P(2N). Dans la partition A + [2r — 1,0];, il y a autant d’entiers
pairs que d’impairs. On note les pairs 2z; > ... > 2z, et les impairs 22 +1 > ... > 22/ +1.
Cela définit des partitions z et 2/. On pose A% = (2 +[r +1,2];) U {0}, B: = 2+ [r, 1];.
On calcule facilement

)‘23'*1/2 +2r +2 -2y, si Agj—1 est pair,
(1)(a) At — (Ag; —1)/24+2r 4+2—25, si Ay est impair et Sy;(\) est pair,
AT (gjia +1)/242r £2 24, sij>2, Ay est impair et

Soj—2(A) est impair,
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pour 3 =1,...,r+1et

Aoj/2 4+ 2r +1 — 27, sl Agj est pair,
(1)(b) BE\J = (Agjo1+1)/242r +1—2j, si Ayj_q est impair et Sg;_1(A) est impair,
(Agjp1 —1)/24+2r +1—25,  si Agj+1 est impair et Sg;11(\) est pair,

pour 7 = 1,...,7. On vérifie que les divers cas ci-dessus sont exclusifs I'un de 'autre.
Considérons l'ensemble (A% U B%) — (4% N BY), c’est-a-dire 'ensemble des entiers qui

interviennent dans Aﬁ)\ ou B/ﬁ\ mais pas dans les deux. Notons D), l'ensemble des sous-

ensembles de (Ag\ U Bi) — (Ag\ N Bg\) formés d’entiers consécutifs, maximaux pour cette

propriété, et ne contenant pas 0. On s’apercoit qu’il y a une bijection croissante i — A;
de Jord®(\) sur D,. On pose

Ae=W- U @napuc U Binay),
i€ Jord" (\);e;=—1 i€Jord? (\);e;=—1

Bi.=B- | @Bnapur UJ  @nay.
i€Jord™?(N);ei=—1 i€ Jord" (\);e;=—1

On montre qu'il existe un unique entier £ € N tel que k(k + 1) < 2N et un unique
couple (o, 3) € Po(N — k(k + 1)/2) tels que (Aapg, Bap) = (Axre, Bre). La corres-
pondance de Springer généralisée associe a (A, ¢€) le couple (k, p, ). On note ce couple
(kA €), (A €)).

L’entier k()\, €) se calcule facilement. Notons i; > ... > i,, les éléments i € Jord®(\)
tels que multy (i) soit impair. Posons

M(\e)= > (-1

I=1,...;mje;;=—1

Alors k(X €) = 2M (N, €) si M(A€) > 0 et k(A €) = —2M(\ e) — 1si M(\e) <O.

Considérons le cas particulier ot Jord()\) = Jord”(\), c’est-a-dire que A n’a que des
termes pairs. Ecrivons A = (Aq, ..., Agr11), avec Agp1 = 0. On peut considérer que € est
une fonction définie sur l’ensemble d’indices {1,...,2r + 1} :si j € {1,...,2r + 1} est
tel que A; # 0, on pose €(j) = €y, ; si A; = 0, on pose €(j) = 1. On prendra garde de
distinguer €(j) ou j est un indice et ¢; ol i est un terme de A. Avec la recette ci-dessus,
on calcule

Bye={N/2+2r+1—j4;5=1,..,2r+ 1,¢(j) = (=1)7}.

On constate que Ay U By . est "sans multiplicités”, c’est-a-dire que tout entier y inter-
vient avec multiplicité au plus 1. Remarquons qu’avec les mémes hypotheses, on a

(2) MO\ €) = Xy, ara (S5

Preuve. Soit i € Jord®(\) U {0}, notons {j;,...,5; } le sous-ensemble des j €
{1,...,2r + 1} tels que \; = i. Pour tous ces j, on a €(j) = ¢ et la contribution de
ces j au membre de droite de (2) est

€ — 1 Z (—1)p+ = 0, - si j;f — j; est impair,
2 Sl(—1)%+ si i — i est pair.

(2

G=37 by
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Si ¢; = 1, on voit que l'intervalle {j;, ..., j;"} ne contribue pas au membre de droite de
(2). L’entier i ne contribue pas non plus & M (), €). Remarquons que cela traite le cas
i = 0. Supposons i > 0. Alors j* — 57 = multy(i) — 1. Si multy (i) est pair, ou si multy(7)
est pair et ¢; = 1, intervalle {j; ..., 7"} ne contribue pas au membre de droite de (1).
L’entier i ne contribue pas non plus a M (A, €). Si multy (i) est pair et ¢, = —1, on a i =i
pour un [ € {1,...,m} et on vérifie par récurrence sur [ que j; est de la méme parité
que [. Alors lintervalle {j;, ..., j;"} contribue au membre de droite de (2) par (—1)! et i
contribue de la méme fagon a M (A, €). Cela prouve (2).

5.2 Un résultat de Shoji

Dans les quatre premiers paragraphes, nous avons défini divers termes dépendant
d’un ordre fixé <; sur un ensemble d’indices I. Pour plus de précision, nous insérerons
maintenant cet ordre dans la notation.

Soit (A, e) € P¥™P(2N). On suppose que A n’a que des termes pairs. Notons
k = k(X e) et (o, ) I'élément de Po(N — k(k + 1)/2) qui correspond a (A, €) par la
correspondance de Springer généralisée. Choisissons un entier r assez grand, posons
n=r+1k/2]+ 1, m = r — [k/2] et considérons que o a n termes et que 5 a m
termes. Pour (v, u) € P, X Py, on a défini une multiplicité mult(a, B;v, 1) en 4.1, que
'on note maintenant mult(<r; «, 5; v, u) puisqu’elle dépend du choix de l'ordre <; sur
I'ensemble d’'indices I = ({1,...,n} x {0}) U ({1,...,m} x {1}). Nous allons définir un
ordre, dépendant lui-méme de («, ), que nous noterons <;, 3. Posons A = A, g U B, g.
D’apres les formules du paragraphe 5.1, on a I'égalité

A= pAABQ( ,B3),

ouA=2r+ket B=2r—k—1.

Remarque. Il y a ici une difficulté de notation. Si k est pair, ona A, 3 = a+[A, A+
2 —2n|y et Byg = B+ [B,B + 2 — 2m]y mais, si k est impair, on doit permuter ces
termes : Ao =0+ [B,B+2—2m|s et Bysg=a+[A, A+ 2—2n|,.

On a aussi A = A, .U B, par définition et on a remarqué dans le paragraphe 5.1 que
cette partition était sans multiplicités (parce que A est & termes pairs). Ecrivons cette
partition A = (Ay,...,Ag41). Pour j = 1,...,n, il y a un unique a; € {1,...,2r + 1} tel
que aj + A+2—2j = A,,. Pour [ = 1,...,m, il y a un unique b; € {1,...,2r + 1} tel
que f; + B+ 2 — 2l = A,. On définit l'ordre sur I de sorte que (7,0) <75 (I,1) si et
seulement si a; < b;.

Soit (N, €') € P¥™P(2N), supposons k(N ,€) = k. Dans I'introduction, on a défini la
multiplicité mult(\, e; X', €'). Notons (o, §') € 772( —k(k+1)/2) le couple correspondant
a (N, €). On considere comme ci-dessus que o’ a n termes et que 4’ en a m.

Proposition (Shoji). On rappelle que X est a termes pairs. Pour (XN, €') comme ci-
dessus, on a I'égalité

mult(\, e N, €) = mult(<ja.p; @, 8;d, 5).

Shoji démontre ce résultat en [4] p.685. En fait, ses hypotheses sont un peu plus
contraignantes que les notres aussi allons-nous reprendre sa démonstration dans les deux
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paragraphes suivants. Notre situation est plus simple que celle considérée par Shoji car
il considere des familles de partitions @ a e > 1 termes tandis que nous nous limitons
aux paires de partitions, c’est-a-dire au cas e = 2. Nous continuerons donc a noter
nos familles comme des paires et n’utiliserons pas la notation & de Shoji. De plus, les
exposants + qui interviennent parfois dans [4] sont inutiles dans le cas e = 2 et nous les
faisons disparaitre.

5.3 Démonstration de la proposition 5.2, premiere étape

La démonstration de Shoji s’applique pourvu que sa proposition 6.1 soit vérifiée.
C’est-a-dire que I'on doit prouver 'égalité Q5 = Rx. Ainsi que Shoji 'explique, il suffit
de prouver ’assertion suivante. Ecrivons Ry comme combinaison linéaire de fonctions de
Schur s. g, a coeflicients dans Q(¢) :

Ry = Z ra(a’, 8)sarpr.

(o,8")EPR X Pm,

On doit prouver que, pour tout couple (o, 5') € P, x Py, tel que rp(’, f') # 0, on a
(1) pAYBa(.8) <A
0

On commence par calculer les coefficients r, (o, 8’). On note (v});=1,.. ., la base ca-
nonique de Z" et ('Uil)izl,...,m celle de Z™. On identifie naturellement les éléments de ces
bases a des éléments de Z"™ x Z™. Pour simplifier, nous notons simplement <; l'ordre
<I.ap- Notons i le plus grand indice i € {1,....,n} tel que oy # 0 et 3. . le plus
grand indice ¢ € {1,...,m} tel que §; # 0. Notons 14 le plus grand des deux éléments
(49 x> 0) €t (it,.0, 1) pour l'ordre <;. Notons J le sous-ensemble de Z" x Z™ formé des
éléments vf — v]f, pour les couples ((i,¢), (4, f)) € I* tels que e # f, (i,e) <; (4, f)

et (i,e) <; vy. Notons K le sous-ensemble de Z" x Z™ formé des éléments vf — v]f ,

pour les couples ((i,¢), (4, f)) € I? tels que e = f, (i,e) <; (j, f) et vy <1 (i,€). On pose
A, =(n—1,n-2,...,0) = [n—1,0]; et on définit de méme A,,. Le couple (a+A,,, B+A,)
est un élément de Z" x Z™. Le groupe &,, agit sur Z" : pour z = (x1,...,x,) € Z" et
o €6, on pose 7 = (Ty1, ..., Ton). De méme, &, agit sur Z™. Soit (o, ') € Pp X Ppy.
Pour d € N, posons

(2) @ 8)= Y sgn(o)sgn(r)

o€, TECH

{X CTUK X[ =d (a+ A, B+ Ay) =Y o= ((a/+A,)7, (8 +An))}.

rzeX
D’apres [4] 3.13.1, on a ’égalité

(3)  rale ) = vap(t) Y (1) (el )L,

deN

ol v, g(t) est un certain polynome non nul. On peut récrire 'expression (2) sous la forme

4 @B = D sgn(e)sgn(r) > |Xk(Xs07),

0€6,,TEC, XJCJ;‘XJ‘SC[
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ou
XK<XJ,O',T) :{XK CK, |XK‘ :d— |XJ|,

(@ +An, B+ Am) = > o=/ +A,)7, (8 + A7)+ Y o}
reX i zeXy
Introduisons le plus petit nombre k£ € {0,...,n} tel que (n — k,0) <; vy et le plus
petit nombre h € {0,...,m} tel que (m — h,1) < 1. Pour y = (y1,...,yn) € Z", on
pose Y<n—tk = (Y1 s Yn—k) €6 Ysnk = (Yn—k+1s --» Yn). Pour y € Z™, on définit de méme
Y<m—h €t Ysm_n- Poury = (y°,y') € Z"xZ™, on pose p<(y) = (Y2, 4 Y<m_n) €t > (y) =
(¥2,_ ks Y2 ,n_n). Remarquons que, pour y € K, on a p<(y) = 0. Donc K s’identifie par
p> & un sous-ensemble de Z* x Z". De plus, on a ps(a+ A, B+ An) = (Ax, Ap). Pour
J, o et 7 comme ci-dessus, I'ensemble X (X, 0, 7) est donc vide si la condition
(5) p<(a+Ap, B4 Ap) = p<(((/ + An)7, (B + A)7) + Dsex, ©)

n’est pas vérifiée. Si elle l'est, X (X, 0, 7) s’identifie a I'ensemble des Xy C K tels que
|XK‘ =d— |XJ| et

(Aed) = 3 o= pa(((@ + A (8 + A)) + 3 ).

reX K !L'GXJ

Notons &[X ;] I'ensemble des (o,7) € &, X &,, tels que (5) soit vérifiée. Supposons que
(o, 7) appartienne a cet ensemble. Par cohérence avec ce qui précede, un élément de Z*
sera noté ¥ = (Yn_rt1, -, Yn ). On note (Z*)* I'ensemble des y = (yn_r11, .-, Yn) € ZF tels
qUe Yp_gs1 > ... > Yn. Le groupe &, agit sur Z¥. Comme précédemment, on note stab(y)
le fixateur dans ce groupe d’un élément y € Z*. Tout élément y € Z* s’écrit y = 27 pour
un unique élément z € (ZF)* et un élément o’ € &), dont 'image dans stab(z)\&, est
uniquement déterminée. De mémes définitions s’appliquent & Z". Alors X (X, 0,7) se
décompose en la réunion sur les z € (ZF)T, o’ € stab(2)\Sy, y € (ZM)*, 7/ € stab(y)\Sy,
du sous-ensemble des Xy € Xk (X, 0,7) tels que

6)  (And)- Y ="y,

reX i

Ce sous-ensemble est non vide seulement si

(M) y7) = p (0 + 20)7 (B + A0)) + D ).

zeX

Cette condition ne dépend pas de I'ensemble Xg. Pour ¢/ € & et 7 € &), notons
Z(o',7',0,7,X;) Pensemble des (z,y) € (ZF)* x (Z")* qui vérifient (7). D’autre part,
pour (z,y) € (ZK)* x (ZM*, o' € &, 7 € &, et f € N, notons Xx(f,z,y,0",7)
I'ensemble des Xy C K qui vérifient (6) et ont f éléments. Si (z,y) € Z(o’, 7, 0,7, X ),
I'ensemble des X € Xk (X, 0,7) qui vérifient (6) est vide. Si (z,y) € Z(o’, 7, 0,7, X ),
cet ensemble est égal a X (d — | X |, z,y,0’,7'). En rassemblant ces calculs, on obtient
la formule suivante

8) @)= Y. sgnlo)sgn(r) Y >

XyCJ| X |<d (0,7)ESG[X ;] 0'€6y,7'E6), (2,y)EZ(d’ 70,1, X )

|stab(z)| " [stab(y)| ™| X (d — [X], 2.y, 0", 7).

On plonge naturellement &, dans &, : le groupe &, agit sur les k dernieres coordonnées.
De méme, on plonge &) dans G,,. On s’apercoit que 'action de &, x &) conserve
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I’ensemble J. On en déduit une action X; — le’T/ sur ’ensemble des sous-ensembles
de X;. La relation (7) équivaut a

(%) = p=(((&/ + A (B + 207 )+ Y a).

o"_l,T/_l

reX;

Autrement dit Z(o’, 7, 0,7, X;) = Z(1,1,00" " 777", Xgl_l’T,_l). D’autre part, 'action
de &) x &}, ne change pas I'image d'un élément de Z" x Z™ par la projection p<. Donc
(0,7) € 6[X] si et seulement si (oo’ ™', 777" € G[Xf;/fl”/il]. Dans la formule (8), on
intervertit les sommes en commengant par sommer en o’, 7. On remplace ensuite X ; par
Xj/’Tl et (o,7) par (oo’,77"). Ceci fait apparaitre des termes sgn(o’)sgn(7’). On utilise
les propriétés ci-dessus et on intervertit de nouveau les sommes. On obtient alors

9) 8= Y Y. sgn(o)sgn(r) > [stab(z)| | stab(y)|

X CJ|X 7|<d (0,7)EG[X 5] (z,y)eZ2(1,1,0,7,X 1)
> sgn(o)sgn(7)| X (d — | X4, 2,y, 07, 7).
O’EGk,T/EGh

Posons

1 -t
w®) = 1] 7=
i=1,...k

et définissons de méme vy, (¢). Notons ¢y le coefficient de ¢/ dans vy, (¢)vy(¢). Montrons
que, pour f € Net (z,9) € (Z*)* x (Z")*, on a

(10) Yo sgn(@)sgn()| X (f, 2.y, o', 7)| = { <_1O>’fcf, E§§ . Eﬁij ﬁﬁgf

o' €C,T'ES

En reprenant les définitions, on voit que la somme a calculer est égale au produit de

(—1)7 et du coefficient de X" XY om "t Yt/ dans le polynome

P(Xn,kJrl, ey Xn7 t)Q(methl; ey Ym, t), Ofl

Pty Xurt) = 3 sgn@)( [ X sny Xoras)

'€y i=n—k+1,...,n

( II  =tXemX0)),

n—k+1<i<j<n

Q(Ym—h+17 ceey Ym7 t) - Z Sg?’l,(T,)( H YT]}(_ri—h—i—l)"'YT,(m_l))

T'eSy, i=m—h+1,....m

( H (1 - tYT/(J')KT(l@')))-

m—h+1<i<j<m

On récrit

P(Xp—tsts o Xy t) = Z sgn(a’) H (Xor(iy — tXor(5))-

o' ey n—k+1<i<j<n

On sait que

I[I Xow—Xog) =sgme) [[ Xi-X).

n—k+1<i<j<n n—k+1<i<j<n
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On a donc aussi

P( X g1y ooy Xy t) = ( H (Xi_Xj))Z H Xoi) — tX o)

X o — X
n—k+1<i<j<n o'€6, n—k+1<i<j<n = 7 (@) o'(4)

D’apres [3] I11.(1.4), on a

P(Xpper, o Xont) =up(t) [ (Xi—X)).

n—k+1<i<j<n

Puisque z appartient & (Z*)", il est bien connu que le coefficient de X" X dans
ce polynome est nul sauf si z = Ay, auquel cas ce coefficient vaut vy(¢). Un méme calcul
s’applique & Q(Y_pi1, -y Ym, t). La relation (10) s’ensuit.

On utilise (10) pour simplifier (9). Seul le couple (z,y) = (A, Ay) peut contribuer.
Pour ce couple, |stab(z)| = |stab(y)| = 1. Ce couple contribue si et seulement s’il appar-
tient & Z(1,1,0,7, X ), autrement dit si

(i Ap) = po (0" + 20)7, (8" + D)) + ) ).

Z‘EXJ

Mais la conjonction de cette relation et de la condition que (o, 7) appartienne a &[X ],
c’est-a-dire que la relation (5) soit vérifiée, équivaut a 1'égalité

(1) (a4 A B+A0) = (@ + 227 (B +An)) + 3

zeX

Pour tous 0 € &,,, 7 € 6,, et f € N, notons X;(f, 0, 7) I'ensemble des sous-ensembles
Xy C J tels que | X ;| = f et (11) soit vérifiée. On obtient

i@, 8= Y sgnlo)sgn(r) Y (1) Tea g Xs(f0,7)].

0€S6,,7TECH f=0,....d

En reportant cette expression dans (3), on obtient

(12)  ra(e),8) = vas(t) " or(Bon(t) Y _(=1)7sh (e, ),

feN

s )= > sgn(o)sgn(r)|X;(f,o.7)|.

JEGn,TEGm

La formule (12) est similaire & (3), on s’est simplement débarrassé de ’ensemble K.

5.4 Fin de la démonstration de la proposition 5.2

A ce point, nous allons utiliser I'identification de I & {1,...,2r + 1} définie en 5.2 : on
identifie (7,0) a a; et (I, 1) a b;. Cette identification induit un isomorphisme ¢ : R x R" o~
R?*1. Les éléments de P, x P,, s’identifient ainsi & des éléments de R**!. On note
I, ={ay,...,a,} et Iy = {by, ..., by, }. Introduisons le groupe G = GL(2r+ 1, C), son sous-
tore diagonal T" et le groupe X*(7T') de ses caracteres algébriques. On a naturellement
X*(T)®zR =R Onnote V =R* ! et (¢)i=1.. 241 la base standard de cet espace.

.....
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La décomposition {1,...,2r + 1} = [, U I, définit un sous-groupe de Levi semi-standard
M de G : les éléments de M conservent les deux sous-espaces de C*" ! engendrés par
les €; pour i € I, resp. i € I,. On introduit la chambre positive fermée C+ associée au
sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G. Autrement dit C* est 'ensemble des
x = (x1,...,Tor41) € V tels que z1 > ... > x9,41. Notons W = G, le groupe de Weyl de
G relatif & T et WM le groupe de Weyl de M. Via le plongement ¢, le groupe &, x &,,, du
paragraphe précédent s’identifie & W™, Comme on le sait, pour tout x € V, il existe un
unique élément de C*, que I'on note z+, de sorte qu’il existe w € W tel que w(z) = z+.
On introduit 'ensemble ¥ des racines €; —¢; pour i # j et le sous-ensemble X des racines
positives, c’est-a-dire des €; —¢; pour 7 < j. On note aussi X I'ensemble des racines dans
M, c’est-a-dire les €; —¢; pour i # j, 4,7 € I, oui, j € I. On pose LM+ = XM N3+, Pour
tout entier e € N, posons 0, = {(e—1)/2,(e—3)/2,...,(1—¢)/2) = [(e—1)/2, (1 —¢)/2];.
L’élément dq,41 est égal a la demi-somme des racines positives et ¢(d,,d,,) est égal a
la demi-somme des racines dans 2**. Nous noterons ces éléments § et 6. Posons
J = «(J). On voit que J est un sous-ensemble de X+ — YM:+  On note z 'élément de
R2"+1 défini par

si k est pair, z; =n— 1 pouri € I, et z; = m pour i € I;

si k est impair, z; =n pour i € I, et z; = m — 1 pour i € I.

Avec ces définitions, on voit que, pour (o, 3') € Py X P, t(Ay'50(a', B)) = 1(a, B')+
20M + z et pAYEo (o, B)) = «(A}'Bo(a,B)T. Remarquons que lordre <j, gz a été
défini de sorte que ¢(A’y'z, (v, 8)) appartienne a C*, autrement dit A = pAy'5,(a, B) =
YA} 5o, B)). A ce point, on se rappelle I'hypothese que A est sans multiplicité. Puisque
les termes de A sont des entiers, on a A; > A; 1+ 1 pour tout ¢ = 1, ..., 2r, ce qui entraine

(1) A—peCt.

Soit (o', ') € Pn X Pu, supposons r(a/, ") # 0. D’apres 5.3(12), on peut fixer
o€ 6, T€e€B,e X; CJdesorte que 5.3(11) soit vérifiée. On voit que, dans cette
relation, on peut aussi bien remplacer A,, et A,, par ¢, et d,, car (A, — 5., Ay, — Om)
est fixe par o X 7. En posant X = +(X;), v = (o, B), v' = 1(a/, '), et en notant w™
’élément de WM auquel s’identifie o x 7, cette relation s’écrit

v'+5M:wM(v+5M—Zx).

zeX

Alors

L(AZ’L’;;Q(a’, B)) =v'+26M 42 = wM(v+5M—Z r)+6M 4z = wM(A—éM—z—Z z)+6M 2.
reX rzeX

L’élément z disparait de cette relation : il est central dans M et fixe par w™. Pour
démontrer que pA7y'5,(a’,8") < A, cf. 5.3(1), on est ramené au probleme suivant.
L’élément A vérifie (1). On se donne un sous-ensemble X C X — SMF et un élément
wM € WM. On pose

A=wMA=" = "a)+ 0"

zeX
et on veut prouver
(2) AT<A
On a . .
M _ _
d—19 =3 Z :c—é(z:c—i— Z x).
zeXt XM+ reX rext—(TM:+UX)
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D’ou

5M—|—Zx:5—i—u,

zeX
ou 1
() w=5e- Y a)
zeX zeLt—(EM+UX)
On a

A=w"(A—6—p)+ oM =wMA -5+ ),

ot f = —p+ (wM)=1(§M). Par définition, 'élément AT est insensible & la transformation
de A par n’importe quel élément de W. Cela entraine

AT =(A-d+u)"

Notons *C' le cone fermé engendré par les éléments de ¥ *. Pour prouver (2), il suffit de
prouver que (A—d§+p')" € A—"C'". Par définition, il existe w € W tel que (A—0+ /)t =
w(A =0+ ). D’ou

(A=5+p)" =w(A—8)+(A—0)— (A—8)+w(p) = A w(A—6)— (A—8) +w(y)—0.

Puisque A — & € C*, il est bien connu que w(A — &) — (A — §) appartient & —C. 1l reste
a prouver que w(u') — § appartient aussi a ce cone. Notons E I'ensemble des éléments
de V qui s’écrivent %(Zyeyy — D ety Y) pour un sous-ensemble Y C XF et notons
EM Tensemble des éléments de V' qui s’écrivent %(Zer Y= yesm+_y Y) Pour un sous-
ensemble Y C XM+, En utilisant (3), on voit que —u + H € E pour tout H € EM.
D’autre part, E est conservé par 'action de W et EM T'est par celle de WM. Puisque 6™
appartient & EM Délément p/ = —p + (w)~1(6M) appartient a E et aussi w(y') € E.
Mais on voit que H — § appartient & —*C pour tout H € E. En particulier w(y') — §
appartient & —TC, ce qui achéve la démonstration. [J

5.5 Un théoreme de maximalité

Théoréme. Soit (A €) € P¥™P(2N). Supposons que A n’a que des termes pairs. Alors
il existe un unique élément (A" €M) € PSY™P(2N) vérifiant les propriétés suivantes :
(1) mult(\, e A% €M) =1
(ii) pour tout élément (N, €') € PY™P(2N) tel que mult(\, e; N, €') # 0, on a N <
)\mam ou ()\l’ 6/) — ()\mam’ emax)'

Preuve. Posons k = k(A €). Puisqu’on se préoccupe de paires (XN, €') telles que
mult(\, e; N, €') # 0, on peut se limiter au sous-ensemble P3Y™P (2N ). des éléments (N, €')
tels que k(N,€) = k. Montrons tout d’abord que, pour (X, €'), (N, €") € PY™P(2N)y,
on a l’équivalence

(1) N S A" si et seulement si A>\l751 (] B)\/7€/ S A>\H76N L B)\N76N.

On applique a A’ la construction de Ay o et By o rappelée en 5.1. Pour ¢ € {1, ..., 2r},
on a

S.(N) = Se(N +[2r —1,0]y) — Se([2r — 1,0]1).

25



On a décomposé X' + [2r — 1]; en la réunion des 2z; et des 2z, + 1 pour ¢ = 1,...,r. On
vérifie par récurrence les propriétés suivantes :

pour ¢ pair, les ¢ plus grands termes de X + [2r — 1]; sont les 2z; et 2z + 1 pour
i =1,...,¢/2, a I'exception du cas ou S.(\) est impair; dans ce cas, A\, est forcément
impair, les ¢ plus grands termes de X' + [2r — 1]; sont les 2z; pour i = 1,...,¢/2 — 1 et les
2zi+1pouri=1,...c/2+1letonaz,,,  =z/pm;

pour ¢ impair, les ¢ plus grands termes de ' + [2r — 1]; sont les 2z; pour i = 1,..., (¢ —
1)/2 et les 2z + 1 pouri =1,...,(c+1)/2, a 'exception du cas ou S.(\) est impair; dans
ce cas A, est forcément impair, les ¢ plus grands termes de X' + [2r — 1]; sont les 2z; pour
i=1..,(ct+1)/2etles 2z;+ 1 pouri=1,..,(c—1)/2 et on a z(c41)/2 = 2oy + 1.

Posons ¢ = ¢~ = ¢/2 si ¢ est pair, ¢t = (¢+1)/2, ¢ = (¢ — 1)/2 si ¢ est impair.
Posons aussi d.(\') = 1 si S.(\) est impair. Les propriétés ci-dessus entrainent que

S, (N 4 [2r — 1,0]1) = 28+ (") + ¢ + 25— (2) + 0.(N).

Sc+(zl) = Sc*(AﬁN) - Sc+([r + 172]1)’
Se-(2) = Se=(B,) = Se-([r, 1)

D’ou
Se(N) = 280+ (AY) + 25— (BY,) + 6.(N) + C.,

i

ou C, est un nombre indépendant de \. On vérifie qu’en notant a; et bg- les termes de

Aﬁ\, et Bi,, on a
at > >adb > >ak >0 > df

Donc
Sc+(Aﬁ>\') + Se- (Bg\/) = SC(AﬁX U Bg\')'

D’apres les définitions, on a
Aﬁ)\/ L Bg\/ = A)\/75/ L B>\l7el.

D’ou
(2) Se(N) =2S.(Aye U By o)+ 0.(N) + C..
Supposons X' < N, Alors S.(\) < S.(\"), d’ou

SC<A>\/,€/ |_| BA/,€/> S SC<A>\”7EH |_| B)\//7€//) —"_ 5c<)\/l)/2 - 5C<AI)/2 S SC<AA//,€// |_| BA//,e//> _'_ 1/2.
Puisque les sommes intervenant ici sont entieres, on en déduit
SC<A>\/7EI |_| BA/,€/> S SC(AA”7EH |_| B)\”,é”)'

Cette inégalité étant vérifiée pour tout ¢ = 1,...,2r, on conclut que Ay o U By o <
Ay en U By . Inversement supposons vérifiée cette derniere inégalité. Alors

SC(AA/7EI |_| BA/,€/> S SC(AA//7EII |_| B)\//,e//>.
Avec (2), on en déduit

(3)  Su(N) < Su(N) 4 8u(N) — 6.(N") < SulN) + 8. (N).
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Si S.(N) est pair, d.(\) = 0, d’ou I'inégalité
(4) S.(N) < S.(A).

Supposons que S.(\’) soit impair et que (4) ne soit pas vérifiée. Alors (3) force 1’égalité
Se(N) = S.(N") + 1. Puisque X\ est symplectique, le fait que S.(\') soit impair entraine
que A est impair, que X, = X, ; et que S._1(\') et Se41(N') sont pairs. On peut appliquer
(4) pour ¢ — 1 (dans le cas particulier ¢ = 1, (4) est triviale pour ¢ — 1 = 0). Puisque
Se(N) = Se1(N)+ AL et Sc(N) = Se—1(N") + AL, cette inégalité (4) pour c—1 et 1'égalité
Se(N) = Se(N") + 1 entrainent A, > X! 4 1. Puisque X, ; = A, et A7, ; < A/, on a aussi
ALy > A+ 10 Alors Pégalité Sq(\') = S.(A\") + 1 entraine

Ser1(N) = Se(N) + My = Se(N) + AL+ 2> S (V).

Puisque S.;1(\') est pair, les deux termes extrémes sont égaux d’apres (4) pour ¢ + 1
(dans le cas particulier ¢ = 2r,cette égalité (4) pour c+1 est triviale). Cette contradiction
invalide notre hypothese, donc (4) est forcément vérifiée. Cette inégalité étant maintenant
prouvée pour tout ¢, on en déduit X < A", ce qui prouve (1).

Notons (a, 8) € Po(N — k(k + 1)/2) le couple correspondant a (A, €). On considere
que « et B ont respectivement n et m termes comme en 5.2. La proposition 5.2 et la
relation (1) permettent de récrire I’énoncé sous la forme

il existe un unique couple (o™ ™) € P, X P, vérifiant les conditions

(1) mult(<rap; o, B; ™, g79%) =1;

(ii) pour tout couple (¢, ') € P, x Py, tel que mult(<;qap; e, B¢/, 5") # 0, on a
PAL (0!, 8) < PAo(ame%, 792 ou (of, §) = (o™, gmas).

La proposition 4.1 entraine que ceci est vérifié si et seulement si I'ensemble Py g.o(<r.4.5
; v, 8) a un unique élément et, dans ce cas, (™, 5™%) est cet unique élément (comme on
I’a dit plus haut, on a glissé 'ordre <;, 3 dans la notation). Pour prouver cette assertion,
généralisons un peu les hypotheses. On considere des entiers n,m € N et des partitions
a € Py, B € Py. On fixe des entiers A, B tels que A > 2(n—1) et B > 2(m—1), on définit
la partition pAZ’E;Q(a, f) et on suppose que cette suite est sans multiplicités. On définit
Vordre <; A p.ap sur l'ensemble d’indices I = ({1,...,n} x {0}) U ({L,...,m} x {1}) de la
facon suivante : pour i € {1,...,n}et j € {1,....,m},ona (7,0) <;ap.as (j,1) si et seule-
ment si o;+A+2—2i > §;+ B+2—2j. On veut alors prouver que P4 p.o(<7.4,B,0,3 @, )
a un unique élément.

Remarque. Les hypotheses que 'on vient de poser sont bien vérifiées dans la situa-
tion précédente, A et B étant définis comme en 5.2. En particulier, I'ordre <; , g coincide
par définition avec l'ordre <; 4 B g-

Sin =0 oum = 0, la conclusion est triviale puisque P(a, ) n’a quun élément. On
suppose n > 1, m > 1. Pour simplifier, on note <; l'ordre < 4 .. On ne perd rien
a supposer que (1,0) <; (1,1). On a alors a1 + A > f; + B > B et le procédé (a) est
I'unique procédé autorisé pour construire les éléments de Py po(<s;a, 3). Ce procédé
construit un élément v et des partitions (o/, ') € P, X Pyy. De Tordre <; sur [ se
déduit un ordre sur 'ensemble d’indices I' = ({1,...,n'} x {0}) U ({1,....m"} x {1}),
cf. 1.2, notons-le <p. Alors le procédé (a) définit une bijection entre Py p.o(<r; v, 3) et
Py_opa(<p;d, ') et il faut démontrer que ce dernier ensemble n’a qu'un élément. De
nouveau, c’est trivial si n’ = 0 ou m’ = 0. On suppose n’ > 1, m’ > 1. En raisonnant
par récurrence, il suffit de prouver que les données (o/, 3'), A — 2, B vérifient les mémes
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hypotheses que (o, 8), A et B et que l'ordre <p sur I’ coincide avec 'ordre <p 42 g o g
Rappelons que 1'élément vy est de la forme oy, + By, + Qay + Bp, + ... O a3 = by = 1,
ay est le plus petit i € {1,...,n} tel que (b1, 1) <; (4,0) si un tel élément existe, by est le
plus petit j € {1,...,m} tel que (az,0) <; (4, 1) si un tel élément existe etc... Les derniers
éléments de vy peuvent étre ... + g, + By, Ou ... + aq, + By, + Qq,,,. Dans le premier
cas, on pose T' = t; dans le second, on pose T' = t + 1. La partition o’ est formée des
termes Qg 41, -y Qay—15 Qag41s -y Mag—1,---, que L'on réindexe en o, ..., al,. On en déduit
la formule suivante. Pour ¢ € {1,...,n'}, notons k(i) le plus grand entier k& € {1,...,T}
tel que a, —k < i. Alors a; = a;4(z;). Remarquons que 'on a agy < i+ k(7). Si k(i) < T,
on a aussi ¢ + k(i) < ag)41 (sinon, on aurait agu);1 — k(7) — 1 < 4, contredisant la
maximalité de k(7)). De la méme facon, pour j € {1,...,m'}, notons h(j) le plus grand
entier h € {1,...,t} tel que by, — h < j. Alors 8} = Bjng). On a by < j+ h(j). Si
h(j) <t,ona j+h(j) < bpgi- Soient i € {1,...,n'} et j € {1,...,m'}. Montrons que

(5) les conditions (i +k(),0) <; (j+h(j),1) et k(i) < h(j) sont équivalentes ; si elles
sont vérifiées, on a k(i) <t et (i + k(i),0) <r (begy, 1) ;

(6) les conditions (j+h(j),1) <; (i+k(7),0) et h(j) < k(i) sont équivalentes; si elles
sont vérifiées, on a h(j) +1 < T et (j + h(j),1) <1 (ang)+1,0).

Supposons (14 k(7),0) <; (j+h(j),1). Puisque ayyy < i+k(7), on a aussi (a@),0) <;
(7 4+ h(j),1). Ainsi j + h(j) est un élément [ de {1,...,m} tel que (ays),0) <r (I,1).
L’existence d'un tel élément implique que by(;) existe et by est le plus petit [ vérifiant
cette condition. Cela entraine que k(i) < ¢ et que by < j+h(j). Sih(j) =, ona k(i) <
t="h(j). Si h(j) <t,onavuquej+ h(j) < bpgys1- Alors by < bu(jy41, ce qui entraine
encore k(i) < h(j). Enfin, si on avait (b, 1) <7 (i + k(7),0), cela entrainerait pour la
méme raison que ci-dessus l'existence de 'entier ay ;41 et on aurait ay)41 < i+k(i). On a
vu que I'on avait au contraire i+k(i) < ag(;)+1. Cela démontre que (i+k(7),0) < (br@), 1).
On a ainsi démontré la deuxieme assertion de (5) et un sens de 1’équivalence de la premiere
assertion. Remarquons que les premieres assertions de (5) et (6) sont les négatives I'une
de I'autre. Pour démontrer completement ces premieres assertions, il suffit de prouver le
meéme sens de celle de (6). Supposons donc (j+h(j),1) <; (i+k(i),0). Comme ci-dessus,
cela implique (bp(j), 1) <7 (¢ 4 k(@),0), puis que ap;)+1 existe, donc h(j) +1 < T, et que
any+1 < i+ k(i). Si k(i) =T,ona h(j) < h(j)+1 < T = k(). Si k(i) < T, on a vu que
i+ k(i) < ape)41- Dot aussi ap(j)p1 < age)+1 puis h(j) < k(). Cela démontre le sens
voulu de la premiere assertion de (6). Enfin, si on avait (angy+1,0) <r (j + h(j), 1), cela
entrainerait comme ci-dessus l'existence de by(j)41 et on aurait by(;)1 < j + h(j), alors
que I'on au contraire j 4+ h(j) < bp(j)+1- Cela acheve la démonstration de (5) et (6).

Montrons maintenant que

(7) les conditions (i + k(i),0) <; (j + h(j), 1) et o + A —2i > 3 + B +2 — 2j sont
équivalentes ;

(8) les conditions (j + h(j),1) <y (i + k(i),0) et 8 + B +2 —2j > a; + A — 2i sont
équivalentes.

De nouveau, il suffit de démontrer le sens "implique” des deux assertions. Supposons
(i 4+ k(i),0) <7 (7 + h(j),1). D’apres (5), on a k(i) <t et (i 4+ k(7),0) <; (bgp),1). Par
définition de I'ordre <y, c’est-a-dire de <; 4 B3, O0 &

(9) Qi ke(i) T A+4+2—2i— 2]€<Z) > /Bbk(i) +B+2-— Qbk(i).
On a aussi k(i) < h(j) donc By, > By, ,,- Dot
By + B +2 = 2bk) = (B, + B +2 = 2bpg)) + 20n3) — 2bk).-
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Puisque by(jy < j + h(j), on a
/Bbh(j) +B+2— Qbh(j) > 2+ Bj-i-h(j) +B+2— 2j — 2h<j)

Puisque la suite b; est strictement croissante, on a aussi by(jy — by > h(j) — k(7). On
obtient alors

Bry sy +B+2—20ki) > 24-B; 1 n(jy+B42-25=2h(j)+2h(j) —2k(i) = 2410 +B+2—2)—2k(i).
Avec (9), cela entraine
Qi (i) T+ A—2i> Bj-i-h(j) +B+2—2j.

Le membre de gauche est a; + A —2i, celui de droite est 3} + B +2—2j, ce qui démontre
le sens voulu de (7). Supposons maintenant (5 + h(j),1) <; (¢ + k(¢),0). D’apres (6), on
ah(j)+1<Tet (j+h(),1) <r (ang+1,0). Par définition de I'ordre <;, on a donc

(10) Bj—i—h(j) + B + 2 — 2] — 2h(]) > aah(j)+1 + A + 2 — 2ah(j)+1.
On a aussi h(j) + 1 < k(i) donc g, ,, > g, - D'olt
Qapy i T A+ 2= 2an3)41 2 Oy T A+ 2 = 2a5) + 2ak6) — 2an(j)41-
Puisque ay;y < i+ k(i), on a
Qg T A+2 = 2a) > 24 aippey + A+ 2 — 20— 2k(1).

Puisque la suite a; est strictement croissante, on a aussi a@) — ang)+1 > k(i) — h(j) — 1.
D’ou

Qay e TAT2=2an ()41 > 24 () FAF2—-20—2k (1) +2k (1) —2Rh() =2 = 24 ne)+A—2i—2h(j).
Avec (10), cela entraine

Le membre de gauche est égal a 3} + B +2—2j. Celui de droite est égal a 2+ a; + A — 21,
ce qui démontre une inégalité plus forte que la conclusion de (8). Cela acheve la preuve
de (7) et (8).

Remarque. Comme on vient de le dire, nous avons en fait démontré une assertion
plus forte que (8), a savoir

(11) les trois conditions (j + h(j),1) <r (i + k(7),0), 8; + B+2 —2j > a; + A — 2i
et B; +B+2—2j>2+a;+ A— 2isont équivalentes.

Nous l'utiliserons dans le paragraphe suivant.

L'une ou l'autre des conditions (i + k(i),0) <; (§ + h(j),1) ou (j + h(j),1) <,
(i + k(i),0) est vérifiée. Alors (7) et (8) entrainent que oy + A — 2i # (3} + B + 2 — 2j.
Donc la suite pAZ,f;L:BQ(a’ , ) est sans multiplicités. Par définition de l'ordre <;, on a
i <y jsietseulement si (i+k(),0) <; (j+h(j), 1). Par définition de 'ordre < 42 p o g,
onai<paopwp Jsietseulement si of + A —2i > BJ/ + B + 2 — 2j. L’assertion (7)
implique que les deux ordres sont égaux. Cela vérifie les hypotheses de récurrence, donc
Py_opa(<p,d,f") n’a qu'un élément, ce qui acheve la démonstration. [
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5.6 Tensorisation par le caractere signature

Soit (A, €) € P3Y™P(2N). Posons k = k(A €). Il existe un unique élément de P*¥™P(2N),
que nous notons (*A, %¢) tel que k(°A, %¢) = k et p(° ), *¢) = sgn & p(A, €).

Remarque. Nous adoptons cette notation faute de mieux. Elle n’est pas tres bonne
car ) ne dépend pas seulement de A et *e ne dépend pas seulement de € : ils dépendent
tous deux du couple (), €).

On fixe r assez grand et on pose A =2r+k et B = 2r —1 — k comme en 5.2. Posons
n=A+1,m= B+1. Notons (a, ) € Po(N —k(k+1)/2) le couple paramétrant py .. On
peut considérer que o a n termes et que 5 en a m. On peut alors définir les suites de réels
Use =+ [A/2,00,, Vi = B+ [B/2,0]1» (on rappelle que [A/2, 0], = {A4/2, 4/2 —
1/2,...,1/2,0}). Pour toute suite de réels p = (1, ..., 1), posons 2u = (2uq, ..., 244) et
(1% = (f1, Jo1, 2y f2s -os ety -1, fhes Fot)-

Lemme. On a ’égalité

Wy U2Vae ="(°A) + ([2r, 0]y LU [2rr — 1,0]1).

Preuve. On aura besoin de la propriété suivante. Soient p une partition et u,v € N.
En supposant que u et v sont assez grands, on considere que p a u + 1 termes et que la
partition transposée ‘u en a v+ 1. On définit X = p+ [u,0]; et Y =+ [v,0];. Posons
Y ={u+v+1—yyecY} Alors

(1) XUY =[u+v+1,0].

Preuve. On vérifie que Y est contenu dans [u + v + 1,0];. Il en est de méme de
X. Les partitions des deux membres de (1) ont le méme nombre d’éléments. 11 suffit
donc de prouver que X et Y n'ont pas d’éléments communs. Les éléments de X sont les
pitu+1l—ipouri=1,..,u+1. CeuxdeY sontles‘u;+v+1—jpourj=1,..,0+1,
ceux de Y sont les u + j — ‘p;. 11 faut donc prouver que p; +‘p; # i+ j — 1. On voit
que ‘u; est le plus grand & € {0,..,u + 1} tel que py > 7, avec la convention py = 00.
Si p; > j, on a donc ‘u; > i et g +'py #1475 —1.Sip; < j, ona'lp; <ietencore
pi + "y # i+ j — 1. Cela prouve (1).

Posons X = (‘6)> + [A,0];, Y = (*a)® + [B,0];, X = {A+B+1—z;2 € X},
Y = {A+B+1—y;y €Y} On sait que pour toute partition x, on a *(2u) = (‘1)%. En
appliquant (1), on voit que

2U}\,e U? = [A_'_B_'_ 170]17
2VyUX =[A+ B+1,0);.
On aaussi A+ B-+1=4r. Dou
(2)  2U, L2VA LU X UY = [4r,0)2.

Posons n4 = 0, np = 1 si k est pair et n4 = 1, np = 0 si k est impair (rappelons que A
et k sont de méme parité tandis que B et k sont de parité opposée). Par construction,
X=(B+[Ana)U(B+[A-1,1-nal2), Y = (‘a+[B,npl) U(‘a+[B—1,1-ns5).
En posant

At67ta = At67ta LJ Bt[g,ta = (tﬁ + [A, T}A]Q) L (tOz + [B,?]B]Q)
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et en notant At_ﬁ t,, 1a partition formée des o — 1 pour x € Aig+o,  # 0, on obtient

X L Y - Atﬁ’ta L At_ﬁ,tOé.

Le couple («, ) parametre la représentation p, . et (*/,%a) parametre la représentation
sgn ® py.e. Autrement dit, (*5,%«) est le couple associé a (°A, *¢). Pour simplifier, posons
(1, 7) = (°A,%¢). On a donc Agry = A7, 00 Ay = A, U B, .. Do, en définissant
A, comme ci-dessus,

(3) XUY =A,, UA, .
Introduisons les partitions p' et p” définies par p; = [11;/2] pour j = 1,...,2r + 1,

wy = [(uj +1)/2] pour j =1,...,2r. Montrons que

T

(4) Ay UA; = (4 [2r,0]) U (0" + [2r — 1,0]).

OnaA,,=A, UB,, = AL DB et ce dernier terme est calculé par les formules (1)(a)
et (1)(b) de 5.1. Pour un indice j = 1, ..., 2r tel que p; est pair, p; contribue a A, ; par
un terme 4i;/2 + 2r +1 — j, donc a Ay, U A, par deux termes j;/2 +2r +1 —j et
j/2+2r—j. Mais le premier, resp. le second, est la contribution de I'indice j a '+ [2r, 0],
resp. p” + [2r — 1,0];. Considérons la contribution des termes impairs de p. Puisque p
est symplectique, on peut les regrouper par paires de termes égaux. Considérons donc un
couple de termes impairs de la forme fi9;_1 = po;. Ils contribuent a A, ; par les termes Afm

et Bﬁ,ﬁ tous deux égaux a (pig;+1)/2+2r+1-24. Ils contribuent a A, - LIA _ par quatre
termes : deux fois (p9;+1)/242r+1—2j et deux fois (pg; —1)/242r+1—2j. Les indices
2j—1,2j contribuent a p/+[2r, 0]y par (pg;+1)/2+2r+1—2j et (ug;—1)/2+2r+1-25.1ls
contribuent a p” 4 [2r —1,0]; par les mémes termes. Les contributions aux deux membres
de (4) sont donc les mémes. Considérons maintenant un couple de termes impairs de la
forme po; = pigj+1. Ils contribuent a A, - par les termes Ai,jﬂ et Bﬁ,jv tous deux égaux
a (pzj +1)/2 + 2r — 2j. Ils contribuent a A, U A, par quatre termes : deux fois
(p2j +1)/2+ 2r —2j et deux fois (pe; —1)/2+ 2r — 2. Les indices 27,25 + 1 contribuent
a p + [2r,0]; par (po; +1)/2+ 2r — 25 et (pg; — 1)/2 4+ 2r — 25 et ils contribuent a
w4+ [2r — 1,0]; par les mémes termes. Les contributions aux deux membres de (4) sont
encore une fois les mémes. Enfin, I'indice 2r + 1 contribue a A, ; par AEM 41 =0, qui
disparait dans A, . De méme, cet indice contribue a yi’ + [2r,0]; par 0 et ne contribue
pas a u” + [2r — 1,0];. Cela prouve (4).

Par définition, X 'Y est la famille des 4r — x pour z € X LY. D’aprés (3) et
(4), c’est donc la réunion de F' = {4r — ;0 € ' + [2r,0];} et de F" = {4r — x;2 €
'+ [2r — 1,01 }. En posant B =ty + [2r — 1,0]; et E” =" + [2r,0]1, (1) implique
que E'U F' = [4r,0]; = E" U F'. D’oi

EF'UE"UXUY = [4r,0)2.
1

Avec (2), on obtient
(5) 20\ U2V, .= E'UE".

Montrons que

(6) pour tout j =1,...,2r, ona ‘u"; >"'pu'; > .

On rappelle que, pour toute partition v, ‘v; est le nombre d’indices h tels que vy, > j.
Siopy, = [ua/2] > j, on a aussi py = [(un +1)/2] > j, dout 'y < 'p; Sty =
[(pn +1)/2] > j+ 1, on a aussi pj, = [un/2] > j, d’ott ;. < '/, Cela prouve (6).
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Il résulte de (6) que
t/,l,, |_| t/,l,” — (t/,L,/17 t/,l/:[, tll,[/”27 t/,L,27 s t/,L,/2r7 t/,L,2T7 t/,L,/2T+1)

. AN / "o (.n " 5 o /
Ecrivons E' = (€}, ..., e3,), E" = (€], ...,e;, ;). Il resulte de (6) que I'on a aussi €] > ¢} >
"
€1, donc
/ " " / " / " / 2
E'UE" = (€],€},€5,€,...,€5., €5, €5 1)

t, " t, " t, "

= ( ey + 2, t,u,1 +2r— 1,y +2r — latl/Q +2r =2, 1y, + 1at,u,2mt,u”2r+1)
= ("p/ Uty + ([2r,0]; U [2r — 1,0]4).
t, 1

On sait que la transposition des partitions échange la somme et la réunion. Donc (*p/ U
bu")y ="t + p”). Mais, par définition, x4’ + " = p. D’ou

E'UE" ="+ ([2r,0], U [2r — 1,0]y).

Avec (5), on obtient I’énoncé. [

5.7 Un théoréeme de minimalité

Théoréme. Soit (A €) € P¥™P(2N). Supposons que A n’a que des termes pairs. Alors
il existe un unique élément (\™", ™) € PY™P(2N) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) mult(\, e SA™" s¢miny = 1 ;

(ii) pour tout élément (N, €') € P¥™P(2N) tel que mult(\, e °N %) # 0, on a
)\min < N ou ()\/,6/) — ()\mzn’emm)

De plus, on a (SN $¢min) = (\maz ¢maz),

Preuve. On pose k = k(A €). De nouveau, seuls interviennent les couples (X, €) tels
que k(XN,€) = k, cest-a-dire les éléments de P*¥™P(2N),. On fixe r assez grand et
on pose A =2r+ket B=2r—1—k comme en 52. Pour (XN,¢) € P¥™P(2N),,
on a défini dans le paragraphe précédent les suites Uy o et Vi . Montrons que, pour
(N, €), (N, €") € P¥™P(2N)y, on a l'équivalence

(1) SN S SN’ sl et seulement si U)\N76N L V)\”,e” S U)\/7€/ U V)\/7EI.

Evidemment U)\//,e//uV)\u’Eu < U)\/,e/UV)\/7E/ équivaut a 2U)\//,e”|_|2V)\//7€u < 2U)\/,€/|_|2V)\/76/.
D’apres le lemme 5.6, cela équivaut a “(*\”) < (*)’). On sait bien que la transposition
dans P(2N) est décroissante. La condition précédente équivaut donc a *X" < *\”. Cela
prouve (1).

On peut modifier légerement 'assertion (1). On note (o, ') et (", 5”) les éléments
de Py(N — k(k + 1)/2) correspondant a (N, €') et (A", €”). On a défini en 5.2 les entiers
n=r+[k/2]+1etm=r—[k/2]. En 5.6, onaposé n =2r+k+1etm=2r—k.
Puisqu’on suppose r grand, on a n > n et m > m. On a considéré en 5.6 que o’ et [’
avaient respectivement n et m termes. Mais, d’apres la construction de 5.1, o/, resp. [, a
au plus n, resp. m, termes non nuls. En considérant maintenant que o € P, et 5’ € P,,,
on a

Uy = (0" +[A4/2,(A+1—n)/2]10) U[(A—n)/2,0]12,
Ve = (8"+[B/2,(B+1-m)/2]12) U[(B —m)/2,0].
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Evidemment, l’inégalité U)\//7E// L V)\//7E// S U)\/7E/ L V)\/,e/ équivaut a
(" +[A/2,(A+1=n)/2l12) U(B" + [B/2,(B+1—=m)/2]12) <

(o' +[A/2,(A+1—=n)/210) U (B +[B/2,(B+1—m)/212).

Remarquons que
(@ +[A4/2,(A+1—=n)/2]12) U (B + [B/2,(B+1—m)/212) = PN} poy (@, B).

On a donc

(2) sN <5\ si et seulement si pAA/2 B, B7) < pAZ}Z B21/2(, B).

On peut reformuler la premiere assertion de 1’énoncé sous la forme

il existe un unique élément (A, €) € PY™P(2N),, vérifiant les propriétés

(i) mult(\, e A e) =1

(i) pour tout (N, €) € PY™P(2N); tel que mult(\, e; N, €') # 0, on a *A < *X ou
(X, €) = (A 6).

Le couple ( ,€™) de 'énoncé est alors (°), %¢). La derniere assertion de I’énoncé
affirme que (A, €) = (A%, em7),

L’assertion (2) et la proposition 5.2 permet de reformuler les assertions ci-dessus sous
la forme suivante :

il existe un unique couple (a, 3) € P, x Py, vérifiant les conditions

(1) mult(<rap o, B;a,B) =1;
(ii) pour tout couple (a/, ) € P, x Py, tel que mult(<;qp; o, B;a/,5) # 0, on a
Azg B/2; 1/2( ') < AZ/@ B/2; 1/2( ,8) ou (o, B') = (a, B).
La proposition 4.1 entraine que ceci est vérifié si et seulement si 'ensemble Py /s p/2:1 /2(< Iop
;a, 8) a un unique élément et, dans ce cas, (a, ) est cet unique élément. On veut de
plus prouver que cet élément est égal & Pélément (™%, f™9%) paramétrant (A4, €M),
Dans la preuve du théoreme 5.5, on a vu que (o™, ™) était I'unique élément de

Py po(<rap; @, B). Il nous suffit donc de prouver que

)\min

(3) Paja,p21/2(<r,a,8: @, B) = Papa(<rap; o, 3).

Pour prouver cette assertion, généralisons un peu les hypotheses. On considere des
entiers n,m € N et des partitions o € P,,, f € P,,. On fixe des entiers A, B tels que
A>2(n—1)et B>2(m— 1), on définit la partition pA’y'z,(a, 3) et on suppose que
cette suite est sans multiplicités. On définit 'ordre <; 4 3 sur 'ensemble d’indices
I=({1,...,n} x{0}) U ({L,...,m} x {1}) de la fagon suivante : pour i € {1,...,n} et
jeA{l,...,m},ona(i,0) <;4Bas (J,1)siet seulement si a;+A+2—-2i > §;+B+2—-2j.
On fixe des entiers e, f € N et on pose les hypotheses suivantes, pour tout i € {1,...,n}
et je{l,...,m}:

(4) si (4,0) <;aBap (4, 1), alors o, + A4+2—-2i >2f+1+ 5, +B+2—2j;

(5) st (4,1) <raBap (4,0),alors B; + B4+2—2j >2e+1+a; + A+ 2 — 2i.

Sous ces hypotheses, on va prouver que

(6) Piasey2,B+1)/2:1/2(<1,4,B,0,8; ¢, B) = Papa(<1.4,Ba8; @, B).

Remarque. Dans la situation qui nous intéresse, les hypotheses ci-dessus sont vérifiées
pour e = f = 0 (les conditions (4) et (5) sont alors tautologiques par définition de 'ordre
<1.4,B.a,p- La conclusion (6) coincide avec (3).
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Sin =0 oum =0, la conclusion est triviale puisque P(«, ) n’a qu'un élément. On
suppose n > 1 et m > 1 et on note simplement <; 'ordre <; 4 B 3. On ne perd rien a
supposer que (1,0) <; (1,1). On reprend les notations de la preuve de 5.5. Le procédé (a)
est le seul autorisé pour construire les éléments de Py po(<s; @, ). Ce procédé construit
un élément vy et des partitions (o, §') € P X Py. L'ordre <; induit un ordre < sur
I'ensemble d’indices I’ = ({1,...,n'} x{0})U({1,...,m'} x{1}). Les éléments de P4 p.o(<;
sa, B) sont les ({vq} U/ L{0"™ =1} 1/ U {0™™'}), pour (v, i) € Pa_opa(<p,a,B).
Montrons que le procédé (a) est aussi le seul autorisé pour construire les éléments de
Pave)s2,(B+f)/2:1/2(<1, o, B), autrement dit que 'on a oy +(A+e)/2 > (B+ f)/2. 11 suffit
de prouver que a; > (B — A + f)/2. C’est automatique si B — A + f < 0. Supposons
B— A+ f>0.0n a alors

(B—A+f))2<B-A+f<B-A+2f+1+p <o

d’apres (4) pour i = j = 1. Cela démontre 1'inégalité cherchée. Donc les éléments de
Piaseyo+p)/212(<r;a, B) sont les ({1} U/ U{0" "1}/ L{0m™™}), pour (V, 1) €
Paye—1y2,B+p)/2:1/2(<r, o, B'). Il nous suffit de prouver que

Plase—1)2,8+)/21/2(<p o, ) = Pa_a (<, a', 3').

De nouveau, c’est trivial si n” = 0 ou m’ = 0. On suppose n’ > 1, m’ > 1. On pose
A =A-2 B =B,¢ =c+1, f/ = f. On a vu dans la preuve du théoreme 5.5
que la partition pAZ,’fgl,;Q(a' ,B") était sans multiplicités et que 'ordre <, coincidait avec
<p.a po.p- L'égalité ci-dessus se récrit donc

P(A/+e’)/2,(B’+f’)/2;1/2(<I’,A’,B’o¢’7ﬁ’; o, 5,) = PA’,B’;2(<I’,A’,B’,o¢’,B’; o, 5,)-

C’est la relation (6) pour les données affectées d'un ’. En raisonnant par récurrence,
il suffit de prouver que les analogues des conditions (4) et (5) sont vérifiées par ces
données. Soient donc i € {1,...,n'} et j € {1,...,m'}. Supposons (i,0) < (j,1). Avec les
notations de 5.5(7), on a (i + k(i),0) <7 (7 + h(j),1). On a alors prouvé en 5.5(9) que
a; +A—2i> B+ B+2-2j. La preuve utilisait 'inégalité

Qiyk(i) T A+2—2i— 2]€<Z) > Bbk(i) +B+2—- 2bk(z)
D’apres (4), on a I'inégalité plus forte
Qi) + A+2— 20 — 2k(i) > 2f + /Bbk(i) + B + 2 — 2by).

Alors, la méme preuve qu’en 5.5(9) conduit a 'inégalité o+ A—2i > 2f+ 3+ B+2-2j.
Puisqu’il s’agit d’entiers, cela équivaut a o + A'+2—2i > 1+2f+ i+ B +2—2j. Cest
I'analogue de (4). Supposons maintenant (j,1) <y (4,0). Avec les notations de 5.5(11),
ona (j+h(j),1) <7 (i+k(i),0). On a alors prouvé que 3;+ B+2—2j > 2+ a; + A —2i.
La preuve utilisait I'inégalité

/8]+h(]) + B + 2 — 2] - 2h(]) > aah(j)-H + A + 2 — 2ah(j)+1-
D’apres (5), on a l'inégalité plus forte
Bisni) + B +2—25 —2h(j) > 2e+ Qapyn A+ 2= 2ap3)41-

Alors, la suite la méme preuve qu’en 5.5(11) conduit a l'inégalité 3} + B + 2 — 2j >
2+2e+a;+ A —2i. Cela équivaut a 8+ B’ +2—2j > 1+ 2¢' +a; + A"+ 2 — 2i. Clest
I'analogue de (5). Cela acheve la preuve de (6) et du théoreme. [J
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6 Calcul explicite du couple (A" ™)

6.1 Définition d’un couple (), )

Soit (A, €) € PsY™P(2N). On suppose que tous les termes de A sont pairs. On va
associer par récurrence a (A, €) un autre couple (), €) € P5Y™P(2N).

Si N =0, ()€ = () e) est I'unique élément de P=Y™P(0).

On suppose N > 0. On représente A sous la forme A = (Aq, ..., Agy1), OU Agrpq = 0.
Comme en 5.1, on considere que € est défini soit sur Jord”(\) U {0} = Jord(\) U {0}
(avec €9 = 1), soit sur I'ensemble d’indices {1,...,2r + 1} : €(j) = €),. Notons J* = {j =
Loo,2r+ 1 (=1 e(j) =1} et JP = {j =1,....,2r + 1;(=1)e(j ) = 1}. Notons & la
réunion de {1} et de ’ensemble des j € {2, ..., 2r+1} tels que e(7)(—1) # e(j—1)(=1)7"L.
Ecrivons & comme une suite croissante 1 = s; < $9 < ... < sg. Posons

;\1:{ (Dhe1,sAs )+S—1—2|Jb| 'si (1) =1;
(ot s As) 9 =217, sie(l) = =1

-----

Nous montrerons que

(1) A; est pair et on a 2 < A\; < 2N.

Posons N’ = N — A;/2. Notons X la réunion des \; pour j € {1,...,2r + 1}, j € &,
€(7)(=1)7 = —€(1) et des A\; +2 pour j € {1,....2r + 1}, j € &, €(j)(—1)7 = €(1). Les
termes de cette partition sont tous pairs. Ils sont en nombre 2r+1—.S. Soit i € Jord®(\).
Par définition, on peut fixer j € {1,...,2r + 1}, j € &, tel que, soit €(j)(—1)7 = —¢(1) et
i =\, so0it €(5)(—=1)7 = €(1) et i = \;+2. On note h[j] le plus grand entier h € {1,..., S}
tel que s;, < j. On pose ¢, = (=1)"+1¢(). Nous montrerons que

(2) cette définition ne dépend pas du choix de j;

(3) le couple (XN, €') ainsi défini appartient a P3¥Y™P(2N’).

Puisque N’ < N d’apres (1), on sait par récurrence associer a (X, €') un couple (X, &).
Nous montrerons que

(4) Ay > M.

On note A la partition {\; }U ). Elle appartient & P (2N) d’apres (1) et (3). Nous
montrerons que

(5) il existe un unique € € {£1
que €5, = €(1).

On a ainsi défini le couple (), €) € P*Y™P(2N). A priori, ce couple dépend de I'entier
r que 'on a choisi plus haut. En fait

(6) ce couple est indépendant de 7.

On reporte a 6.3 les démonstrations des assertions (1) a (6).

}Jordbp tel que, pour i € Jord®(X), on ait € = €, et

6.2 Comparaison avec le couple du théoreme 5.5
Soit (A, €) € P3¥™P(2N). On suppose que tous les termes de A sont pairs.

Proposition. Le couple (\"**, €™%®) intervenant dans le théoréme 5.5 est égal au couple
(A, €) défini dans le paragraphe précédent.

La démonstration sera donnée en 6.5.
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6.3 Démonstration des assertions de 6.1

On reprend les hypotheses et notations de 6.1 en supposant N > 0. Remarquons que,
si on décompose J¢ et J° en réunions d’intervalles non consécutifs, les éléments de &
sont exactement les plus petits termes de ces intervalles. On a 1 € J% si ¢(1) = 1 et
1 € J’sie(l) = —1. On a toujours 2r + 1 € J* En posant formellement sg,; = 2r + 2,
on en déduit

(1) sie(l) =1, S est impair, J* = U,_;  (s41)21520-1, s S2n — 1},

Jb = Un=1,.(s-1)/2152n; -+, Sont1 — 1} 5 si (1) = —1, S est pair,
J* ::LJh:lwwS/2{82h7“"$2h+1._'1}7‘]b:: LJh:lwﬂS/z{SQh—17'“782h'_ 1}.

On a

(2) si 4,7 + 1 sont deux indices consécutifs appartenant tous deux a J* ou tous deux
aJb on a Aj > A1+ 2.

En effet, la fonction j’ — e(5')(—1)7"+! est constante sur J* comme sur J°. On en
déduit €(j) = —e(j + 1). Cela interdit a A; et ;41 d’étre égaux. L’assertion s’ensuit
puisque ces termes sont pairs par hypothese.

On en déduit

(3) pour h =1,..., 5, 0on a A, — Xg,,, > 2(Sp41 — 5n — 1).

C’est évident si s,.1 = sp + 1. Sinon, les termes sy, s + 1, ..., Sp11 — 1 sont tous soit
dans J%, soit dans J°. D’apres (2), on a donc Ay, — Aspii—1 = 2(Spq1 — s, —1). L'assertion
s’ensuit puisque Ay, 1 > A

En vertu de (1), on a

sie(1)=1,2[|+1- 5= 22h:1,...(s—1)/z(52h+1 — s — 1),

sie(l) =—1,21J% =S =237,  gpnlsons1— s —1).

La définition de A, donnée en 6.1 peut se récrire

@ =0 A)=2 > (some1—sam— 1)
S

h=1,..., h=1,...,[S/2]

Sh+1°

Démontrons 'assertion (1) de 6.1, que nous répétons :

(5) A est pair et on a 2 < A\; < 2N.
Tous les termes de (4) sont pairs donc \; l'est. La relation (4) entraine aussi \; < S(\) =
2N. Cette formule (4) se récrit

M= > A )+ D Ay —2(som1 — 51 — 1)),

h=1,...,[(S+1)/2] h=1,...,[S/2]

En vertu de (3), tous les termes des sommes ci-dessus sont positifs ou nuls. La premiere
somme contient A\; > 2. Donc A; > 2. Cela prouve (5).
Montrons que
(6) S(N) =2N".
En effet,
SN)y=( > A)+2X

j=1,....2r+1;j¢&

=2N = ( ) A,)+2X,
h=1,....8
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ot X est le nombre de j € {1,...,2r + 1} tels que j € & et €(j)(—1)’ = €(1). D’apres
(1), on calcule 2X = 2|J°| — S+ 1sie(l) =1, 2X = 2[J% — S si (1) = —1. On obtient
alors S(\) = 2N — \; = 2N'.

Les termes de )\ sont des termes de A auxquels on ajoute éventuellement 2. Ces
additions de 2 ne perturbent pas l'ordre des termes. Précisément,

(7) soient j, k € {1,...,2r+1}, j, k ¢ &. Supposons €(5)(—1)7 = —¢(1) et e(k)(—1)F =
€(1); alors j < k si et seulement si A\; > A\ + 2.

Si A; > Ay + 2, on a a fortiori A\; > A\ donc j < k. Inversement, supposons j < k.
Puisque €(5)(=1)7 # €(k)(—1)*, il y a au moins un terme de la suite & dans l'intervalle
{j+1,...,k—1}. Soit s, le plus grand terme de la suite & dans cet intervalle. D’apres
(2),ona s, > A +2.0Or \; > A, . D'ott la conclusion A\; > A\j + 2.

Ecrivons \' = (A, ..., Ay, _g). Envertu de (7), pour j = 1,...,2r+1—5, on calcule \;
de la fagon suivante. Notons h(7) le plus grand entier h = 1, ..., S tel que s, —h < j. Alors
X, = Agengy si €+ B (1P = —e(1), X, = Ajangy + 2 si €(j + h(5)) (—1)700) =

( ). On pose
7'(5) = €(j + (7)) (=1)"VH

On va montrer que cette fonction 7/ sur ’ensemble d’indices de X' provient d’un élément
de {£1}7o74” () Autrement dit

(8) pour j,k € {1,...2r + 1 — S} tels que \; = X}, on a 7/(j) = 7/(k); pour j €
{1,..,2r+1— 5} tel que A; =0, on a 7'(j) = 1.

Pour la premiere assertion, il suffit de traiter le cas ou k = j + 1. Alors j + h(j) et
Jj+1+h(j+1) sont deux termes consécutifs de 'ensemble {1, ..., 2r+1} — &. Autrement
dit tous les éléments de {j + h(j) + 1,...,5 + h(j + 1)} appartiennent & &. On peut
préciser qu'ils sont différents de s; = 1. Par définition de la suite &, on a €(s,) =
€(sp — 1) pour tout h > 2. Donc € est constant sur {j + h(j),...,7 + h(j + 1)}. Par
contre, €(j + 1+ h(j + 1)) = —e(j + h(j + 1)), sinon j + 1 + h(j + 1) serait dans
la suite &. D'ou €(j + h(j)) = —e(j + 1+ h(j + 1)). A fortiori \jin() # )\j+1+h(g+1)
d’olt Ajyn() = Ajyirng+y + 2. Par définition de la partition X', T'égalité N’ )‘;+1
implique alors que A} = Ajpg) et Ny = Ajyiongen + 2. Cela ne se prodult que si

€(j + h(4))(— )J+h<ﬂ> = —¢(1) et €(j + 1+ h(j + 1))(=1)7THRG+D = ¢(1). Alors €(j +
() (=1 = e(j+1+n(j+1))(=1)PU+HDHL cest-a-dire 7/(j) = 7/(j+1). Cela prouve
la premiere assertion de (8). Supposons maintenant \; = 0. On a nécessairement \; =
Ajin() = 0. Légalité N = A p(;) implique e(j+h(j))(— 1)7+h0) = —¢(1). Puisque j+h(5)
appartient a 1’ 1ntervalle {8h(j)» --» Sn(j)+1 — 1}, I'égalité précédente et (1) impliquent que
h(j) est impair. De plus, légalité )\ﬁh(J = 0 implique €(j + h(j)) = 1. Mais alors
7(5) = e(j + h(j))(=1)")*+! = 1. Cela démontre (8).

Soit i € Jord®(\'). Fixons j € {1,...,2r+1}, j € &, tel que, soit €(j)(—1)7 = —¢(1) et
i =\, s0it €(7)(—1)7 = €(1) et i = \;+2. Alors il existe un unique k € {1, ...,2r+1— S}
tel que j = k+ h(k). On a i = A et h[j] = h(k). Alors

e = (=1)"*e(j) = (1" ek + h(k)) = 7'(k).

La relation (8) montre que ceci ne dépend pas du choix de j et que €' coincide avec 7" vu
comme un élément de {1}/ N)_ Cela démontre 'assertion (2) de 6.1. Avec (6), on a
aussi 'assertion (3) de ce paragraphe. Puisque ¢ = 7/, nous abandonnons désormais la
notation 7’.

Montrons que

(9 onal >N;siA =X\,ona e)\, =€(1).
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L’assertion est triviale si N’ = 0 puisqu’alors \; = 0 < A; d’apres (5). On suppose
N’ > 0. Remarquons que,ipuis%ue E,X'l = €(1) par définition, la deuxieme assertion de
(9) peut se reformuler : si \; = |, on a €; = €(1).

Pour calculer le terme A}, il faut représenter la partition N sous la méme forme que
'on a représenté A\ (remarquons que 1'on sait par récurrence que A} ne dépend pas de la
forme choisie). Si€(1) = 1, (1) implique que le nombre de termes 2r+1—.5 de A’ est pair.
On lui adjoint donc un terme X, ,_¢ = 0 et on pose ' = r+(1—S5)/2. Sie(l) = —1, (1)
implique que 2r+1—S est impair. Mais on ne sait pas si le dernier terme X, ;¢ est nul.
On adjoint donc deux termes Ay ., ¢ = Xy 5 g = 0 et on pose r' =7+ 1 —5/2. Cela
étant, on définit la suite & = {5}, ..., sk} et les ensembles d’ 1ndlces J'* et J'* comme on
a défini &, J% et J°. Onnote & = {1,....2r +1—-5IN&, J" ={1,...,2r+1-S}nJ"
ot J' = {1,..,2r+1—SYNJ" On vérifie que

(10)(a) sie(1) =1, J* = J U {2r +2— S} et J’b:j’b;

(10)(b) si e(1) = —1, J® = J U {2r +3— S}et J* = J' Ly {2r+2-5}.

Notons aussi J%, resp. J?, Vensemble des j € J%, resp. j € J°, qui n’appartiennent
pas a la suite &. On a 3 }

(11) pour j € {1, .. 2r+1 S}, les propriétés j € J' et j+h(j) € J® sont équivalentes
et les propriétés j € g’ et j + h(j) € J* sont équivalentes. )

Par exemple, j € J' si et seulement si ¢(j)(=1)7*! = 1 et j + h(j) € J si et
seulement si e(j + h(j))(—1)7t"D)+1 = —1. La définition €'(j) = €(j + h(j))(=1)"0)+
entraine I'équivalence de ces relations. .

Soit S’ le plus grand indice tel que s/g appartienne a &’. Montrons que

(12) pour k=1,....5 on a 8}, T h(s}) — 1= sp(s); cet indice appartient & &N Jb si
s, e J et a &N Jsi s, cJ’

Supposons par exemple s € J°. D’apres (11), s, + h(s,) appartient a J*. Par
définition de X, s}, + h(s}) n’appartient pas & &. Donc s}, + h(s}) —1 € J°. Si cet indice
n’appartenait pas a &, Ay 15(s;)-1 apparaitrait dans la suite N, forcément a l'indice sj —1.
On aurait alors h(s, — 1) = h(s}) et, d’apres (11), s, — 1 appartlendralt a J". Mais,
par définition de la suite &', les conditions s, — 1 € J’a et s, € & entrainent ) € J"
contrairement a hypothese. Cette contradiction prouve que s, + h(s}) — 1 appartient a
&. Par définition de h(s;), c’est alors forcément sy ). Cela prouve (12).

Il résulte de (12) que lapplication k — h(s}) est une injection de {1,...,5'} dans
{1,...,S}. Elle est évidemment croissante. On a

(13) sie(1 ) €'(1), alors 1 n’appartient pas a I'image de cette injection.

Puisque s] = 1, il s’agit de prouver que h(1) > 1. Supposons par exemple €(1) =
¢'(1) = 1. La relation (1) appliquée a A et a X implique que 1 € J* et 1 € J'*. D’apres
(12), cette derniere relation implique ;1) € J* (puisque s} + h(s}) —1 = h(1)). Alors la
relation 1 € J* interdit a h(1) d’étre égal a 1. Cela prouve (13).

Supposons ¢(1) = €(1). On veut prouver que A\; > \,. D’apres (4) appliqué & X', on
a N < Zk:l,...,S/ XS%' De plus, )\’s% =0sik>2r+1-—.5. 1 suffit donc de prouver

A > ZA
k=1,...,5"

D’apres (11) et (12), pour k = 1,...,5", les indices Sn(s,) €t Sn(s) + 1 = sp + h(sy)

appartiennent tous deux & J* ou tous deux a J°. D’apres (2), cela implique )‘sh( " >
K
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Asj +h(s;) T+ 2. Puisque )\’8;c est égal & Ay 1n(s) OU & Ay 1n(s;) + 2, On a en tout cas XS% <

As, w0 Puisque l'application k — h(s)) est injective et que son image ne contient pas 1,
%k
on obtient
g X < E sy, -
k=1,...,S h=2,...,8

I1 suffit alors de prouver que

= D A

h2,,

D’apres (4), il suffit encore de prouver que

AL > 2 Z (Son+1 — Sop — 1).
h=1,...,[S/2]

Mais la somme sur h des relations (3) conduit a l'inégalité plus forte

)\1 Z 2 Z (5h+1 — Sp — 1)
h=1,...,S

Cela démontre (9) dans le cas (1) = €'(1). )
On suppose maintenant €(1) = 1 et ¢(1) = —1. Pour & = 1,...,5’, on a vu ci-

dessus que )\sh(s,) > g +h(s,) 2. Par définition de la partition X', on a Ay = Ay yn(s) i

st +h(s,) € J% ouencoresi s}, € J* d’apres (11), et Moy = A tn(s)+2 81 sp+h(sy) € 7,

ou encore s}, € J'* d’apres (11). On a donc toujours XS% <A et méme XS% <A -2

sh(sk) sh(sk)

sios) € J'®. En utilisant Uinjectivité de Papplication & h(s},), on obtient

>N = Z Ny <) M) -2'né.

k=1,...,S" k=1,....5 h=1,...,8

D’aprés (10)(a), J* N & = J® N & Dapres (1) appliqué & X (en se souvenant de
I'hypothese €'(1) = —1), le nombre d’éléments de cet ensemble est S’/2. D’ou

DoAY M)

k=1,...,S" h=1,...,8

On a aussi
[ / 1 1a
M= (S N+ 2,
k=1,...,5"
ot )
<Y M) -2
h=1,...,8
D’apres (10)(a), [J"| = |J"*|+1. Mais (11) établit une bijection de J** sur le complémentaire
Jb de J* N & dans J°. D’apres (1), on a [J° N &S| = (S — 1)/2. On obtient donc
[T =14+ [l = (S = 1)/2 = |J°| + (3 = $)/2, puis

() A)—3+85-20

h=1,...,S
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Mais
M=) A)+85—1-20"
h=1,...,S
d’on o
N <A —2
ce qui démontre (9) dans le cas €(1) =1, €'(1) = —1. .
La preuve du cas €(1) = —1, €/(1) = 1 est similaire. Pour £ =1, ..., 5", on a cette fois
N, <A et méme N, <\ —2si s, € J* Dou

s, — TOn(sh) s, — TOn(sh)

YN <D M) 20N

k=1,...,S" h=1,...,8

On utilise (10)(b). Puisque 2r +3—S € J et 2r+2—Se J’ ona2r+3—-Sec &
par définition de cette suite. Donc J“ NG = (J*NS&S)U{2r +3—S}et [J*NE| =
|J* N &'| — 1. D’apres (1) appliqué a X’ (en se rappelant I'hypothese €¢/(1) = 1), on a
|J“N &' =(S"+1)/2. D’ou

DN (D] )-S5+

k=1,...,58" h=1,...,8

On a aussi
Y= (S X+ - 127,
k=1,..,5"
d’ou B
<Y ) -2

h=1,...,8

D’apres (10)(b), |J”°| = |j’b|+1. Mais (11) établit une bijection de T sur le complémentaire
J* de J* NS dans J* D’apres (1), on a |J* N &S| = $/2. On obtient donc |J’| =
1+ [J% — S/2, puis
() M) —2+85-207.
h=1,...,§
Mais
A= ( As,) + S —2|J°

d’ou

N <A =2

ce qui démontre (9) dans le cas €(1) = 1, €/(1) = —1. Cela achéve la preuve de (9).

L’assertion (9) implique les deux assertions (4) et (5) de 6.1. Montrons enfin que
les constructions ne dépendent pas de l'entier r choisi. Il suffit de montrer qu’elles ne
changent pas si 'on remplace r par r + 1. Par ce remplacement, on ajoute a A deux
termes Ag,10 = Agri3 = 0. On voit que les deux indices 2r + 2 et 2r + 3 s’ajoutent a la
suite &, le premier s’ajoutant & J° et le second a J?. Le nombre S s’accroit de 2 et on
voit que ces modifications ne changent pas A;. Puisque les indices ajoutés appartiennent
a &, la partition A ne change pas, ni bien str €. Cela prouve l’assertion (6) de 6.1.
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6.4 Conservation de ’entier k
Les hypotheses sont les mémes qu’en 6.1.

Lemme. On a DPégalité k() ¢) = k() €).

Preuve. C’est trivial si N = 0. On suppose N > 0. Posons k& = k(X €), k = k() €),
M = M(\e), M = M()\é), cf. 5.1. Rappelons que k = sup(2M,—2M — 1), k =
sup(2M, —2M — 1). Montrons d’abord que

(1) 2M = |Je| — |J°| — 1.

D’apres 5.1(2), on a

La premiére somme vaut [.J%| — |.J], la seconde vaut 1 et 'assertion (1) s’en déduit.
Supposons d’abord N’ = 0. Alors A\; = 2N. Puisque

5\1 S Z )\sh S Z >‘j7

ces inégalités sont des égalités. En comparant avec la définition de \;, la premiere égalité
entraine que |J°| = (S —1)/2sie(1) =1 et |J¢ = S/2si €(1) = —1. La deuxiéme égalité
entraine que A; = 0 pour tout élément j € {1,...,2r + 1} qui n’appartient pas a la suite
G. Si un tel élément existe, considérons le plus grand de ces éléments, notons-le 7. On a
j > 2 puisque j n’appartient pas a &. Supposons par exemple j € J*. Puisque j € &,
onaaussi j —1 € J* donc A\j_; > \; + 2 d’apres 6.3(2). Les A\j; pour j/ < j sont donc
non nuls et appartiennent donc forcément a &. Cela prouve qu’il y a au plus un élément
de {1,...,2r + 1} qui n’appartient pas a &. D’ou S = 2r + 1 ou S = 2r. On a déterminé
la parité de S en 6.3(1) et on en déduit S =2r+1sie(l) =1, 5 = 2rsi €(1) = —1.
On a vu ci-dessus que |J°| = (S — 1)/2 dans le premier cas et que |J%| = S/2 dans le
second. Puisque |J?| + [J°| = 2r + 1, on en déduit |J¢| = (S + 1)/2 dans le premier cas,
|J°| = S/2 + 1 dans le second. Avec (1) et I'égalité k = sup(2M, —2M — 1), on calcule
k=0siel)=1,k=1sie(—1) = —1. D’autre part, on a A = (\) et &, = €(1). Avec la
définition de 5.1, on calcule k = 0 si (1) = 1 et k = 1si (1) = —1. L’égalité de I'énoncé
s’ensuit.

Supposons maintenant N’ > 0. On pose k' = k(X,€), M’ = M (XN, €). Montrons que

, —M, sie(l)=1,
@ M :{ —M =1, sie(l)=-1.

D’aprés (1), on a 2M = [J%| — [J°] — 1 et 2M’ = |.J"| — |.J"’| — 1. Supposons par
exemple €(1) = 1. Alors, d’apres les relations (10)(a) et (11) de 6.3,

oM’ = || = || = |7 — | J°.

D’apres 6.3(1), | J%] = |J%—(S+1)/2, |J°| = |J?|—(S—1)/2. Dot 2M’ = | J*|—|J*|+1 =
—2M. La preuve est similaire dans le cas €(1) = —1. Cela prouve (2).

Posons M' = M(X,&). L’égalité du lemme équivaut & M = M. Par récurrence, on
peut supposer que M’ = M’. En vertu de (2), pour démontrer le lemme, il suffit de

prouver
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_ — M, sie(l) =1,
(8 M= { M -1, sie(l) = —1.

Notons iy > ...,> i,, les éléments i € Jord”()\) tels que multy(i) soit impaire et
i} > .... > i, la suite analogue pour \'. Puisque A = {\;} U\, on a deux possibilités :

(4) si Ap > X, ousi A\; = N, et multy, (\)) est paire, alors i = A\, m = m’ + 1 et
iy =1,_, pour l =2, ..., m;

(5) si A\t = A et multy, (N\)) est impaire, on a @) = N, m =m’ — 1 et 4, = ij,; pour
l=1,...,m.

Supposons €(1) = 1. Dans le cas (4), i; ne contribue pas & M et

M= > (1= > ()=

l:2,...,m;e;\l:—1 l:l,___,m/;g’x;:_l

Dans le cas (5), on a forcément ¢ (1) = 1 et 4} ne contribue pas & M’. Alors

M= > (1= > ()=

I=1,...,m;é5 =—1 1=2,....m";e-,=—1
Al

Supposons €(1) = —1. Dans le cas (4), i; contribue & M par —1 et

M=-1+ > (-)'=-1+ >  (-)*'=-1-M"

1=2,...,m;e5, =—1 l:l,...,m’;ég\;:fl
Dans le cas (5) , on a forcément € (1) = —1 et i} contribue & M’. Alors
M= > (U= > (DT =—rs),
l:l,...,m;E;\l:—l l:2,___,m/;€/_/:71

Al

Cela prouve (3) et acheve la preuve du lemme. [J

6.5 Preuve de la proposition 6.2

Les calculs de cette preuve different selon les différents cas €(1) = £1 et k pair ou
impair. Pour tenter de les unifier, reprenons les définitions de 5.1 et 5.2. On fixe un
entier N > 0, un entier £ > 0 tel que k(k + 1) < 2N et un entier r assez grand. On
a défini les entiers n = r+ [k/2]+ 1, m =r —[k/2], A=2r+k, B=2r —k—1.
Pour un élément (A, e) € P5¥™P(2N); (c’est-a-dire que k(A €) = k), on suppose que A
a 2r + 1 termes avec \g,11 = 0. On a défini les partitions A, . et By .. Pour un couple
(a, B) € Po(N — k(k+1)/2), on suppose que « a n termes et que 5 en a m. On a défini
les partitions A, 3 et B, g. Fixons un signe v € {#1}. On modifie les définitions ci-dessus
en posant

siu= 1, A)\,e = A)\,e, B)\,e = B)\,e;

siu= —1, A)\,e = B)HE, B)\,e = A)\,e;

siu(-1)F =1, n=mnm=m A=A B=DB,a=a
Ba,ﬁ = Baﬁ ;

siu(-1) = -1, a=mm=n A=B B=Aa=2008=a Aug = Bag,
Bajg = Aagp.

=0
I
=

Aayﬁ = Aa757
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(1) Ags=a+[AA+2—20)y, Bas=F+[B, B+2—2ml,.

Dire que («, #) correspond a (A, €) équivaut aux égalités

(2) A)\,e = Aa,ﬁa B)\,e = Ba,ﬁ-

Considérons les ensembles d’indices I = ({1,....,n} x {0}) U ({1,...,m} x {1}) et
I = ({1,..,7a} x {0}) U ({1,...,7} x {1}). Donnons-nous un ordre <; sur /. On en
déduit un ordre <jsur [ :si u( 1)* =1,0onal =1 et l'ordre <; coincide avec <;; si
u(—1)* = —1, on impose que (i,0) <; (j,1) si et seulement si (i,1) <; (4,0). On voit
alors que I'application (v, 1) = (7, j1) est une bijection de Pa pa(a, 8) sur Pj p.,(a, B3).

Fixons maintenant (A, e€) € P¥™P(2N), et supposons que tous les termes de A sont
pairs. Soit («, 5) € Po(N — k(k + 1)/2) le couple correspondant & (A, €). On munit I de
Vordre <; 4.4 5 défini par (¢,0) <; (j,1) si et seulement si a;+A+2—2i > 5,+B+2-2j.
On note simplement <; cet ordre. On voit que 'ordre <; qui s’en déduit n’est autre que
<iajpAB D’aprés la preuve du théoréeme 5.5, il y a un unique élément (a/™**, ™) dans
Papa(a, B) et (A%, M%) est I'élément de P*¥™P(2N),, qui correspond a (o™, 3.
Alors (@™ 379 est Punique élément de Pj Bola, f3) et on a les égalités

(3) A)\maz’emaz — Aamaz’ﬁmaz’ B>\ma175maz — Bamaz’ﬁmaz.

Les constructions ci-dessus dépendent du signe u. On choisit désormais u = €(1).
On a calculé les termes Ay, et By, en 5.1. On en déduit que 121,\7E ={N/24+2r+1-
Gid = 1,.,2r + Le(j) (=17 = e(D)} et Bae = {N\/2+2r +1—35;5 = 1,...2r +
1,e(j)(=1)7 = €(1)}. En particulier, le plus grand terme de Ay, LI By, apparait dans
Ay.. Grace & 6.3(1), on obtient que Ay, est la réunion sur b = 1,...,[(S + 1)/2] des
{Nj/242r +1 =45 = son_1, ..., 5an — 1} et que By, est la réunion sur h = 1, ..., [S/2]
des {\;/2+2r+1—7j;j = s, ..., Sopy1 — 1}. Divisons I'ensemble {1,...,7} en [(S+1)/2]
intervalles consécutifs X, ..., X[(541)/2], I'intervalle X}, ayant so, —so,—1 termes. Notons w,
le plus petit élément de Xj,. Divisons I'ensemble {1, ...,m} en [S/2] intervalles consécutifs
Y1, ..., Y[s/2, intervalle Y}, ayant spp 1 — s, termes. Notons y le plus petit élément de
Y,. Pour j € X}, le j-ieme terme de 121,\E est Njysop 1—an/2+2r +1 —j — sop_1 + T
D’apres (1) et (2), clest aussi @; + A+ 2 —2j. De méme, pour j € Yy, le Jj-ieme terme de
Bic €5t Njiay g, /2+2r +1— 5 — son +yn. D’apres (1) et (2), clest aussi f; + B +2 — 2.
L’ordre <; est tel que, pour i € X, et j € Y}, ona (i,0) <; (j,1) si et seulement si b < k.
En particulier, (1,0) <; (1,1) et Iélément (4%, 379%) est construit & I'aide du procédé
(a). Les suites d’'indices associées a ce procédé sont 1 = 1, ..., Tys11)/2 €t 1 = 1, ..., yis/2)

et on obtient )
@ arr=0 > a)+( >, By

h=1,...,[(S+1)/2] h=1,...,[S/2]

On sait d’apres 1.3(1) que a7 + A est le plus grand élément de pA”™ 1B 2( amar Bm‘”)
En fait, cet élément intervient avec multiplicité 1 dans cette partition. Pour montrer cela,
il suffit de prouver que ay*** + A> ﬁ{”‘” + B. Or, d’apres 1. 2(3), B est majoré par
le terme g1 issu du procédé (b) appliqué & (&, 8). D’apres 1.2(4), on a py = &% — dy.

Donc

B + B <&M —an + B < (@ +A) — (@ +A) + (B + B) <ap + A
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puisque @, + A > B, + B. Cela démontre I'assertion. D’apres (2), a4+ A est aussi
I'unique élément maximal de Ajymas ¢maz L Bymaz cmax. On ne sait pas encore que A\ a
tous ses termes pairs. Mais a 'aide de 5.1(a) et 5.1(b), on vérifie les propriétés suivantes,
valables pour tout (u,7) € P¥™P(2N) :

si py est pair, A, -UDB, ; a un unique élément maximal, qui est z11/2+2r; il intervient
dans A, - si 7,, =1 et dans B, ; si 7, = —1;

si p1 est impair, I’élément maximal de A, ; LI B,, ; intervient avec multiplicité 2.

Ceci entraine que N[ est pair et égal & 2(a7"* + A — 2r). Puisqu'il intervient dans
Aamaz pmaz = A)\maz75maz, on voit en se reportant a la définition de cet ensemble que

epiar = €(1). Calculons AT™* en utilisant 1'égalité (4). Avec les formules ci-dessus, on a

Qap = Aagy_1 /2420 +1 — 5951 — A= 24213, By, = Ny /2+2r +1— 505, — B—2+ 2y,

D’ou
are = (3 A/2- (Y w2 Y w2 Y w)

h=1,...,8 h=1,...,8 h=1,...,[(S+1)/2] h=1,...,[S/2]

+S5(2r+1) = [(S+1)/2/(A+2) — [S/2](B + 2).

Puisque X}, a sop — Sop_1 termes, on a w1 — T = Sop — Sop_1, €N posant par convention
Tis+1y/2+1 = 7+ 1. De méme, yny1 — Yn = Song1 — Sop, €N posant par convention
Yis/21+1 = m+ 1. On en déduit aisément sy;,—1 =z +yp — 1 et sop, = Tp41 +yp — 1. Puis

- n— S, si S est pair;
Z sn = 2( Z ) +2( Z }yh)+{ m—.S, siS estimpair.

h=1,..,S h=1,..,[(S+1)/2] h=1,....[S/2
D’ou

si S est pair;

P = (D A /2SS ) A5/ B ST SO ot e

h=1,...,S

D’apres 6.3(1), S est impair, resp. pair, si €(1) = 1, resp. (1) = —1. En distinguant les
différents cas €(1) = £1, k est pair ou impair, on déduit par calcul de la formule ci-dessus
I’égalité

i 2@, sie(l)=1
2@y + A -2r) h; Asa) + { S—2m,  sie(l) =1

L’entier m est le nombre d’éléments de B,\,e, c’est-a-dire celui de B, si €(1) = 1, de
Ay si €(1) = —1. Ces derniers sont |J°|, resp. |J%|. Le terme de droite de I'égalité ci-
dessus est le nombre noté A; en 6.1. D’olt A7** = X;. On a aussi montré plus haut que
expiar = €(1) = &,.

Si Ama? = 2N, XM est entierement déterminé et coincide avec 1'élément \ de 6.1.
Supposons désormais A" < 2N. Le procédé (a) que l'on a appliqué a (&, B) a créé le
terme &7"**. 1l crée aussi un couple de partitions, notons-le (a, 8) € Py X Pm. D’apres la
preuve du théoreme 5.5, 'ensemble Py , 5,(c, 3) a un unique élément, notons-le (v, ).

On a ) . ~

D’ou
(5)  Aymesemar = {A/24 27} U (v U {07 ™71Y) 4+ [A — 2, A+ 2 — 27],),
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B)\max,emaac — (IU/ |_| {Om_m}> + [é, B —|— 2 - 277@]2

En 6.1, on a introduit I'entier N’ = N — \;/2 = N — A" /2 et un élément (N, ¢€') €
Psv™mP(2N'). On peut représenter \' comme une partition a 2r 41— S termes mais, pour
faire bonne mesure, on adjoint des termes nuls et on le représente comme une partition
a 2r' + 1 termes, avec 21" + 1 > 2r +1 —S. On pose k' = k(N €'). Avec 1'égalité 6.4(2)
et les relations k = sup(2M, —2M — 1), k' = sup(2M’, —2M’ — 1), on calcule facilement

k—1, sie(l)(=1)*=1et k#0,
(6) K=< k+1, sie(1)(—=1)F = —1,
0, sie(l)=1et k=0.

On introduit les entiers n’ = ' +[k'/2]+1, m' =" —[k' /2], A" = 2r'+ k', B’ = 2r' — k' —1
et le couple de partitions (¢, f) € Po(N' —k'(k' +1)/2) correspondant a (X, €). Fixons
un signe ' € {£1}. En utilisant ce signe et I'entier &', on construit comme au début
du paragraphe des entiers 7/, i/, A, B’ et des partitions A,\/ / B,\/ ,, &, B'. On choisit
u = —u=—e(1).

A Taide de (6) et d’'un calcul cas par cas, on voit que

(VA =A+2" —2r—1, B'=B+2r —2r + 1.

Montrons que

(8) & = aU{0" "}, §' = Bu{o™ ™},
ce qui, d’apres analogue de (2), équivaut a

(9) Ay = (@{0¥ V) +[A", A/+2—27/]y, By = (BU{0™ "™V +[B, B'+2—21].

On a

(10)  Ave={N/2+27"+1—j5;j=1,..,2" + L€(j)(—-1) = e(1)}
= {N /242" +1—j5;j = 1, ..., 2r+1=5, € (j) (1) = e(1)}U{j € [2r'—2r+5—1,0]1; (—1) = e(1)};
Bye={N/2+2r +1—jij=1,..,2r" + L€ (j)(—1) = —€(1)}
= {N /242" +1—j5;j = 1, ... 2r+1=S5,€(j) (1)) = —e(1)}U{j € [2r'—2r+5—1,0]1; (1)) = —¢(1)}.

Un calcul cas par cas montre que les contributions des termes complémentaires corres-
pondant aux 0 que l'on ajoute a nos partitions coincident dans les deux membres des
égalités (9). Clest-a-dire que

(11)  {je2r—=2r+85—1,0;;(=1) = €(1)} = [A —n, A" +2 — 27/],,
{je2r—2r+8—1,04;(=1) = —e(1)} = [B' —m, B' + 2 — /).

Pour j € {1,...,2r + 1 =S} onaj+h(j) € {sny) +1,...,snG)+1 — 1} et €(j) =
e(j + h(5))(=1)"MD*! par définition. La condition € (5)(— 1)7 = €(1) équivaut a €(j +
h(§))(—1)7+h)+1 = ¢(1), dont on sait d’aprés 6.3(1) quelle équivaut & h(j) impair. En
reprenant la définition de A}, on voit qu’alors A} = A;jy4(;). On en déduit

{N/24+2r +1 =545 =1,.,2r +1=5,€(j)(=1) = (1)} =

______ [(S+1)/2]{)\j/2 + QT'I —] + Qh,j c {82h71 + 1, vy Sop — 1}}
La condition € (j)(—=1) = —¢(1) équivaut a €(j + h(j))(=1)7T"I+1 = —¢(1), dont on
sait d’apres 6.3(1) qu’elle équivaut a h(j) pair. En reprenant la définition de A}, on voit
qu’alors \; = Aj ) + 2. On en déduit

{N/24+27 +1—j;5=1,...2r + 1= S, €(j)(-1) = —e(1)} =
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Uh:l,___’[S/Q]{)\j/Q + 2r — j + 2h + 2,] c {SQh + 1, vy Sopg1 — 1}}

On a donné plus haut les formules exprimant les termes &; + A4+2—2jet Bj +B+2-2j
en fonction des \;/2 4 2r 4+ 1 — j. On traduit alors :

{Nj2+2r +1—j;5=1,..,2r+1-5, (1) =e(1)} =

Un=1,...,[(s+1)/21%; + A-2j+2" —2r+2n+ 155 € {on+ 1, 2400 — 11},
{N/2+2r +1 =55 =1,..,2r +1=5,€(j)(=1)) = —e(1)} =
Uh:l,...,[S/2}{Bj +B—-2j+2r" —2r+2h+3;j € {yn + 1,y — 11}

Par définition de e et B, on a &; = aj_j, pour j € {z, +1,...,zp41 — 1} et Bj =B,
pour j € {yn + 1,...,yns1 — 1}. On obtient

(N /2420 +1—j; 5 = 1, ..., 2r+1=S, € (j)(—1) = (1)} = a+[A+2r'—2r—1, A+2r'—2r+1-2n];,

(X;/2+42r'+1—j;j = 1, .., 2r+1-5,€ (j)(—1)) = —e(1)} = B+[B+2r'—2r+1, B+2r'—2r+3—2m],.

D’ot, en utilisant (7),
(12) N /242+1—j55 =1, ... 2r+1-8,€(j) (1)) = e(1)} = a+[A, A'+2—2n),,

/2420 41— jij =120+ 1= S,¢(G)(~1) = —e(1)} = B+ [B, B +2 — 2m],.

En rassemblant (10), (11) et (12), on obtient (9), d’ou (8).

Introduisons 1’élément (X" ™) € PsY™P(2N'),,. D’apres la preuve du théoréeme
5.5, il y a unique élément (o/™**, 5/™*") dans P pr.o(c/, B") et c’est le couple correspon-
dant & (X" €™*). On définit comme ci-dessus les partitions /", B flalmaac,g/max,
Beymas gimaz, Aymaz gmas | Bymas gmas | velatives & I'entier &' et au signe ' = —¢(1). On a
I'analogue de la relation (3), c’est-a-dire .
(13) Aymes ymar = Agmas gimas, Bysmas mas = Bz gma.

A ce point, on applique par récurrence la proposition 6.2 au couple (N €') : on a

Iégalité (X ™) = (X, &). En se rappelant que v’ = —¢(1), on calcule
Ao ={Nj/24+ 2" +1—j;j =1,..27 + LEG)(-1) = (1)},

Byo={N/2+27" +1—j5;j=1,....27" + LE(H) (1) = —e(1)}.

Par construction, \; = Xj41 et @(j) = €(j 4+ 1). A l'aide de ces formules, (13) se récrit
(14) Aa/maz7ﬁ/maa€ — {;\]/2 _'_ 2T, + 2 - j’j = 27 ceey 27J _'_ 27 E(j)<_1)]+1 = E(l)},

éa/max7ﬁ/max = {5\]/2 —I— 2T/ 'f‘ 2 — j’j = 2, cees 2T/ 'f‘ 2, E(])(—l)]+1 = —6(1)}

Montrons que

(15) on a les égalités o/ = v {07}, F™ = {07 ™},

Le couple (o;’max,ﬁ’mm) est 'unique élément de P"/,B/;Q(&/aﬁ/) tandis que (v, u) est
I'unique élément de Pj_, g,(a, B). Pour tout ¢ € N, on a D'égalité P; , po(c,3) =
Pi oiepien(a, B) @ cela résulte simplement de la construction de ces ensembles. En
prenant ¢ = 21’ — 2r 4+ 1 et en utilisant (7), on obtient que (v, ) est aussi 'unique
élément de Py po(c, B). En tenant compte de (8), I'assertion (15) résulte du lemme
2.5, pourvu que les hypotheses de ce lemme soient vérifiées pour l’ensemble d’indice

76



= ({1,...,7"} x{0}) U ({1,...,m"} x {1}) et les entiers n < 7' et m < /. Il s’agit de

voir que
& +A+2-2n>B —2m
et
B +B +2—2m> A —2n.

Or il résulte de la preuve de (9) ci-dessus que les termes de gauche sont de la forme
N, +2r'+1—j pour un j < 2r + 1 — S tandis que les termes de droite sont de la forme
N, +2r'+1—j pour un j > 2r +1— 5. Les inégalités cherchées s’ensuivent, d’ot (15).

Il résulte de (7) et (15) que (v U {0"™'}) 4+ [A -2, A + 2 — 27], est 'ensemble
des n — 1 plus grands termes de A yymas pmas, auxquels on ajoute 2r — 1 — 21" et que
(U {0™™}) + [B, B4 2 — 2], est ensemble des 7 plus grands termes de Bgymas prmas,
auxquels on ajoute 2r — 1 — 2r'. Gréace & (14), on obtient que (v L {0"™™7'}) + +[A -
2, A+ 2 — 2], est 'ensemble des 7 — 1 plus grands termes de N/2+2r+1—3;5=
2, ..., 2" +2,&(5) (1) = €(1)} tandis que (uI{0™™})+[B, B+2—2m), est I'ensemble
des fn plus grands termes de {\;/2+2r +1—j;j =2,...,2r" +2,€(j)(=1)7"! = —¢(1)}.
Remarquons que dans ce dernier ensemble, on peut aussi bien fair varier j de 1 a 2r'+2:
le terme j = 1 ne vérifie pas la condition €(5)(—1)"** = —¢(1) puisque &(1) = €(1) par
définition. On utilise (5) en se rappelant que I'on a déja démontré 1'égalité A% = ).
Alors Ajymas emaz est l'ensemble des 7 plus grands termes de {)\ /24 2r+1—j;7 =
1,20 4+ 2,€(5)(=1)! = 6(1)} et Bymas cmas est I'ensemble des 77 plus grands termes
de {)\ /2+2T+1—j J=1,..,2r" + 2,&(j)(—1)7" = —€(1)}.

Représentons A comme une partltlon a 2r+1 termes. On a prouvé en 6.4 que k(\, e)
k. On peut donc définir les partitions A,\7 et B,\ relatives a r, k et au signe u =
€(1). On a Ay, = {Nj/2+2r +1—j;5 = 1,....2r + 1,&(j)(—=1)*' = €(1)} et, par
construction, cette partition a n termes. Donc fl;\ est ’ensemble des n plus grands
termes de {\;/2+2r +1—7j;5=1,..,2r" +2,€(j )( 1)/t = ¢(1)}, autrement dit

Ajhg — AAmaz7Emaz.
De la méme fagon,
BS\,E — B)\maz7emaz .

Mais ces égalités équivalent & Pégalité (A2 emer) = () €). Cela achéve la démonstration
de la proposition 6.2. [J
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