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摘要

本⽂的⽬的是讨论数学模型中移⺠对⼈⼝年龄结构演变的影响。在亚临界情况下，年龄结构收敛到静⽌状态。我们提供了⼀个模
拟模型的程序，该程序⽤于法国⼈⼝的预测。我们还坚持与更复杂的模型建⽴联系。
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1.简介

    我们将⼈⼝分为K个⼦群体（ ）。变量x和t代表年龄和时间。

是在时间t的年龄x的⼦种群k的密度。
 代表年龄的⼈的到来X谁进⼊亚群ķ和来⾃另⼀个⼈⼝。
 是⼦种群l⽣育k型个体的⽣育⼒。

是⼦种群k的初始年龄结构。

我们定义

我们猜测 对于所有x都⾜够⼤。 是⼦种群k中的个体 离开⼈⼝的⽐率。对于k ≠ l，  是个体从⼦种群l
转移到⼦种群k的速率。我们定义

和 。  是⻨肯德⾥克⽅程的唯⼀解决⽅案

此外， 。考虑矩阵

与

和 （⼤⼩为K的恒等矩阵）。我们假设的光谱半径ρ  严格⼩于1。我们定义

然后我们有

换句话说，年龄⾦字塔  如果收敛到稳态 。
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K ≥ 1

Pk(x, t)

Mk(x) ≥ 0

Bk,l(x) ≥ 0

P 0
k (x)

P(x, t) = (Pk(x, t))1≤k≤K, M(x) = (Mk(x))1≤k≤K, B(x) = (Bk,l(x))1≤k,l≤K, P 0(x) = (P 0
k (x))1≤k≤K.

B(x) = 0 dk(x) ≥ 0 τk,l(x) ≥ 0

Δk,k(x) = dk(x) +∑
l≠k

τl,k(x), 1 ≤ k ≤ K,

Δk,l(x) = −τk,l(x), k ≠ l,

Δ(x) = (Δk,l(x))1≤k,l≤K P(x, t)

∂P

∂t
+

∂P

∂x
+ Δ(x)P(x, t) = M(x), ∀t > 0, ∀x > 0,

P(0, t) = ∫
∞

0
B(x)P(x, t)dx, ∀t > 0,

P(x, 0) = P 0(x), ∀x > 0.

(1)

(2)

(3)

P(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [0, +∞[×[0, +∞[

Ĝ(0) = ∫
∞

0

B(x)S(0,x) dx,

∂S

∂x
(ξ,x) = −Δ(x)S(ξ,x), ∀x > ξ

S(ξ, ξ) = I Ĝ(0)

L = ∫
∞

0

B(x)∫
x

0

S(u,x)M(u) du dx,

R = (I − Ĝ(0))−1L.

P(x, t) ⟶
t→+∞

S(0,x)R + ∫
x

0
S(u,x)M(u) du, ∀x ≥ 0. (4)

x ↦ Pk(x, t) t → +∞
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    这些结果在第2节中得到了证明。  回到积分⽅程式

 和 是已知功能。Lotka（1939）在⽅程（ ）。对于⽅程组（K > 1），Bellman and Cooke（1963）研究了
是⼀个不可约矩阵（就Perron和Frobenius正矩阵理论⽽⾔）。克鲁普（1970和1971）研究了可约的情况。这些研究集

中于以下情况：  如果 。在我们的模型中，McKendrick⽅程中的不均匀项迁移意味着  具有⾮零限制，如果 
。如果减去稳态，则⾮齐次问题将简化为齐次问题，对此我们可以将结果应⽤于存在性和渐近⾏为。但是，我们建议在下

⾯的演⽰中获得第⼆个结果 并且由于亚临界假设ρ<1，证明⾮常简单。⽆需区分可还原案例和不可还原案例。

    在第3节中，我们提供了三个模拟⼈⼝的⽰例。在每个⽰例中，  代表移⺠和 死亡率，其中还可能包括移⺠率。在第
三个⽰例中 代表外国⼈国籍的变化率。第4节介绍了⼀个程序，该程序使⽤来⾃法国的数据模拟了该模型及其在三个⽰例中
的应⽤。在第5节中，我们使⽤Arino和Smith（1998）研究的更复杂的模型进⾏链接。较复杂的模型可以更好地表⽰实际⼈⼝。但
是，由于缺少前⼏部分中有关⼈群的数据，因此涉及难以估计的参数。结论表明基本模型（1）-（2）-（3）如何应⽤于动物种
群。这些⽅程式具有不同的含义。

    最后，让我们提及⼀些关于移⺠模型的研究。Barbu，Iannelli和Martcheva（2001）研究了按年龄选择的移⺠对⼈⼝年龄结构的
可控性。在Alvarado和Creedy（1998）中，存在离散模型。

2.结果证明

公式化为积分⽅程

    ⼀阶线性偏微分⽅程组沿着特性曲线简化为普通的⼀阶线性微分⽅程组。因此，我们有

我们定义 。我们有

它从⽤于获得公式如下X > 吨和X < 吨那  是积分⽅程的解

 是矩阵

 是向量

⽅程（1）有⼀个独特的解决⽅案，可以从逐次逼近法中看出（Bellman and Cooke，1963）。因此，初始偏微分⽅程也具有唯⼀的
解。但是，Δ对⾓线上的元素为正或零，⽽对⾓线之外的元素为负或零。这意味着如果 ， 是具有正或零系数的矩阵
（Berman和Plemmons，1994年，第6章第3.12节）。所以我们有  和 。根据逐次逼近法
。根据（5）和（6）， 。这证明了前两个结果。

拉普拉斯变换

     是最⼩的实数，因此以下向量积分是绝对收敛的

P(x, t)

Φ(t) = F(t) + ∫
t

0
G(x)Φ(t − x) dx, t > 0.

F(t) G(x) K = 1

∫
∞

0 G(x) dx

F(t) → 0 t → ∞ F(t)

t → ∞

(P(x, t) ≥ 0)

M(x) dk(x)

τk,l(x)

P(x, t) = S(x − t,x)P 0(x − t) + ∫
x

x−t

S(u,x)M(u) du, ∀x > t, (5)

P(x, t) = S(0,x)P(0, t − x) + ∫
x

0

S(u,x)M(u) du, ∀x < t. (6)

Φ(t) = P(0, t)

Φ(t) = ∫
t

0
B(x)P(x, t) dx + ∫

∞

t

B(x)P(x, t) dx, t > 0.

Φ(x, t)

Φ(t) = F(t) + ∫
t

0
G(x)Φ(t − x) dx, t > 0. (7)

G(x)

G(x) = B(x)S(0,x).

F(t)

F(t) = ∫
t

0
B(x) ∫

x

0
S(u,x)M(u) du dx + ∫

∞

t

B(x)S(x − t,x)P 0(x − t) dx

+ ∫
∞

t

B(x) ∫
x

x−t

S(u,x)M(u) du dx. (8)

a ≤ b S(a, b)

F(t) ≥ 0 G(x) ≥ 0 ∀x, t ≥ 0 Φ(t) ≥ 0 ∀ t ≥ 0

P(x, t) ≥ 0 ∀x, t ≥ 0

ξ0(Φ)

Φ̂(z) = ∫
∞

0

e−ztΦ(t) dt, ∀z ∈ C,  Re(z) > ξ0.



它是Φ的Laplace变换。我们定义  和  以同样的⽅式。  是⽀持紧凑的功能。  因此，它也是具有紧凑⽀撑的功
能，并且 。所以我们有

是⼤⼩为K的恒等矩阵。然后我们有

我们采取  与 。我们有

根据Horn和Johnson（1985，§8.1.18和8.1.19），我们具有对应的光谱射线

和 是可逆的。因此，我们有

我们采⽤拉普拉斯逆变换。我们得到任何实数  和 ，

我们定义 。公式（8）给出

⽤  和 ，

    如果L ≠0，则z = 0是 具有最⼤的实部，L是z = 0时的残基。所以z = 0也是  具有最⼤的实部 
是z = 0 处的残基。应⽤于（9）的残基公式给出

如果L = 0，这仍然成⽴，因为那么所有极点  在复平⾯的左半平⾯中。  因此，如果 。在所有情况
下，它均来⾃于（6）

这是第三个结果。

3.例⼦

    本节中的⽰例旨在代表⼈⼝：  是移⺠ 死亡。如果有移⺠，只会改变 。

第⼀个例⼦

    ⼈⼝分为男性（k = 1）和⼥性（k = 2）。我们猜测

这意味着分娩的数量取决于⼥性的数量，⽽不取决于男性的数量。为了简化公式，假设 。这种假设意味
着新⽣⼉成为男孩或⼥孩的机会是相等的（实际上，这⼏乎是正确的）。

    因为B是⼀个较⾼的三⾓矩阵， 具有相同的结构。所以光谱半径是

ξ0(F) ξ0(G) B(x) G(x)

ξ0(G) = −∞

Φ̂(z) = F̂ (z) + Ĝ(z)Φ̂(z), ∀z ∈ C,  Re(z) > max{ξ0(Φ), ξ0(F)}.

I

(I − Ĝ(z))Φ̂(z) = F̂ (z).

z ∈ C ξ = Re(z) > 0

|Ĝk,l(z)| ≤ Ĝk,l(ξ) ≤ Ĝk,l(0), ∀1 ≤ k, l ≤ K.

ρ(Ĝ(z)) ≤ ρ(Ĝ(ξ)) ≤ ρ(Ĝ(0)) < 1,

I − Ĝ(z)

Φ̂(λ) = (I − Ĝ(z))−1F̂ (z), ∀z ∈ C,  Re(z) > max{ξ0(Φ), ξ0(F)}.

ξ > max{ξ0(Φ), ξ0(F), 0} ∀t > 0

Φ(t) =
1

2πi
lim
η→∞

∫
ξ+iη

ξ−iη

ezt(I − Ĝ(z))−1F̂ (z) dz. (9)

X = sup{x ≥ 0;  ∃k, l,  Bk,l(x) > 0}

F(t) = L = ∫
∞

0

B(x) ∫
x

0

S(u,x)M(u) du dx, ∀ t ≥ X.

z ∈ C Re(z) > 0

F̂ (z) = ∫
X

0
e−ztF(t) dt +

e−zX

z
L .

F̂ (I − Ĝ(z))−1F̂ (z)

R = (I − Ĝ(0))−1L

Φ(t)⟶
t→∞

R.

(I − Ĝ(z))−1F̂ (z) Φ(t) t → ∞

P(x, t)⟶
t→∞

S(0,x)R + ∫
x

0
S(u,x)M(u) du, ∀x ≥ 0. (10)

Mk(x) dk(x) dk(x)

Δ = ( ), B = ( ), M = ( ),
d1 0

0 d2

0 B1,2

0 B2,2

M1

M2

B1,2(x) = B2,2(x) = b(x)

Ĝ(0)



我们猜测 。向量R很容易计算：

然后我们有 ，

第⼆个例⼦

    ⼈⼝分为在该国出⽣的男性（k = 1），在该国出⽣的⼥性（k = 2）和第⼀代移⺠，即男性（k = 3）或⼥性（k = 4）。我们猜测

这意味着移⺠妇⼥在该国⽣育孩⼦的速度与在该国出⽣的妇⼥不同。还假设  和 。因为B和
是上三⾓矩阵，

 不依赖 。在这种模式下，移⺠的⾼⽣育率⽆法将亚临界状态转变为超临界状态（ ）。我们猜测
。向量R仍然很容易计算：

然后我们有 ，

请注意，如果 ，  和 也就是说，如果第⼀代移⺠⽴即遵循当地的⽣育率和死亡率。确实，  取代 
和  取代 。

第三个例⼦

    ⼈⼝分为国⺠，男⼦（k = 1）或妇⼥（k = 2）以及外国⼈，男⼦（k = 3）或妇⼥（k = 4）。我们猜测

这意味着外国妇⼥⽣了外国孩⼦，但是外国⼈可以改变国籍（他们从3或4⼦类转移到1或2⼦类）。为了简化，我们假设  和
：外国⼈的死亡率与国⺠的死亡率相同。我们还假设  和 。然后我们有

ρ(Ĝ(0)) = ∫
∞

0
b(x) e− ∫ x

0 d2(u) du dx.

ρ(Ĝ(0)) < 1

R1 = R2 =
∫

∞

0
b(x) ∫

x

0
e− ∫ x

u
d2(v) dvM2(u) du dx

1 − ∫ ∞
0

b(x) e− ∫ x

0 d2(u) dudx
.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d1(u) duR1 + ∫
x

0
e− ∫ x

u
d1(v) dvM1(u) du,

P2(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d2(u) duR2 + ∫
x

0
e− ∫ x

u
d2(v) dvM2(u) du.

Δ = , B = , M = ,

⎛⎜⎝d1 0 0 0

0 d2 0 0

0 0 d3 0

0 0 0 d4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 B1,2 0 B1,4

0 B2,2 0 B2,4

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0

0

M1

M2

⎞⎟⎠B1,2 = B2,2 = b2 B1,4 = B2,4 = b4 Ĝ(0)

ρ(Ĝ(0)) = ∫
∞

0

b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) du dx.

ρ(Ĝ(0)) b4 ρ(Ĝ(0)) > 1 ρ(Ĝ(0)) < 1

R1 = R2 =
∫ ∞

0
b4(x) ∫ x

0
e− ∫

x

u d4(v) dvM4(u) du dx

1 − ∫
∞

0 b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) dudx
, R3 = R4 = 0.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d1(u) duR1,

P2(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d2(u) duR2

P3(x, t)⟶
t→∞

∫
x

0

e− ∫ x

u
d3(v) dvM3(u) du,

P4(x, t)⟶
t→∞

∫
x

0

e− ∫ x

u
d4(v) dvM4(u) du.

d1 = d3 d2 = d4 b2 = b4 P1 + P3 P1

P2 + P4 P2

Δ = , B = , M = ,

⎛⎜⎝d1 0 −τ1,3 0

0 d2 0 τ2,4

0 0 d3 + τ1,3 0

0 0 0 d4 + τ2,4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 B1,2 0 0

0 B2,2 0 0

0 0 0 B3,4

0 0 0 B4,4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0

0

M3

M4

⎞⎟⎠ d1 = d3

d2 = d4 B1,2 = B2,2 = b2 B3,4 = B4,4 = b4

S(0,x) =

⎛⎜⎝S1,1(0,x) 0 S1,3(0,x) 0

0 S2,2(0,x) 0 S2,4(0,x)

0 0 S3,3(0,x) 0

0 0 0 S4,4(0,x)

⎞⎟⎠



与

和

因此，我们有

 是上三⾓矩阵，

我们猜测 。⽮量R仍然很容易计算。我们定义

我们有  和

最后，我们有 ，

请注意，如果满⾜以下条件，则将第三个⽰例简化为第⼀个⽰例 ，即⼦⼈⼝{1,2}和{3,4}是否不混合。

4.软件

    为了说明这项研究，我们编写了⼀个在Scilab环境中运⾏的程序，该程序可从www-rocq.inria.fr/scilab免费获得⽤于数值计算的软
件。该程序名为census.sci，可在以下地址找到包含法国数据的⽂件：
www.ann.jussieu.fr/~bacaer/Prog/Immigration/immigration/immigration.html。它使⽤有限差分法求解偏微分⽅程组。我们选择
和 。  是...的价值  如果  和 。我们将类似的符号⽤于 ， ，  和 。然后我们有

S1,1(y,x) = e− ∫ x

y
d1(u) du, S2,2(y,x) = e− ∫ x

y
d2(u) du,

S3,3(y,x) = e− ∫ x

y
[d1(u)+τ1,3(u)] du, S4,4(y,x) = e− ∫ x

y
[d2(u)+τ2,4(u)] du,

S1,3(y,x) = e
− ∫ x

y
d1(u) du + ∫

x

y

τ1,3(z) e− ∫ x

z
d1(u) du−∫ z

y
[d1(u)+τ1,3(u)]du

dz,

S2,4(y,x) = e
− ∫ x

y
d2(u) du + ∫

x

y

τ2,4(z) e− ∫ x

z
d2(u) du−∫ z

y
[d2(u)+τ2,4(u)]du

dz.

Ĝ(0) =

⎛⎜⎝0 ∫
∞

0 b2(x)S2,2(x) dx 0 ∫
∞

0 b2(x)S2,4(x) dx

0 ∫
∞

0 b2(x)S2,2(x) dx 0 ∫
∞

0 b2(x)S2,4(x) dx

0 0 0 ∫
∞

0 b4(x)S4,4(x) dx

0 0 0 ∫
∞

0 b4(x)S4,4(x) dx

⎞⎟⎠Ĝ(0)

ρ(Ĝ(0)) = max{∫
∞

0

b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) du ;  ∫
∞

0

b4(x) e− ∫ x

0 [d2(u)+τ2,4(u)] du}.

ρ(Ĝ(0)) < 1

L2 = ∫
∞

0
b2(x)∫

x

0
S2,4(y,x)M4(y) dy dx

L4 = ∫
∞

0
b4(x)∫

x

0
S4,4(y,x)M4(y) dy dx.

L = (L2, L2, L4, L4)

R1 = R2 =
L2 + Ĝ2,4(0)L4/(1 − Ĝ4,4(0))

1 − Ĝ2,2(0)
, R3 = R4 =

L4

1 − Ĝ4,4(0)
.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

S1,1(0,x)R1 + S1,3(0,x)R3 + ∫
x

0

S1,3(u,x)M3(u) du

P2(x, t)⟶
t→∞

S2,2(0,x)R2 + S2,4(0,x)R4 + ∫
x

0

S2,4(u,x)M4(u) du

P3(x, t)⟶
t→∞

S3,3(0,x)R3 + ∫
x

0

S3,3(u,x)M3(u) du

P4(x, t)⟶
t→∞

S4,4(0,x)R4 + ∫
x

0

S4,4(u,x)M4(u) du.

τ1,3 = τ1,2 = 0

δt > 0

δx > 0 P
i,j
k Pk(x, t) x = i δx t = j δt Δk,l Mk Bk,l P 0

k

P
i,0
k

= (P 0
k )i, ∀i ≥ 0,

P
0,j+1
k =

K

∑
l=1

∞

∑
i=0

Bi
k,lP

i,j
l , ∀j ≥ 0,

P
i,j+1
k

− P
i,j
k

δt
+

P
i,j
k

− P
i−1,j
k

δx
+

K

∑
l=1

Δi
k,lP

i,j
l = M i

k, ∀i ≥ 1, ∀j ≥ 1.



注意离散化，与时间相⽐渐进，与年龄相⽐逆⾏。该⽅程实际上是对流⽅程，因此我们必须考虑特性曲线的⽅向才能收敛。条件
还必须受到尊重。在节⽬中，我们总是  等于⼀年。

说明

    语法如下：

。

定义：

X，K：正整数
：正整数或零整数的向量
， ：实数的K列矩阵
， ， ， ：字符串向量
， ：两列正整数矩阵 
：正整数的向量 。

含义：

X：最⼤年龄
K：⼦⼈⼝数

：将抽取⼈⼝的时间
， ：左侧的线（分别是右侧的线）定义的线性组合 ，在图中的左侧（分别在右侧）表⽰
， ， ， ：包含数据的⽂件名；这些⽂件是列向量
， ：这些矩阵的⾏给出了矩阵B和Δ 的⾮零系数的索引（⾏和列），其值在下式中给出  和 

。⾏数  （分别 ）因此等于向量的长度  （分别 ）
：向量M的⾮零系数的索引。该值在 。

第⼀个例⼦

    作为男性和⼥性⼈⼝的初步数据，我们采⽤了法国1999年的⼈⼝普查结果。⽣育率和死亡率是根据同⼀年的数据计算得出的
（Beaumel，Doisneau和Vatan，2001年）：见图1（a）。如果移⺠为零，那么

给出了图1（b），总体最终收敛到0，但是速度很慢。

 
图1.没有移⺠。（a）总出⽣⼈数： 。死亡：  和 。（b）左： 。在右
边： 。实线：1999年的情况。虚线：25、50、75和100年后的预测。

    现在包括移⺠ 。Dinh（1994）计算 使⽤两次连续普查的结果以及这两次普查之间的出⽣和死亡数据。该⽅法直到
1980年代都给出了合理的结果，但是在1990年⾄1999年之间，总移⺠的数量与⼈⼝普查中的误差在同⼀数量级，因此计算结果没
有得出合理的结果。另⼀种⽅法是使⽤国际移⺠局（1999）的年度数据，其摘要见图2（a）。移⺠总数是指移⺠⼯⼈，已获得居

δt ≤ δx δx

census(X,K,annees,gauche,droit,pfichiers,bindices,dindices,dfichiers,mindices,mfichiers)

annees

gauche droit

pfichiers bfichiers dfichiers mfichiers

bindices dindices ≤ K

mindices ≤ K

annees

gauche droite (P1, … ,PK)

pfichiers bfichiers dfichiers mfichiers

bindices dindices bfichiers dfichiers

bindices dindices bfichiers dfichiers

mindices mfichiers

census(99,2,[0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],['male.dat' 'female.dat',[1 2;2 2],['malebirth.dat' 'femalebirth.dat'],
[1 1; 2 2],['maledeath.dat', 'femaledeath.dat'],[],[])

x ↦ B1,2(x) + B2,2(x) x ↦ d1(x) x ↦ d2(x) P1(x, t)

P2(x, t)

M(x) M(x)



留证的移⺠和家庭团聚背景下的移⺠的总和。我们找到了获得居留许可的移⺠的年龄数据（因此，图2（a）中的阶梯函数），但
不适⽤于家庭团聚的成年⼈。对于计算，仅图2（a）的外部曲线有⽤。所以指令

产⽣图2（b）。⼈⼝结构缓慢收敛到总⼈⼝较少的稳定状态（图中未显⽰）。

 
图2.移⺠的影响。（a）总移⺠及其三个组成部分。向左转： 。在右边： 。（b）左： 。
在右边： 。实线：1999年的情况。虚线：25、50、75和100年后的预测。

    此类型的模型（带有 ）类似于INSEE使⽤的离散版本（Brutel，2001年）。批评这种模式很容易。⼀⽅⾯，我们使⽤较低
的移⺠数字。另⼀⽅⾯，当前数据⽤于计算出⽣率。⽬前，这个⽐率很⾼。部分原因是移⺠在⼈⼝中所占的⽐例很⾼，⽽且移⺠
的⽣育率⽐法国⾼。这使我们得出以下两个模型。

第⼆个例⼦

    作为法国出⽣或居住在法国的男性和⼥性⼈⼝的初步数据，我们采⽤了1999年⼈⼝普查的结果（INSEE，2001年）。我们使⽤
与第⼀个⽰例相同的移⺠资料。要估算⽣育率，假设有⼀个数字  与  和 对

于所有x。我们知道外国⺟亲（或多或少是移⺠妇⼥的⼀部分）所⽣⼦⼥的总数，以及外国妇⼥的⼈数。我们获得 。所以

 

为移⺠的年龄⾦字塔⽣成图3。⾦字塔迅速收敛（在100年后）到静⽌状态。

图3.法国出⽣的⼈和不同⽣育率的移⺠。向左转： （移⺠男⼈）。在右边：  （移⺠妇⼥）。

第三个例⼦

census(99,2,[0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],['male.dat' 'female.dat'],[1 2; 2 2],['malebirth.dat' 'femalebirth.dat'],
[1 1; 2 2],['maledeath.dat' 'femaledeath.dat'],[1 2],['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

x ↦ M1(x) x ↦ M2(x) P1(x, t)

P2(x, t)

K = 2

ε > 0 B1,4(x) = (1 + ε)B1,2(x) B2,4(x) = (1 + ε)B2,2(x)

ε = 0,6

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],['malenative.dat' 'femalenative.dat' 'maleimmigrate.dat' 'femaleimmigrate.dat'],
[1 2; 2 2; 1 4; 2 4],['malenativemother.dat' 'femalenativemother' 'maleimmigratemother.dat' 'femaleimmigratemother.dat'],
[1 1; 2 2; 3 3; 4 4],['maledeath.dat' 'femaledeath.dat' 'maledeath.dat' 'femaledeath.dat'],
[3 4],['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

P3(x, t) P4(x, t)



    作为法国和外国国籍男⼥⼈⼝的初步数据，我们采⽤了1999年⼈⼝普查的结果（INSEE，2001年）。我们使⽤与第⼀个⽰例相
同的移⺠资料。为了估算⽣育率，我们仍然假设有⼀个数字  与  和 对于所
有x。知道外国⺟亲所⽣⼦⼥的总数，我们得到 。对于国籍变化率，假定 。根据司法部（2001）的
数据，我们对 。参见图4（a）。此估计值总结了三种类型的程序的贡献，也如图4（a）所⽰：未经正式批准或提前（法国出
⽣的外国孩⼦在18岁成为公⺠），根据法令（在印度居住了很长时间的外国⼈）法国及其⼦⼥），并声明（与法国公⺠结婚）。
在仅按年龄组给出年龄结构的所有情况下，我们使⽤阶梯函数作为近似值。所以指令

 

为外国⼈的年龄⾦字塔⽣成图4（b）。⾦字塔在100年后收敛到静⽌状态。

 
图4.⽣育率不同的法国⼈和外国⼈。（a）获得法国国籍。传输速率 和3个组件。（b）左： （外国⼈）。
在右边：  （外国妇⼥）。

⽐较⽅式

    为了⽐较不同的模型，图5显⽰了总⼈⼝的预测。最低的曲线是没有移⺠的曲线。最⾼的曲线是有移⺠但没有⽣育率差异的曲线
（第⼀个例⼦）。两条⾮常接近的中间曲线对应于第⼆个和第三个⽰例，其中法国出⽣的⼈（代表法国公⺠）与移⺠（代表外国
⼈）有所区别。后两种模式与第⼀个移⺠⽰例之间的总⼈⼝差异在50年后约为70万，在100年后约为250万。

图5.不同假设下的总⼈⼝预测（百万）。

5.链接到更复杂的模型

    Arino和Smith（1998）研究了⼀个具有更多变量的更复杂的模型，其概括如下。K个⼦群体中的每⼀个都分为两个：

⾃出⽣以来，就有⼀些⼈居住在这个亚⼈群中。  是它们的密度。

ε > 0 B3,4(x) = (1 + ε)B1,2(x) B4,4(x) = (1 + ε)B2,2(x)

ε = 0,56 τ1,3(x) = τ2,4(x) = τ(x)

τ(x)

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],['malefrench.dat' 'femalefrench.dat' 'maleforeign.dat' 'femaleforeign.dat'],
[1 2; 2 2; 3 4; 4 4],['malefrenchmother.dat' 'femalefrenchmother.dat' 'maleforeignmother.dat' 'femaleforeignmother.dat'],
[1 1; 1 3; 2 2; 2 4; 3 3; 4 4],['d11.dat' 'd13.dat' 'd22.dat' 'd24.dat' 'd33.dat' 'd44.dat'],[3 4],
['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

τ(x) P3(x, t)

P4(x, t)

Qk(x, t)



以前曾在另⼀个亚⼈群中的个⼈。 是时代的这些个体的密度X在时间⽜逼，谁⼀直在亚群ķ为ÿ年（Ÿ < X）。

新⽣⼉属于第⼀类，⽽被转移的个⼈和移⺠属于第⼆类。因此模型

矩阵  和  是对⾓线和

该模型应⽤于第3部分和第4部分的第三个⽰例，给出了由⼋个偏微分⽅程和边条件组成的系统

法国⼈的出⽣，
通过收购获得法国⼈，
在法国出⽣的外国⼈，
在国外出⽣的外国⼈。

出⽣和转移矩阵 ， ，  和  具有与第3节相同的形式：例如，  和  是的唯⼀⾮零系数 。该模型可以准确地表⽰
传输速率。⼏乎所有在法国出⽣的外国⼈都在18  岁时成为法国公⺠。  和 因此，如果x = 18年，则达到峰值。如果在
国外出⽣的外国⼈未满18岁，或者在法国居住不到五年（根据法律规定），通常就不能成为法国⼈。  和 因此，
如果x <18或y <5，则接近零。

    尽管模型正确地遵循了演化过程，但是由于数据未知（例如 为1≤ ķ ≤4。这些数据可能可以通过1999年的⼈⼝普查⼤⽂
件获得，但尚未发布。

    解决此问题的⼀种⽅法是假设 ，  和 不要依赖y。但这或多或少地将复杂模型降低到了3.3节。确实，我们定义

 是系统（1）-（2）-（3）的唯⼀解决⽅案

对于后⼀种模型，可以使⽤数据进⾏计算。结果与图4并没有太⼤不同。

六，结论

    线性模型（1）-（2）-（3）对于其他问题（例如鱼类种群）可能有⽤。亚⼈群可能不在同⼀地⽅。⼈们可以想象亚诺和史密斯
（1998）在迁移的不同地点的亚⼈群。功能  可能包括钓鱼。  可能代表从濒临灭绝的物种中重新引进鱼类，例如法国
的鲑鱼。

    如Hoppensteadt（1975），Webb（1985）或Cushing（1998），也可以开发模型的⾮线性或⾮均匀版本。
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