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Overzicht

Het doel van dit artikel is om de invloed van immigratie te bespreken in een wiskundig model voor de evolutie van de leeftijdsopbouw van
de bevolking. In het subkritische geval convergeert de leeftijdsopbouw naar een stationaire toestand. We presenteren een programma dat het
model simuleert en dat wordt gebruikt voor projecties voor de Franse bevolking. We dringen ook aan op de koppeling met een complexer
model.
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1. Inleiding

We verdelen een populatie in K- subpopulaties (X > 1). De variabelen x en ¢ vertegenwoordigen leeftijd en tijd.

o P.(z,t)is de dichtheid van de subpopulatie & van leeftijd x op tijdstip ¢ .

e M, (z) > 0 staat voor de aankomst van individuen van x die de subpopulatie k binnenkomen en afkomstig zijn van een andere
populatie.

e By,(x) > 0 is de vruchtbaarheid van individuen in subpopulatie / die individuen van type k baren .

e P)(z)is de initiéle leeftijdsopbouw van de subpopulatie .

We definiéren
P(z,t) = (Py(z,t)1<k<r, M(z) = (Mi(2)h<k<x, B(@) = (Bri(@))i<kick, P(2) = (PY(2))1<h<k-

Wij nemen aan B(z) = 0 voor alle x voldoende groot. di.(z) > 0is de snelheid waarmee individuen in subpopulatie k£ de populatie verlaten.
Voor k#1, 7,;() > 0 is de overdrachtsnelheid van individuen van subpopulatie / naar subpopulatie k. We definiéren

Apj(z) = di(x) + Z nk(z), 1<k<K,
17k
Apy(x) = —my(z), Ek#1I,

en A(z) = (Ap(z))1<ki<x- P(z,t) is de enige oplossing voor de vergelijkingen van McKendrick

8P  OP

5 + B —IO—OA(m)P(a:,t) =M(z), Vt>0, Vz>0, (1)

P0,t) = / B(z)P(a,t)dz, ¥t >0, 2)
0

P(z,0) = P°(z), Yz >0. (3)

Bovendien P(z,t) > 0V(z,t) € [0,4+00[x[0, +00[. Overweeg de matrix
N [o.¢]
G(0) = / B(z) 5(0,z) dz,
0
met
08
8_(67 m) = _A(m)S(£’$)7 vz > g
x
en S(&, &) = I(de identiteitsmatrix van maat K ). We nemen aan dat de spectrale straal p van G (0) is strikt minder dan 1. We definiéren

L= /OOO B(a:)/om S(u, z)M(u) du dz,
R=(I—-G(0)'L.

We hebben dan
P(a,t) — S(0,2)R+ / S(u,2)M(u)du, Yz > 0. (a)
b 0

Met andere woorden, de leeftijdspiramide  — Py (z,t) convergeert naar een stabiele toestand als ¢ — +oo0.
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Deze resultaten worden gedemonstreerd in rubriek 2. De studie van het asymptotische gedrag van P(z,t) keert terug naar die van een
integraalvergelijking

®(t) =F(t) + /OtG(:c)@(t —z)dz, t>0.

F(t) en G(z) zijn bekende functies. Dit probleem werd door Lotka (1939) bestudeerd in het geval van een vergelijking (K = 1). Voor een
systeem van vergelijkingen ( K > 1) bestudeerden Bellman en Cooke (1963) het geval waar fooo G(z) dz is een onherleidbare matrix (in de
zin van de Perron- en Frobenius-theorie van positieve matrices). Crump (1970 en 1971) bestudeerde de reduceerbare casus. Deze studies
waren gericht op het geval waar FI(t) — 0 als t — oo. In ons model impliceert de inhomogene term migratie in McKendrick-vergelijkingen
dat F(t) heeft een limiet van nul als ¢ — oco. Als we de steady state aftrekken, wordt het inhomogene probleem gereduceerd tot een
homogeen probleem, waarvoor we de resultaten op bestaan en asymptotisch gedrag kunnen toepassen. Toch stellen we hieronder een
demonstratie voor om het tweede resultaat te behalen (P(z,t) > 0) en omdat het bewijs vrij eenvoudig is met de subkritische hypothese p
<1. Er hoeft geen onderscheid te worden gemaakt tussen reduceerbare en niet-reduceerbare gevallen.

In paragraaf 3 presenteren we drie voorbeelden die menselijke populaties modelleren. In elk voorbeeld M (z) staat voor immigratie en
dy,(z) sterfte, waaronder ook de emigratiegraad kan vallen. In het derde voorbeeld, 7, ;() vertegenwoordigt de mate van verandering van
nationaliteit voor buitenlanders. Hoofdstuk 4 presenteert een programma dat het model en de toepassing ervan simuleert op de drie
voorbeelden, met gebruikmaking van gegevens uit Frankrijk. In paragraaf 5 leggen we de link met een complexer model bestudeerd door
Arino en Smith (1998). Het complexere model vertegenwoordigt de echte populaties beter. Het gaat echter om parameters die moeilijk te
schatten zijn vanwege het gebrek aan gegevens voor de menselijke populaties in de voorgaande secties. De conclusie geeft aan hoe het
basismodel (1) - (2) - (3) kan worden toegepast op dierpopulaties. De vergelijkingen krijgen dan een andere betekenis.

Laten we tot slot enkele studies noemen over immigratiemodellering. Barbu, Iannelli en Martcheva (2001) bestudeerden de
beheersbaarheid van de leeftijdsopbouw van een bevolking door leeftijdsselectieve immigratie. In Alvarado en Creedy (1998) zijn er discrete
modellen.

2. Demonstratie van resultaten

Formulering als een integraalvergelijking

Het systeem van lineaire parti€le differentiaalvergelijkingen van de eerste orde wordt gereduceerd tot een systeem van gewone lineaire
differentiaalvergelijkingen van de eerste orde langs de karakteristieke curven. We hebben dus

P(z,t) = S(z — t,2)P"(z — t) + / : S(u,2)M(u)du, Vo >t, (5)

x
P(z,t) = S(0,z)P(0,t — z) +/ S(u,z)M(u) du, Yz <t. (6)
0
We definiéren ®(t) = P(0,t). Men heeft
t oo
B(t) = / B(z)P(x,t) dz + / B(z)P(z,t)dz, t>0.
0 t
Uit de voor x > ¢ en x < ¢ verkregen formules volgt dat ®(z, t) is oplossing van een integraalvergelijking
t
(1) = F(t) +/ G@)d(t—z)dz, t>0. (1)
0

G(z) is de matrix

F(t) is de vector

F(t) = A ' B) A " S(u, 2)M(u) dudz + A " B(2)S(x — t,2)P(z — 1) da
+ /t"o B(z) L: S(u, z)M(u) du dz. (8)

Vergelijking (1) heeft een unieke oplossing, zoals blijkt uit de methode van opeenvolgende benaderingen (Bellman en Cooke, 1963). De
initi€le parti€le differentiaalvergelijking heeft dus ook een unieke oplossing. De elementen op de diagonaal van A zijn echter positief of nul
en die buiten de diagonaal zijn negatief of nul. Dit houdt in dat als a < b, S(a, b) is een matrix met positieve of nulcoéfficiénten (Berman en
Plemmons, 1994, hoofdstuk 6, §3.12). Dus we hebben F(t) > 0 en G(z) > 0 Vz,¢ > 0. Volgens de methode van opeenvolgende
benaderingen, ®(t) > 0Vt > 0. Volgens (5) en (6), P(z,t) > 0 Vx,t > 0. Dit toont de eerste twee resultaten aan.

Laplace-transformatie

&(®) is het kleinste reéle getal zodat de volgende vectorintegraal absoluut convergent is



B(z) = A T e ta(t)d, Ve C, Re(2) > £

Het is de Laplace-transformatie van ®. We definiéren y(F') en &(G) op dezelfde manier. B(z) is een functie waarvan de ondersteuning
compact is. G(z) is daarom ook een functie met een compacte ondersteuning en &y(G) = —oo. Dus we hebben

&(2) = F(2) + G(2)®(2), Vze C, Re(z) > max{£&(®), & (F)}-

I is de identiteitsmatrix grootte K . We hebben dan
(I - G(2)%(2) = F(2).
We nemen z € C met £ = Re(z) > 0. Men heeft
Gri(2)] < Gra(€) < Gr(0), V1<kl<K.
Volgens Horn en Johnson (1985, § 8.1.18 en 8.1.19) hebben we voor de corresponderende spectrale stralen
p(G(2)) < p(G(§)) < p(G(0)) < 1,

en I — G(z) is omkeerbaar. We hebben dus

$(N) = (I - C(2)) 'F(2), V=€ C, Re(z) > max{&(®), &(F)}.

We nemen de omgekeerde Laplace-transformatie. We krijgen voor elk echt nummer & > max{£y(®), & (F'),0} en ¥t > 0,

&+in
@(?—m/ G(2) B (2) dz 9)

27t 1

We definiéren X = sup{z > 0; 3k, I, Bri(x) > 0}. Formule (8) geeft

F(t):L:/ m)/ S(u, 2)M(u) dudz, Vt> X.

Met z € C en Re(z) > 0,

—zX
L.

F(z) = /OX e F(t)dt + &

Als L #0, dan is z = 0 de pool van F' met het grootste reéle deel, en L is het residu bij z = 0. Dus z = 0 is ook de pool van
(I — G(2))"'F(2) met het grootste reéle deel en R = (I — G(0)) 'L is het residu bij z = 0. De residuformule toegepast op (9) geeft

®(t) — R.

t—o0

Dit blijft waar als L = 0, omdat dan alle polen van (I — G(2)) "' F(z) bevinden zich in het linker halve vlak van het complexe vlak. $(t)
daarom convergeert naar 0 als ¢ — oco. In alle gevallen is het het resultaat van (6)

xr
P(a,t) — 5(0,2)R + / S(u,2)M(u) du, Yz > 0. (10)
0
Dit is het derde resultaat.

3. Voorbeelden

De voorbeelden in deze sectie zijn bedoeld om menselijke populaties weer te geven: M (z) is immigratie en d(z) sterfte. Als er emigratie
is, verandert alleen dy(x).

Eerste voorbeeld
De populatie is verdeeld tussen mannen ( k= 1) en vrouwen ( £ = 2). Wij nemen aan
d 0 0 B, M,
A = B = ’ M =
(0 d2>’ (0 Byy)’ M,)’
wat betekent dat het aantal geboorten athangt van het aantal vrouwen maar niet van het aantal mannen. Veronderstel dat om de formules te
vereenvoudigen By 5(x) = By 2(x) = b(x). Deze aanname betekent dat de kans dat een pasgeborene een jongen of een meisje is, gelijk is (in
de praktijk is dit bijna waar).

Omdat B een hogere driehoekige matrix is, G(0) heeft dezelfde structuur. Dus de spectrale straal is

p(G(0)) = /0“ b(z) e Iy 2t g,



Wij nemen aan p(G(0)) < 1. De vector R is eenvoudig te berekenen:

® p(z) [T e Ju d(v) M, (u) du dx
0 0
1— [7°b(z) e Jo @) dugy

R =Ry =

We hebben dan Vz > 0,

T
P (a:, t) Hﬁo effox di(u) duRl + /0 e~ [ di(v) del (u) du,

Py(z,t) e Jydbwdug, 4 / e~ i W dv L (4) du.
0

Tweede voorbeeld

De bevolking is verdeeld tussen in het land geboren mannen ( £ = 1), in het land geboren vrouwen ( £ = 2) en immigranten van de eerste
generatie, mannen ( k£ = 3) of vrouwen ( £ =4). Wij nemen aan

(dl 0 0 0\ 0 By, 0 By, (0 \
0 do 0 0 0 Bys 0 By 0
A= , B= ’ A, M= ,
0 0 d3 O 0 0 0 0 M,
\0 0 o d4} 00 00 M2}

wat betekent dat allochtone vrouwen in het land kinderen baren, met een ander percentage dan dat van in het land geboren vrouwen.
Veronderstel ook dat By, = Ba,s = ba en B1 4 = B4 = bs. Omdat B en G(0) zijn bovenste drichoekige matrices,

p(G(0) = / by(z) e I 4 g
0

p(é (0)) is niet afhankelijk van b4. In dit model kan een hoog vruchtbaarheidscijfer voor immigranten een subkritische situatie niet
veranderen in een superkritische situatie (o(G'(0)) > 1). Wij nemen aan p(G(0)) < 1. De vector R is nog steeds gemakkelijk te berekenen:

R ACHN e~ Jids@) dv £ (4) du d

Ry =Ry — _
' ? 1— [ bo(z) e Jo dalw) dudy

, Ry=R,=0.

We hebben dan Vz > 0,

Pimt) e a0 “R,

Pi(e,t) e REOwR,

T
Pg(x,t)go ; e @) & N (u) du,

T
P4(-'13,t) 1H—o>o A e Jida@) dUM4(u) du.

Merk op dat dit tweede voorbeeld het eerste voorbeeld opnieuw geeft als di = ds, d2 = d4 en by = by, dat wil zeggen, als immigranten van
de eerste generatie onmiddellijk de lokale vruchtbaarheid en sterftecijfers volgen. Inderdaad, P; + P3 vervangt P; en P + P4 vervangt Ps.

Derde voorbeeld

De bevolking is onderverdeeld in onderdanen, mannen ( k£ = 1) of vrouwen ( k = 2) en buitenlanders, mannen ( & = 3) of vrouwen ( k£ = 4).
Wij nemen aan

d 0 -—7i3 0 0 Bip 0 0 0
0 d» O 0 B 0 0
A— 2 2,4 . B- 2,2 M= 0 ’
0 0 ds + T1,3 0 0 0 0 3374 Ms;
0 0 0 dy + T2,4 0 0 0 B474 My

wat betekent dat buitenlandse vrouwen buitenlandse kinderen baren, maar buitenlanders hun nationaliteit kunnen veranderen (ze worden
overgebracht van subpopulatie 3 of 4 naar subpopulatie 1 of 2). Om het te vereenvoudigen, gaan we ervan uitd; = d3 en dy = dy: de sterfte
onder buitenlanders is gelijk aan die onder de onderdanen. We nemen ook aan B; 3 = By = by en B3 4 = By 4 = by. We hebben dan

S11(0, ) 0 S15(0, ) 0

5(0,2) 0 S52(0, ) 0 S5.4(0, )
’ 0 0 Ss.5(0, ) 0

0 0 0 Su(0,2)

met



S33(y,z) = e~ I () s ()] W Sy, ) =e” 7 2 (w)+m24(u)] du.
en
Si3(y,z) =€ Iy du / ' T1,3(2) € J2 da(w) du— [l (W) ma (Wl g
y
Sou(y, ) =€ Iy daloy du / ' Ta(z) e I B ] d ()t g,
y
We hebben dus
0 Jfo ba(z) Sop(z)dz O [fi° ba(2) Saa(z)dz
G(0) = 0 [y ba(z)Sep(z)dz 0 [i°ba(x) Saa()da
0 0 0 fo° bu(z) Sua(z)da
0 0 0 [°bu(z) Saa(z) da

G(0) is een bovenste drichoekige matrix,
A o0 T R T
p(G(0)) = max{/ by(z) e~ Jo (v du / by(z) e Jolda(w)+ma(w)] d“}.
0 0
Wij nemen aan p(G(0)) < 1. De vector R is nog steeds gemakkelijk te berekenen. We definiéren

L = /Ooo b2(w)/0w S2.4(y, 2) Ma(y) dy dz
Ly= /00o b4(x)/0m Saa(y, z)Ma(y) dy da.

Men heeft L = (L2, Lo, L4, L4) en

_ Lot G2.4(0)Ly/(1 — G44(0)) R Ly

Ri =Ry A . —_—
1—G>2(0) 1 —G44(0)

Eindelijk hebben we Vz > 0,
Pi(z,t) H—Q)QSM(O, z)Ry + S13(0,z)R3 + /Ow S13(u, ) Ms(u) du
Py(z,t) H—0>05272(0, z)Ry + S24(0, )Ry + /OZ Sy 4(u, ) My(u) du
Py(z,t) 353’3(0, z)Rs + /OZ Ss 3(u, ©) M3 (u) du
Py(z,t) 1H—o>oS4’4(0’ z)Ry + /Oz Sy a(u, ) My(u) du.

Merk op dat dit derde voorbeeld is gereduceerd tot het eerste voorbeeld als 71,3 = 712 = 0, dat wil zeggen als de subpopulaties {1,2} en
{3,4} niet samengaan.

4. Software

Om deze studie te illustreren, schreven we een programma dat draait in de Scilab-omgeving, gratis software voor numerieke berekening
beschikbaar op www-rocq.inria.fi/scilab. Het programma, genaamd census.sci, is te vinden met de bestanden die de gegevens voor Frankrijk
bevatten op het adres www.ann.jussieu.fr/~bacaer/Prog/Immigration/immigration/immigration.html. Het lost het systeem van partiéle

differentiaalvergelijkingen op met behulp van de eindige verschilmethode. We kiezen 6t > 0 en éz > 0. P,:’j is de waarde van Py(z,t) als
xz = idzx ent = jt. We gebruiken vergelijkbare notaties voor Ay, My, By en P,?. We hebben dan

P = (P, Vi>o,

o] . .
> B B, Vi>0,
=0

K
PO,j+1_
& =
=1
N
(St + 6;1: + Ak,l‘Pl = Mk’ Vi Z ].7 VJ Z 1.
=1

Let op de discretisaties, progressief in vergelijking met tijd en retrograde in vergelijking met leeftijd. De vergelijkingen zijn in feite
advisievergelijkingen, dus we moeten rekening houden met de richting van de karakteristicke curven om een convergerende regeling te
hebben. De conditie 6t < dx moet ook worden gerespecteerd. In het programma namen we altijd éz gelijk aan een jaar.

Uitleg



De syntaxis is als volgt:
census(X,K,annees,gauche,droit,pfichiers,bindices,dindices,dfichiers,mindices,mfichiers).
Definities:

e X, K: positieve gehele getallen

e annees: vector met positieve of nul gehele getallen

e gauche,droit: K kolommatrices van reéle getallen

o pfichiers, bfichiers, dfichiers, mfichiers: vectoren van tekenrecksen

¢ bindices, dindices: twee kolommatrices van positieve gehele getallen < K
¢ mindices: vector van positieve gehele getallen < K.

Betekenis:

e X: maximale leeftijd

¢ K: aantal subpopulaties

e annees: tijden waarop de populatie zal worden getrokken

e gauche, droite: de lijnen links (resp. rechts) definiéren de lineaire combinaties van (P, . .., Px), die in de figuur links (resp. rechts)
worden weergegeven

« pfichiers, bfichiers, dfichiers, mfichiers: bestandsnamen die de gegevens bevatten; deze bestanden zijn kolomvectoren

¢ bindices, dindices: de rijen van deze matrices geven de indices (rij en kolom) van de niet-nulcoéfficiénten van de matrices B en A,
waarvan de waarde wordt gegeven in bfichiers en dfichiers. Het aantal regels van bindices (resp. dindices) is dus gelijk aan de lengte
van de vector bfichiers (resp. dfichiers)

¢ mindices: Indexen van niet-nul coéfficiénten van de vector M . De waarde is binnen mfichiers.

Eerste voorbeeld

Als eerste gegevens voor de mannelijke en vrouwelijke bevolking nemen we de resultaten van de volkstelling van 1999 in Frankrijk.
Vruchtbaarheid en sterftecijfers worden berekend met gegevens uit hetzelfde jaar (Beaumel, Doisneau en Vatan, 2001): zie figuur 1 (a). Als
immigratie nul is, dan

census(99,2,(0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],’male.dat’ female.dat’,[1 2;2 2], ’'malebirth.dat’ femalebirth.dat’],
[11;2 2], maledeath.dat’, ’femaledeath.dat’],[],[])

geeft Figuur 1 (b), waar de populatie uiteindelijk convergeert naar 0, maar vrij langzaam.
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Figuur 1. Zonder immigratie. (a) Totaal aantal geboorten: z — Bi2(z) + Baa(z). Sterfte: z — di(z) en z — da(z). (b) Links:
Py (z,t). Naar rechts: P5(z, t). Doorlopende lijn: situatie in 1999. Gestippelde lijnen: projecties na 25, 50, 75 en 100 jaar.
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Immigratie is nu inbegrepen M (z). Dinh (1994) berekend M (z) gebruikmakend van de resultaten van twee opeenvolgende tellingen en de
gegevens over geboorten en sterfgevallen tussen deze twee tellingen. De methode leverde redelijke resultaten op tot de jaren 80. Maar tussen
1990 en 1999 was de totale immigratie van dezelfde orde als de fouten op de volkstellingen, zodat de berekeningen geen redelijk resultaat
opleverden. Een andere methode is om de jaarlijkse gegevens van het Office for International Migration (1999) te gebruiken, die is
samengevat in figuur 2 (a). Totale immigratie is de som van allochtone werknemers, immigranten die een verblijfsvergunning hebben
verkregen en immigranten in het kader van gezinshereniging. We vonden gegevens naar leeftijd voor immigranten die een
verblijfsvergunning verkregen (vandaar de trapfunctie in figuur 2 (a)), maar niet voor volwassenen in het kader van gezinshereniging. Voor
de berekeningen zijn alleen de externe curven van figuur 2 (a) nuttig. Dus de instructie

census(99,2,(0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],'male.dat’ ’female.dat’],[1 2; 2 2],'malebirth.dat’ 'femalebirth.dat’],
[11; 2 2], maledeath.dat’ ’femaledeath.dat’],[1 2],’maleimmigrant.dat’ ’femaleimmigrant.dat’]);

produceert Figuur 2 (b). De populatiestructuur convergeert langzaam naar een stabiele toestand met een kleine totale populatie (niet
weergegeven in de figuur).
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Figuur 2. Invloed van immigratie. (a) Totale immigratie en zijn 3 componenten. Naar links:  — M (z). Naar rechts:
z — My(z). (b) Links: Pi(z, t). Naar rechts: P>(z, t). Doorlopende lijn: situatie in 1999. Gestippelde lijn: projecties na 25, 50,
75 en 100 jaar.

Dit type model (met K = 2) is vergelijkbaar met de afzonderlijke versies die worden gebruikt door INSEE (Brutel, 2001). Dit model is
gemakkelijk te bekritiseren. Enerzijds hanteren we vrij lage immigratiecijfers. Aan de andere kant worden huidige gegevens gebruikt om het
geboortecijfer te berekenen. Momenteel is dit percentage vrij hoog. Dit komt mede door het hoge percentage immigranten in de bevolking en
het feit dat immigranten hogere vruchtbaarheidscijfers hebben dan de Fransen. Dit brengt ons bij de volgende twee modellen.

Tweede voorbeeld

Als eerste gegevens voor de mannelijke en vrouwelijke populaties geboren in Frankrijk of immigranten, nemen we de resultaten van de
telling van 1999 (INSEE, 2001). We gebruiken hetzelfde immigratieprofiel als in het eerste voorbeeld. Om de vruchtbaarheidscijfers te
schatten, gaat u ervan uit dat er een getal ise > 0 met By 4(z) = (1 + €)B12(x) en Bay(x) = (1 + €)Ba2(x) voor alle x . We kennen het
totale aantal kinderen van een buitenlandse moeder (die min of meer een subgroep van allochtone vrouwen vormt) en ook het aantal
buitenlandse vrouwen. We verkrijgene = 0,6. Dus

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],’'malenative.dat’ ’femalenative.dat’ 'maleimmigrate.dat’ femaleimmigrate.dat’],
[12;22;14;2 4], malenativemother.dat’ femalenativemother’ 'maleimmigratemother.dat’ ’femaleimmigratemother.dat’],
[11;22;3 3; 4 4],['maledeath.dat’ ’femaledeath.dat’ 'maledeath.dat’ 'femaledeath.dat’],

[3 4],/maleimmigrant.dat’ ’femaleimmigrant.dat’]);

produceert Figuur 3 voor de leeftijdspiramides van immigranten. De piramide convergeert snel (na 100 jaar) naar een stationaire toestand.
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Figuur 3. Mensen geboren in Frankrijk en immigranten met verschillende vruchtbaarheidscijfers. Naar links: P;(z, t)(allochtone
mannen). Naar rechts: Py(z, t) (allochtone vrouwen).

Derde voorbeeld

Als eerste gegevens voor de mannelijke en vrouwelijke bevolking van Franse en buitenlandse nationaliteit, nemen we de resultaten van de
telling van 1999 (INSEE, 2001). We gebruiken hetzelfde immigratieprofiel als in het eerste voorbeeld. Om de vruchtbaarheidscijfers te
schatten, gaan we er nog steeds van uit dat er een aantal ise > 0 met B3 4(z) = (1 + €)Bi2(z) en Bya(z) = (1 + £)Ba2(x) voor alle x .
Als we het totale aantal kinderen van buitenlandse moeders kennen, krijgen wee = 0,56. Voor tarieven voor verandering van nationaliteit
wordt aangenomen dat 71 3(z) = 72,4(z) = 7(x). Met gegevens van het Ministerie van Justitie (2001) hebben we een schatting van 7(z). Zie
figuur 4 (a). Deze schatting vat de bijdragen samen van drie soorten procedures, ook weergegeven in figuur 4 (a): zonder formaliteit of
vooraf (buitenlandse kinderen geboren in Frankrijk die op 18-jarige leeftijd burgers worden), bij decreet (buitenlanders die lang in Frankrijk



en hun kinderen) en bij verklaring (huwelijk met een Frans staatsburger). In alle gevallen waarin de leeftijdsstructuur alleen per
leeftijdsgroep wordt gegeven, hebben we trapfuncties als benadering gebruikt. Dus de instructie

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],’'malefrench.dat’ "femalefrench.dat’ 'maleforeign.dat’ ’femaleforeign.dat’],
[12;22;34; 4 4],[malefrenchmother.dat’ "femalefrenchmother.dat’ 'maleforeignmother.dat’ "femaleforeignmother.dat’],

[11;13;22;24;33;44],['d11.dat’ *d13.dat’ d22.dat’ *d24.dat’ *d33.dat’ *d44.dat’],[3 4],

[maleimmigrant.dat’ ’femaleimmigrant.dat’]);

produceert Figuur 4 (b) voor de leeftijdspiramides van buitenlanders. De piramide komt na 100 jaar samen in een stationaire toestand.
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Figuur 4. Fransen en buitenlanders met verschillende vruchtbaarheid. (a) Verkrijgen van de Franse nationaliteit.

Overdrachtssnelheid 7(z) en de 3 componenten. (b) Links: P (z, t) (buitenlandse mannen). Naar rechts: Py(x,t) (buitenlandse

vrouwen).

Vergelijking

Om de verschillende modellen te vergelijken, toont Figuur 5 de projecties voor de totale bevolking. De laagste curve is die zonder
immigratie. De hoogste curve is die met immigratie, maar zonder verschil in vruchtbaarheid (eerste voorbeeld). De twee zeer nauwe
tussenliggende curven komen overeen met het tweede en derde voorbeeld, waarbij in Frankrijk geboren personen (resp. Franse staatsburgers)
worden onderscheiden van immigranten (resp. Buitenlanders). Het verschil voor de totale bevolking tussen deze laatste twee modellen en het

eerste voorbeeld met immigratie is na 50 jaar ongeveer 0,7 miljoen en na 100 jaar ongeveer 2,5 miljoen.
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Figuur 5. Projecties voor de totale bevolking (in miljoenen) onder verschillende aannames.

5. Link naar een complexer model

Arino en Smith (1998) bestudeerden een complexer model met nog een variabele, die als volgt generaliseert. Elk van de K- subpopulaties

is verdeeld in twee:

« er zijn individuen die sinds de geboorte in deze subpopulatie zitten. Qx(z, t) is hun dichtheid.
e individuen die eerder in een andere subpopulatie zijn geweest. Ri(z,y,t)is de dichtheid van deze personen van leeftijd x op tijdstip ¢,

die in de sub-bevolking zijn geweest k voor y jaar (y <x).

Pasgeborenen behoren tot het eerste type, terwijl overgedragen personen en immigranten tot het tweede type behoren. Vandaar het model



9Q 99 | Ao _
5 + e + A%(2)Q(z,t) =0, V¢>0, Vx>0,

OR OR OR R
E+%++a—y+A (z,y)R(z,y,t) =0, Vt>0, Vr>y>0,

Qo) = [ B@edat [ [ BUewRetdyde, vt >0,
R(z,0,t) = TQ(x)Q(w,t) —I—/ TR(:n,y)R(m,y, t)dy +m(z), Vt>0, V>0,
0

Q(z,0) = Qz), Vx>0,
R(z,y,0) = R(z,y), Vz>y>0.

Matrices A® en AF zijn diagonaal en

AL (z) = d2(z) + Y (),
£k
Aﬁk(may) = dkR(xvy) + Z Tl?c(m’ Y)-
£k

Dit model, toegepast op het derde voorbeeld van secties 3 en 4, geeft een systeem van acht partiéle differentiaalvergelijkingen en
randvoorwaarden voor

¢ Fransen van geboorte,

¢ de Fransen door overname,

¢ buitenlanders geboren in Frankrijk,

e buitenlanders die in het buitenland zijn geboren.

Matrices voor geboorte en overdracht B9, BE, 1% en 78 hetzelfde formulier hebben als in sectie 3: bijvoorbeeld 7% en 757 zijn de enige
niet-nulcoéfficiénten van 7%. Het model kan overdrachtssnelheden nauwkeurig weergeven. Bijna alle in Frankrijk geboren buitenlanders
worden op 18-jarige leeftijd Frans staatsburger. 7'1Q3 (z) en 7'2Q4(.’E) hebben daarom een piek als x = 18 jaar. Buitenlanders die in het buitenland

zijn geboren, kunnen over het algemeen geen Frans worden als ze jonger zijn dan 18 jaar of als ze minder dan vijf jaar in Frankrijk hebben
gewoond (volgens de wet). 753(1', y) en 7'2};"‘4(:3, y) zijn daarom bijna nul als x <18 of y <5.

Hoewel het model de evolutieprocessen correct volgt, is het moeilijk te implementeren omdat er geen gegevens bekend zijn, zoals
bijvoorbeeld Rg (z,y)voor 1 <k<4.Deze gegevens zijn mogelijk beschikbaar via het megadossier van 1999, maar ze zijn niet
gepubliceerd.

Een manier om dit probleem te omzeilen is om dat aan te nemen A®, B® en 7 niet afhankelijk van y . Maar dit reduceert het complexe
model min of meer tot dat van paragraaf 3.3. We definiéren inderdaad

S(a,t) = /0 “Rut)dy , Plat) = (2&:;)

P(z,t) is de enige oplossing van het systeem (1) - (2) - (3) met

A@ 0 B? | B®
A= , B:( ) M=<0>.
—79 | AR _7E 0 0 m
Voor dit laatste model zijn gegevens beschikbaar om de berekeningen te maken. Het resultaat zou niet veel verschillen van dat van figuur 4.

6. Conclusie

Het lineaire model (1) - (2) - (3) kan nuttig zijn voor andere problemen, bijvoorbeeld voor vispopulaties. Subpopulaties mogen niet op
dezelfde plaats wonen. Men kan zich subpopulaties op verschillende sites voorstellen, met migraties zoals in Arino en Smith (1998). Functie
di(z) kan vissen omvatten. My(x) zou de herintroductie van vis van een bedreigde diersoort, zoals zalm in Frankrijk, kunnen
vertegenwoordigen.

Men kan ook niet-lineaire of niet-homogene versies van het model ontwikkelen, zoals in Hoppensteadt (1975), Webb (1985) of Cushing
(1999).
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