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Zusammenfassung

Ziel dieses Artikels ist es, den Einfluss der Einwanderung in einem mathematischen Modell fiir die Entwicklung der Altersstruktur der
Bevdlkerung zu diskutieren. Im unterkritischen Fall konvergiert die Altersstruktur zu einem stationdren Zustand. Wir préasentieren ein
Programm, das das Modell simuliert und fiir Projektionen fiir die Bevolkerung Frankreichs verwendet wird. Wir bestehen auch auf der
Verkniipfung mit einem komplexeren Modell.
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1. Einleitung

Wir teilen eine Population in K Subpopulationen ein (K > 1). Die Variablen x und ¢ reprasentieren Alter und Zeit.

e P,(z,t)ist die Dichte der Subpopulation & des Alters x zum Zeitpunkt ¢ .

e M, (z) > 0 stellt die Ankunft von Personen im Alter von x dar; die in die Teilpopulation k eintreten und aus einer anderen Population
stammen.

e By, (x) > 0 ist die Fruchtbarkeit von Individuen in der Subpopulation /, die Individuen vom Typ k zur Welt bringen .

e P)(z)ist die anféngliche Altersstruktur der Subpopulation & .
Wir definieren
P(z,t) = (Py(z,t)i<k<r, M(z) = (My(2))i<h<r, B(z) = (Bri(@)icricx,  P(z) = (P(2))1<k<x-

Wir nehmen an B(z) = 0 fiir alle x ausreichend groB. di(x) > 0ist die Rate, mit der Personen in der Subpopulation k die Bevdlkerung
verlassen. Fir k #[, 7, (x) > 0 ist die Ubertragungsrate von Individuen von Subpopulation / zu Subpopulation & . Wir definieren

Apj(z) = di(x) + Z nk(z), 1<k<K,
17k
Apy(x) = —my(z), Ek#1I,

und A(z) = (Agi(x))1<ki<x- P(z,t) ist die einzige Losung fiir McKendricks Gleichungen

8P  OP

5 + B —IO—OA(m)P(a:,t) =M(z), Vt>0, Vz>0, (1)

P0,t) = / B(z)P(a,t)dz, ¥t >0, 2)
0

P(z,0) = P°(z), Yz >0. (3)

Auflerdem, P(z,t) > 0V(z,t) € [0, +00[x[0, +oo[. Betrachten Sie die Matrix
G(0) = /0 " Bz) S(0,2) da,
mit
2 (6a) = -A@S(E ), Va>e

und S(&, §) = I (die Identitdtsmatrix der Grofie K ). Wir nehmen an, dass der Spektralradius p von G (0) ist streng kleiner als 1. Wir
definieren

L:/O B(:c)/(; S(u, z) M (u) du dz,
R=(I—-G(0)'L.

Wir haben dann
P(a,t),— S(0.2)R+ / S(u, x)M(u) du, Va > 0. ()
© 0

Mit anderen Worten, die Alterspyramide = — P(z,t) konvergiert zu einem stationdren Zustand, wenn ¢ — +o0.
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Diese Ergebnisse werden in Abschnitt 2 gezeigt. Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von P(z,t) kehrt zu der einer
Integralgleichung zuriick

®(t) =F(t) + /OtG(:c)@(t —z)dz, t>0.

F(t) und G(z) sind bekannte Funktionen. Dieses Problem wurde von Lotka (1939) im Fall einer Gleichung untersucht (K = 1). Fiir ein
Gleichungssystem ( K > 1) untersuchten Bellman und Cooke (1963) den Fall, in dem fooo G(z) dz ist eine irreduzible Matrix (im Sinne der
Perron- und Frobenius-Theorie positiver Matrizen). Crump (1970 und 1971) untersuchte den reduzierbaren Fall. Diese Studien haben sich
auf den Fall konzentriert, in dem F'(t) — 0 wenn ¢ — oco. In unserem Modell impliziert der inhomogene Term Migration in McKendrick-
Gleichungen dies F'(t) hat eine Grenze ungleich Null, wenn ¢ — co. Wenn wir den stationdren Zustand subtrahieren, wird das inhomogene
Problem auf ein homogenes Problem reduziert, fiir das wir die Ergebnisse auf Existenz und asymptotisches Verhalten anwenden kdnnen. Wir
schlagen dennoch unten eine Demonstration vor, um das zweite Ergebnis zu erhalten (P(z,t) > 0) und weil der Beweis mit der
unterkritischen Hypothese p <1 recht einfach ist. Es ist nicht erforderlich, zwischen reduzierbaren und nicht reduzierbaren Fillen zu
unterscheiden.

In Abschnitt 3 prasentieren wir drei Beispiele, die menschliche Populationen modellieren. In jedem Beispiel M (z) représentiert
Einwanderung und dj,(z) Sterblichkeit, die auch die Auswanderungsrate einschlieBen kénnte. Im dritten Beispiel TkJ(ac) reprasentiert die
Anderungsrate der Nationalitit fiir Auslédnder. In Abschnitt 4 wird ein Programm vorgestellt, das das Modell und seine Anwendung auf die
drei Beispiele anhand von Daten aus Frankreich simuliert. In Abschnitt 5 stellen wir die Verbindung zu einem komplexeren Modell her, das
von Arino und Smith (1998) untersucht wurde. Das komplexere Modell représentiert die realen Populationen besser. Es handelt sich jedoch
um Parameter, die aufgrund des Mangels an Daten fiir die menschliche Bevolkerung in den vorherigen Abschnitten schwer abzuschitzen
sind. Die Schlussfolgerung zeigt, wie das Grundmodell (1) - (2) - (3) auf Tierpopulationen angewendet werden konnte. Die Gleichungen
haben dann eine andere Bedeutung.

Lassen Sie uns abschliefend einige Studien zur Modellierung der Einwanderung erwidhnen. Barbu, lannelli und Martcheva (2001)

untersuchten die Kontrollierbarkeit der Altersstruktur einer Bevolkerung durch altersselektive Einwanderung. In Alvarado und Creedy
(1998) gibt es diskrete Modelle.

2. Demonstration der Ergebnisse

Formulierung als Integralgleichung

Das System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung wird auf ein System gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung entlang der Kennlinien reduziert. Wir haben also

P(z,t) = S(z —t,z)P’(x — t) + /: S(u,z)M(u) du, Vz >t, (5)

x
Plx, ) = S(0,5)P(0, ¢ — z) + / S(u,2)M(u)du, Yz <t. (6)
0
Wir definieren ®(t) = P(0,t). Wir haben
t 00
B(t) = / B(2)P(z, 1) dz + / B(z)P(z,t) dz, t>0.
0 t
Aus den fiir x > # und x < ¢ erhaltenen Formeln folgt, dass ®(z, t) ist die Ldsung einer Integralgleichung
¢
®(t) = F(t) —i—/ G(z)®(t —x)dz, t>0. (7
0

G(z) ist die Matrix
G(z) = B(z)S(0, z).

F(t) ist der Vektor

F(t) = /0 B(z) /0 " S(u, 2)M(u) duda + /t " B@)S(z — t,2)P'( — 1) da
+ /t " Bla) / : S(u, 2)M(u) du dz. (8)

Gleichung (1) hat eine einzigartige Losung, wie mit der Methode der sukzessiven Approximation gesehen werden kann (Bellman und Cooke,
1963). Die anféngliche partielle Differentialgleichung hat also auch eine einzigartige Losung. Die Elemente auf der Diagonale von A sind
jedoch positiv oder Null und diejenigen auBlerhalb der Diagonale sind negativ oder Null. Dies impliziert, dass wenna < b, S(a, b) ist eine
Matrix mit positiven oder Nullkoeffizienten (Berman und Plemmons, 1994, Kap. 6, §3.12). Also haben wir F(¢) > 0 und

G(z) > 0V z,t > 0. Nach der Methode der sukzessiven Approximation ®(¢) > 0 V¢ > 0. Nach (5) und (6) P(z,t) > 0V z,t > 0. Dies
zeigt die ersten beiden Ergebnisse.

Laplace-Transformation



&(®) ist die kleinste reelle Zahl, so dass das folgende Vektorintegral absolut konvergent ist

() = A Teta(t)d, Ve C, Re(2) > £

Es ist die Laplace-Transformation von ®. Wir definieren &y (F') und &(G) auf die gleiche Weise. B(z) ist eine Funktion, deren
Unterstiitzung kompakt ist. G(z) ist daher auch eine Funktion mit einer kompakten Unterstiitzung und &(G) = —oo. Also haben wir

&(2) = F(2) + G(2)®(2), Vze C, Re(z) > max{&(®), & (F)}-
I ist die Einheitsmatrix der Gréfe K . Wir haben dann
(I - G(2)®(2) = F().
Wir nehmen z € C mit £ = Re(z) > 0. Wir haben
1Gri(2)] < Gri(é) < Gry(0), V1<kI<K.

Nach Horn und Johnson (1985, §8.1.18 und 8.1.19) haben wir fiir die entsprechenden Spektralstrahlen

p(G(2)) < p(G(9)) < p(G(0) < 1,
und T — G(z) ist reversibel. Wir haben also
&) = (I - G(2) 'F(2), Vz € C, Re(2) > max{&(®),é(F)}-

Wir nehmen die inverse Laplace-Transformation. Wir bekommen fiir jede reelle Zahl ¢ > max{&y(®), &0 (F),0} und V¢t > 0,

&t+in . .
B(t) = —— lim /5 (I — G(2)) B (2) de. )

2mi 1= Je_in

Wir definieren X = sup{z > 0; 3k,1, By,(x) > 0}. Formel (8) gibt
F(t)= L= / B(x) / S(u, 2)M(u) dudz, ¥t> X.
0 0

Mit z € C und Re(z) > 0,

—2zX
e
L.

F(z) = /0 * e #F(t)dt +

Wenn L # 0 ist, dann ist z = 0 der Pol von F' mit dem groBten Realteil und L ist der Rest bei z = 0. Also ist z = 0 auch der Pol von
(I — G(2))"1F(2) mit dem groBten Realteil und R = (I — G/(0)) ! List der Rest bei z = 0. Die auf (9) angewendete Restformel ergibt

®(t) — R.

t—o0

Dies gilt auch dann, wenn L = 0 ist, da dann alle Pole von (I — G(2)) 'F(z) befinden sich in der linken Halbebene der komplexen Ebene.
®(t) konvergiert daher gegen 0, wenn t — oo. In allen Fillen ergibt sich aus (6)

P(x,t)tj> S(0,z)R + / S(u,z)M(u)du, Vaz>0. (10)
(o]

0
Dies ist das dritte Ergebnis.

3. Beispiele

Die Beispiele in diesem Abschnitt sollen die menschliche Bevolkerung darstellen: My (z) ist Einwanderung und dy,(z) Sterblichkeit. Bei
Auswanderung dndert sich nur di(z).

Erstes Beispiel
Die Bevolkerung ist zwischen Ménnern ( £ = 1) und Frauen ( k£ = 2) aufgeteilt. Wir nehmen an
d 0 0 By M,
A= B= ’ M =
(0 d2> ’ (0 Bss)’ M, )’
Dies bedeutet, dass die Anzahl der Geburten von der Anzahl der Frauen abhéngt, nicht jedoch von der Anzahl der Ménner. Nehmen wir zur
Vereinfachung der Formeln Folgendes an B; 2(z) = Ba2(z) = b(z). Diese Annahme bedeutet, dass die Chancen, dass ein Neugeborenes ein

Junge oder ein Méadchen ist, gleich sind (in der Praxis ist dies fast richtig).

Weil B eine hohere Dreiecksmatrix ist, G (0) hat die gleiche Struktur. Der spektrale Radius ist also



p(G(0) = / () e K gy,

0
Wir nehmen an p(G(0)) < 1. Der Vektor R ist leicht zu berechnen:

fooo b(x) fox e i b dv L () du da
1— [0 b(x)e” Jy d2(w) du gy

R1:R2:

Wir haben dann Vx > 0,

pl(m,t):)e—fofdl(u)duRﬁ/ e S B0 E L () du,
© 0

Py(z,t) — e~ fidwdup, | [ o= Jid) @My (u) du.
t—o0 0

Zweites Beispiel

Die Bevolkerung verteilt sich auf im Land geborene Ménner ( k£ = 1), im Land geborene Frauen ( £ = 2) und Einwanderer der ersten
Generation, Ménner ( k = 3) oder Frauen ( £ =4). Wir nehmen an

d 0 0 0 0 B2 0 Big 0

0 do 0 0 0 Bys 0 By 0
A= , B= ’ T, M= ,

0 0 ds O 0 0 0 0 M

0 0 0 dy 0 0 0 0 M>

Dies bedeutet, dass Migrantinnen Kinder im Land zur Welt bringen, mit einer anderen Rate als Frauen, die im Land geboren wurden.
Nehmen wir auch das an By , = By 3 = by und By 4 = By 4 = by. Weil B und G(0) sind obere Dreiecksmatrizen,

p(G(0) = / ba(z) e Jo ()% dg.
0
p(G(0)) hingt nicht davon ab b,. In diesem Modell kann eine hohe Fertilititsrate fiir Einwanderer eine unterkritische Situation nicht in eine
iiberkritische Situation verwandeln (p(G(0)) > 1). Wir nehmen an p(G(0)) < 1. Der Vektor R ist immer noch leicht zu berechnen:

© ba(z o= Ju da(v) WM, (w) du dz
_Jo 0

Ri=Ry— _ . Rs—Ry—0.
1— [ by(z) e Jo (W) dugy

Wir haben dann Vz > 0,

P(z,t) — e~ Jo di(w) dup,,

t—o00
PQ(l‘,t)mo e—f;dz(u) alu‘R2
T
Py(z,t) hewdll S ds(2) W M3 () du,
0

Py(z,1) | € S ds@) & pr () du.
> Jo

Beachten Sie, dass dieses zweite Beispiel das erste Beispiel erneut enthilt, wenn d; = d3, dy = d4 und by = b, Das heif3t, wenn Einwanderer
der ersten Generation unmittelbar den lokalen Fertilitits- und Sterblichkeitsraten folgen. Tatsichlich, P; + P; ersetzt P; und P, + P, ersetzt
P;.

Drittes Beispiel

Die Bevolkerung ist unterteilt in Staatsangehorige, Ménner ( £ = 1) oder Frauen ( £ = 2) und Auslénder, Méanner ( k = 3) oder Frauen ( k=
4). Wir nehmen an

d1 0 —T1,3 0 0 Bl,2 0 0 0

0 dy 0 0 B 0 0 0
A— 2 T2,4 . B= 2,2 . M= ’

0 0 d3 + 71,3 0 0 0 0 3374 M3

0 0 0 d4 + T2,4 0 0 0 B4’4 M4

Dies bedeutet, dass auslédndische Frauen auslédndische Kinder zur Welt bringen, Auslénder jedoch ihre Staatsangehérigkeit dndern konnen
(sie werden von Teilbevolkerung 3 oder 4 auf Teilbevolkerung 1 oder 2 iibertragen). Zur Vereinfachung nehmen wir and; = d3 und da = ds:
Die Sterblichkeit von Auslédndern ist die gleiche wie die von Staatsangehdrigen. Wir gehen auch davon aus By s = Ba s = by und

Bs 4 = Byy = by. Wir haben dann



so0=| 0 %202 0 5a02)
’ 0 0 S5.3(0, z) 0
0 0 0 S1,4(0, z)
mit
Si(y,e) = WaWW 5, (y z) = e B A
Sy5(y,z) = e K@M A5 ) = oo [l i) du
und
Sisly,@) = bhtd / " ria(z) e A A @ @i,
Yy
Sou(y, ) =€ Jy dafw) du + ’ To4(2) e 2 da(u) du—Jldo(u)+moa()ldu g
Yy
Wir haben also
0 fooo bg(m) Szg(m) dr 0 fooo b2(m) 52,4(:E) dx
Goy= |0 I @) Sa@)de 0 o ba(e) Saa(w) do
0 0 0 [y7ba(2) Sua(x) dz
0 0 0 [°bu(z) Saa(z) da

G(0) ist eine obere Dreiecksmatrix,

p(G(0)) = max{/ by(zx) e Jo d2(w) du / by(z) e Jo [ +ma(w)] d“}.

0 0

Wir nehmen an p(G(0)) < 1. Der Vektor R ist immer noch leicht zu berechnen. Wir definieren

L, = / ba(c) / Soa(y, @) Mi(y) dy da
0 0
Li= / bi(z) / Su4(4,2) Ma(y) dy da.
0 0
Wir haben L = (Lg, La, Ly, Ly) und

Ly + G2,4(0)La/(1 — G44(0)) Ly

R =Ry = " y Rs=Ry=—T—7—.
1—G>2(0) 1 —G44(0)

Endlich haben wir Vz > 0,
Pi(z,t) H—0>051’1(0, z)Ry + 513(0,z)R3 + /Ow S13(u, ) Ms(u) du
Py(z,t) H—O>OS272(0, z)Ry + S24(0, )Ry + /OZ Sy 4(u, ) My(u) du
Py(z,t) 353’3(0, z)Rs + /OZ Ss 3(u, ©) M;(u) du
Pi(a,8) 3 S1a0 )R+ | 54l ) M) d

Beachten Sie, dass dieses dritte Beispiel auf das erste Beispiel reduziert wird, wenn 71 3 = 71,2 = 0 Das heilit, wenn sich die Teilpopulationen
{1,2} und {3,4} nicht vermischen.

4. Software

Um diese Studie zu veranschaulichen, haben wir ein Programm geschrieben, das in der Scilab-Umgebung ausgefiihrt wird. Eine
kostenlose Software zur numerischen Berechnung finden Sie unter www-rocq.inria.fi/scilab. Das Programm mit dem Namen census.sci
finden Sie mit den Dateien, die die Daten fiir Frankreich enthalten, unter
www.ann.jussieu. fr/~bacaer/Prog/Immigration/immigration/immigration.html. Es 16st das System partieller Differentialgleichungen mit der
Finite-Differenzen-Methode. Wir wéhlen 6t > 0 und éz > 0. P, ist der Wert von Pi(z,t) wenn « = ¢ dz und ¢ = j 6. Wir verwenden
ahnliche Notationen fiir Ay, M, By und P,?. Wir haben dann

P = (P, Vi>o,



0,j+1 _
P, =

K
=1

Z B;c,l‘Pll’Ja V.] >0,
=0

Pi7j+1 _ P%] P’v] _ Pi*l,j K ) . )
k k k k i, . .
5 + = +Y ALPY =M, Vi1, Vi>1
=1

Beachten Sie die Diskretisierungen, die im Vergleich zur Zeit progressiv und im Vergleich zum Alter retrograd sind. Die Gleichungen sind
tatsdchlich Advektionsgleichungen, daher miissen wir die Richtung der Kennlinien beriicksichtigen, um ein konvergierendes Schema zu
erhalten. Die Bedingung ¢ < dz muss auch respektiert werden. Im Programm haben wir immer genommen dz gleich einem Jahr.

Erliduterung
Die Syntax lautet wie folgt:
census(X,K,annees,gauche,droit,pfichiers,bindices,dindices,dfichiers,mindices,mfichiers).
Definitionen:

X, K: positive ganze Zahlen

annees: Vektor von positiven oder Null-Ganzzahlen

gauche,droit: K Spaltenmatrizen reeller Zahlen

pfichiers, bfichiers, dfichiers, mfichiers: Vektoren von Zeichenketten
bindices, dindices: zwei Spaltenmatrizen positiver Ganzzahlen < K
mindices: Vektor positiver Ganzzahlen < K.

Bedeutung:

X: maximales Alter

K: Anzahl der Subpopulationen

annees: Zeiten, in denen die Bevolkerung gezogen wird

gauche, droite: Die Linien links (bzw. rechts) definieren die linearen Kombinationen von (P4, ..., Pk), die in der Abbildung links

(bzw. rechts) dargestellt sind

pfichiers, bfichiers, dfichiers, mfichiers: Dateinamen, die die Daten enthalten; Diese Dateien sind Spaltenvektoren

¢ bindices, dindices: Die Zeilen dieser Matrizen geben die Indizes (Zeile und Spalte) der Nicht-Null-Koeffizienten der Matrizen B und
A an, deren Wert in angegeben ist bfichiers und dfichiers. Die Anzahl der Zeilen von bindices (bzw. dindices) ist also gleich der
Léange des Vektors bfichiers (bzw. dfichiers)

¢ mindices: Indizes von Nicht-Null - Koeffizienten des Vektors M . Der Wert ist in mfichiers.

Erstes Beispiel

Als erste Daten fiir die minnliche und weibliche Bevilkerung nehmen wir die Ergebnisse der Volkszahlung von 1999 in Frankreich.
Fertilitdts- und Mortalitétsraten werden mit Daten aus demselben Jahr berechnet (Beaumel, Doisneau und Vatan, 2001): siche Abbildung 1
(a). Wenn die Einwanderung Null ist, dann

census(99,2,(0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],'male.dat’ female.dat’,[1 2;2 2], ’malebirth.dat’ femalebirth.dat’],
[11; 2 2],maledeath.dat’, femaledeath.dat’],[],[])

gibt Abbildung 1 (b) an, in der die Population schlieBlich gegen 0 konvergiert, jedoch ziemlich langsam.

o 10 20 0 P 50 & 7 30 % 100 —5¢5 —4Ls v —3Ie5 I —2L5 ‘ —125 Y 0 ' 1;5 I 2e|5 ' 3;5 v 4;5 5e5
(@) (b)
Abbildung 1. Ohne Einwanderung. (a) Gesamtgeburten: & — By 5(x) + Bs 2(x). Sterblichkeit: & +— d; () und & — dy(z). (b)
Links: P;(z,t). Auf der rechten Seite: Py(z, t). Durchgehende Linie: Situation 1999. Gepunktete Linien: Projektionen nach 25,
50, 75 und 100 Jahren.

Einwanderung ist jetzt enthalten M (z). Dinh (1994) berechnet M (z) unter Verwendung der Ergebnisse zweier aufeinanderfolgender
Volkszdhlungen und der Daten zu Geburten und Todesfillen zwischen diesen beiden Volkszdhlungen. Die Methode lieferte bis in die 1980er



Jahre verniinftige Ergebnisse. Zwischen 1990 und 1999 lag die Gesamtzuwanderung jedoch in der gleichen Gréenordnung wie die Fehler
bei den Volkszdhlungen, so dass die Berechnungen kein verniinftiges Ergebnis ergaben. Eine andere Methode besteht darin, die jdhrlichen
Daten des Amtes fiir internationale Migration (1999) zu verwenden, die in Abbildung 2 (a) zusammengefasst sind. Die Gesamtzuwanderung
ist die Summe aus Arbeitsmigranten, Einwanderern, die eine Aufenthaltserlaubnis erhalten haben, und Einwanderern im Rahmen der
Familienzusammenfiihrung. Wir fanden Daten nach Alter fiir Einwanderer, die eine Aufenthaltserlaubnis erhalten hatten (daher die

Treppenfunktion in Abbildung 2 (a)). aber nicht fiir Erwachsene im Rahmen der Familienzusammenfiihrung. Fiir die Berechnungen sind nur
die externen Kurven von 2 (a) niitzlich. Also die Anweisung

census(99,2,[0 25 50 75 100],[1 01,[0 1],’'male.dat’ "female.dat’],[1 2; 2 2],[’malebirth.dat’ ’femalebirth.dat’],
[11; 2 2],maledeath.dat’ femaledeath.dat’],[1 2], maleimmigrant.dat’ 'femaleimmigrant.dat’]);

erzeugt Fig. 2 (b). Die Bevolkerungsstruktur konvergiert langsam zu einem stabilen Zustand mit einer kleinen Gesamtbevolkerung (in der
Abbildung nicht dargestellt).
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(b)
Abbildung 2. Einfluss der Einwanderung. (a) Gesamtzuwanderung und ihre drei Komponenten. Nach links: z — M;(z). Auf

der rechten Seite: x — My (). (b) Links: P;(z,t). Auf der rechten Seite: Py(z, t). Kontinuierliche Linie: Situation 1999.
Gepunktete Linie: Projektionen nach 25, 50, 75 und 100 Jahren.

Diese Art von Modell (mit K = 2) dhnelt den diskreten Versionen von INSEE (Brutel, 2001). Es ist leicht, dieses Modell zu kritisieren.
Einerseits verwenden wir relativ niedrige Einwanderungszahlen. Zum anderen werden aktuelle Daten zur Berechnung der Geburtenrate
herangezogen. Derzeit ist diese Rate ziemlich hoch. Dies ist teilweise auf den hohen Anteil von Einwanderern in der Bevolkerung und die

Tatsache zuriickzufiihren, dass Einwanderer hohere Geburtenraten aufweisen als die Franzosen. Dies fiihrt uns zu den folgenden zwei
Modellen.

Zweites Beispiel

Als erste Daten fiir die in Frankreich geborene ménnliche und weibliche Bevolkerung oder Einwanderer nehmen wir die Ergebnisse der
Volkszahlung von 1999 (INSEE, 2001). Wir verwenden das gleiche Einwanderungsprofil wie im ersten Beispiel. Nehmen Sie zur Schitzung
der Fertilititsraten an, dass es eine Zahl gibte > 0 mit By 4(z) = (1 + €)B12(z) und By 4(z) = (1 + €) Bz 2(z) fiir alle x . Wir kennen die

Gesamtzahl der Kinder einer auslandischen Mutter (die mehr oder weniger eine Untergruppe von Migrantinnen bilden) und auch die Anzahl
der auslandischen Frauen. Wir erhalten e = 0,6. Damit

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],’'malenative.dat’ ’femalenative.dat’ 'maleimmigrate.dat’ femaleimmigrate.dat’],
[12;22;14;2 4],[malenativemother.dat’ femalenativemother’ 'maleimmigratemother.dat’ ’femaleimmigratemother.dat’],
[11;22;3 3;44],[maledeath.dat’ ’femaledeath.dat’ 'maledeath.dat’ 'femaledeath.dat’],

[3 4],maleimmigrant.dat’ 'femaleimmigrant.dat’]);

produziert Abbildung 3 fiir die Alterspyramiden von Einwanderern. Die Pyramide konvergiert schnell (nach 100 Jahren) zu einem
stationdren Zustand.
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Abbildung 3. In Frankreich geborene Personen und Einwanderer mit unterschiedlichen Geburtenraten. Nach links: Ps(z, t)
(Einwanderer). Auf der rechten Seite: Py(z,t) (Migrantinnen).

Drittes Beispiel

Als erste Daten fiir die ménnliche und weibliche Bevolkerung mit franzésischer und ausléndischer Staatsangehorigkeit nehmen wir die
Ergebnisse der Volkszdhlung von 1999 (INSEE, 2001). Wir verwenden das gleiche Einwanderungsprofil wie im ersten Beispiel. Um die
Fertilitdtsraten abzuschdtzen, gehen wir immer noch davon aus, dass es eine Zahl gibte > 0 mit B; 4(z) = (1 + €)B; »(z) und
Bya(z) = (1 + €)Ba () fiir alle x . Wenn wir die Gesamtzahl der Kinder kennen, die von auslédndischen Miittern geboren wurden, erhalten
wire = 0,56. Fiir die Anderungsraten der Nationalitét wird davon ausgegangen, dass 713(z) = m,4(z) = 7(z). Mit Daten des
Justizministeriums (2001) haben wir eine Schitzung von 7(z). Siche Abbildung 4 (a). Diese Schétzung fasst die Beitrdge von drei Arten von
Verfahren zusammen, die ebenfalls in Abbildung 4 (a) dargestellt sind: ohne Formalitit oder im Voraus (in Frankreich geborene ausldndische
Kinder, die mit 18 Jahren Staatsbiirger werden), per Dekret (Ausldnder, die lange in gelebt haben) Frankreich und seine Kinder) und durch
Erklarung (Heirat mit einem franzdsischen Staatsbiirger). In allen Féllen, in denen die Altersstruktur nur nach Altersgruppen angegeben ist,
haben wir Treppenfunktionen als Annéherung verwendet. Also die Anweisung

census(99,4,(0 25 50 75 100],[0 0 1 0],{0 0 0 1],’malefrench.dat’ "femalefrench.dat’ 'maleforeign.dat’ *femaleforeign.dat’],
[12;22;34; 4 4],malefrenchmother.dat’ "femalefrenchmother.dat’ 'maleforeignmother.dat’ ’femaleforeignmother.dat’],
[11;13;22;24;33;44],)d11.dat’ *d13.dat’ *d22.dat’ *d24.dat’ *d33.dat’ *d44.dat’],[3 4],

[maleimmigrant.dat’ ’femaleimmigrant.dat’]);

erzeugt Abbildung 4 (b) fiir die Alterspyramiden von Ausldndern. Die Pyramide konvergiert nach 100 Jahren in einen stationdren Zustand.
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Abbildung 4. Franzosen und Ausldnder mit unterschiedlicher Fruchtbarkeit. (a) Erlangung der franzdsischen

Staatsangehorigkeit. Ubertragungsrate 7(x) und die 3 Komponenten. (b) Links: Ps(x, t) (auslandische Méanner). Auf der rechten

Seite: Py(z,t) (ausldndische Frauen).

Vergleich

Um die verschiedenen Modelle zu vergleichen, zeigt Abbildung 5 die Projektionen fiir die Gesamtbevolkerung. Die niedrigste Kurve ist
die ohne Einwanderung. Die hochste Kurve ist die mit Einwanderung, jedoch ohne Unterschied in der Fruchtbarkeit (erstes Beispiel). Die
beiden sehr engen Zwischenkurven entsprechen dem zweiten und dritten Beispiel, bei dem in Frankreich geborene Personen (bzw.
franzosische Staatsbiirger) von Einwanderern (bzw. Ausldndern) unterschieden werden. Der Unterschied fiir die Gesamtbevolkerung
zwischen diesen beiden letzten Modellen und dem ersten Beispiel mit Einwanderung betrégt nach 50 Jahren etwa 0,7 Millionen und nach
100 Jahren etwa 2,5 Millionen.
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Abbildung 5. Projektionen fiir die Gesamtbevolkerung (in Millionen) unter verschiedenen Annahmen.

5. Link zu einem komplexeren Modell

Arino und Smith (1998) untersuchten ein komplexeres Modell mit einer weiteren Variablen, das sich wie folgt verallgemeinert. Jede der K-
Subpopulationen ist in zwei Teile unterteilt:

« Es gibt Personen, die seit ihrer Geburt in dieser Subpopulation leben. Qj(z, t) ist ihre Dichte.
 Personen, die zuvor in einer anderen Subpopulation waren. Ry (z,y, t) ist die Dichte dieser Personen im Alter von x zum Zeitpunkt 7,
der in der Subpopulation gewesen sein £ fiir y Jahre (y <x).

Neugeborene gehoren zum ersten Typ, wihrend {ibertragene Personen und Einwanderer vom zweiten Typ sind. Daher das Modell

9Q | 9Q | pe _
5t + p + A%(2)Q(z,t) =0, Vt>0, Vx>0,

OR OR OR R
E+E++a—y+A(m,y)R(a:,y,t)70, vt >0, Vr>y>0,

Q0.0 - [ " B22)Q(e, 1) da + / ) / " B(2,y)R(z,y,t) dydz, Vt> 0,

R(z,0,t) = TQ(ac)Q(a:,t) +/ TR(a:,y)R(m,y, t)dy+ m(z), Vt>0, Vz >0,
0

Q(:L',O) = Qo(x)a Vo > 0,
R(z,y,0) = R’(z,y), V& >y>0.

Matrizen A® und AF sind diagonal und

AL (z) = dP(z) + Y 72 (),
£k
£k

Dieses Modell, das auf das dritte Beispiel der Abschnitte 3 und 4 angewendet wird, ergibt ein System von acht partiellen
Differentialgleichungen und Kantenbedingungen fiir

e Franzosen von Geburt,

e die Franzosen durch Erwerb,

e in Frankreich geborene Auslénder,
e im Ausland geborene Auslénder.

Geburts- und Transfermatrizen B?, BE, 79 und 7% haben die gleiche Form wie in Abschnitt 3: zum Beispiel 7'1}?3 und 7'2R4 sind die einzigen
Koeffizienten ungleich Null von 7%, Das Modell kann Ubertragungsraten genau darstellen. Fast alle in Frankreich geborenen Auslinder
werden mit 18 Jahren franzdsische Staatsbiirger. 7'1?3 (z) und 7'2?4(90) haben daher einen Peak, wenn x = 18 Jahre. Im Ausland geborene

Auslinder kdnnen im Allgemeinen nicht franzdsisch werden, wenn sie jiinger als 18 Jahre sind oder wenn sie weniger als fiinf Jahre in
Frankreich gelebt haben (laut Gesetz). 7-11?3(33, y) und Tﬁ(m, y) sind daher nahe Null, wenn x <18 oder y <5.

Obwohl das Modell den Evolutionsprozessen korrekt folgt, ist es schwierig zu implementieren, da Daten nicht bekannt sind, wie zum
Beispiel Rg (z, y)fiir 1 <k <4. Diese Daten sind mdglicherweise tiber die Megadatei der Volksziahlung von 1999 verfiigbar, wurden jedoch
nicht verdffentlicht.

Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, dies anzunehmen AE BEynd 7R hénge nicht von y ab . Dies reduziert das
komplexe Modell jedoch mehr oder weniger auf das von Abschnitt 3.3. In der Tat definieren wir
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P(z,t) ist die einzige Lsung des Systems (1) - (2) - (3) mit

A9 0 B@ | BR 0
A= , B= , M= )
(TQ AR — TR) ( 0] 0 ) <m>

Fiir dieses letztere Modell stehen Daten zur Verfiigung, um die Berechnungen durchzufiihren. Das Ergebnis wiirde sich nicht sehr von dem in
Abbildung 4 unterscheiden.

6. Fazit

Das lineare Modell (1) - (2) - (3) konnte fiir andere Probleme niitzlich sein, beispielsweise fiir Fischpopulationen. Subpopulationen
befinden sich mdglicherweise nicht am selben Ort. Man kann sich Subpopulationen an verschiedenen Standorten vorstellen, mit Migrationen
wie bei Arino und Smith (1998). Funktion di(z) kann Angeln einschlieBen. My (z) konnte die Wiedereinfithrung von Fischen einer
gefdhrdeten Art wie Lachs in Frankreich darstellen.

Man kann auch nichtlineare oder inhomogene Versionen des Modells entwickeln, wie in Hoppensteadt (1975), Webb (1985) oder Cushing
(1999).
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