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ملخص

الھدف من ھذه المقالة ھو مناقشة تأثیر الھجرة في نموذج ریاضي لتطور التركیبة العمریة للسكان. في الحالة دون الحرجة ، یتقارب الھیكل العمري إلى حالة ثابتة. نقدم برنامجًا یحاكي
النموذج ویستخدم في الإسقاطات لسكان فرنسا. نحن نصر أیضا على الارتباط بنموذج أكثر تعقیدا.

الكلمات المفتاحیة: التركیبة السكانیة ، التركیبة السكانیة ، الھجرة ، المعادلات التفاضلیة الجزئیة ، تحویل لابلاس

1 المقدمة

). تمثل المتغیرات x و t العمر والوقت.     نقسم السكان إلى مجموعات فرعیة ك (

ھي كثافة السكان الفرعیة ك من العمر س في الوقت ر .
 یمثل وصول أفراد من الفئة العمریة س الذین یدخلون فئة السكان الفرعیة ك ویأتون من مجتمع آخر.

. k الذین یلدون أفرادًا من النوع l ھو خصوبة الأفراد في المجموعة السكانیة الفرعیة 
. k ھي البنیة العمریة الأولیة للسكان

نحدد

ھو المعدل الذي یترك عنده الأفراد في المجموعة السكانیة الفرعیة k السكان. ل k ≠ l ،  ھو لجمیع x كبیرة بما فیھ الكفایة.  ومن المفترض 
معدل انتقال الأفراد من عدد السكان الفرعي l إلى عدد السكان الفرعي k . نحدد

.  ھو الحل الوحید لمعادلات ماكندریك و 

. تأمل المصفوفة علاوة على ذلك، 

مع

(مصفوفة ھویة الحجم K ). نفترض أن الشعاع الطیفي ρ من ھو أقل من 1. نحدد و 

لدینا بعد ذلك

. وبعبارة أخرى ، ھرم العمر  تتحول إلى حالة مستقرة إذا 

    ھذه النتائج موضحة في القسم 2. دراسة السلوك المقارب لل  یعود إلى معادلة تكاملیة
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K ≥ 1

Pk(x, t)
Mk(x) ≥ 0
Bk,l(x) ≥ 0

P 0
k (x)

P(x, t) = (Pk(x, t))1≤k≤K, M(x) = (Mk(x))1≤k≤K, B(x) = (Bk,l(x))1≤k,l≤K, P 0(x) = (P 0
k (x))1≤k≤K.

B(x) = 0dk(x) ≥ 0τk,l(x) ≥ 0

Δk,k(x) = dk(x) +∑
l≠k

τl,k(x), 1 ≤ k ≤ K,

Δk,l(x) = −τk,l(x), k ≠ l,

Δ(x) = (Δk,l(x))1≤k,l≤KP(x, t)

∂P

∂t
+

∂P

∂x
+ Δ(x)P(x, t) = M(x), ∀t > 0, ∀x > 0,

P(0, t) = ∫
∞

0
B(x)P(x, t)dx, ∀t > 0,

P(x, 0) = P 0(x), ∀x > 0.

(1)

(2)

(3)

P(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ [0, +∞[×[0, +∞[

Ĝ(0) = ∫
∞

0

B(x)S(0,x) dx,

∂S

∂x
(ξ,x) = −Δ(x)S(ξ,x), ∀x > ξ

S(ξ, ξ) = IĜ(0)

L = ∫
∞

0

B(x)∫
x

0

S(u,x)M(u) du dx,

R = (I − Ĝ(0))−1L.

P(x, t) ⟶
t→+∞

S(0,x)R + ∫
x

0
S(u,x)M(u) du, ∀x ≥ 0. (4)

x ↦ Pk(x, t)t → +∞

P(x, t)

Φ(t) = F(t) + ∫
t

0

G(x)Φ(t − x) dx, t > 0.
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(Bellman and Cooke (1963 درس ، (K > 1 ) بالنسبة لنظام المعادلات .( ھي وظائف معروفة. درست لوتكا (1939) ھذه المشكلة في حالة معادلة (  و 
ھي مصفوفة غیر قابلة للاختزال (بمعنى نظریة Perron و Frobenius للمصفوفات الإیجابیة). درس كرومب (1970 و 1971) الحالة القابلة للاختزال. الحالة حیث
. . في نموذجنا ، تعني الھجرة غیر المتجانسة في معادلات ماكندریك ذلك  لھ حد غیر صفري إذا  وقد ركزت ھذه الدراسات على الحالة حیث إذا 
إذا طرحنا الحالة المستقرة ، یتم تقلیل المشكلة غیر المتجانسة إلى مشكلة متجانسة ، والتي یمكننا من خلالھا تطبیق النتائج على الوجود والسلوك المقارب. ومع ذلك نقترح أدناه مظاھرة

ولأن الدلیل بسیط للغایة مع الفرضیة دون الحرجة ρ <1. لیست ھناك حاجة للتمییز بین الحالات المختزلة وغیر القابلة للاختزال. للحصول على النتیجة الثانیة

یمثل وفیات ، والتي یمكن أن تشمل أیضًا معدل الھجرة. في المثال الثالث ،     في القسم 3 ، نقدم ثلاثة أمثلة تمثل نموذج السكان. في كل مثال ،  یمثل الھجرة و 
معدل تغییر الجنسیة للأجانب. یقدم القسم 4 برنامجًا یحاكي النموذج وتطبیقھ على الأمثلة الثلاثة ، باستخدام بیانات من فرنسا. في القسم 5 ، قمنا بعمل الرابط مع نموذج أكثر تعقیدًا درسھ

أرینو وسمیث (1998). النموذج الأكثر تعقیدًا یمثل السكان الحقیقیین بشكل أفضل. ومع ذلك ، فإنھ یتضمن معاییر یصعب تقدیرھا بسبب نقص البیانات عن السكان في الأقسام السابقة.
یشیر الاستنتاج إلى كیفیة تطبیق النموذج الأساسي (1) - (2) - (3) على مجموعات الحیوانات. ثم تأخذ المعادلات معنى مختلفاً.

    أخیرا ، دعونا نذكر بعض الدراسات عن نمذجة الھجرة. درس Barbu و Iannelli و Martcheva (2001) إمكانیة التحكم في البنیة العمریة للسكان عن طریق الھجرة المنتقاة
حسب العمر. في Alvarado and Creedy (1998) ، ھناك نماذج منفصلة.

2. بیان النتائج

الصیاغة كمعادلة متكاملة

    یتم تقلیل نظام المعادلات التفاضلیة الخطیة الجزئیة من الدرجة الأولى إلى نظام معادلات تفاضلیة خطیة عادیة من الدرجة الأولى على طول المنحنیات الممیزة. لقد فعلنا ذلك

. نملك نحدد 

ویترتب على الصیغ التي تم الحصول علیھا لـ x > t و x < t ذلك ھو حل معادلة متكاملة

 ھي المصفوفة

 ھو المتجھ

المعادلة (1) لھا حل فرید ، كما یمكن رؤیتھ مع طریقة التقارب المتتالي (Bellman and Cooke، 1963). لذا فإن المعادلة التفاضلیة الجزئیة الأولیة لھا أیضًا حل فرید. ومع ذلك ،
Berman) ھي مصفوفة ذات معاملات موجبة أو صفریة  ، فإن العناصر الموجودة بقطر Δ موجبة أو صفریة وتلك خارج القطر سالبة أو صفریة. ھذا یعني أنھ إذا

. وفقاً لـ (5) و (6) ، . وفقاً لطریقة التقارب المتتالي ، and Plemmons، 1994 الفصل 6 §3.12). اذا لدینا و 
. یوضح ھذا النتائج الأولین.

تحویل لابلاس

     ھو أصغر رقم حقیقي لدرجة أن تكامل المتجھ التالي متقارب تمامًا

. اذا لدینا ھو تحویل لابلاس Φ. نحدد و  بنفس الطریقة.  ھي وظیفة دعمھا مضغوط.  وبالتالي ھي أیضا وظیفة مع دعم مضغوط و 

ھي مصفوفة ھویة حجم K . لدینا بعد ذلك

. نملك یاخذ  مع 

بحسب ھورن وجونسون (1985 ، 8.1.18 و 8.1.19) ، لدینا الأشعة الطیفیة المناظرة

F(t)G(x)K = 1
∫

∞
0 G(x) dx

F(t) → 0t → ∞F(t)t → ∞

(P(x, t) ≥ 0)

M(x)dk(x)τk,l(x)

P(x, t) = S(x − t,x)P 0(x − t) + ∫
x

x−t

S(u,x)M(u) du, ∀x > t, (5)

P(x, t) = S(0,x)P(0, t − x) + ∫
x

0
S(u,x)M(u) du, ∀x < t. (6)

Φ(t) = P(0, t)

Φ(t) = ∫
t

0

B(x)P(x, t) dx + ∫
∞

t

B(x)P(x, t) dx, t > 0.

Φ(x, t)

Φ(t) = F(t) + ∫
t

0

G(x)Φ(t − x) dx, t > 0. (7)

G(x)

G(x) = B(x)S(0,x).

F(t)

F(t) = ∫
t

0
B(x) ∫

x

0
S(u,x)M(u) du dx + ∫

∞

t

B(x)S(x − t,x)P 0(x − t) dx

+ ∫
∞

t

B(x) ∫
x

x−t

S(u,x)M(u) du dx. (8)

a ≤ bS(a, b)
F(t) ≥ 0G(x) ≥ 0 ∀x, t ≥ 0Φ(t) ≥ 0 ∀ t ≥ 0

P(x, t) ≥ 0 ∀x, t ≥ 0

ξ0(Φ)

Φ̂(z) = ∫
∞

0
e−ztΦ(t) dt, ∀z ∈ C,  Re(z) > ξ0.

ξ0(F)ξ0(G)B(x)G(x)ξ0(G) = −∞

Φ̂(z) = F̂ (z) + Ĝ(z)Φ̂(z), ∀z ∈ C,  Re(z) > max{ξ0(Φ), ξ0(F)}.

I

(I − Ĝ(z))Φ̂(z) = F̂ (z).

z ∈ Cξ = Re(z) > 0

|Ĝk,l(z)| ≤ Ĝk,l(ξ) ≤ Ĝk,l(0), ∀1 ≤ k, l ≤ K.



یمكن عكسھ. لقد فعلنا ذلك و 

، نأخذ تحویل لابلاس العكسي. نحصل على أي رقم حقیقي و 

. تعطي الصیغة (8) نحدد 

، مع  و 

مع أكبر جزء حقیقي ، و L ھو المتبقي عند z = 0. لذا z = 0 ھو أیضًا القطب مع الجزء الحقیقي الأكبر و      إذا كانت L ≠ 0 ، فإن z = 0 ھي قطب
ھو المتبقي عند z = 0. تعطي الصیغة المتبقیة على (9)

. في جمیع الأحوال ھذا لا یزال صحیحا إذا L = 0 ، لأنھ بعد ذلك كل أقطاب في النصف الأیسر من المستوى المركب.  لذلك یتحول إلى 0 إذا 
ینتج من (6)

ھذه ھي النتیجة الثالثة.

3. أمثلة

. معدل الوفیات. إذا كان ھناك ھجرة ، یتغیر فقط     تم تصمیم الأمثلة في ھذا القسم لتمثیل السكان:  ھي الھجرة و 

المثال الأول

    ینقسم السكان بین الرجال ( ك = 1) والنساء ( ك = 2). ومن المفترض

. ھذا الافتراض یعني أن فرص أن یكون مما یعني أن عدد الموالید یعتمد على عدد النساء ولكن لیس على عدد الرجال. لتبسیط الصیغ ، افترض ذلك
المولود صبیاً أو فتاة متساویة (في الواقع ، ھذا صحیح تقریباً).

لھ نفس الھیكل. لذا فإن نصف القطر الطیفي ھو     لأن B ھي مصفوفة مثلثة أعلى ،

. یتم حساب المتجھ R بسھولة: ومن المفترض 

، لدینا بعد ذلك 

المثال الثاني

    ینقسم السكان بین الرجال المولودین في الدولة ( ك = 1) ، والنساء المولودات في البلاد ( ك = 2) والجیل الأول من المھاجرین ، والرجال ( ك = 3) أو النساء ( ك = 4). ومن
المفترض

ρ(Ĝ(z)) ≤ ρ(Ĝ(ξ)) ≤ ρ(Ĝ(0)) < 1,

I − Ĝ(z)

Φ̂(λ) = (I − Ĝ(z))−1F̂ (z), ∀z ∈ C,  Re(z) > max{ξ0(Φ), ξ0(F)}.

ξ > max{ξ0(Φ), ξ0(F), 0}∀t > 0

Φ(t) =
1

2πi
lim
η→∞

∫
ξ+iη

ξ−iη

ezt(I − Ĝ(z))−1F̂ (z) dz. (9)

X = sup{x ≥ 0;  ∃k, l,  Bk,l(x) > 0}

F(t) = L = ∫
∞

0
B(x) ∫

x

0
S(u,x)M(u) du dx, ∀ t ≥ X.

z ∈ CRe(z) > 0

F̂ (z) = ∫
X

0

e−ztF(t) dt +
e−zX

z
L .

F̂(I − Ĝ(z))−1F̂ (z)

R = (I − Ĝ(0))−1L

Φ(t)⟶
t→∞

R.

(I − Ĝ(z))−1F̂ (z)Φ(t)t → ∞

P(x, t)⟶
t→∞

S(0,x)R + ∫
x

0
S(u,x)M(u) du, ∀x ≥ 0. (10)

Mk(x)dk(x)dk(x)

Δ = ( ), B = ( ), M = ( ),
d1 0

0 d2

0 B1,2

0 B2,2

M1

M2

B1,2(x) = B2,2(x) = b(x)

Ĝ(0)

ρ(Ĝ(0)) = ∫
∞

0
b(x) e− ∫ x

0 d2(u) du dx.

ρ(Ĝ(0)) < 1

R1 = R2 =
∫ ∞

0
b(x) ∫ x

0
e− ∫ x

u
d2(v) dvM2(u) du dx

1 − ∫
∞

0 b(x) e− ∫ x

0 d2(u) dudx
.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

e− ∫
x

0 d1(u) duR1 + ∫
x

0

e− ∫
x

u d1(v) dvM1(u) du,

P2(x, t)⟶
t→∞

e− ∫
x

0 d2(u) duR2 + ∫
x

0

e− ∫
x

u d2(v) dvM2(u) du.



. لأن B و مما یعني أن النساء المھاجرات یلدن أطفالاً في البلاد ، بمعدل مختلف عن النساء المولودات في البلاد. لنفترض ذلك أیضًا و 
 ھي مصفوفات مثلثة علیا ،

). ومن المفترض . في ھذا النموذج ، لا یمكن لمعدل الخصوبة المرتفع للمھاجرین تغییر وضع دون الحرج إلى وضع فوق الحرج (  لا یعتمد علیھا 
. لا یزال یتم حساب المتجھ R بسھولة:

، لدینا بعد ذلك 

، بمعنى ، إذا اتبع الجیل الأول من المھاجرین على الفور معدلات الخصوبة والوفیات ،  و  لاحظ أن ھذا المثال الثاني یعطي المثال الأول مرة أخرى إذا 
. المحلیة. في الواقع، یستبدل  و  یستبدل 

المثال الثالث

    ینقسم السكان إلى مواطنین ، رجال ( ك = 1) أو نساء ( ك = 2) ، وأجانب ، رجال ( ك = 3) أو نساء ( ك = 4). ومن المفترض

مما یعني أن النساء الأجنبیات یلدن أطفالاً أجانب ، ولكن یمكن للأجانب تغییر جنسیتھم (یتم نقلھم من الفئة الفرعیة 3 أو 4 إلى الفئة الفرعیة 1 أو 2). لتبسیط ، نفترض و 
. لدینا بعد ذلك : وفاة الأجانب ھي نفس نسبة وفاة المواطنین. نفترض أیضا  و 

مع

و

لقد فعلنا ذلك

 ھي مصفوفة مثلثة علویة ،

Δ = , B = , M = ,

⎛⎜⎝d1 0 0 0

0 d2 0 0

0 0 d3 0

0 0 0 d4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 B1,2 0 B1,4

0 B2,2 0 B2,4

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0

0

M1

M2

⎞⎟⎠B1,2 = B2,2 = b2B1,4 = B2,4 = b4

Ĝ(0)

ρ(Ĝ(0)) = ∫
∞

0
b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) du dx.

ρ(Ĝ(0))b4ρ(Ĝ(0)) > 1

ρ(Ĝ(0)) < 1

R1 = R2 =
∫

∞

0
b4(x) ∫

x

0
e− ∫ x

u
d4(v) dvM4(u) du dx

1 − ∫ ∞
0

b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) dudx
, R3 = R4 = 0.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d1(u) duR1,

P2(x, t)⟶
t→∞

e− ∫ x

0 d2(u) duR2

P3(x, t)⟶
t→∞

∫
x

0
e− ∫ x

u
d3(v) dvM3(u) du,

P4(x, t)⟶
t→∞

∫
x

0
e− ∫ x

u
d4(v) dvM4(u) du.

d1 = d3d2 = d4b2 = b4

P1 + P3P1P2 + P4P2

Δ = , B = , M = ,

⎛⎜⎝d1 0 −τ1,3 0

0 d2 0 τ2,4

0 0 d3 + τ1,3 0

0 0 0 d4 + τ2,4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0 B1,2 0 0

0 B2,2 0 0

0 0 0 B3,4

0 0 0 B4,4

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝0

0

M3

M4

⎞⎟⎠d1 = d3

d2 = d4B1,2 = B2,2 = b2B3,4 = B4,4 = b4

S(0,x) =

⎛⎜⎝S1,1(0,x) 0 S1,3(0,x) 0

0 S2,2(0,x) 0 S2,4(0,x)

0 0 S3,3(0,x) 0

0 0 0 S4,4(0,x)

⎞⎟⎠S1,1(y,x) = e
− ∫ x

y
d1(u) du, S2,2(y,x) = e

− ∫ x

y
d2(u) du,

S3,3(y,x) = e
− ∫ x

y
[d1(u)+τ1,3(u)] du, S4,4(y,x) = e

− ∫ x

y
[d2(u)+τ2,4(u)] du,

S1,3(y,x) = e− ∫ x

y
d1(u) du + ∫

x

y

τ1,3(z) e− ∫ x

z
d1(u) du−∫ z

y
[d1(u)+τ1,3(u)]dudz,

S2,4(y,x) = e− ∫ x

y
d2(u) du + ∫

x

y

τ2,4(z) e− ∫ x

z
d2(u) du−∫ z

y
[d2(u)+τ2,4(u)]dudz.

Ĝ(0) =

⎛⎜⎝0 ∫
∞

0 b2(x)S2,2(x) dx 0 ∫
∞

0 b2(x)S2,4(x) dx

0 ∫
∞

0 b2(x)S2,2(x) dx 0 ∫
∞

0 b2(x)S2,4(x) dx

0 0 0 ∫
∞

0 b4(x)S4,4(x) dx

0 0 0 ∫
∞

0 b4(x)S4,4(x) dx

⎞⎟⎠ Ĝ(0)



. لا یزال المتجھ R محسوباً بسھولة. نحدد ومن المفترض 

نملك  و

، أخیرا ، لدینا 

، ھذا یعني إذا لم تختلط الفئات الفرعیة {1،2} و {3،4}. لاحظ أن ھذا المثال الثالث یختزل إلى المثال الأول إذا 

4. البرمجیات
    لتوضیح ھذه الدراسة ، كتبنا برنامجًا یتم تشغیلھ في بیئة Scilab ، وھو برنامج مجاني للحساب العددي متاح على www-rocq.inria.fr/scilab. یمكن العثور على البرنامج

المسمى census.sci مع الملفات التي تحتوي على البیانات الخاصة بفرنسا على العنوان
www.ann.jussieu.fr/~bacaer/Prog/Immigration/immigration/immigration.html. یحل نظام المعادلات التفاضلیة الجزئیة باستخدام طریقة الفروق المحدودة. یتم

. لدینا بعد ذلك ،  و   ، . نستخدم تدوینات مماثلة ل .  ھي قیمة  إذا  و  تحدید و 

لاحظ التخمینات التدریجیة مقارنة بالوقت والتراجع مقارنة بالعمر. المعادلات ھي في الواقع معادلات التأفق ، لذلك یجب أن نأخذ في الاعتبار اتجاه المنحنیات الممیزة للحصول على
یجب احترامھ أیضًا. في البرنامج ، أخذنا دائما یساوي سنة واحدة. مخطط متقارب. الحالة

تفسیر

    النحو التالي:

.

تعریفات:

X، K: أعداد صحیحة موجبة
: متجھ الأعداد الصحیحة الموجبة أو الصفریة

: مصفوفات العمود K من الأعداد الحقیقیة ،
: نواقل سلاسل الأحرف  ،  ،  ،

: عمودین من الأعداد الصحیحة الموجبة   ،
. : ناقل الأعداد الصحیحة الموجبة 

المعنى:

X: أقصى عمر
K: عدد المجموعات الفرعیة

: الأوقات التي سیتم فیھا رسم السكان
، والتي یتم تمثیلھا على الیسار (التنفس على الیمین) في الشكل : الخطوط الموجودة على الیسار (على الیمین) تحدد المجموعات الخطیة لـ   ،

: أسماء الملفات التي تحتوي على البیانات ؛ ھذه الملفات عبارة عن متجھات أعمدة  ،  ،  ،
: تعطي صفوف ھذه المصفوفات مؤشرات (صف وعمود) للمعاملات غیر الصفریة للمصفوفتین B و Δ ، والتي ترد قیمتھا في و   ،

( وبالتالي یساوي طول الناقل  (ریب.  . عدد خطوط (ریب. 
. : مؤشرات من غیر صفر معاملات ناقلات M . القیمة في

ρ(Ĝ(0)) = max{∫
∞

0
b2(x) e− ∫ x

0 d2(u) du ;  ∫
∞

0
b4(x) e− ∫ x

0 [d2(u)+τ2,4(u)] du}.

ρ(Ĝ(0)) < 1

L2 = ∫
∞

0
b2(x)∫

x

0
S2,4(y,x)M4(y) dy dx

L4 = ∫
∞

0
b4(x)∫

x

0
S4,4(y,x)M4(y) dy dx.

L = (L2, L2, L4, L4)

R1 = R2 =
L2 + Ĝ2,4(0)L4/(1 − Ĝ4,4(0))

1 − Ĝ2,2(0)
, R3 = R4 =

L4

1 − Ĝ4,4(0)
.

∀x ≥ 0

P1(x, t)⟶
t→∞

S1,1(0,x)R1 + S1,3(0,x)R3 + ∫
x

0
S1,3(u,x)M3(u) du

P2(x, t)⟶
t→∞

S2,2(0,x)R2 + S2,4(0,x)R4 + ∫
x

0
S2,4(u,x)M4(u) du

P3(x, t)⟶
t→∞

S3,3(0,x)R3 + ∫
x

0
S3,3(u,x)M3(u) du

P4(x, t)⟶
t→∞

S4,4(0,x)R4 + ∫
x

0
S4,4(u,x)M4(u) du.

τ1,3 = τ1,2 = 0

δt > 0δx > 0P
i,j
kPk(x, t)x = i δxt = j δtΔk,lMkBk,lP 0

k

P
i,0
k = (P 0

k )i, ∀i ≥ 0,

P
0,j+1
k =

K

∑
l=1

∞

∑
i=0

Bi
k,lP

i,j
l , ∀j ≥ 0,

P
i,j+1
k − P

i,j
k

δt
+

P
i,j
k − P

i−1,j
k

δx
+

K

∑
l=1

Δi
k,lP

i,j
l = M i

k, ∀i ≥ 1, ∀j ≥ 1.

δt ≤ δxδx

census(X,K,annees,gauche,droit,pfichiers,bindices,dindices,dfichiers,mindices,mfichiers)

annees
gauchedroit

pfichiersbfichiersdfichiersmfichiers
bindicesdindices≤ K

mindices≤ K

annees
gauchedroite(P1, … ,PK)

pfichiersbfichiersdfichiersmfichiers
bindicesdindicesbfichiers
dfichiersbindicesdindicesbfichiersdfichiers
mindicesmfichiers



المثال الأول

    كبیانات أولیة للسكان الذكور والإناث ، نأخذ نتائج تعداد 1999 في فرنسا. یتم حساب معدلات الخصوبة والوفیات باستخدام بیانات من نفس العام (بومیل ودویسنو وفاتان ، 2001):
انظر الشكل 1 (أ). إذا كانت الھجرة صفراً ، فعندئذٍ

یعطي الشكل 1 (ب) ، حیث یتقارب السكان في النھایة إلى 0 ، ولكن ببطء شدید.

 
. على الیمین: . (ب) الیسار: . معدل الوفیات: و  الشكل 1. بدون ھجرة. (أ) مجموع الولادات:

. خط مستمر: الوضع في عام 1999. الخطوط المنقطة: إسقاطات بعد 25 و 50 و 75 و 100 سنة.

باستخدام نتائج تعدادین متتالیین وبیانات الولادات والوفیات بین ھذین التعدادین. أعطت الطریقة نتائج معقولة حتى . دینھ (1994) محسوبة     یتم تضمین الھجرة الآن 
الثمانینیات ، ولكن بین عامي 1990 و 1999 ، كان إجمالي الھجرة من نفس ترتیب الأخطاء في التعدادات ، بحیث لم تعطي الحسابات نتیجة معقولة. طریقة أخرى ھي استخدام البیانات

السنویة من مكتب الھجرة الدولیة (1999) ، والتي تم تلخیصھا في الشكل 2 (أ). إجمالي الھجرة ھو مجموع العمال المھاجرین ، والمھاجرین الذین حصلوا على تصریح إقامة ،
والمھاجرین في سیاق لم شمل الأسرة. وجدنا بیانات حسب العمر للمھاجرین الذین حصلوا على تصریح إقامة (ومن ثم وظیفة الدرج في الشكل 2 (أ)) ، ولكن لیس للبالغین في سیاق لم

شمل الأسرة. بالنسبة للحسابات ، تكون المنحنیات الخارجیة للشكل 2 (أ) فقط مفیدة. إذن التعلیمات

ینتج الشكل 2 (ب). یتحول الھیكل السكاني ببطء إلى حالة مستقرة مع إجمالي عدد صغیر من السكان (غیر موضح في الشكل).

 
. على الیمین: . (ب) الیسار: . على الیمین: الشكل 2. تأثیر الھجرة. (أ) مجموع الھجرة ومكوناتھا الثلاثة. على الیسار:

. خط مستمر: الوضع في عام 1999. خط منقط: إسقاطات بعد 25 و 50 و 75 و 100 سنة.

) یشبھ الإصدارات المنفصلة المستخدمة من قبل INSEE (Brutel، 2001). من السھل انتقاد ھذا النموذج. من ناحیة ، نستخدم أرقام ھجرة     ھذا النوع من النماذج (مع 
منخفضة إلى حد ما. من ناحیة أخرى ، یتم استخدام البیانات الحالیة لحساب معدل الموالید. حالیا ، ھذا المعدل مرتفع جدا. ویرجع ذلك جزئیاً إلى ارتفاع نسبة المھاجرین بین السكان

وحقیقة أن معدلات الخصوبة لدى المھاجرین أعلى من الفرنسیین. ھذا یقودنا إلى النموذجین التالیین.

المثال الثاني

    كبیانات أولیة للسكان الذكور والإناث المولودین في فرنسا أو المھاجرین ، نأخذ نتائج تعداد 1999 (INSEE ، 2001). نستخدم نفس ملف الھجرة كما في المثال الأول. لتقدیر
للجمیع س . نحن نعلم إجمالي عدد الأطفال المولودین معدلات الخصوبة ، افترض أن ھناك رقمًا مع  و 

. ثم لأمھات أجانب (الذین ھم إلى حد ما مجموعة فرعیة من النساء المھاجرات) وكذلك عدد النساء الأجنبیات. نحصل

census(99,2,[0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],['male.dat' 'female.dat',[1 2;2 2],['malebirth.dat' 'femalebirth.dat'],
[1 1; 2 2],['maledeath.dat', 'femaledeath.dat'],[],[])

x ↦ B1,2(x) + B2,2(x)x ↦ d1(x)x ↦ d2(x)P1(x, t)
P2(x, t)

M(x)M(x)

census(99,2,[0 25 50 75 100],[1 0],[0 1],['male.dat' 'female.dat'],[1 2; 2 2],['malebirth.dat' 'femalebirth.dat'],
[1 1; 2 2],['maledeath.dat' 'femaledeath.dat'],[1 2],['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

x ↦ M1(x)x ↦ M2(x)P1(x, t)
P2(x, t)

K = 2

ε > 0B1,4(x) = (1 + ε)B1,2(x)B2,4(x) = (1 + ε)B2,2(x)
ε = 0,6

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],['malenative.dat' 'femalenative.dat' 'maleimmigrate.dat' 'femaleimmigrate.dat'],
[1 2; 2 2; 1 4; 2 4],['malenativemother.dat' 'femalenativemother' 'maleimmigratemother.dat' 'femaleimmigratemother.dat'],



 

ینتج الشكل 3 للأھرامات العمریة للمھاجرین. یتحول الھرم بسرعة (بعد 100 عام) إلى حالة ثابتة.

(رجال مھاجرون). على الیمین: (المھاجرات). الشكل 3. الأشخاص الذین ولدوا في فرنسا والمھاجرین بمعدلات خصوبة مختلفة. على الیسار:

المثال الثالث

    كبیانات أولیة للسكان الذكور والإناث من الجنسیة الفرنسیة والأجنبیة ، نأخذ نتائج تعداد 1999 (INSEE ، 2001). نستخدم نفس ملف الھجرة كما في المثال الأول. لتقدیر معدلات
للجمیع س . معرفة إجمالي عدد الأطفال المولودین الخصوبة ، ما زلنا نفترض أن ھناك عددًا مع  و 

. انظر . مع بیانات من وزارة العدل (2001) ، لدینا تقدیر . لمعدلات تغییر الجنسیة ، یفترض ذلك لأمھات أجنبیات ، نحصل علیھ
الشكل 4 (أ). یلخص ھذا التقدیر مساھمات ثلاثة أنواع من الإجراءات ، كما ھو موضح أیضًا في الشكل 4 (أ): بدون إجراء رسمي أو مقدمًا (الأطفال الأجانب المولودون في فرنسا

والذین أصبحوا مواطنین في سن 18) ، بموجب مرسوم (الأجانب الذین عاشوا طویلاً في فرنسا وأولادھم) وعن طریق الإعلان (الزواج من مواطن فرنسي). في جمیع الحالات التي یتم
فیھا إعطاء الھیكل العمري فقط حسب الفئة العمریة ، استخدمنا وظائف الدرج كتقریب. إذن التعلیمات

 

ینتج الشكل 4 (ب) للأھرامات العمریة للأجانب. یتحول الھرم بعد 100 عام إلى حالة ثابتة.

 
(الرجال الأجانب). والمكونات الثلاثة. (ب) الیسار: الشكل 4. الفرنسیون والأجانب مع خصوبة مختلفة. (أ) الحصول على الجنسیة الفرنسیة. معدل نقل

على الیمین: (المرأة الأجنبیة).

مقارنة

    لمقارنة النماذج المختلفة ، یوضح الشكل 5 الإسقاطات لمجموع السكان. أدنى منحنى ھو أنھ بدون ھجرة. أعلى منحنى ھو أنھ مع الھجرة ولكن دون اختلاف في الخصوبة (المثال
الأول). یتوافق المنحنیان المتوسطان الوثیق جدًا مع المثال الثاني والثالث ، حیث یتم تمییز الأشخاص المولودین في فرنسا (مواطنون فرنسیون) عن المھاجرین (أجانب.). الفرق بالنسبة

لإجمالي عدد السكان بین ھذین النموذجین الأخیرین والمثال الأول للھجرة ھو حوالي 0.7 ملیون بعد 50 عامًا وحوالي 2.5 ملیون بعد 100 عام.

[1 1; 2 2; 3 3; 4 4],['maledeath.dat' 'femaledeath.dat' 'maledeath.dat' 'femaledeath.dat'],
[3 4],['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

P3(x, t)P4(x, t)

ε > 0B3,4(x) = (1 + ε)B1,2(x)B4,4(x) = (1 + ε)B2,2(x)
ε = 0,56τ1,3(x) = τ2,4(x) = τ(x)τ(x)

census(99,4,[0 25 50 75 100],[0 0 1 0],[0 0 0 1],['malefrench.dat' 'femalefrench.dat' 'maleforeign.dat' 'femaleforeign.dat'],
[1 2; 2 2; 3 4; 4 4],['malefrenchmother.dat' 'femalefrenchmother.dat' 'maleforeignmother.dat' 'femaleforeignmother.dat'],

[1 1; 1 3; 2 2; 2 4; 3 3; 4 4],['d11.dat' 'd13.dat' 'd22.dat' 'd24.dat' 'd33.dat' 'd44.dat'],[3 4],
['maleimmigrant.dat' 'femaleimmigrant.dat']);

τ(x)P3(x, t)
P4(x, t)



الشكل 5. إسقاطات لإجمالي عدد السكان (بالملایین) في ظل افتراضات مختلفة.

5. الارتباط بنموذج أكثر تعقیدًا

    درس أرینو وسمیث (1998) نموذجًا أكثر تعقیدًا مع متغیر واحد آخر ، والذي یعمم على النحو التالي. كل من K ینقسم القطعان إلى قسمین:

ھناك أفراد كانوا في ھذه الفئة الفرعیة منذ الولادة.  كثافتھا.
ھي كثافة من ھؤلاء الأفراد في سن العاشر في وقت ر ، الذین كانوا في شبھ سكان ك ل ذ سنوات ( ص < الأفراد الذین كانوا في مجموعة سكانیة أخرى من قبل. 

س ).

ینتمي حدیثو الولادة إلى النوع الأول ، بینما ینتقل الأفراد المھاجرون والمھاجرون من النوع الثاني. ومن ھنا النموذج

المصفوفات  و  قطري و

ھذا النموذج ، المطبق على المثال الثالث من القسمین 3 و 4 ، یعطي نظامًا من ثمانیة معادلات تفاضلیة جزئیة وظروف حافة لـ

الشعب الفرنسي بالولادة ،
الفرنسیون عن طریق الاستحواذ ،

الأجانب المولودین في فرنسا ،
الأجانب المولودین في الخارج.

. یمكن أن یمثل النموذج ،  و  لھا نفس النموذج كما في القسم 3: على سبیل المثال ،  و  ھي المعاملات الوحیدة غیر الصفریة   ، مصفوفات الولادة والنقل 
وبالتالي یكون لھا ذروة إذا كان س = 18 سنة. لا یمكن معدلات النقل بدقة. یصبح جمیع الأجانب المولودین في فرنسا تقریباً مواطنین فرنسیین في سن 18 عامًا. و 

للأجانب المولودین في الخارج أن یصبحوا فرنسیین بشكل عام إذا كانوا دون سن 18 عامًا أو إذا كانوا یعیشون في فرنسا لمدة تقل عن خمس سنوات (وفقاً للقانون). و 
.y <5 أو x <18 وبالتالي تكون قریبة من الصفر إذا كان

ل k ≤4 ≥1. قد تكون ھذه     على الرغم من أن النموذج یتبع العملیات التطوریة بشكل صحیح ، إلا أنھ من الصعب تنفیذه لأن البیانات غیر معروفة ، على سبیل المثال 
البیانات متاحة من خلال الملف الضخم لتعداد عام 1999 ، ولكن لم یتم نشرھا.

لا تعتمد على ذ . لكن ھذا یقلل بشكل أو بآخر النموذج المعقد إلى النموذج الوارد في القسم 3.3. في الواقع ، نحن ،  و      إحدى الطرق حول ھذه المشكلة ھي افتراض ذلك 
نحدد

Qk(x, t)
Rk(x, y, t)

∂Q

∂t
+

∂Q

∂x
+ ΔQ(x)Q(x, t) = 0, ∀t > 0, ∀x > 0,

∂R

∂t
+

∂R

∂x
+ +

∂R

∂y
+ ΔR(x, y)R(x, y, t) = 0, ∀t > 0, ∀x > y > 0,

Q(0, t) = ∫
∞

0
BQ(x)Q(x, t) dx + ∫

∞

0
∫

x

0
BR(x, y)R(x, y, t) dy dx, ∀t > 0,

R(x, 0, t) = τQ(x)Q(x, t) + ∫
x

0
τR(x, y)R(x, y, t) dy + m(x), ∀t > 0, ∀x > 0,

Q(x, 0) = Q0(x), ∀x > 0,

R(x, y, 0) = R0(x, y), ∀x > y > 0.

ΔQΔR

ΔQ
k,k(x) = d

Q
k (x) +∑

l≠k

τ
Q
l,k(x),

ΔR
k,k(x, y) = dRk (x, y) +∑

l≠k

τRl,k(x, y).

BQBRτQτRτR1,3τR2,4τR

τ
Q
1,3(x)τ

Q
2,4(x)

τR1,3(x, y)

τR2,4(x, y)

R0
k(x, y)

ΔRBRτR

S(x, t) = ∫
x

0
R(x, y, t) dy , P(x, t) = ( ).

Q(x, t)

S(x, t)



 ھو الحل الوحید للنظام (1) - (2) - (3) مع

بالنسبة لھذا النموذج الأخیر ، تتوفر البیانات لإجراء الحسابات. لن تكون النتیجة مختلفة تمامًا عن الشكل 4.

6. الخلاصة

    یمكن أن یكون النموذج الخطي (1) - (2) - (3) مفیدًا لمشاكل أخرى ، على سبیل المثال لمجموعات الأسماك. قد لا یقیم السكان الفرعیون في نفس المكان. یمكن للمرء أن یتصور
مجموعات فرعیة في مواقع مختلفة ، مع عملیات الھجرة كما ھو الحال في Arino and Smith (1998). الوظیفة قد یشمل الصید.  یمكن أن یمثل إعادة إدخال

الأسماك من الأنواع المھددة بالانقراض ، مثل سمك السلمون في فرنسا.

.(Cushing (1998 أو (Webb (1985 أو (Hoppensteadt (1975 یمكن للمرء أیضًا تطویر إصدارات غیر خطیة أو غیر متجانسة من النموذج ، كما ھو الحال في    

المراجع الببلیوغرافیة

  
  

 
 

  

  
  

  
  
  

  

  
   

  
   

 
  

 
  

  
  

P(x, t)

Δ = ( ), B = ( ), M = ( ).
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dk(x)Mk(x)

Alvarado J. ,  Creedy J.  (1998) Population Aging,  Migration and Social Expenditure. Cheltenham,  Edward Elgar.
Arino O. ,  Smith W. V.  (1998) Migration in age structured population dynamics.
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 8(5) 905 − 925
Barbu V. ,  Iannelli M. ,  Martcheva M.  (2001)
On the controllability of the Lotka − McKendrick model of population dynamics.
Journal of Mathematical Analysis and Applications 253,  142 − 165.
Beaumel C. ,  Doisneau L. ,  Vatan M.  (2001) La situation démographique en 1999  −  mouvement de la population.
Paris :  Institut National de la Statistique et des études économiques.
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