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Résumé :

Le propos de cet exposé est de donner pour la premiére fois une base d’intégrité de
Uespace des tenseurs d’élasticité. Nous considérons dans premier temps le cas des bases
d’intégrité d’espaces de tenseurs d’ordre inférieur ou égal a 2, pour ensuite aborder le
cas de l’espace des tenseurs d’élasticité, d’ordre 4. Ces questions trouvent leur source
a la fois dans des travaux de mécaniques des milieux continus (par ’intermédiaire de
Riviin, Spencer, Boehler et al.) ainsi que dans des travaux de mathématiques (dans le
cadre de la théorie des invariants). Les enjeux sont tout aussi important dans chacun des
deux domaines, que ce soit pour des questions de classification de matériaux élastiques
ou encore de méthodes effectives de description d’espaces d’orbites.

Abstract :

We give in this talk and for the first time an integrity bases of elasticity tensors. We
first introduce integrity basis for tensor spaces of order less or equal to 2. Our goal is
then to get to an integrity basis of tensor spaces of greater order, such as the one of
elasticity tensor (of order 4). Such questions arise from continuum mechanic (as in the
works of Rivlin, Spencer, Boehler and al.) and in the mathematical field of invariant
theory, both questions being of primary importance, as in the one of elastic material
classification or effective approaches in orbit space description.

Mots clefs : Elasticité ; Théorie des invariants ; Espaces de ten-
seurs.
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1 Introduction : motivations mécaniques
1.1 Lois de comportement

En théorie de I’élasticité dite de grande transformation, le tenseur des contraintes de
Cauchy o (d’ordre 2, symétrique) est une fonction tensorielle du tenseur de dilatation
de Cauchy—Green gauche B :

o = G(B).

Si on suppose le matériau isotrope, on en déduit la covariance de G par rapport au
groupe O(3) des transformations orthogonales :

gog’ =gG(B)g" = G(gBg"), Vge 0(3).
D’otli une loi de comportement de la forme [14]
o = agl + 1B + asB?

ou I désigne le tenseur identité et c; des fonctions invariantes du tenseur B. Notons
que dans le cas d’un matériau hyperélastique isotrope, c’est I’énergie libre W (B) qui
est fonction invariante du tenseur B et les coefficients a; s’expriment alors en fonction
de .

A ce stade, plusieurs généralisations sont possibles, que ce soit a travers des lois
de comportement anisotrope [3], ou bien en théorie du second—gradient de la déforma-
tion [8]. Dans ce dernier cas [7], on écrit I’énergie libre W en fonction de la déformation
ainsi que de son gradient

W =W (B, VB).

Le matériau est alors dit isotrope si cette énergie est une fonction isotrope de ses argu-
ments, ¢’est-a-dire si W (B, VB) est fonction des invariants de B (d’ordre 2) et de VB
(d’ordre 3).

Dans la pratique, on recherche les invariants parmi les polynémes invariants, et la
question va naturellement porter sur la recherche d’une base d’intégrité finie (famille
génératrice finie) de I’algebre des polyndmes invariants. Dans le cas d’un tenseur sy-
métrique B d’ordre 2, on sait ainsi qu’une base d’intégrité est donnée par

1
I, := trace (B), I := 5 ((trace (B))? — trace (B?)), I3:=detB

ce qui signifie que tout polyndme invariant s’exprime polynomialement en fonction de
ces trois invariants. Un article de Zheng [16] résume ainsi la plupart des résultats obte-
nus en mécanique des milieux continus, portant uniquement sur des espaces de tenseurs
d’ordre inférieur ou égal a deux.

Mais ces questions relatives aux bases d’intégrité trouvent aussi une application im-
portante dans des problemes liés a la classification des matériaux linéaires (élastiques,
piézoélectriques, etc). Dans le cas de la classification des matériaux élastiques linéaires,
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il est ainsi nécessaire de considérer une base d’intégrité du tenseur d’élasticité, d’ordre
4,

1.2 Classification des matériaux élastiques

En élasticité linéaire, le tenseur des contraintes o et le tenseur des petites déforma-
tions e sont liés par la relation linéaire

o =Ce

ol C est un tenseur d’ordre 4, appelé tenseur d’élasticité. L espace des tenseurs d’élas-
ticité, noté [Ela, est un espace vectoriel de dimension 21. Un changement d’orientation
d’un matériau dans ’espace, par I’intermédiaire d’une rotation g € SO(3), va détermi-
ner un nouveau tenseur C dont les composantes seront liées a celle de C par la relation

Cijki = 8ip8jq8kr8isCpgrs-

On dit en fait que les tenseurs C et C sont dans la méme orbite sous 1’action du
groupe SO(3)
C=g-C.

Comme I’ont souligné Boehler—Kirilov—Onat [2], un matériau élastique homogéne est
un point dans I"espace des orbites Ela/SO(3) : la classification des matériaux élastiques
passe donc par la description mathématique de cet espace. Or, un tel espace n’est en
général pas une variété différentielle : il s’agit d’un recollement de plusieurs variétés
de dimensions différentes, chacune de ces variétés étant caractérisée par une certaine
classe de symétrie. Rappelons a ce sujet que les matériaux élastiques se découpent en
huit classes de symétries [4] :

Nom Classe | Par. | Ang. || Nom Classe | Par. | Ang.
Isotrope [SO3)] | 2 0 Trigonale D3 6 3
Cubique (0] 3 3 Orthotropique | [D2 9 3
Iso. trans. [0(2)] 5 2 Monoclinique | [Z2] 12 3
Tétragonale [Dy] 6 3 Triclinique (1] 18 3

On donne dans ce tableau le nombre de paramétres minimum pour décrire chacune
des classes. Notons qu’il faut ensuite tenir compte de parametres associés a d’éventuels
angles d’Euler pour rendre ce nombre de parametres minimium. Il y a par exemple pour
la classe triclinique 3 angles d’Euler qui vont permettre d’annuler 3 composantes d’un
tenseur d’élasticité triclinic donné.

Pour tenter de décrire chacune de ces classes, a ’image de la classe isotrope, une
idée consiste a faire intervenir des invariants polynomiaux, comme proposé par Auffray—
Kolev—Petitot [1]. Cette démarche nécessite de connaitre une base d’intégrité de I’es-
pace Ela.
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2 Construction effective de bases d’intégrité

Une fois fixé une action de groupe G sur un espace vectoriel V', dont un modele
est I’action du groupe des rotations SO(3) sur I’espace R3, on construit I’algébre des
polynémes invariants. Un théoréme de Hilbert [11] nous assure que, pour tout groupe
compact, une telle algebre est toujours finiment engendrée : il existe ainsi une famille
génératrice finie, appelé base d’intégrité finie. Une question, difficile en générale, est de
pouvoir déterminer explicitement une base d’intégrité finie d’une algebre d’invariants
donnée.

Le cas de I’espace (R3, SO(3)) est assez direct : une base d’intégrité est simplement
donnée par le carré de la norme. Pour I’action du groupe O(3) sur p copies de vecteurs
(v1,...,Vp), un résultat de Weyl [15] nous montre qu’une base d’intégrité est donnée
par la famille finie des produits scalaires v; - v; (1 < ¢ < j < n). Des travaux effec-
tués dans le cadre de la mécanique des milieux continus [16] abordent alors des bases
d’intégrités finies pour des familles de p vecteurs, n tenseurs symétriques et g tenseurs
antisymétriques d’ordre 2.

Pour aborder le cas des espaces de tenseurs d’ordre supérieur ou égal a 3, il est
possible de construire « a I’aveugle » des familles de polynomes invariants en passant
par des opérations de traces. Le probleme — trés difficile en général — est de savoir
extraire une famille génératrice finie a partir de cette famille infinie. Par un procédé de
complexification, on peut en fait ramener le probléme au cas de 1’algebre des polyndmes
SL(2, C) invariants sur des espaces de formes binaires (polyndmes homogénes sur C?).

Dans ce cadre, qui correspond a la théorie classique des invariants, il existe essen-
tiellement deux approches de constructions effectives de bases d’intégrité : celle basée
sur la géométrie algébrique, développée par Hilbert, puis celle développée par Cayley et
Gordan au 19ieme siecle, basée sur des opérateurs invariants. Cette derniere approche,
modernisée et reformulée dans un travail récent [9], nous a permis de trouver une base
d’intégrité finie de I’espace des tenseurs d’élasticité.

3 Les invariants du tenseur d’élasticité

Nous fixons ici I’espace (Ela, SO(3)) des tenseurs d’élasticité. Nous connaissons
une décomposition harmonique de cet espace

Ela ~ H*® H?> & H? & H° & H°

ot H” est I’espace des tenseurs totalement symétriques de trace nulle '. Pour tout ten-
seur C € Ela on peut donc écrire

C~(D,a,b\p) c H' o H? ¢ H* ¢ H® ¢ H°

On représente alors un tenseur T € H"™ par un atome de valence n :

1. Cette décomposition généralise la décomposition en partie sphérique et partie déviatorique d’un ten-
seur symétrique d’ordre 2.
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@ O

Ensuite, toute opération de trace se représente par une ou plusieurs arétes entre atomes :

C.C o C—@ 35

tr(b?) tr(ab) a’)
tr b3 tr ab2 2b2

FiGurE 1 — Base d’intégrité des invariants de H? @ H?2.

Par des résultats classiques, on connait une base d’intégrité des invariants de H? @
H? composée d’invariants simples et d’invariants joints (cf figure 1). Boehler—Kirilov—
Onat [2] ont traduit des résultats de théorie classique des invariants pour obtenir une
base d’intégrité de H*. Il reste ainsi a obtenir les invariants joints de H* et H? & H?
qui, a notre connaissance, n’avaient jamais été obtenus jusqu’a présent.

4 Résultats

Pour obtenir ces invariants joints, on utilise une version modernisée et optimisée de
I’algorithme de Gordan [9]. Par des scripts écrits en Macaulay 2, nous sommes parvenu
a établir I’existence d’une base d’intégrité minimale de 299 invariants. Cette famille est
composée

1. d’invariants simples pour chaque composante H? ;

2. d’invariants joints pour H? @ H? ;

3. de 9 invariants simples pour la composante H* ;

4. d’invariants joints pour H? & H*, comptés en double ;
5. d’invariants joints pour H? @ H? ¢ H*

L’ensemble de ces résultats, dont les deux derniers sont originaux, sont résumés dans
la table 1.
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degré | H* H? H° H’oH? H'oH’ H'oH’gH

1 — — 1 — — —
2 1 1 — 1 - —
3 1 1 — 2 2 1

4 1 — — 1 4 6

5 1 - — 7 18
6 1 - - 10 36
7 1 - - - 11 33
8 1 — — — 10 45
9 1 — — — ) 10
10 1 — — — 2 2
11 — - = — 2 3

Tot 9 2 1 4 53 174

TaBLE 1 — Base d’intégrité du tenseur d’élasticité.

Nous fournissons finalement quelques invariants joints de degré inférieur ou égal a
4, obtenu a I’aide de 1’algorithme de Gordan :

o O
7% —0-O—s

5 Conclusion

La détermination d’une base d’intégrité complete de I’espace des tenseurs d’élas-
ticité n’est qu’une premiere étape dans ce qui permet de décrire effectivement I’espace
des orbites Ela/SO(3), et donc d’établir une classification des matériaux élastiques li-
néaires. Il reste maintenant a rendre exploitable une telle base d’intégrité, en fournissant
notamment leur expression en terme de traces.

A Dinstar de ce qui a été fait en mécanique des milieux continus dans le cas des
tenseurs d’ordre inférieur ou égal a deux, on peut aussi tenter d’extraire, de cette base
d’intégrité, une famille de séparants, qui permet de séparer les orbites autant que les
invariants. Une autre piste consiste aussi a chercher des invariants parmi des fonctions
rationnelles, ce qui fait intervenir des théories mathématiques portant sur les corps d’in-
variants rationnels. Chacune de ces pistes reste encore a explorer.
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