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摘要

我们使⽤谱半径公式的最⼩加形式来证明最⼩加特征值问题的唯⼀特征值连续取决于参数。我们还证明了Chou和
Griffiths引⼊的计算该特征值的数值⽅法是收敛的。INRIA最近开发的⼯具箱说明了这些结果。我们以Frenkel-Kontorova
模型为例。我们还坚持⽤汉密尔顿-雅各⽐⽅程的均质化进⾏类⽐。
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介绍

    可以使⽤半环来表达⼀些优化问题

使它们看起来像特征值经典问题的类似物。例如，

看起来⼀样，以及

这些类⽐已经被⽤来发展这个半环上的矩阵[5]和积分算⼦[14]的谱理论。[6]使⽤数值⽅法解决最⼩加特征值的“积分问
题”，从⽽绘制了Frenkel-Kontorova模型的相图。这⾥的主要⽬的是证明这种⽅法的收敛性。

    受[12]启发，第1节回顾了如何通过引⼊⼀些通⽤定义来使类⽐形式化。第2节回顾了频谱理论的主要定理 。第3
部分表明，特征值λ连续取决于函数K中涉及的参数。第4节证明了特征值问题的数值逼近的收敛性 。第3节和第4节
的证明很容易从第2节中介绍的⼀种光谱半径公式中得出。第5节讨论周期函数的情况。第6节在两种情况下说明了先前
的结果：固态物理学中的Frenkel-Kontorova模型和Hamilton-Jacobi⽅程的均质化。

    注意，与最⼩加特征值问题等效的汉密尔顿-雅各⽐⽅程的参数特征值问题也出现在固体推进剂⾏波研究中[3,15] 。此
应⽤程序是我们研究的最初动机。但是，由于技术细节更加复杂，我们将在其他地⽅进⾏解释。

    还要注意，其他线性最⼩加法问题的数值分析并不总是像这⾥提出的特征值问题那样简单（有关讨论，请参见
[4]）。

1.⼴义线性代数

    定义。  是带有内部成分定律的集合 。  如果+具有关联性且具有中性元素，则为半群。  如果+也是
可交换的，是交换半群。

    定义。  是具有两个内部组成定律+和×的集合。  是半环，如果

 是中性元素为0的交换半群，
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 是中性元素为1的半群
×是+的分布，

， 。

    例⼦。

 和  是半环。
⽤ ，  是带有中性元素的半环  和0。

    定义。  是半环， 可交换半群。我们认为 ， 。我们说  是⼀个半模
块  如果 ， ，

我们说Ÿ为⼦半模块X如果 Ÿ是⼀个半模块 。

    实例。令X为集合，  半环。

 然后是⼀个半模块 。

    实例。令X为集合，  所有功能  范围如下。  是的半⼦模块 。

    定义。  是⼀个半环。  和  是两个半模块， 。我们说L是线性算⼦ ， 
， 。

    实例。令X为集合，  下⾯的功能。  是的应⽤  在⾃⾝  与

 是线性运算符。

    定义。  是半环，  ⼀个半模块 ，  线性算⼦和 。我们说λ是特征值⼤号如果
。在这种情况下，我们说x是与λ相关的特征向量。

    实例。与前⾯的⽰例相同的符号。  是的特征值  如果存在 与你不完全相同+∞和

2.光谱理论 

    定理1。 令X为集合， 下⾯是⼀个函数。假设有  和下⾯的函数  与（1）。然后我们有

    这个公式是 光谱半径公式。[6]给出了未指定的 。[16]仅针对有限的集合X给出了它。在这种情况下，
下⾯的公式（3）更有趣。有关规范化半代数中谱半径的公式解释，请参见[3]。

    证据。我们选择 。然后我们有

让我们添加前n个⽅程。我们获得

(R, ×)

∀λ ∈ R 0 × λ = λ × 0 = 0

(R, +, ×) (R+, +, ×)

Rmin = R ∪ {+∞} (Rmin, min, +) +∞

(R, +, ×) (X, +) ∀λ ∈ R,  ∀x ∈ X λ ⋅ x ∈ X (X, +, ⋅)

(R, +, ×) ∀λ, μ ∈ R ∀x, y ∈ X

(λ + μ) ⋅ x = λ ⋅ x + μ ⋅ x ,
(λ × μ) ⋅ x = λ ⋅ (μ ⋅ x),
λ ⋅ (x + y) = λ ⋅ x + λ ⋅ y,
1 ⋅ x = x.

Y ⊂ X

(R, +, ×)

∀f, g ∈ R
X, ∀x ∈ X, (f + g)(x) := f(x) + g(x), (λ ⋅ f)(x) := λ × f(x).

(RX, +, ⋅) R

B(X,Rmin) X → Rmin B(X,Rmin) (RX
min, min, +)

(R, +, ×) (X, +, ⋅) (Y , +, ⋅) L : X → Y ∀λ, μ ∈ R

∀x, y ∈ X L(λ ⋅ x + μ ⋅ y) = λ ⋅ L(x) + μ ⋅ L(y)

K : X2 → Rmin K B(X,Rmin) u ↦ Ku

∀x ∈ X, (Ku)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

K

(R, +, ×) (X, +, ⋅) R L : X → X λ ∈ R

∃x ∈ X,  x ≠ 0,  L(x) = λ ⋅ x

λ ∈ Rmin K u ∈ B(X,Rmin)

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (1)

Rmin

K : X2 → R λ ∈ R u : X → R

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
. (2)

Rmin X = [0, 1]

(xn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, λ + u(xn−1) = inf

y∈X
{K(xn−1, y) + u(y)} ≤ K(xn−1, xn) + u(xn).

∀n ∈ N
∗, nλ + u(x0) ≤ K(x0, x1) + ⋅ + K(xn−1, xn) + u(xn).



由于u有界，所以除以n并取 。我们获得

是任意的。所以我们有

为了证明相反的不等式，令ε> 0并 。我们可以连续构造⼀个序列  与

让我们添加前n个⽅程并除以n。我们获得

⽤ ， 我们获得

    定理2。 让它成为⼀个紧凑的度量空间  和 。有⼀个独特的  对于它存在  与
（1）。

    这是⼀个类似的  定理的 和鲁特曼。⽂献[5]给出了⼀个有限集X的证明。[7]为 并指出可以进⾏
各种概括。[9]将证据扩展到 。[14]在⼀般情况下甚⾄在较弱的假设下也提供了证明。但是[14]的证明⽅法与
[7,9]中使⽤的证明⽅法有些不同，并且不清楚。下⾯的证明是[7,9]中的直接推⼴。

    证据。 。我们定义  如果 。那么E是⼀个Banach空间。我们定义

是⼀个等连续集。确实，让ε> 0。由于K是⼀致连续的，

我们选择  与 。然后我们有

⽤ 代替x，我们得到 。

    功能 ， 是连续的。⽤ ，

让我们交换v和u的⾓⾊。我们获得 。

    我们定义

n → +∞

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

(xn)

λ ≤ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

y0 ∈ X (yn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, K(yn−1, yn) + u(yn) ≤ inf

x∈X
{K(yn−1,x) + u(x)} + ε = λ + u(yn−1) + ε.

∀n ∈ N
∗,

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
+

u(yn)

n
≤ λ +

u(y0)

n
+ ε.

n → +∞

λ ≥ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
− ε

≥ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
− ε.

(X, d) K ∈ C0(X2,R) λ ∈ R u ∈ C0(X,R)

Rmin Krein X = [0, 1]

X = [0, 1]n

E = C0(X,R) ∥u∥ = supx∈X |u(x)| u ∈ E

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, (Tu)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

T (E)

∃α > 0, ∀x, y,x′, y′ ∈ X, max{d(x,x′); d(y, y′)} ≤ α  ⇒  |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ ε.

x,x′ ∈ X d(x,x′) ≤ α

∀u ∈ E, (Tu)(x) − (Tu)(x′) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)}

≤ inf
y∈X

{K(x′, y) + ε + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)} = ε.

x′ |(Tu)(x) − (Tu)(x′)| ≤ ε

T : E → E u ↦ Tu  u, v ∈ E

∀x ∈ X, (Tv)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

− inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

≤ (Tu)(x) + sup
y∈X

{v(y) − u(y)} − inf
y∈X

{v(y) − u(y)}

≤ (Tu)(x) + 2∥v − u∥.

∥Tv − Tu∥ ≤ 2∥v − u∥

K− = inf
x,y∈X

K(x, y), K+ = sup
x,y∈X

K(x, y),



我们有

所以我们有 。特别是，  和  有界。  是等连续的。  因此也是等连续的。 根据
Ascoli和Arzela定理，E在E中相对紧凑。 是⼀个封闭且凸的⼦集。对于在C的紧凑⼦集中具有值的Banach空间的封闭
和凸⼦集的连续函数，根据Schauder定理，有⼀个固定点： ，表⽰（1）与

特征值λ的唯⼀性来⾃定理1。

3.取决于参数的问题

    似乎尚未研究取决于参数的最⼩加特征值问题。

    主张1。 让它成为⼀个紧凑的度量空间 ，Ω是拓扑空间，  的连续函数 。
 是与关联的唯⼀实数  根据定理2，我们得到：  的  是连续功能。

    证据。我们选择  和 。有⼀个邻居  的  与

然后我们有

让我们来  这些不平等，然后是所有的不平等 。从公式（2）可以得出

    命题2。 让它成为⼀个紧凑的度量空间  Ω是实向量空间的凸⼦集。  如果 。我们猜测
，  的  是凹函数。  是与关联的唯⼀实数  由定理2得出。  的  是凹函

数。

    [6]提到了此属性  和 。

    证据。⽤ ，  和 ，我们定义

我们选择  和 。然后我们有

由于存在凹度假设。具有的特性 ， 我们获得

拿⾛所有 ， 我们获得

C = {u ∈ E;  ∀x ∈ X,  0 ≤ u(x) ≤ K+ − K−}.

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, 0 ≤ (Tu)(x) ≤ inf
y∈X

{K+ + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K− + u(y)} = K+ − K−.

T (E) ⊂ C T (C) ⊂ C T (C) T (E) T (C) T (C)

C

∃u ∈ C,  Tu = u

λ = inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

(X, d) K : α ↦ Kα Ω → (C0(X2,R), ∥ ⋅ ∥∞)

λα Kα α ↦ λα Ω → R

α ∈ Ω ε > 0 V α

β ∈ V ⇒ sup
x,y∈X

|Kα(x, y) − Kβ(x, y)| ≤ ε.

∀(xn) ∈ XN, ∀n ∈ N
∗,

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
− ε ≤

Kβ(x0,x1) + ⋯ + Kβ(xn−1,xn)

n

≤
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
+ ε.

lim infn→+∞ (xn) ∈ XN

λα − ε ≤ λβ ≤ λα + ε.

(X, d) Kα ∈ C0(X2,R) α ∈ Ω

∀x, y ∈ X α ↦ Kα(x, y) Ω → R λα Kα α ↦ λα Ω → R

X = [0, 1] Ω = R

x = (xn) ∈ XN n ∈ N
∗ α ∈ Ω

S(x,n,α) =
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

t ∈]0, 1[ α,β ∈ Ω

∀x ∈ XN, ∀n ∈ N
∗, S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t S(x,n,α) + (1 − t)S(x,n,β)

lim inf

∀x ∈ XN, lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t  lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t)  lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

x ∈ XN

inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β)

≥ t inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t) inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,β).



所以根据公式（2）， 。

4.数值⽅法

    以下命题证明了[6]使⽤的数值⽅法的收敛性。

    命题3。 让它成为⼀个紧凑的度量空间 。设⼀个lipschitzian函数

根据定理2，令λ为唯⼀的实数 与（1）。设X的⼀系列有限⼦集， ，带有

根据定理2，

然后我们有  和  如果 。

    这个命题与[10]的⾮标准分析的观点有关，该分析考虑了p的⽆限⼤的值。

    证据。我们选择 。根据（2），

⼀⽅⾯， ，所以我们有 。另⼀⽅⾯，令ε> 0。存在  与

通过假设， ， ， 。但是K是Lipschitz，所以 ， 
。结论，

因为ε是任意的，所以我们得到 。

    主张4。 设⼀个有q个元素的集合， 。然后我们有

    证据。例如，参见[5]。

    是“最⼩周期性平均值”。该平均值是通过有限次数的操作计算得出的。证明与（2）类似。但是，实际上并不是使
⽤公式（3）。有更好的算法，例如Karp算法需要 运算或霍华德算法，这似乎是最快的[8]。注意，在最⼩加特征
值问题的数值分析中，涉及的矩阵是完整的并且⾮常⼤。因此，欢迎使⽤⾼效的算法，尤其是当问题取决于我们在下⼀
节中有所不同的参数时。Karp的算法⾮常易于编程，⽽Howard的算法可通过Scilab的Maxplus⼯具箱获得。请参阅www-
rocq.inria.fr/scilab/和www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html。

5.定期职能

λt⋅α+(1−t)⋅β ≥ t λα + (1 − t)λβ

(X, d) K : X2 → R

∃κ > 0, ∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ κmax{d(x,x′); d(y, y′)}.

∃ u ∈ C0(X,R) (Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp, min
y∈Xp

{K(x, y) + up(y)} = λp + up(x).

λ ≤ λp ≤ λ + κhp λp → λ p → +∞

p ∈ N

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
,

λp = inf
(xn)∈XN

p

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

Xp ⊂ X λ ≤ λp (xn) ∈ XN

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
≤ λ + ε .

∀n ∈ N ∃yn ∈ Xp d(xn, yn) ≤ hp ∀n ∈ N

|K(xn,xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ κhp

λp ≤ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n

≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
+ κhp ≤ λ + ε + κhp.

λp ≤ λ + κhp

Xp

λp = min
1≤n≤q

  min
(x0,…,xn−1)∈Xn

p

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
. (3)

λp

O(q3)

http://www-rocq.inria.fr/scilab/
http://www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html


    主张5。成为⼀个阿贝尔拓扑组 ，以下功能 和P的⼦组X。我们猜测

是拓扑组，它是X与P的商。我们定义

与 。设λ 。

如果我们有连续的功能  与

和

然后商函数 从u推导出是连续的

相反，如果 是⼀个连续函数（6），则周期的周期函数P， ，从中扣除  是连续的并检查
（5）。

    [6]证明了这个命题  和 ，[9]为  和 。

    证据。⾸先，请注意  定义明确，因为

其余的很容易从以下事实推导出来：  和 ， 我们有

6.例⼦

    对于所有α ， 。我们认为

我们定义

紧凑。根据定理2和命题5，  是唯⼀具有周期1的周期函数的实数  与

根据命题2， 是凹函数。所以它在右边有⼀个导数  对于所有α  是递减函数。

Frenkel和Kontorova模型

    我们选择 。我们猜测

(X, +) K : X2 → R

∀p ∈ P ,  ∀(x, y) ∈ X2,  K(x + p, y + p) = K(x, y).

(X, +)

∀x, y ∈ X, K(x, y) = inf
y∈y

K(x, y) (4)

x ∈ x ∈ R

u : X → R

∀p ∈ P , ∀x ∈ X, u(x + p) = u(x)

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), (5)

u : X → R

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (6)

u : X → R u : X → R u

X = R P = Z X = R
n P = Z

n

K

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀p ∈ P , inf
y∈y

K(x + p, y) = inf
y∈y

K(x, y − p) = inf
y∈y

K(x, y).

x ∈ X x ∈ x

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)}

= inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

∈ R Kα ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, ∀α ∈ R, K0(x + 1, y + 1) = K0(x, y)
Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y).

(7)

(8)

∀α ∈ R, λα = inf
(xn)∈RN

lim inf
n→+∞

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

R/Z λα uα ∈ C0(R,R)

∀x ∈ R, inf
y∈R

{Kα(x, y) + uα(y)} = λα + uα(x). (9)

α ↦ λα
dλ
dα

(α+) α ↦ dλ
dα

(α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, L(x + 1, y + 1) = L(x, y).



我们定义

假设（7）和（8）得到验证。⼀种特殊情况是  是周期1的周期，并且

图1显⽰了  关于α，如果  与另⼀个参数 。Frenkel和Kontorova在1938年提出了这个例⼦。
。我们采取  离散化 。我们有

图（a）说明了 。图（b）表明 也是α的连续函数，但作为“魔⻤的阶梯”。是否可以从奥布⾥[1,2]的结果
和格⾥菲斯[13]的⾔论中推论得出⼀个疑问。

图1. Frenkel和Kontorova模型的最⼩能量。

Hamilton-Jacobi⽅程的均质化

    我们选择 。我们猜测

我们定义

假设（7）和（8）得到验证。这种情况的特殊情况是  是周期1的周期，并且

在这种情况下，特征值⼏乎有⼀个明确的公式  （例如，参见[9]），即

图2显⽰了依赖关系  关于α，如果 。注意与图1的异同。奇怪的是，两个这样的紧密模型具有如
此不同的⾏为。

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, Kα(x, y) = L(x, y) − α(x − y).

V ∈ C0(R,R)

∀x, y ∈ R, L(x, y) = V (x) +
(y − x)2

2
.

λα V (x) = C[1 − cos(2πx)] C

C = (4/3)/(2π)2 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} R/Z

∀α ∈ [0, 1/2], ∀x, y ∈ [0, 1], inf
p∈Z

Kα(x, y + p) = V (x) + inf
p∈{−1,0,1}

{
(y − x + p)2

2
− α(x − y − p)}.

α ↦ λα
dλ
dα

(α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, v ∈ R, L(x + 1, v) = L(x, v).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, K0(x, y) = inf{∫
1

0

L(ξ(s), ξ̇ (s)) ds ;  ξ ∈ C1([0, 1],R),  ξ(0) = y, ξ(1) = x},

Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y) (10)

V ∈ C0(R,R)

∀x, v ∈ R, L(x, v) = V (x) +
v2

2
.

λα

λα = {
minV ∀ |α| ≤ ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx

λ, |α| = ∫ 1

0
√2[V (x) − λ] dx ∀ |α| > ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx.

λα V (x) = 1 − cos(2πx)



图2.有效⽅程的有效哈密顿量。

    在这种情况下 相对于v是凸的，[9]表明具有函数（10）的特征值问题（9）等效于单元格的问题

与  和

回想⼀下，细胞的这个问题来⾃于均质化  等式的

[11]揭⽰了奥布⾥和马瑟理论与汉密尔顿和雅可⽐⽅程之间的其他联系。还要注意，对于Frenkel和Kontorova模型来说相
当容易的数值⽅法，不容易适应Hamilton和Jacobi⽅程的情况，因为核（10）已经很难计算。在某些情况下，可以使⽤
软件来解决与（10）的Euler和Lagrange⽅程有关的边界问题。这需要在其他地⽅进⾏研究。

收敛速度

    让我们回到Frenkel和Kontorova的模型。与[6]中⼀样，我们选择周期1的周期函数逐段抛物线， ，带有

与 。我们⽤ 离散化。根据命题3 ， 我们有

κ是函数的Lipschitz常数 由（4）定义。我们猜测  和 。然后，如[6]所⽰，明确计算出λ，即
。图3显⽰  就......⽽⾔ 。由于K的特定属性，函数的斜率似乎接近2，这表明误差是⼆

次的。但是，我们可以构造最⼩+特征值问题的⽰例，这些⽰例的收敛速度只是线性的。仍然需要在内核上找到⾜够的
假设以使收敛是⼆次的。

L(x, v)

H(x, α +
∂u

∂x
(x)) = H̄(α),

H̄(α) = −λα

∀x, p ∈ R, H(x, p) = sup
v∈R

{p ⋅ v − L(x, v)}.

ε → 0

∂v

∂t
(t, x) + H( x

ε
,

∂v

∂x
(t, x)) = 0.

V : R → R

V (x) = {
c
2

x2   − 1/4 ≤ x ≤ 1/4,

c

16
− c

2
(x − 1

2
)

2
 1/4 ≤ x ≤ 3/4

c ≥ 0 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} hp = 1/p

log10(λp − λ) ≤ log10(κ) − log10(p).

K c = 4/3 α = 13/32

λ = − 265
2048

log10(λp − λ) − log10(p)



图3.收敛。  就......⽽⾔ 。
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