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Overzicht

We gebruiken de min-plus-versie van de spectrale straalformule om te bewijzen dat de unieke eigenwaarde van een min-plus
eigenwaardeprobleem continu athankelijk is van de parameters. We bewijzen ook dat de numerieke methode die Chou en Griffiths hebben
geintroduceerd om deze eigenwaarde te berekenen, convergeert. Een recent door INRIA ontwikkelde toolbox illustreert deze resultaten. We
gebruiken de Frenkel-Kontorova-modellen als voorbeeld. We staan ook op de analogie met de homogenisatie van de Hamilton-Jacobi-
vergelijkingen.
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Invoering

Sommige optimalisatieproblemen kunnen worden geformuleerd met behulp van de halve ring
Rmin:(RU{+Oo}v®a®)7 )‘@N:mln()‘vu) y A® = A+ p,
zodat ze verschijnen als analogen van de klassieke problemen van eigenwaarde. Bijvoorbeeld,

llgjléln{Kl’] + U]} =+ Uj, Z Ki,j XUuj; = A X U;

1<j<n

op elkaar lijken, evenals

min (K@) +uy)} =A+u@), [ K(o) < ulw)dy = A ufe).

Deze analogieén zijn gebruikt om een spectrale theorie van matrices [5] en integrale operatoren [14] op deze semi-ring te ontwikkelen. [6]
gebruikte een numerieke methode om "integrale problemen" van min-plus eigenwaarde op te lossen en zo fasediagrammen te tekenen voor
Frenkel-Kontorova-modellen. Het belangrijkste doel hier is om de convergentie van deze methode te bewijzen.

Sectie 1, geinspireerd door [12], herinnert eraan hoe de analogieén kunnen worden geformaliseerd met de introductie van enkele algemene
definities. Sectie 2 herinnert aan de belangrijkste stellingen van de spectraaltheorie Ruyin. Het gedeelte 3 toont dat de eigenwaarde A continu
athankelijk van de bij de functieparameters K . Paragraaf 4 bewijst de convergentie van de numerieke benadering van
eigenwaardeproblemen op Rpin. De bewijzen van secties 3 en 4 kunnen gemakkelijk worden afgeleid uit een soort spectrale straalformule
die wordt gepresenteerd in sectie 2. Sectie 5 behandelt het geval van periodieke functies. Paragraaf 6 illustreert de eerdere resultaten in twee
contexten: de Frenkel-Kontorova-modellen in de vaste-stoffysica en de homogenisatie van de Hamilton-Jacobi-vergelijkingen.

Merk op dat de parameter eigenwaardeproblemen voor Hamilton-Jacobi-vergelijkingen, die equivalent zijn aan min-plus
eigenwaardeproblemen, ook voorkomen in de studie van bewegende golven voor voortstuwing van vaste stuwstoffen [3,15] . Deze

applicatie was de eerste motivatie voor ons onderzoek. Maar omdat de technische details ingewikkelder zijn, zullen we ze elders uitleggen.

Merk ook op dat de numerieke analyse van andere lineaire min-plus-problemen niet altijd zo eenvoudig is als die van de eigenwaarde-
problemen die hier worden gepresenteerd (zie [4] voor een bespreking).

1. Gegeneraliseerde lineaire algebra

Definitie . R is een set met een interne compositiewet +. (R, +) is een semi-groep als + associatief is en een neutraal element heeft.
(R, +) is een commutatieve semi-groep als + ook commutatief is.

Definitie . R is een set met twee interne compositiewetten + en x. (R, +, X) is een halve ring als

e (R,+) is een commutatieve semi-groep waarvan het neutrale element 0 s,
* (R, x) is een semi-groep waarvan het neutrale element 1 is,

¢ x is distributief ten opzichte van +,

e VAER,O0xA=Ax0=0.

Voorbeelden .
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e (R,+, x) en (R, 4+, x) zijn halve ringen.
e Met Rpin = RU {400}, (Rmin, min, +) is een semi-ring met neutrale elementen +oo en 0.

Definitie . (R, +, X) is een semi-ring en (X, +) een commutatieve semi-groep. We veronderstellen dat VA € R, Vz € X, A -z € X. We
zeggen dat (X, +, ) is een semi-module aan (R,+, x) als VA, p € R,Vz,y € X,

A+p)z=Xzt+p -z,
Axp)-z=A(u- =),
A(z4+y)=r-z+A-y,
l-z==zx.

We zeggen dat Y een sub-semi-module van X is als Y een semi-module isenY C X.
Voorbeeld . Laat X een set zijn en (R, +, x) een halve ring.
Vg RX, VaeX, (f+g)@)i=f@)+ga), (A-f@)i=Ax f(a).
(RX, +,) is dan een semi-module aan R.

Voorbeeld . Laat X een set zijn en B(X, R, ) alle functies X — Ry, die hieronder zijn begrensd. B(X, R, ) is een sub-semi-module
van (RX, min, +).

Definitie . (R, +, x) is een halve ring. (X, +, ) en (Y, +, -) zijn twee semi-modules en L : X — Y. We zeggen dat L een lineaire
operator is alsVA, u € R,Vz,y € X, L(A-xz + p-y) = X- L(z) + p - L(y).

Voorbeeld . Laat X een set zijn en K : X2 — R, een functie begrensd hieronder. K is de toepassing van B (X, Ryin) op zichzelf
u — Ku met

Ve e X, (Ku)(z)= nf{K(z,y)+u(y)}-
K is een lineaire operator.

Definitie . (R, +, x) is een halve ring, (X, +, -) een semi-module aan R, L : X — X een lineaire operator en A € R. We zeggen dat A
een eigenwaarde is van L if 3z € X,  # 0, L(z) = X - z. In dit geval zeggen we dat x een eigenvector is die geassocieerd is met A.

Voorbeeld . Dezelfde notaties als in het vorige voorbeeld. A € Ry, is een eigenwaarde van K als het bestaat u € B(X, R.;,) met u niet
identiek + o en

Ve € X, ylg)f({K(m,y) +u(y)} = A+ u(z). (1)

2. Spectrale theorie aan Ry,

Stelling 1. Laat X een set zijn en K : X* — R een functie die hieronder wordt begrensd. Stel dat er een is X € R en een hieronder
begrensde functie u : X — R met (1). We hebben dan

K v+ K(z,, 1,
N inf liminf XE02) o+ Kz, )

(z,)€XN n—+o0 n

(2)

Deze formule is analoog voor R, van de spectrale straalformule. [6] geeft het niet gespecificeerd X = [0, 1]. [16] geeft het alleen voor
een set X die eindig is. In dit geval is onderstaande formule (3) interessanter. Zie [3] voor een interpretatie van de formule in termen van
spectrale straal in een genormaliseerde semi-algebra.

Bewijs. We kiezen (z,,) € XV. We hebben dan
VYn e N*, A4 u(zp_1) = yiél{_{K(a:n,l,y) +u(y)} < K(zp—1,zn) + ulzy).
Laten we de eerste n vergelijkingen toevoegen. We verkrijgen
Vn e N, nA+u(zo) < K(zo,z1) + - + K(zn-1,zn) + u(zn).
Aangezien u is begrensd, deel door n en neemn — +o0. We verkrijgen

A < liminf K(m(]aml) +oe K(mnflax'n) ]

n—-+00 n

() was willekeurig. Dus we hebben

K oo+ K (21, T
A< inf liminf (o, 21) +--- + Kz 1,m).

(zn)eXN n—+o0 n
Om de tegengestelde ongelijkheid te bewijzen, laat > 0 en yo € X. We kunnen door opeenvolging een reeks construeren (y,) € X N met

Vn € N, K(ynfla yn) + u(yn) < gclél;({K(yn,17$) + u(x)} te=A+ u(ynfl) +e.



Laten we de eerste n- vergelijkingen toevoegen en delen door n . We verkrijgen

K ) +---+ K n—1y In n
Vn e N, (v, y1) . (v 1y)+U(z) S/\Jru(:o)ﬂ‘

Met n — 400, we verkrijgen

A Z lim inf K(y07y1) + -+ K(yn,hyn) .
n—+00 n
> inf liminf K(@o, 1) + -+ + K(@n-1,Zn) _

T (z,)EXN n—+o00 n

Stelling 2 . Laat een compacte metrische ruimte zijn (X,d) en K € C°(X?%,R). Er is een uniek A € R waarvoor het bestaat
u € C%X,R) met (1).

Het is een analoog voor R, ;;, van de stelling van Krein en Rutman. [5] geeft een bewijs voor een set X die eindig is. [7] levert bewijs
voor X = [0, 1] en merkt op dat verschillende generalisaties mogelijk zijn. [9] breidt het bewijs uit tot X = [0, 1]™. [14] geeft bewijs in de
algemene context en zelfs met zwakkere hypothesen. Maar de bewijsmethode van [14] is een beetje anders dan die gebruikt in [7,9] en
minder duidelijk. Het onderstaande bewijs is een directe veralgemening van dat in [7,9].

Bewijs. E = C°(X,R). We definiéren ||u|| = sup,cx |u(z)| als u € E. Dan is E een Banach-ruimte. We definiéren

Vue B, VreX, (Tu)z)=inf{K(z,y)+u(y)} - inf inf{K(zy) +u(y)}-

T(E) is een gelijklopende set. Laat inderdaad &> 0. Aangezien K uniform continu is,
da >0, Vz,y,o,y € X, max{d(z,z');d(y,y)} <a = |[K(z,y) — K(z',¢)| <e.
We kiezen z,z’ € X met d(z,2') < a. We hebben dan
Vue B, (Tu)(z) - (Tu)(@') = inf{K(z,y) +u(y)} — nf{K(z',y) + u(y)}
< inf{K(@,y) + e +u(y)} - nf{K (@ y) +u(y)} ==
Met 2’ in plaats van x krijgen we |(Tw)(z) — (Tu)(z')| < e.
Functie T : E — E, u — Tu is continu. Metu,v € E,
Ve € X, (Tv)(z) = inf{K(z,y) +v(y) — uly) + u(y)}
— inf inf{K(z,9) +v(y) - uly) +u(y)}
(Tu)(z) + ig)g{v(y) —u(y)} — inf{v(y) —u(y)}
< (Tu)(z) + 2||jv — ull.

IN

Laten we de rollen van v en u omwisselen . We verkrijgen | Tv — Tu|| < 2[jv — u.

We definiéren

K- = inf K(z,y), K= zs’;ler;(K(:my),

C={ucE;VzeX, 0<u(z) <Ky —K_}.
Men heeft

Vue E, VezeX, 0<(Tu)(z)< ylg)f({l@ +u(y)} — zlél)f(‘yléljf(‘{Kf +u(y)} =K —K_.

Dus we hebben T'(E) C C. Met name, T'(C) C C en T'(C) is begrensd. T'(E) is gelijklopend. T'(C) is dus ook gelijklopend. T'(C)is
relatief compact in E volgens de stelling van Ascoli en Arzela. C'is een gesloten en convexe subset. Voor een continue functie van een
gesloten en convexe subset van een Banach-ruimte met waarden in een compacte subset van C, is er een vast punt volgens de stelling van
Schauder: Ju € C, Tu = u, wat betekent (1) met

A= inf inf{K(zy) +u(y)}-

Het unieke karakter van de eigenwaarde A komt voort uit Stelling 1.

3. Problemen die afhangen van een parameter

De min-plus eigenwaardeproblemen die athangen van een parameter lijken nog niet onderzocht te zijn.

Stelling 1 . Laat een compacte metrische ruimte zijn (X, d), Q een topologische ruimte en K : a — K, een continue functie van
Q — (CUX%LR), | - llo)- Aa is het enige echte nummer dat is geassocieerd met K, volgens stelling 2. We hebben dan: o — A, van
Q — R is een continue functie.



Bewijs. We kiezena € Q en € > 0. Er is een buurt V van o met

/3 EV= sup |Ka(may) - Kﬁ(m9 y)l <e.
z,yeX

We hebben dan
Ka(m(],ml)+"'+Ka(mn717$n) _e< Kﬂ(mﬂaml)+"'+Kﬂ(1‘n717$n)
n - n

< Ka(-TOa -'El) + -+ Ka(mnfla mn)

Y(z,) € XN vne N,

+ €.

n
Laten we de lim inf,,_, , ., van deze ongelijkheden, dan het infimum op alles (z,) € XN. We halen uit formule (2) dat
Aa—e <A< A +e

Stelling 2 . Laat een compacte metrische ruimte zijn (X, d) en Q een convexe subset van een echte vectorruimte. K, € C°(X% R) als
a € Q. Wij nemen aan Vz,y € X, a — K,(z,y) van Q — R is een concave functie. )\, is het enige echte nummer dat is geassocieerd met
K, door Stelling 2. We hebben dan: o — A, van Q@ — R is een concave functie.

[6] vermeldt deze eigenschap voor X = [0,1] en Q@ = R.
Bewijs. Metx = (z,) € X", n € N* en a € Q, definiéren we

Ka(xm 1»‘1) +ee Ka(:anlyxn)
n

S(x,n,a) =

We kiezen t €]0,1[ en o, 8 € 2. We hebben dan
vxe XN, VneN, Sx,n,t-a+(1-t)-8)>tS(x,n,a)+(1-1t)S(x,n,B)
vanwege de concaatheidsaanname. Met de eigenschappen van lim inf, we verkrijgen

Vz € XY, liminf S(x,n,t-a+ (1 —t)-B) >t liminf S(x,n,a) + (1 — t) liminf S(x,n, B).
n—+00 n—+00 n—+00

Neem het infimum op alles x € XV, we verkrijgen
xier;;'N ITiLr_I)lJri?ofS(x,n,t ca+(1-1¢)-0)

> ¢ inf liminf S(x,n,a)+ (1 —1t) xi€1}(fN lgbrillgf S(x,n, p).

xeXN n—+4o00

Dus volgens formule (2), Ar.ar(1-¢).8 = t Aq + (1 — t)As.

4. Numerieke methoden

De volgende propositie bewijst de convergentie van de numerieke methode die wordt gebruikt door [6].
Stelling 3 . Laat een compacte metrische ruimte zijn (X, d). Laat een lipschitziaanse functie zijn K : X?> — R
k>0, Ve,2yy €X, |K(z,y) - Kz y)| < rnmax{d(z,z');d(y,y)}

Laat volgens stelling 2 ). het enige reéle getal zijn waarvoor 3u € CO(X,R) met (1). Laten we een recks eindige deelverzamelingen van X
zijn (X, )pen , met

h, = sup min d(z — 0.
P ek ek, @) prtoo

Volgens stelling 2,
VpeN, I eR, Ju,: X, >R, VeeX, mgl{K(a:,y) +uy(y)} = Ay +uy(x).
YEA,

We hebben dan X < Ay < X+ Kk hyen Ay — Aals p — +oo.
Deze stelling houdt verband met het standpunt van de niet-standaardanalyse van [10], waarin oneindig grote waarden van p .
Bewijs. We kiezenp € N. Volgens (2),

A= inf limint ZE0@) T K@, o)

(za)e XN n—+00 n
K oo+ K(@p 1, T
Ap = inf liminf (@0,21) +-- + Kla 1’33).
(zn)EX) n—+o0 n

Aan de ene kant, X, C X, Dus we hebben A < A,. Aan de andere kant, laat > 0. Het bestaat (z,) € XN met



A < liminf K(zg, 1) + -+ + K(Ty_1,T5)

n—+00 n

<A+te.

Door hypothese, Vn € N, 3y, € X, d(zp, y») < h,. Maar K is Lipschitz, dusVn € N, |K(z,,, Zp+1) — K(Yn, Yns1)| < & hy. Tot slot,

K ++ K(y,
)‘p §hmmf (y07y1) (yn layn)

n—+00 n
K + o+ K(zp 1,
< lim inf K(@0:21) @n122n) b N et mhy,
n—+00 n

Omdat ¢ willekeurig was, krijgen we A, < A+ & hy,.
Stelling 4 . Laat een set zijn met q elementen, X,,. We hebben dan

. K($0,$1)+"'+K(mn_1,$n)
Ap = min min .

1<n<q (zo,...,Tn1)EXP n

Bewijs. Zie bijvoorbeeld [5].

Ap is het "minimale cyclische gemiddelde". Dit gemiddelde wordt berekend met een eindig aantal bewerkingen. Het bewijs is
vergelijkbaar met dat van (2). Het is echter niet formule (3) die in de praktijk wordt gebruikt. Er zijn betere algoritmen, zoals het Karp-
algoritme dat vereist O(g%) operaties, of Howard's algoritme dat de snelste lijkt te zijn [8]. Merk op dat bij de numerieke analyse van min-
plus eigenwaardeproblemen de betrokken matrices vol en zeer groot zijn. Efficiénte algoritmen zijn dus welkom, vooral als het probleem
athangt van een parameter die we variéren zoals in de volgende secties. Het algoritme van Karp is zeer eenvoudig te programmeren, terwijl
dat van Howard beschikbaar is via de Maxplus-toolbox van Scilab. Zie www-rocq.inria.fr/scilab/ en www-
rocq.inria.fr/scilab/contributions.html .

5. Periodieke functies

Stelling 5 . Laat een abelse topologische groep zijn (X, +), een hieronder begrensde functie K : X* — Ren P een subgroep van X . Wij
nemen aan

Vp € P, ¥(z,y) € X*, K(z +p,y +p) = K(z,y).
(X, +) is de topologische groep die het quotiént van X door P . We definiéren

vx,y € X, K(xy) = nf K(z,y) (4)

met ¢ € X. Laat .€ R.

o Als we een continue functie hebben v : X — R met

Vpe P, VzeX, u(z+p)=uz)

en

Inf{K(2,y) +u(®)} = A+ ue), )

dan de quotiéntfunctie u : X — R afgeleid van u is continu en
vx € X, ig)f({K(x, y)+u(y)} =+ u(x). (6)
y

e Omgekeerd, als u : X — Ris een continue functie met (6), dan is de periodieke functie van periode P, v : X — R, afgetrokken van u
is continu en controleert (5).

[6] bewijst deze stelling X = Ren P = Z, [9] voor X = R" en P = Z".
Bewijs. Merk eerst op dat K is goed gedefinieerd, omdat

VeeX, VyeX, VpeP, infK(z+p,y)=infK(z,y—p)=infK(z,y).

De rest is gemakkelijk af te leiden uit het feit dat als x € X en € x, men heeft

Inf{K(2,y) +u(y)} = jnf inf{K(z,y) +u(y)}

nf i inf inf{K(z,y) + u(y)}

yeX yey
Inf {K(x,y) +u(y)}

6. Voorbeelden

Voorallea € R, K, € C° (RQ, R). We veronderstellen dat

Vz,y e R,Va e R, Ky(z+1,y+1) = Ky(z,y) (7
Ka(m’ y) = KO(:Bay) - CY(Q,‘ - y)' (8)


http://www-rocq.inria.fr/scilab/
http://www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html

We definiéren

K , L.+ K o,
va € R7 )\a - lnf hmlnf ot(m[) ml) a(m" 1 mn) .

(zn)e]RN n—+oo n

R/Zis compact. Volgens Stelling 2 en Stelling 5, A\, is het enige reéle getal waarvoor een periodieke functie van periode 1 bestaat,
Uy € C°(R,R) met

Ve € R, yigﬂg{Ka(x,y) + ua(y)} = Aa + ua(2). 9)

Volgens stelling 2, o — A, is een concave functie. Het heeft dus een afgeleide aan de rechterkant %(oﬁ) voor alle a, en o — %(oﬁ) is
een afnemende functie.

Frenkel- en Kontorova-modellen

We kiezen L € C°(R?,R). Wij nemen aan
Ve,y e R, L(z+1,y+1)=L(z,y).
We definiéren
VaeR, Vz,yeR, K,(z,y)=L(z,y) —alz—1y).
Aannames (7) en (8) zijn geverifieerd. Een speciaal geval is dat waar V' € C°(R, R) is periodiek van periode 1 en

(y—2)?

Ve,y e R, L(z,y)=V(z)+ 3

Figuur 1 toont de athankelijkheid van A, met betrekking tot a als V(z) = C[1 — cos(2mz)] met een andere parameter C . Frenkel en
Kontorova stelden dit voorbeeld voor in 1938. We nemen C' = (4/3)/(2n)2. We nemen {0,1/p,2/p, ..., (p — 1)/p} discretiseren R/Z.
Men heeft

. B . (y—z+p)°
Va € [0,1/2], Vm,y € [OalL ;Ienga(mﬂl'i_p) - V(.’I}) +p€{1}¥‘011}{f - a(a: - y_p) .

Figuur (a) illustreert de continuiteit van o — A. Figuur (b) suggereert dat % (at) is 0ok een continue functie van a, maar als een "duivels

trap”. Het blijft twijfelachtig of dit kan worden afgeleid uit de resultaten van Aubry [1,2] en de opmerkingen van Griffith [13].
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Figuur 1. De minimale energie van het Frenkel- en Kontorova-model.
Homogenisatie van Hamilton-Jacobi-vergelijkingen

We kiezen L € C°(R?,R). Wij nemen aan
Vz,v € R, L(z+1,v)=L(z,v).

We definiéren

1
VaeR, Vz,yeR, Ky(z,y)= inf{/ L(&(s),€(s))ds; € € CL([0,1],R), £(0) =y, £(1) = a:},
0
Ko(z,y) = Ko(z,9) — oz — y) (10)
Aannames (7) en (8) zijn geverifieerd. Een speciaal geval van deze situatie is dat waar V € C°(R, R) is periodiek van periode 1, en
2

Vz,v € R, L(z,v) =V(z)+ % .



In deze situatie is er een bijna expliciete formule voor de eigenwaarde A, (zie bijvoorbeeld [9]), namelijk

A — {minV Vial < fol V2[V(z) —minV]dz
’ Aol = [y V/2[V(=) — Ndz Vla|> [§ 2[V(e) - minV]de.

Figuur 2 toont de athankelijkheid van A, met betrekking tot o als V(z) = 1 — cos(2mz). Let op de overeenkomsten en verschillen met
figuur 1. Het is vreemd dat twee van zulke close-modellen zich zo verschillend gedragen.

-6

-5 N
71 ~
N

-8 T T -6 T T

(a) a — Ao (b) o — 92

dev

Figuur 2. De effectieve Hamiltoniaan voor de eikonale vergelijking.

In het geval waar L(z, v) is convex ten opzichte van v, [9] laat zien dat het eigenwaardeprobleem (9) met de functie (10) equivalent is aan
het probleem voor een cel

H(m,a + Z—Z(m)) = A(a),

met H(a) = —A, en

Vz,p € R, H(:I:ap) = Sgﬂg{p U= L(JZ,’U)}
v

Bedenk dat dit probleem voor een cel het gevolg is van homogenisatie wanneer € — 0 van de vergelijking

Ov z Ov
—(t,z)+ H| —, —(t,z) ) =0.
o)+ (L, 2
[11] legt andere verbanden bloot tussen de theorie van Aubry en Mather en de vergelijkingen van Hamilton en Jacobi. Merk ook op dat de
numerieke methode, die vrij eenvoudig is voor het Frenkel- en Kontorova-model, niet eenvoudig is aan te passen aan het geval van de
Hamilton- en Jacobi-vergelijkingen omdat de kernel (10) al moeilijk te berekenen is. In bepaalde gevallen zou software kunnen worden
gebruikt die de grensproblemen oplost die verband houden met de vergelijking van Euler en Lagrange voor (10). Dit moet elders worden
bestudeerd.

De snelheid van convergentie

Laten we teruggaan naar de modellen van Frenkel en Kontorova. Net als in [6] kiezen we de periodieke functie van periode 1, parabolisch
per stuk, V' : R — R, met

< g? —-1/4<2<1/4

ZI = = ’
V(;p): . . 122

5-5(@—3) 1/4<2<3/4

met ¢ > 0. We gebruiken {0,1/p,2/p,...,(p — 1)/p} voor discretisering. Volgens stelling 3 met b, = 1/p, men heeft

10810(’\p —A) < logyy(k) — logy(p)-

K is de lipschitz-constante van de functie K gedefinieerd door (4). Wij nemen aanc = 4/3 en o = 13/32. Dan wordt A expliciet berekend,
zoals aangegeven in [6], namelijk A = — 2206458 . Figuur 3 laat zien log;y (A, — A) aangaande met — log,,(p). Vanwege specifieke
eigenschappen van X lijkt de helling van de functie dicht bij 2 te liggen, wat suggereert dat de fout kwadratisch is. We kunnen echter
voorbeelden construeren van min-plus eigenwaardeproblemen waarvoor de convergentiesnelheid slechts lineair is. Rest ons nog voldoende

hypothesen op de kernel te vinden om de convergentie kwadratisch te maken.
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Figuur 3. Convergentie. log; (A, — A) aangaande met — log,,(p).
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