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概要

スペクトル半径式のmin-plusバージョンを使⽤して、min-plus固有値問題の⼀意の固有値がパラメーターに継続的に
依存することを証明します。また、この固有値を計算するためにChouとGriffithsによって導⼊された数値⼿法が収束
することを証明します。INRIAが最近開発したツールボックスは、これらの結果を⽰しています。例として、
Frenkel-Kontorovaモデルを使⽤します。また、ハミルトン・ヤコビ⽅程式の均質化との類似性も主張します。

キーワード：min-plus固有値問題。数字的分析; フレンケル-コントロバモデル。ハミルトン-ヤコビ⽅程式

前書き

    いくつかの最適化問題は、セミリングを使⽤して定式化できます

固有値の古典的な問題の類似物として現れるように。例えば、

同様に⾒えるだけでなく

これらのアナロジーは、この半リングの⾏列[5]と積分演算⼦[14]のスペクトル理論を開発するために使⽤されていま
す。[6]は、数値法を使⽤して、min-plus固有値の「積分問題」を解き、それにより、Frenkel-Kontorovaモデルの位相
図を描きました。ここでの主な⽬的は、この⽅法の収束を証明することです。

    [1]に触発されたセクション1では、いくつかの⼀般的な定義を導⼊して、アナロジーを形式化する⽅法を思い出し
ます。セクション2では、スペクトル理論の主な定理を思い出します。 。セクション3は、固有値λが関数Kに含
まれるパラメーターに継続的に依存することを⽰しています。セクション4は、固有値問題の数値近似の収束を証明
します。 。セクション3と4の証明は、セクション2で⽰した⼀種のスペクトル半径の式から簡単に推定できま
す。セクション5は、周期関数の場合を扱います。セクション6では、以前の結果を2つのコンテキストで説明しま
す。固体物理学におけるフレンケル-コントロバモデルとハミルトン-ヤコビ⽅程式の均質化です。

    ハミルトン-ヤコビ⽅程式のパラメトリック固有値問題は、min-plus固有値問題と同等であり、固体推進剤推進の進
⾏波の研究にも現れていることに注意してください[3,15] 。このアプリケーションは、私たちの研究の最初の動機で
した。ただし、技術的な詳細はより複雑なので、他の場所で説明します。

    また、他の線形min-plus問題の数値解析は、ここで⽰した固有値問題の数値解析ほど常に単純ではないことにも注
意してください（説明については[4]を参照）。
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Rmin = (R ∪ {+∞}, ⊕, ⊗), λ ⊕ μ = min(λ,μ) , λ ⊗ μ = λ + μ,

min
1≤j≤n

{Ki,j + uj} = λ + ui, ∑
1≤j≤n

Ki,j × uj = λ × ui

min
a≤y≤b

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), ∫
b

a

K(x, y) × u(y) dy = λ × u(x).

Rmin

Rmin
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1.⼀般化線形代数

    定義。  内部構成法のセットです 。  +が関連付けられていて、中⽴要素を持っている場合、セミグルー
プです。  +も可換である場合、可換半群です。

    定義。  2つの内部構成法+と×のセットです。  セミリングの場合

 中⽴要素が0である可換半群です。
 中⽴要素が1である半群

×は+に関して分配的であり、
、 。

    例。

 そして  半リングです。
と 、  中⽴要素の半リングです  と0。

    定義。  半リングであり、 可換半群。と思う 、 。と⾔う  上のセ
ミモジュールです  もし 、 、

私たちは、と⾔うYは、のサブセミモジュールであるX場合 Yは半モジュールであり、 。

    例。ましょXは集合し、  セミリング。

 次にセミモジュールです 。

    例。ましょXは集合し、  すべての機能  これらは以下に囲まれています。  のサブ
セミモジュールです 。

    定義。  セミリングです。  そして  2つのセミモジュールであり、 。私たち
は、と⾔うLがあれば、線形演算⼦であります 、 、 。

    例。ましょXは集合し、  以下に囲まれた関数。  のアプリケーションです  それ⾃体 
 と

 線形演算⼦です。

    定義。  セミリングです  セミモジュール 、  線形演算⼦と 。以下の場合 、λは
Lの固有値であると⾔います。 。この場合、xはλに関連付けられた固有ベクトルであると
⾔います。

    例。前の例と同じ表記法。  の固有値です  存在する場合 uのない同⼀の+∞と

2.上のスペクトル理論 

R + (R, +)

(R, +)

R (R, +, ×)

(R, +)

(R, ×)

∀λ ∈ R 0 × λ = λ × 0 = 0

(R, +, ×) (R+, +, ×)

Rmin = R ∪ {+∞} (Rmin, min, +) +∞

(R, +, ×) (X, +) ∀λ ∈ R,  ∀x ∈ X λ ⋅ x ∈ X (X, +, ⋅)

(R, +, ×) ∀λ, μ ∈ R ∀x, y ∈ X

(λ + μ) ⋅ x = λ ⋅ x + μ ⋅ x ,
(λ × μ) ⋅ x = λ ⋅ (μ ⋅ x),
λ ⋅ (x + y) = λ ⋅ x + λ ⋅ y,
1 ⋅ x = x.

Y ⊂ X

(R, +, ×)

∀f, g ∈ R
X, ∀x ∈ X, (f + g)(x) := f(x) + g(x), (λ ⋅ f)(x) := λ × f(x).

(RX, +, ⋅) R

B(X,Rmin) X → Rmin B(X,Rmin)

(RX
min, min, +)

(R, +, ×) (X, +, ⋅) (Y , +, ⋅) L : X → Y

∀λ, μ ∈ R ∀x, y ∈ X L(λ ⋅ x + μ ⋅ y) = λ ⋅ L(x) + μ ⋅ L(y)

K : X2 → Rmin K B(X,Rmin)

u ↦ Ku

∀x ∈ X, (Ku)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

K

(R, +, ×) (X, +, ⋅) R L : X → X λ ∈ R

∃x ∈ X,  x ≠ 0,  L(x) = λ ⋅ x

λ ∈ Rmin K u ∈ B(X,Rmin)

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (1)

Rmin



    定理1。 ましょXは集合し、 以下に制限されている関数。あるとします  と以下にバインドされ
た関数  （1）を使⽤します。私たちは

    この式は、 スペクトル半径の公式の。[6]は不特定 。[16] は有限である集合Xに対してのみそれを与
えます。この場合、以下の式（3）がより興味深いです。正規化された半代数のスペクトル半径に関する式の解釈に
ついては、[3]を参照してください。

    証拠。我々が選択しました 。私たちは

最初のn個の⽅程式を 追加してみましょう。私達は⼿に⼊れました

以来、Uが制限され、除算N及びテイク 。私達は⼿に⼊れました

任意でした。だから私たちは

反対の不等式を証明するには、ε> 0とし、 。シーケンスを連続して構築できます  と

私たちは追加してみましょう最初のnによって⽅程式と除算をn個。私達は⼿に⼊れました

と 、 私達は⼿に⼊れました

    定理2。 コンパクトな距離空間にしよう  そして 。独特の  それが存在する 
（1）を使⽤します。

    それはのアナログです  の定理の とラトマン。[5] は有限である集合Xの証明を与えます。[7]の証拠を与
える また、さまざまな⼀般化が可能であることに注意してください。[9]証拠を 。[14]は、⼀般
的な⽂脈や弱い仮説でさえ証明を与えます。しかし、[14]の証明の⽅法は[7,9]で使⽤されたものとは少し異なり、あ
まり明確ではありません。以下の証明は、[7,9]のそれを直接⼀般化したものです。

    証拠。 。私たちは定義します  もし 。次に、EはBanachスペースです。私た
ちは定義します

等連続集合です。実際、ε> 0とします。Kは⼀様に連続なので、

我々が選択しました  と 。私たちは

K : X2 → R λ ∈ R

u : X → R

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
. (2)

Rmin X = [0, 1]

(xn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, λ + u(xn−1) = inf

y∈X
{K(xn−1, y) + u(y)} ≤ K(xn−1,xn) + u(xn).

∀n ∈ N
∗, nλ + u(x0) ≤ K(x0,x1) + ⋅ + K(xn−1,xn) + u(xn).

n → +∞

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

(xn)

λ ≤ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

y0 ∈ X (yn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, K(yn−1, yn) + u(yn) ≤ inf

x∈X
{K(yn−1,x) + u(x)} + ε = λ + u(yn−1) + ε.

∀n ∈ N
∗,

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
+

u(yn)

n
≤ λ +

u(y0)

n
+ ε.

n → +∞

λ ≥ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
− ε

≥ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
− ε.

(X, d) K ∈ C0(X2,R) λ ∈ R u ∈ C0(X,R)

Rmin Krein

X = [0, 1] X = [0, 1]n

E = C0(X,R) ∥u∥ = supx∈X |u(x)| u ∈ E

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, (Tu)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

T (E)

∃α > 0, ∀x, y,x′, y′ ∈ X, max{d(x,x′); d(y, y′)} ≤ α  ⇒  |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ ε.

x,x′ ∈ X d(x,x′) ≤ α

′ ′



と xの代わりに、 。

    関数 、 継続的です。と 、

vとuの 役割を⼊れ替えましょう。私達は⼿に⼊れました 。

    私たちは定義します

我々は持っています

だから私たちは 。特に、  そして  有界です。  等連続です。  したがって、等連
続でもあります。 AscoliとArzelaの定理によれば、Eは⽐較的コンパクトです。 閉じた凸型のサブセットで
す。Cのコンパクトなサブセット内の値を持つバナッハ空間の閉じた凸型サブセットの連続関数の場合、Schauderの
定理による固定点があります。 、つまり（1）は

固有値λの⼀意性は、定理1の結果です。

3.パラメータに依存する問題

    パラメータに依存する最⼩プラス固有値問題はまだ研究されていないようです。

    命題1。 コンパクトな距離空間にしよう 、Ωトポロジー空間と  の継続的な機能 
。  に関連付けられている唯⼀の実数です  定理2によると、次のようになります。

 の  は連続関数です。

    証拠。我々が選択しました  そして 。近所あり  の  と

私たちは

取りましょう  これらの不平等のうち、すべての極⼩ 。式（2）から、

    命題2。 コンパクトな距離空間にしよう  Ωは実数ベクトル空間の凸サブセットです。  もし
。とする 、  の  凹関数です。  に関連付けられている唯⼀の実数です  定理

∀u ∈ E, (Tu)(x) − (Tu)(x′) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)}

≤ inf
y∈X

{K(x′, y) + ε + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)} = ε.

x′ |(Tu)(x) − (Tu)(x′)| ≤ ε

T : E → E u ↦ Tu  u, v ∈ E

∀x ∈ X, (Tv)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

− inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

≤ (Tu)(x) + sup
y∈X

{v(y) − u(y)} − inf
y∈X

{v(y) − u(y)}

≤ (Tu)(x) + 2∥v − u∥.

∥Tv − Tu∥ ≤ 2∥v − u∥

K− = inf
x,y∈X

K(x, y), K+ = sup
x,y∈X

K(x, y),

C = {u ∈ E;  ∀x ∈ X,  0 ≤ u(x) ≤ K+ − K−}.

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, 0 ≤ (Tu)(x) ≤ inf
y∈X

{K+ + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K− + u(y)} = K+ − K−.

T (E) ⊂ C T (C) ⊂ C T (C) T (E) T (C)

T (C) C

∃u ∈ C,  Tu = u

λ = inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

(X, d) K : α ↦ Kα

Ω → (C0(X2,R), ∥ ⋅ ∥∞) λα Kα

α ↦ λα Ω → R

α ∈ Ω ε > 0 V α

β ∈ V ⇒ sup
x,y∈X

|Kα(x, y) − Kβ(x, y)| ≤ ε.

∀(xn) ∈ XN, ∀n ∈ N
∗,

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
− ε ≤

Kβ(x0,x1) + ⋯ + Kβ(xn−1,xn)

n

≤
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
+ ε.

lim infn→+∞ (xn) ∈ XN

λα − ε ≤ λβ ≤ λα + ε.

(X, d) Kα ∈ C0(X2,R)

α ∈ Ω ∀x, y ∈ X α ↦ Kα(x, y) Ω → R λα Kα



2により、次のようになります。  の  凹関数です。

    [6]はこのプロパティに⾔及しています  そして 。

    証拠。と 、  そして 、私たちは定義します

我々が選択しました  そして 。私たちは

凹⾯の仮定のため。のプロパティで 、 私達は⼿に⼊れました

すべてに極⼩を 、 私達は⼿に⼊れました

したがって、式（2）によれば、 。

4.数値法

    次の命題は、[6]で使⽤されている数値解法の収束を証明します。

    命題3。 コンパクトな距離空間にしよう 。レプシッツ関数にしよう

定理2によれば、λを、 （1）を使⽤します。有限部分集合のシリーズとするX、 、

定理2によれば、

私たちは  そして  もし 。

    この命題は、pの無限に⼤きい値を考慮する[10]の⾮標準分析の観点に関連しています。

    証拠。我々が選択しました 。（2）によれば、

⼀⽅では、 、だから私たちは持っています 。⼀⽅、ε> 0とします。それが存在します  と

仮説により、 、 、 。しかし、Kはそう、リプシッツであります 、 
。結論として、

α ↦ λα Ω → R

X = [0, 1] Ω = R

x = (xn) ∈ XN n ∈ N
∗ α ∈ Ω

S(x,n,α) =
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

t ∈]0, 1[ α,β ∈ Ω

∀x ∈ XN, ∀n ∈ N
∗, S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t S(x,n,α) + (1 − t)S(x,n,β)

lim inf

∀x ∈ XN, lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t  lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t)  lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

x ∈ XN

inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β)

≥ t inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t) inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

λt⋅α+(1−t)⋅β ≥ t λα + (1 − t)λβ

(X, d) K : X2 → R

∃κ > 0, ∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ κmax{d(x,x′); d(y, y′)}.

∃ u ∈ C0(X,R) (Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp, min
y∈Xp

{K(x, y) + up(y)} = λp + up(x).

λ ≤ λp ≤ λ + κhp λp → λ p → +∞

p ∈ N

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
,

λp = inf
(xn)∈XN

p

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

Xp ⊂ X λ ≤ λp (xn) ∈ XN

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
≤ λ + ε .

∀n ∈ N ∃yn ∈ Xp d(xn, yn) ≤ hp ∀n ∈ N

|K(xn,xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ κhp



εは任意なので、 。

    命題4。q要素の セットであるとします。 。私たちは

    証拠。たとえば、[5]を参照してください。

    「最⼩循環平均」です。この平均は、有限数の操作で計算されます。証明は（2）のそれと似ています。ただ
し、実際に使⽤されているのは式（3）ではありません。必要なKarpアルゴリズムのようなより良いアルゴリズムが
あります 演算、または最速と思われるハワードのアルゴリズム[8]。最⼩値と固有値の問題の数値解析では、含
まれる⾏列がいっぱいで⾮常に⼤きいことに注意してください。したがって、特に問題が次のセクションのように変
化するパラメーターに依存する場合は、効率的なアルゴリズムが歓迎されます。Karpのアルゴリズムはプログラミン
グが⾮常に簡単ですが、HowardのアルゴリズムはScilabのMaxplusツールボックスから利⽤できます。www-
rocq.inria.fr/scilab/およびwww-rocq.inria.fr/scilab/contributions.htmlを参照してください。

5.定期的な機能

    命題5。アーベルトポロジーグループになろう 、以下にバインドされた関数 そして、Pのサブグ
ループX。とする

XのPによる商であるトポロジカルグループです。私たちは定義します

と 。λ 。

継続的な機能がある場合  と

そして

次に、商関数 uから推定されるのは連続的であり、

逆に、 は（6）の連続関数であり、周期Pの周期関数です。 から差し引かれる  継続的で
チェックします（5）。

    [6]はこの命題を証明します  そして 、[9]  そして 。

    証拠。最初に、  明確に定義されています。

残りの部分は、  そして 、 我々は持っています

λp ≤ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n

≤ lim inf
n→+∞

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
+ κ hp ≤ λ + ε + κ hp.

λp ≤ λ + κ hp

Xp

λp = min
1≤n≤q

  min
(x0,…,xn−1)∈Xn

p

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
. (3)

λp

O(q3)

(X, +) K : X2 → R

∀p ∈ P ,  ∀(x, y) ∈ X2,  K(x + p, y + p) = K(x, y).

(X, +)

∀x, y ∈ X, K(x, y) = inf
y∈y

K(x, y) (4)

x ∈ x ∈ R

u : X → R

∀p ∈ P , ∀x ∈ X, u(x + p) = u(x)

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), (5)

u : X → R

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (6)

u : X → R u : X → R u

X = R P = Z X = R
n P = Z

n

K

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀p ∈ P , inf
y∈y

K(x + p, y) = inf
y∈y

K(x, y − p) = inf
y∈y

K(x, y).

x ∈ X x ∈ x

http://www-rocq.inria.fr/scilab/
http://www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html


6.例

    すべてのα 、 。と思う

私たちは定義します

コンパクトです。定理2と命題5によると  は、期間1の周期関数がある唯⼀の実数です。  と

命題2によれば、 凹関数です。したがって、右側に派⽣物があります  すべてのα、および 
 減少関数です。

フレンケルモデルとコントロバモデル

    我々が選択しました 。とする

私たちは定義します

仮定（7）および（8）が検証されます。特別なケースは  期間1の周期的であり、

図1は、  αに関して  別のパラメータで 。フレンケルとコントロバは1  938年にこの例を提
案しました。 。私たちは取る  離散化する 。我々は持っています

図（a）は、 。図（b）は、 αの連続関数でもありますが、「悪魔の階段」として機能します。これが
オーブリーの結果[1,2]とグリフィスの発⾔[13]から推定できるかどうかについては疑問が残る。

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)}

= inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

∈ R Kα ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, ∀α ∈ R, K0(x + 1, y + 1) = K0(x, y)
Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y).

(7)

(8)

∀α ∈ R, λα = inf
(xn)∈RN

lim inf
n→+∞

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

R/Z λα uα ∈ C0(R,R)

∀x ∈ R, inf
y∈R

{Kα(x, y) + uα(y)} = λα + uα(x). (9)

α ↦ λα
dλ
dα

(α+)

α ↦ dλ
dα

(α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, L(x + 1, y + 1) = L(x, y).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, Kα(x, y) = L(x, y) − α(x − y).

V ∈ C0(R,R)

∀x, y ∈ R, L(x, y) = V (x) +
(y − x)2

2
.

λα V (x) = C[1 − cos(2πx)] C

C = (4/3)/(2π)2 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} R/Z

∀α ∈ [0, 1/2], ∀x, y ∈ [0, 1], inf
p∈Z

Kα(x, y + p) = V (x) + inf
p∈{−1,0,1}

{ (y − x + p)2

2
− α(x − y − p)}.

α ↦ λα
dλ
dα (α+)



図1.フレンケルとコントロバモデルの最⼩エネルギー。

ハミルトン・ヤコビ⽅程式の均質化

    我々が選択しました 。とする

私たちは定義します

仮定（7）および（8）が検証されます。この状況の特殊なケースは、  期間1の周期的であり、

この状況では、固有値のほとんど明⽰的な式があります  （たとえば[9]を参照）、つまり

図2は、  αに関して 。図1との類似点と相違点に注意してください。このような2つの近いモ
デルの動作が⾮常に異なるのは奇妙です。

図2.アイコナール⽅程式の有効ハミルトニアン。

L ∈ C0(R2,R)

∀x, v ∈ R, L(x + 1, v) = L(x, v).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, K0(x, y) = inf{∫
1

0
L(ξ(s), ξ̇ (s)) ds ;  ξ ∈ C1([0, 1],R),  ξ(0) = y, ξ(1) = x},

Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y) (10)

V ∈ C0(R,R)

∀x, v ∈ R, L(x, v) = V (x) +
v2

2
.

λα

λα = {
minV ∀ |α| ≤ ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx

λ, |α| = ∫ 1
0
√2[V (x) − λ] dx ∀ |α| > ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx.

λα V (x) = 1 − cos(2πx)



    場合 はvに関して凸であり、[9]は、関数（10）の固有値問題（9）がセルの問題と同等であることを⽰して
います。

と  そして

細胞に関するこの問題は、均質化が原因であることに注意してください。  ⽅程式の

[11]は、オーブリーとマザーの理論とハミルトンとヤコビの⽅程式の間の他のリンクを公開しています。また、カー
ネル（10）の計算はすでに困難であるため、フレンケルとコントロバのモデルではかなり簡単な数値法は、ハミルト
ン⽅程式とヤコビ⽅程式の場合に簡単に適応できません。場合によっては、（10）のオイラーおよびラグランジュ⽅
程式にリンクされた境界問題を解決するソフトウェアを使⽤できます。これは他の場所で研究する必要があります。

収束速度

    フレンケルとコントロバのモデルに戻りましょう。[6]のように、期間1の周期関数を部分ごとに放物線状に選択
し、 、

と 。を使⽤しております 離散化のため。命題3によれば 、 我々は持ってい
ます

κは関数のリプシッツ定数 （4）で定義。とする  そして 。次に、[6]に⽰されているように、λが
明⽰的に計算されます。 。図3は  の⾯では 。Kの特定のプロパティのため、関数の
勾配は2に近いようです。これは、誤差が2次であることを⽰唆しています。ただし、収束速度が線形のみであるmin-
plus固有値問題の例を構築できます。収束が⼆次であるためには、カーネルで⼗分な仮説を⾒つける必要がありま
す。

図3.収束。  の⾯では 。

L(x, v)

H(x, α +
∂u

∂x
(x)) = H̄(α),

H̄(α) = −λα

∀x, p ∈ R, H(x, p) = sup
v∈R

{p ⋅ v − L(x, v)}.

ε → 0

∂v

∂t
(t, x) + H( x

ε
,

∂v

∂x
(t, x)) = 0.

V : R → R

V (x) = {
c
2

x2   − 1/4 ≤ x ≤ 1/4,

c

16
− c

2
(x − 1

2
)

2
 1/4 ≤ x ≤ 3/4

c ≥ 0 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} hp = 1/p

log10(λp − λ) ≤ log10(κ) − log10(p).

K c = 4/3 α = 13/32

λ = − 265
2048

log10(λp − λ) − log10(p)

log10(λp − λ) − log10(p)



ありがとう

    著者は、偏微分⽅程式の粘度法に関する刺激的なワークショップをしてくれたLin Yi-Jiunとブリティッシュコロン
ビア⼤学に感謝します。
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