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resumen

Usamos la versión min-plus de la fórmula del radio espectral para demostrar que el valor propio único de un problema de valor propio min-plus depende
continuamente de los parámetros. También demostramos que el método numérico introducido por Chou y Griffiths para calcular este valor propio converge. Una
caja de herramientas desarrollada recientemente por INRIA ilustra estos resultados. Utilizamos los modelos Frenkel-Kontorova como ejemplo. También insistimos
en la analogía con la homogeneización de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.
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Introducción

    Algunos problemas de optimización pueden formularse usando el semi-anillo

para que aparezcan como análogos de los problemas clásicos del valor propio. Por ejemplo,

se parecen, así como

Estas analogías se han utilizado para desarrollar una teoría espectral de matrices [5] y operadores integrales [14] en este semianillo. [6] utilizó un método numérico
para resolver "problemas integrales" del valor propio min-plus y así dibujar diagramas de fase para los modelos de Frenkel-Kontorova. El objetivo principal aquí es
demostrar la convergencia de este método.

    La Sección 1, inspirada en [12], recuerda cómo formalizar las analogías con la introducción de algunas definiciones generales. La sección 2 recuerda los
principales teoremas de la teoría espectral sobre . La sección 3 muestra que el valor propio λ depende continuamente en los parámetros que intervienen en la
función K . La sección 4 demuestra la convergencia de la aproximación numérica de los problemas de valor propio en . Las pruebas de las secciones 3 y 4 se
deducen fácilmente de un tipo de fórmula de radio espectral presentada en la sección 2. La sección 5 trata el caso de las funciones periódicas. La sección 6 ilustra los
resultados anteriores en dos contextos: los modelos de Frenkel-Kontorova en física de estado sólido y la homogeneización de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

    Tenga en cuenta que los problemas de valores propios paramétricos para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, que son equivalentes a los problemas de valores
propios min-plus, también aparecen en el estudio de ondas viajeras para propulsión de propulsores sólidos [3,15] . Esta aplicación fue la motivación inicial para
nuestro estudio. Pero como los detalles técnicos son más complicados, los explicaremos en otra parte.

    Tenga en cuenta también que el análisis numérico de otros problemas lineales min-plus no siempre es tan simple como el de los problemas de valores propios
presentados aquí (ver [4] para una discusión).

1. Álgebra lineal generalizada

    Definición .  es un conjunto con una ley de composición interna .  es un semi-grupo si + es asociativo y tiene un elemento neutral.  es un semi-
grupo conmutativo si + también es conmutativo.

    Definición .  es un conjunto con dos leyes de composición interna + y ×.  es un semi-anillo si

 es un semi-grupo conmutativo cuyo elemento neutral es 0,
 es un semi-grupo cuyo elemento neutral es 1,

× es distributivo con respecto a +,
, .

    Ejemplos .

 y  Son semi-anillos.
Con ,  es un semi-anillo con elementos neutros  y 0.

    Definición .  es un semi-anillo y Un semi-grupo conmutativo. Suponemos que , . Dicen que  es un semi-
módulo en  Si , ,

Decimos que Y es un submódulo de X si Y es un semi-módulo y .

    Ejemplo . Deje X ser un conjunto y  Un semi-anillo.
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Rmin = (R ∪ {+∞}, ⊕, ⊗), λ ⊕ μ = min(λ,μ) , λ ⊗ μ = λ + μ,

min
1≤j≤n

{Ki,j + uj} = λ + ui, ∑
1≤j≤n

Ki,j × uj = λ × ui

min
a≤y≤b

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), ∫
b

a

K(x, y) × u(y) dy = λ × u(x).

Rmin

Rmin

R + (R, +) (R, +)

R (R, +, ×)

(R, +)
(R, ×)

∀λ ∈ R 0 × λ = λ × 0 = 0

(R, +, ×) (R+, +, ×)
Rmin = R ∪ {+∞} (Rmin, min, +) +∞

(R, +, ×) (X, +) ∀λ ∈ R,  ∀x ∈ X λ ⋅ x ∈ X (X, +, ⋅)
(R, +, ×) ∀λ,μ ∈ R ∀x, y ∈ X

(λ + μ) ⋅ x = λ ⋅ x + μ ⋅ x ,
(λ × μ) ⋅ x = λ ⋅ (μ ⋅ x),
λ ⋅ (x + y) = λ ⋅ x + λ ⋅ y,
1 ⋅ x = x.

Y ⊂ X

(R, +, ×)

∀f, g ∈ R
X, ∀x ∈ X, (f + g)(x) := f(x) + g(x), (λ ⋅ f)(x) := λ × f(x).
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 es entonces un semi-módulo en .

    Ejemplo . Deje X ser un conjunto y  todas las funciones  que están delimitados a continuación.  es un submódulo de 
.

    Definición .  Es un semi-anillo.  y  son dos semi-módulos y . Decimos que L es un operador lineal si , 
, .

    Ejemplo . Deje X ser un conjunto y  una función limitada a continuación.  es la aplicación de  en si mismo  con

 Es un operador lineal.

    Definición .  es un semi-anillo,  un semi-módulo en ,  un operador lineal y . Decimos que λ es un valor propio de L si
. En este caso, decimos que x es un vector propio asociado con λ.

    Ejemplo . Las mismas anotaciones que en el ejemplo anterior.  es un valor propio de  si existiera con u no idénticamente + ∞ y

2. Teoría espectral sobre 

    Teorema 1 . Deje X ser un conjunto y una función que está limitada a continuación. Supongamos que hay  y una función limitada a
continuación  con (1). Tenemos entonces

    Esta fórmula es el análogo de de la fórmula del radio espectral. [6] da no especificado para . [16] da solo para un conjunto X que es finito. En este
caso, la fórmula (3) a continuación es más interesante. Para una interpretación de la fórmula en términos de radio espectral en un semi-álgebra normalizada, ver [3].

    Evidencia. Nosotros elegimos . Tenemos entonces

Agreguemos las primeras n ecuaciones. Obtenemos

Como u está acotado, divida por n y tome . Obtenemos

Fue arbitrario. Entonces tenemos

Para probar la desigualdad opuesta, dejemos ε> 0 y . Podemos construir sucesivamente una secuencia  con

Agreguemos las primeras n ecuaciones y dividamos entre n . Obtenemos

Con , obtenemos

    Teorema 2 . Dejar ser un espacio métrico compacto  y . Hay un único  para lo cual existe  con (1).

    Es un análogo para  del teorema de y Rutman. [5] da una prueba de un conjunto X que es finito. [7] da evidencia de y señala que son
posibles varias generalizaciones. [9] extiende la evidencia a . [14] da pruebas en el contexto general e incluso con hipótesis más débiles. Pero el método
de prueba de [14] es un poco diferente del utilizado en [7,9] y menos claro. La prueba a continuación es una generalización directa de eso en [7,9].

    Evidencia. . Definimos  Si . Entonces E es un espacio de Banach. Definimos

Es un conjunto equicontinuo. De hecho, sea ε> 0. Como K es uniformemente continuo,

Nosotros elegimos  con . Tenemos entonces

(RX, +, ⋅) R

B(X,Rmin) X → Rmin B(X,Rmin)

(RX
min, min, +)

(R, +, ×) (X, +, ⋅) (Y , +, ⋅) L : X → Y ∀λ,μ ∈ R

∀x, y ∈ X L(λ ⋅ x + μ ⋅ y) = λ ⋅ L(x) + μ ⋅ L(y)

K : X2 → Rmin K B(X,Rmin) u ↦ Ku

∀x ∈ X, (Ku)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

K

(R, +, ×) (X, +, ⋅) R L : X → X λ ∈ R

∃x ∈ X,  x ≠ 0,  L(x) = λ ⋅ x

λ ∈ Rmin K u ∈ B(X,Rmin)

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (1)

Rmin

K : X2 → R λ ∈ R

u : X → R

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
. (2)

Rmin X = [0, 1]

(xn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, λ + u(xn−1) = inf

y∈X
{K(xn−1, y) + u(y)} ≤ K(xn−1,xn) + u(xn).

∀n ∈ N
∗, nλ + u(x0) ≤ K(x0,x1) + ⋅ + K(xn−1,xn) + u(xn).

n → +∞

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

(xn)

λ ≤ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

y0 ∈ X (yn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, K(yn−1, yn) + u(yn) ≤ inf

x∈X
{K(yn−1,x) + u(x)} + ε = λ + u(yn−1) + ε.

∀n ∈ N
∗,

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
+

u(yn)

n
≤ λ +

u(y0)

n
+ ε.

n → +∞

λ ≥ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
− ε

≥ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
− ε.

(X, d) K ∈ C0(X2,R) λ ∈ R u ∈ C0(X,R)

Rmin Krein X = [0, 1]
X = [0, 1]n

E = C0(X,R) ∥u∥ = supx∈X |u(x)| u ∈ E

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, (Tu)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

T (E)

∃α > 0, ∀x, y,x′, y′ ∈ X, max{d(x,x′); d(y, y′)} ≤ α  ⇒  |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ ε.

x,x′ ∈ X d(x,x′) ≤ α

∀u ∈ E, (Tu)(x) − (Tu)(x′) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)}

≤ inf
y∈X

{K(x′, y) + ε + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)} = ε.



Con en lugar de x , obtenemos .

    La funcion , es continuo Con ,

Cambiemos los roles de v y u . Obtenemos .

    Definimos

Se tiene

Entonces tenemos . En particular,  y  está ligado.  es equicontinuo  es por lo tanto también equicontinuo. es
relativamente compacto en E según el teorema de Ascoli y Arzela. es un subconjunto cerrado y convexo. Para una función continua de un subconjunto cerrado y
convexo de un espacio de Banach con valores en un subconjunto compacto de C , hay un punto fijo de acuerdo con el teorema de Schauder: , lo
que significa (1) con

La unicidad del valor propio λ resulta del teorema 1.

3. Problemas que dependen de un parámetro.

    Los problemas de valor propio min-plus que dependen de un parámetro no parecen haber sido estudiados todavía.

    Proposición 1 . Dejar ser un espacio métrico compacto , Ω un espacio topológico y  una función continua de . 
es el único número real asociado con  según el teorema 2. Entonces tenemos:  de  Es una función continua.

    Evidencia. Nosotros elegimos  y . Hay un barrio  de  con

Tenemos entonces

Tomemos el  de estas desigualdades, entonces el infimum en todos . Obtenemos de la fórmula (2) que

    Proposición 2 . Dejar ser un espacio métrico compacto  y Ω un subconjunto convexo de un espacio vectorial real.  Si . Asumimos
,  de  Es una función cóncava.  es el único número real asociado con  por el teorema 2. Luego tenemos:  de 

Es una función cóncava.

    [6] menciona esta propiedad para  y .

    Evidencia. Con ,  y , definimos

Nosotros elegimos  y . Tenemos entonces

por el supuesto de concavidad. Con las propiedades de , obtenemos

Toma el infimum en todos , obtenemos

Entonces, de acuerdo con la fórmula (2), .

4. Métodos numéricos.

    La siguiente proposición prueba la convergencia del método numérico utilizado por [6].

x′ |(Tu)(x) − (Tu)(x′)| ≤ ε

T : E → E u ↦ Tu  u, v ∈ E

∀x ∈ X, (Tv)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

− inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

≤ (Tu)(x) + sup
y∈X

{v(y) − u(y)} − inf
y∈X

{v(y) − u(y)}

≤ (Tu)(x) + 2∥v − u∥.

∥Tv − Tu∥ ≤ 2∥v − u∥

K− = inf
x,y∈X

K(x, y), K+ = sup
x,y∈X

K(x, y),

C = {u ∈ E;  ∀x ∈ X,  0 ≤ u(x) ≤ K+ − K−}.

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, 0 ≤ (Tu)(x) ≤ inf
y∈X

{K+ + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K− + u(y)} = K+ − K−.

T (E) ⊂ C T (C) ⊂ C T (C) T (E) T (C) T (C)
C

∃u ∈ C,  Tu = u

λ = inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

(X, d) K : α ↦ Kα Ω → (C0(X2,R), ∥ ⋅ ∥∞) λα
Kα α ↦ λα Ω → R

α ∈ Ω ε > 0 V α

β ∈ V ⇒ sup
x,y∈X

|Kα(x, y) − Kβ(x, y)| ≤ ε.

∀(xn) ∈ XN, ∀n ∈ N
∗,

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
− ε ≤

Kβ(x0,x1) + ⋯ + Kβ(xn−1,xn)

n

≤
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
+ ε.

lim infn→+∞ (xn) ∈ XN

λα − ε ≤ λβ ≤ λα + ε.

(X, d) Kα ∈ C0(X2,R) α ∈ Ω
∀x, y ∈ X α ↦ Kα(x, y) Ω → R λα Kα α ↦ λα Ω → R

X = [0, 1] Ω = R

x = (xn) ∈ XN n ∈ N
∗ α ∈ Ω

S(x,n,α) =
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

t ∈]0, 1[ α,β ∈ Ω

∀x ∈ XN, ∀n ∈ N
∗, S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t S(x,n,α) + (1 − t)S(x,n,β)

lim inf

∀x ∈ XN, lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t  lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t)  lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

x ∈ XN

inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β)

≥ t inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t) inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

λt⋅α+(1−t)⋅β ≥ t λα + (1 − t)λβ



    Proposición 3 . Dejar ser un espacio métrico compacto . Dejar ser una función de lipchitzia

Según el teorema 2, deje que λ sea el único número real para el cual con (1). Sea una serie de subconjuntos finitos de X , , con

Según el teorema 2,

Tenemos entonces  y  Si .

    Esta proposición está relacionada con el punto de vista del análisis no estándar de [10], que considera valores infinitamente grandes de p .

    Evidencia. Nosotros elegimos . De acuerdo con (2),

De un lado, , Entonces tenemos . Por otro lado, sea ε> 0. Existe  con

Por hipótesis, , , . Pero K es Lipschitz, entonces , . En conclusión,

Como ε fue arbitrario, obtenemos .

    Proposición 4 . Dejado ser un conjunto con q elementos, . Tenemos entonces

    Evidencia. Ver [5] por ejemplo.

    es el "promedio cíclico mínimo". Este promedio se calcula con un número finito de operaciones. La prueba es similar a la de (2). Sin embargo, no es la fórmula
(3) la que se usa en la práctica. Hay mejores algoritmos, como el algoritmo de Karp que requiere operaciones, o el algoritmo de Howard que parece ser el más
rápido [8]. Tenga en cuenta que en el análisis numérico de los problemas de valor propio min-plus, las matrices involucradas son completas y muy grandes. Por lo
tanto, los algoritmos eficientes son bienvenidos, especialmente cuando el problema depende de un parámetro que variamos como en las siguientes secciones. El
algoritmo de Karp es muy fácil de programar, mientras que Howard está disponible a través de la caja de herramientas Maxplus de Scilab. Ver www-
rocq.inria.fr/scilab/ y www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html .

5. Funciones periódicas

    Proposición 5 . Dejar ser un grupo topológico abeliano , una función delimitada a continuación y P un subgrupo de X . Asumimos

es el grupo topológico que es el cociente de X por P . Definimos

con . Deje λ .

Si tenemos una función continua  con

y

entonces la función de cociente deducido de usted es continuo y

Por el contrario, si es una función continua con (6), entonces la función periódica del período P , , deducido de  es continuo y
verifica (5).

    [6] prueba esta proposición para  y , [9] para  y .

    Evidencia. Primero, tenga en cuenta que  está bien definido, porque

El resto se deduce fácilmente del hecho de que si  y , se tiene

(X, d) K : X2 → R

∃κ > 0, ∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ κmax{d(x,x′); d(y, y′)}.

∃ u ∈ C0(X,R) (Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp, min
y∈Xp

{K(x, y) + up(y)} = λp + up(x).

λ ≤ λp ≤ λ + κhp λp → λ p → +∞

p ∈ N

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
,

λp = inf
(xn)∈XN

p

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

Xp ⊂ X λ ≤ λp (xn) ∈ XN

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
≤ λ + ε .

∀n ∈ N ∃yn ∈ Xp d(xn, yn) ≤ hp ∀n ∈ N |K(xn,xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ κhp

λp ≤ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n

≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
+ κhp ≤ λ + ε + κhp.

λp ≤ λ + κhp

Xp

λp = min
1≤n≤q

  min
(x0,…,xn−1)∈Xn

p

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
. (3)

λp
O(q3)

(X, +) K : X2 → R

∀p ∈ P ,  ∀(x, y) ∈ X2,  K(x + p, y + p) = K(x, y).

(X, +)

∀x, y ∈ X, K(x, y) = inf
y∈y

K(x, y) (4)

x ∈ x ∈ R

u : X → R

∀p ∈ P , ∀x ∈ X, u(x + p) = u(x)

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), (5)

u : X → R

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (6)

u : X → R u : X → R u

X = R P = Z X = R
n P = Z

n

K

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀p ∈ P , inf
y∈y

K(x + p, y) = inf
y∈y

K(x, y − p) = inf
y∈y

K(x, y).

x ∈ X x ∈ x
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6. Ejemplos

    Para todos los α , . Suponemos que

Definimos

Es compacto. De acuerdo con el Teorema 2 y la Proposición 5,  es el único número real para el que hay una función periódica del período 1, 
con

De acuerdo con la proposición 2, Es una función cóncava. Entonces tiene una derivada en el lado derecho  para todos los α, y  Es una
función decreciente.

Modelos Frenkel y Kontorova

    Nosotros elegimos . Asumimos

Definimos

Se verifican los supuestos (7) y (8). Un caso especial es aquel donde  es periódica del período 1 y

La Figura 1 muestra la dependencia de  con respecto a α si  con otro parámetro . Frenkel y Kontorova propusieron este ejemplo en
1938. Tomamos . Se toma  discretizar . Se tiene

La figura (a) ilustra la continuidad de . La figura (b) sugiere que También es una función continua de α, pero como una "escalera del diablo". Queda
una duda sobre si esto puede deducirse de los resultados de Aubry [1,2] y los comentarios de Griffith [13].

Figura 1. La energía mínima del modelo de Frenkel y Kontorova.

Homogeneización de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi

    Nosotros elegimos . Asumimos

Definimos

Se verifican los supuestos (7) y (8). Un caso especial de esta situación es donde  es periódica del período 1, y

En esta situación, hay una fórmula casi explícita para el valor propio  (ver [9] por ejemplo), a saber

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)}

= inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

∈ R Kα ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, ∀α ∈ R, K0(x + 1, y + 1) = K0(x, y)
Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y).

(7)

(8)

∀α ∈ R, λα = inf
(xn)∈RN

lim inf
n→+∞

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

R/Z λα uα ∈ C0(R,R)

∀x ∈ R, inf
y∈R

{Kα(x, y) + uα(y)} = λα + uα(x). (9)

α ↦ λα
dλ
dα (α+) α ↦ dλ

dα (α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, L(x + 1, y + 1) = L(x, y).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, Kα(x, y) = L(x, y) − α(x − y).

V ∈ C0(R,R)

∀x, y ∈ R, L(x, y) = V (x) +
(y − x)2

2
.

λα V (x) = C[1 − cos(2πx)] C

C = (4/3)/(2π)2 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} R/Z

∀α ∈ [0, 1/2], ∀x, y ∈ [0, 1], inf
p∈Z

Kα(x, y + p) = V (x) + inf
p∈{−1,0,1}

{ (y − x + p)2

2
− α(x − y − p)}.

α ↦ λα
dλ
dα

(α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, v ∈ R, L(x + 1, v) = L(x, v).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, K0(x, y) = inf{∫
1

0
L(ξ(s), ξ̇ (s)) ds ;  ξ ∈ C1([0, 1],R),  ξ(0) = y, ξ(1) = x},

Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y) (10)

V ∈ C0(R,R)

∀x, v ∈ R, L(x, v) = V (x) +
v2

2
.

λα



La figura 2 muestra la dependencia de  con respecto a α si . Tenga en cuenta las similitudes y diferencias con la Figura 1. Es extraño que
dos de estos modelos cercanos se comporten de manera tan diferente.

Figura 2. El Hamiltoniano efectivo para la ecuación eikonal.

    En el caso de que es convexo con respecto a v , [9] muestra que el problema de valor propio (9) con la función (10) es equivalente al problema para una
celda

con  y

Recordemos que este problema para una célula proviene de la homogeneización cuando  de la ecuación

[11] expone otros vínculos entre la teoría de Aubry y Mather y las ecuaciones de Hamilton y Jacobi. Tenga en cuenta también que el método numérico, que es
bastante fácil para el modelo de Frenkel y Kontorova, no es fácil de adaptar al caso de las ecuaciones de Hamilton y Jacobi porque el núcleo (10) ya es difícil de
calcular. En ciertos casos, uno podría usar un software que resuelva los problemas de límites relacionados con la ecuación de Euler y Lagrange para (10). Esto
necesita ser estudiado en otro lado.

La velocidad de la convergencia.

    Volvamos a los modelos de Frenkel y Kontorova. Como en [6], elegimos la función periódica del período 1, parabólica por piezas, , con

con . Utilizamos para discretización De acuerdo con la proposición 3 con , se tiene

κ es la constante de lipschitz de la función definido por (4). Asumimos  y . Entonces λ se calcula explícitamente, como se indica en [6], a saber
. La figura 3 muestra  en función de . Debido a las propiedades específicas de K , la pendiente de la función parece estar cerca

de 2, lo que sugiere que el error es cuadrático. Sin embargo, podemos construir ejemplos de problemas de valor propio min-plus para los cuales la velocidad de
convergencia es solo lineal. Queda por encontrar suficientes hipótesis en el núcleo para que la convergencia sea cuadrática.

Figura 3. Convergencia.  en función de .

Gracias

λα = {
minV ∀ |α| ≤ ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx

λ, |α| = ∫ 1
0
√2[V (x) − λ] dx ∀ |α| > ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx.

λα V (x) = 1 − cos(2πx)

L(x, v)

H(x,α +
∂u

∂x
(x)) = H̄(α),

H̄(α) = −λα

∀x, p ∈ R, H(x, p) = sup
v∈R

{p ⋅ v − L(x, v)}.

ε → 0

∂v

∂t
(t,x) + H( x

ε
,

∂v

∂x
(t,x)) = 0.

V : R → R

V (x) = {
c

2
x2   − 1/4 ≤ x ≤ 1/4,

c
16 − c

2 (x − 1
2 )

2
 1/4 ≤ x ≤ 3/4

c ≥ 0 {0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p} hp = 1/p

log10(λp − λ) ≤ log10(κ) − log10(p).

K c = 4/3 α = 13/32
λ = − 265

2048
log10(λp − λ) − log10(p)

log10(λp − λ) − log10(p)
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