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resumen

Usamos la versién min-plus de la formula del radio espectral para demostrar que el valor propio unico de un problema de valor propio min-plus depende
continuamente de los parametros. También demostramos que el método numérico introducido por Chou y Griffiths para calcular este valor propio converge. Una
caja de herramientas desarrollada recientemente por INRIA ilustra estos resultados. Utilizamos los modelos Frenkel-Kontorova como ejemplo. También insistimos
en la analogia con la homogeneizacion de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.
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Introduccion

Algunos problemas de optimizacion pueden formularse usando el semi-anillo
Rumin = (RU{+0},®,®), A®p=min(A\u) , AQu=A+upy,

para que aparezcan como analogos de los problemas cléasicos del valor propio. Por ejemplo,

11;1]_1;1"{1{114 +u} = A+, 1<]Z<n K;jxu;=Axuy
S€ parecen, aSi como
b
min (K(z,) +u@} = A+ u@), [ K@) < ul)dy = x o)
v a

Estas analogias se han utilizado para desarrollar una teoria espectral de matrices [5] y operadores integrales [14] en este semianillo. [6] utilizo un método numérico
para resolver "problemas integrales" del valor propio min-plus y asi dibujar diagramas de fase para los modelos de Frenkel-Kontorova. El objetivo principal aqui es
demostrar la convergencia de este método.

La Seccion 1, inspirada en [12], recuerda como formalizar las analogias con la introduccion de algunas definiciones generales. La seccion 2 recuerda los
principales teoremas de la teoria espectral sobre Ruyin. La seccion 3 muestra que el valor propio A depende continuamente en los parametros que intervienen en la
funcion K . La seccion 4 demuestra la convergencia de la aproximacion numérica de los problemas de valor propio en Ryin. Las pruebas de las secciones 3 y 4 se
deducen facilmente de un tipo de féormula de radio espectral presentada en la seccion 2. La seccion 5 trata el caso de las funciones periddicas. La seccion 6 ilustra los
resultados anteriores en dos contextos: los modelos de Frenkel-Kontorova en fisica de estado sélido y la homogeneizacion de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

Tenga en cuenta que los problemas de valores propios paramétricos para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, que son equivalentes a los problemas de valores
propios min-plus, también aparecen en el estudio de ondas viajeras para propulsion de propulsores solidos [3,15] . Esta aplicacion fue la motivacion inicial para
nuestro estudio. Pero como los detalles técnicos son mas complicados, los explicaremos en otra parte.

Tenga en cuenta también que el analisis numérico de otros problemas lineales min-plus no siempre es tan simple como el de los problemas de valores propios
presentados aqui (ver [4] para una discusion).

1. Algebra lineal generalizada

Definicién . R es un conjunto con una ley de composicion interna 4. (R, +) es un semi-grupo si + es asociativo y tiene un elemento neutral. (R, +) es un semi-
grupo conmutativo si + también es conmutativo.

Definicién . R es un conjunto con dos leyes de composicion interna +y x. (R, +, X) es un semi-anillo si

* (R,+) es un semi-grupo conmutativo cuyo elemento neutral es 0,
e (R, x) es un semi-grupo cuyo elemento neutral es 1,

¢ x es distributivo con respecto a +,
e VAER,0xA=Ax0=0.

Ejemplos .

e (R,+, %)y (R4,4+, x) Son semi-anillos.
e Con Rpin = RU {+00}, (Rmin, min, +) es un semi-anillo con elementos neutros +oco y 0.

Definicién . (R, +, x) es un semi-anillo y (X, +) Un semi-grupo conmutativo. Suponemos que VA € R, Vz € X, A -z € X. Dicen que (X, +,-) es un semi-
moédulo en (R,+, X) SiVA, u € R,Vz,y € X,

A+p)-z=Xz+p-z,
Axp)z=XA(p-2),
A(z+yy=r-z+Xr-y
l-z=2

Decimos que Y es un submodulo de X 'si Y es un semi-moduloy Y C X.

Ejemplo . Deje X ser un conjunto y (R, +, x) Un semi-anillo.

Vi,g€RY, VeeX, (f+g)(z):=f(e)+g(x), (A-flz):=Ax f(a).
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(RX, +,) es entonces un semi-médulo en R.

Ejemplo . Deje X ser un conjunto y B(X, R, ) todas las funciones X — Ry,;, que estan delimitados a continuacién. B(X, Ry,;,) es un submodulo de
(RX. ., min, +).

Definicién . (R, +, x) Es un semi-anillo. (X, +,-) y (¥, +, -) son dos semi-modulos y L : X — Y. Decimos que L es un operador lineal si VA, u € R,
Ve,ye€ X, L(A-x+p-y) =X L(z) + p- L(y).

Ejemplo . Deje X ser un conjunto y K : X 2 3 Rpmin una funcién limitada a continuacion. IC es la aplicacion de B(X, Ruin) en si mismo u — Ku con

vaeX, (Ku)@) = inf{K(z,y) +u(w)}

K Es un operador lineal.

Definicion . (R, +, x) es un semi-anillo, (X, +, ) un semi-mddulo en R, L : X — X un operador lineal y A € R. Decimos que A es un valor propio de L si
dz € X, z #0, L(z) = A - z. En este caso, decimos que x es un vector propio asociado con A.

Ejemplo . Las mismas anotaciones que en el ejemplo anterior. A € Rin es un valor propio de K si existiera u € B(X, Rmin) con u no idénticamente + o0 y

Ve e X, mf{K(zy)+uy)}=A+u@). 1)

2. Teoria espectral sobre R,;,

Teorema 1 . Deje X ser un conjunto y K : X? — Runa funcién que esta limitada a continuacién. Supongamos que hay A € R y una funcién limitada a
continuacion u : X — R con (1). Tenemos entonces

A= inf liminf K(””O’””l)+"'-+K(zn71,zn).

(zn)€XN n—+o0 n

2)

Esta formula es el andlogo de Rpin de la formula del radio espectral. [6] da no especificado para X = [0, 1]. [16] da solo para un conjunto X que es finito. En este
caso, la formula (3) a continuacion es mas interesante. Para una interpretacion de la formula en términos de radio espectral en un semi-algebra normalizada, ver [3].

Evidencia. Nosotros elegimos (z,) € X N Tenemos entonces

nEN, At u(zat) = f{K(en1,9) + 6(0)} < K(znt,2a) + u(an).

Agreguemos las primeras n ecuaciones. Obtenemos
Vn € N*,  nX+u(zg) < K(zg,z1) + - + K(Tp_1,Tn) + u(zy,).
Como u esta acotado, divida por n y tomen — +o00. Obtenemos

A < liminf K(zo,z1) + -+ + K(zn-1,2n) .

n—+00 n

(zr) Fue arbitrario. Entonces tenemos

K K _
A< inf liminf (@0, 21) + - + K(@n 1, 2n)

z,)EXN n—+oo n
Para probar la desigualdad opuesta, dejemos > 0y yo € X. Podemos construir sucesivamente una secuencia (y,,) € X N con

Vn €N, K(yn-1,yn) + u(yn) < }gg{K(ynfhi”) +u(@)} +e=A+u(ya1) +e.

Agreguemos las primeras n ecuaciones y dividamos entre 7 . Obtenemos

K s+ K(yn—
Vn e N, (yo,91) + n+ (Yn-1,9m) U(Zn) A4 U(go) Y.
Con n — 400, obtenemos
K s+ K(yp-
A > liminf 20 Y1) £t Kn1,9n)

n—-+00 n
K ’ coe K n—1yLn
> inf liminf @0, 2) -+ K(@n 1, 20) —

T (zn)eXN n—too n

Teorema 2 . Dejar ser un espacio métrico compacto (X,d) y K € C°(X?%,R). Hay un tinico A € R para lo cual existe u € C°(X,R) con (1).

Es un anélogo para Ryin del teorema de Krein'y Rutman. [5] da una prueba de un conjunto X que es finito. [7] da evidencia de X = [0, 1] y sefiala que son
posibles varias generalizaciones. [9] extiende la evidencia a X = [0, 1]". [14] da pruebas en el contexto general e incluso con hip6tesis mas débiles. Pero el método
de prueba de [14] es un poco diferente del utilizado en [7,9] y menos claro. La prueba a continuacion es una generalizacion directa de eso en [7,9].

Evidencia. E = C°(X,R). Definimos ||u|| = sup,cx |u(z)| Si v € E. Entonces E es un espacio de Banach. Definimos
Yu€ B, VreX, (Tu)(z)=inf{K(z,y)+u(y)} - nf nf{K(zy) +uy)}
T'(E) Es un conjunto equicontinuo. De hecho, sea e> 0. Como K es uniformemente continuo,
Ja >0, Va,y,2,¥y €X, max{d(z,z);d(y,v)} <a = |K(z,y) — K(z',y)| <e.
Nosotros elegimos z,z’ € X con d(z, ') < a. Tenemos entonces
Vue B, (Tu)(x) - (Tu)(@) = nf{K(z,y) + u(y)} - nf{K(a",y) +u(y)}
< mH{K(@,y) +e+uly)} - m{K(@,y) +uly)} = -



Con z' en lugar de x , obtenemos |(T'u)(z) — (Tw)(z')| < e.
La funcionT : E — E, u +— Tu es continuo Conu,v € E,
ve € X, (Tv)(e) = inf{K(z,y) +v(y) —uly) + u(y)}
— inf inf{K(2,y) + v(y) — u(y) +u(y)}
< (Tu)(z) + sup{v(y) — uw(y)} — inf{v(y) — u(y)}
yeX Y
< (Tu)(z) + 2||lv — ul.

Cambiemos los roles de vy u . Obtenemos | Tv — Tu|| < 2|jv — ul|.

Definimos
K- = inf K(z,y), K= zSﬂljler;(K(ﬂ«wy),
C={uecE;Vze X, 0<u(z) <K, —K_}.
Se tiene

Yue E, VeeX, 0<(Tu)(z)< ylél}%{KJr +u(y)} — ;él)f;ylél}f;{Kf +u(y)} =Ky - K_.

Entonces tenemos T'(E) C C. En particular, T(C) C C'y T(C) esta ligado. T(E) es equicontinuo T'(C) es por lo tanto también equicontinuo. T'(C)es
relativamente compacto en £ segun el teorema de Ascoli y Arzela. C es un subconjunto cerrado y convexo. Para una funcioén continua de un subconjunto cerrado y
convexo de un espacio de Banach con valores en un subconjunto compacto de C, hay un punto fijo de acuerdo con el teorema de Schauder: 3u € C, Tu = u, lo
que significa (1) con

A= Inf inf{K(zy) +u(y)}-

La unicidad del valor propio A resulta del teorema 1.

3. Problemas que dependen de un parametro.

Los problemas de valor propio min-plus que dependen de un parametro no parecen haber sido estudiados todavia.

Proposicion 1 . Dejar ser un espacio métrico compacto (X, d), Q un espacio topolégico y K : o K, una funcion continua de @ — (C*(X2,R), || - loo)- Aa
es el unico numero real asociado con K, segun el teorema 2. Entonces tenemos: o — A, de Q — R Es una funcién continua.

Evidencia. Nosotros elegimos o € Q y e > 0. Hay un barrio V de o con

BeV= sup |Ky(z,y) — Ks(z,y)| <e.
X

z,ye.
Tenemos entonces

Ka(zo,@1) + -+ + Ka(@n-1,20) __ Kp(@o, 1) + -+ Kp(@n-1,2n)
n n
< Ka(x07ml)+"'+Ka(mnflamn)

V(z,) € XN, VneN*,

+e.

n
Tomemos el lim inf,, .« de estas desigualdades, entonces el infimum en todos (z,) € X N Obtenemos de la formula (2) que
Aa—€< A< Ao Fe.

Proposicion 2 . Dejar ser un espacio métrico compacto (X, d) y Q un subconjunto convexo de un espacio vectorial real. K, € C°(X% R) Si a € Q. Asumimos
Va,y € X, a— K,(z,y) de @ — R Es una funcion concava. A, es el vinico nimero real asociado con K, por el teorema 2. Luego tenemos: a + A, de @ — R
Es una funcion concava.

[6] menciona esta propiedad para X = [0,1] y @ = R.

Evidencia. Conx = (z,,) € X", n € N*y a € Q, definimos

Ka(Z'O,Z'l) + -+ Ka(znflamn)

S(x,n,a) = -

Nosotros elegimos t €]0,1[ y a, 8 € Q. Tenemos entonces
vxe XN, YneN, S(x,nt-a+(1-t)8)>tSx,na)+ (1—1t)S(x,n,p)
por el supuesto de concavidad. Con las propiedades de lim inf, obtenemos

ve e XN, lirﬁnJrinfS(x,n,t ca+ (1—t)-B) >t liminf S(x,n,a) + (1 —t) liQJrinfS(x,n,ﬁ).

n—+o00
Toma el infimum en todos x € XN, obtenemos
xler;(f\, ggl_:gofS(x,n,t ca+(1—¢)-p)
>t inf liminf S(x,n, ) + (1 —¢) inf liminf S(x,n, B).

xe XN n—+o0 xe XN n—+oo

Entonces, de acuerdo con la formula (2), Ar.ar(1-t).8 > t Aa + (1 — t) As.

4. Métodos numéricos.

La siguiente proposicion prueba la convergencia del método numérico utilizado por [6].



Proposicion 3 . Dejar ser un espacio métrico compacto (X, d). Dejar ser una funcion de lipchitzia K : X2 — R
Ik >0, Vr,z',yy €X, |K(z,y)—K(,y) <rxmax{d(z,z');d(y,y)}
Segiin el teorema 2, deje que A sea el tinico niimero real para el cual 3u € C°(X,R) con (1). Sea una serie de subconjuntos finitos de X ,(Xp)pen, con

h, = sup min d(z — 0.
P zEgyEXp ( ’y)pﬁJroo

Segun el teorema 2,

VpeN, 3N\ eR, Fu,:X,—-R, VzelX, Il;gl{K(J},y) +u,(y)} = A +up(x).
Yyedp

Tenemos entonces A < Ay <A+ kKhyy Ay = ASip — 400.
Esta proposicion esta relacionada con el punto de vista del analisis no estandar de [10], que considera valores infinitamente grandes de p .
Evidencia. Nosotros elegimos p € N. De acuerdo con (2),

A= inf liminf K@@+ o+ K@n1,20)

(zn)eX™N n—+o0 n
K e Kz
A= inf limint K@02) -+ K@n1,20)
(zn)eX) n—+o0 n

De un lado, X, C X, Entonces tenemos A < ). Por otro lado, sea &> 0. Existe (z,) € X" con

(CU[), $1) +-+ K(J?nfh mn)
n

K
A < lim inf <A+e.
n—r+o00
Por hipétesis, Vn € N, Jy, € X, d(zn, yn) < hyp. Pero K es Lipschitz, entonces Vn € N, | K (2n, Zn+1) — K(Yn, Yn+1)| < & hp. En conclusion,

K v+ K(Yn-1,Yn
Ay < liminf (Yo, y1) + - + K(yn—1,Yn)

n—-+00 n
K s+ K(zp—
< limint K@) F R @onen) |y e,
n—r+00 n

Como ¢ fue arbitrario, obtenemos A, < X + & hy.

Proposicién 4 . Dejado ser un conjunto con q elementos, Xp. Tenemos entonces

A . . K($O7w1)+"'+K(wnflvwn)
p = min min . (3)
1<n<g (20,...,an-1)€X} n

Evidencia. Ver [5] por ejemplo.

Ap es el "promedio ciclico minimo". Este promedio se calcula con un nimero finito de operaciones. La prueba es similar a la de (2). Sin embargo, no es la formula
(3) la que se usa en la practica. Hay mejores algoritmos, como el algoritmo de Karp que requiere O(q®) operaciones, o el algoritmo de Howard que parece ser el mas
rapido [8]. Tenga en cuenta que en el analisis numérico de los problemas de valor propio min-plus, las matrices involucradas son completas y muy grandes. Por lo
tanto, los algoritmos eficientes son bienvenidos, especialmente cuando el problema depende de un parametro que variamos como en las siguientes secciones. El
algoritmo de Karp es muy fécil de programar, mientras que Howard esta disponible a través de la caja de herramientas Maxplus de Scilab. Ver www-
rocq.inria.fr/scilab/ y www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html .

5. Funciones periddicas
Proposicion 5 . Dejar ser un grupo topolégico abeliano (X, +), una funcién delimitada a continuacion K : X* — Ry P un subgrupo de X . Asumimos
Vp € P, V(z,y) € X2, K(z +p,y+p) = K(z,v).
(X, +) es el grupo topolégico que es el cociente de X por P . Definimos
vx,y € X, K(x,y)= ;g}f K(z,y) (4)
con x € x. Deje Ae R.

o Si tenemos una funcion continua u : X — R con

Vpe P, VzeX, u(z+p)=u(z)

Inf{K(z,y) +u(y)} = A+ u(2), (5)

entonces la funcion de cociente u : X — R deducido de usted es continuo y

vx € X, ;g}f({K(x, y) +u(y)} = A+ u(x). (6)

e Por el contrario, siu : X — R es una funcion continua con (6), entonces la funcion periddica del periodo P, u : X — R, deducido de u es continuo y
verifica (35).

[6] prueba esta proposicion para X = Ry P = Z, [9] para X = R"y P = Z".
Evidencia. Primero, tenga en cuenta que K esta bien definido, porque

VeeX, W¥yeX, W¥peP, fk = inf K (z,y — p) = inf K(,y).
eeX, VyeX, vpeP, ifK(z+py)=infK(zy-p)=infK(z,uy)

El resto se deduce facilmente del hecho de que six € Xy z € x, se tiene


http://www-rocq.inria.fr/scilab/
http://www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html

Inf{K(z,y) +u(y)} = inf nf{K(2,y) +u(y)} = inf inf{K(z,y) +uly)}

inf{K(x,y) + u)}.

6. Ejemplos

Para todos los o € R, K, € C°(R?, R). Suponemos que

Vz,y e R,Va e R, Ky(z+1,y+1) = Ky(z,y) (7
Ka(xay) = KO(z7 y) - a(m - y) (8

L =

Definimos

Va€R, A= inf limint Kel0®) Tt Kalonn,en)

(z,)eRY n—+o00 n

R/7ZEs compacto. De acuerdo con el Teorema 2 y la Proposicion 5, A, es el inico niimero real para el que hay una funcion periodica del periodo 1, ua € C°(R,R)
con

Vz € R, l%gﬂg{Ka(a:,y) +ua(y)} = Ao + ua(z). (9)

De acuerdo con la proposicion 2, o — A, Es una funcion concava. Entonces tiene una derivada en el lado derecho %(a*) para todos los o, y o — % (a™) Es una

funcion decreciente.
Modelos Frenkel y Kontorova

Nosotros elegimos L € C%(R?, R). Asumimos
Ve,y e R, L(z+1,y+1)=L(z,y).
Definimos
VaeR, Vz,yeR, Ka(z,y)=L(z,y) —a(z—y).

Se verifican los supuestos (7) y (8). Un caso especial es aquel donde V € C°(R, R) es periédica del periodo 1 y

(y—=)°

Ve,y R, Llz,y) = V(z) + —;

La Figura 1 muestra la dependencia de A, con respecto a o si V(z) = C[1 — cos(27z)] con otro parametro C'. Frenkel y Kontorova propusieron este ejemplo en
1938. Tomamos C' = (4/3)/(2m)?. Se toma {0,1/p,2/p, ..., (p — 1)/p} discretizar R/Z. Se tiene

. N . (y—z+p)?
Va € [07 1/2]7 Vm,y € [07 ]-L '}gg Ka(%!ﬂf?) - V(it) +p€{1}ifo,l}{T - a(m -y 7p) .

La figura (a) ilustra la continuidad de o — A,. La figura (b) sugiere que % (o) También es una funcion continua de o, pero como una "escalera del diablo". Queda
una duda sobre si esto puede deducirse de los resultados de Aubry [1,2] y los comentarios de Griffith [13].
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Figura 1. La energia minima del modelo de Frenkel y Kontorova.
Homogeneizacién de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Nosotros elegimos L € C°(R? R). Asumimos
Vz,v €R, L(z+1,v) = L(z,v).

Definimos

1
Va€R, VayeR, Kie,s) =ini{ [ D(E().€) dsi €< OO 1R, €0) =y, €0) =,
0
Ka(z,y) = Ko(z,y) — a(z —y) (10)
Se verifican los supuestos (7) y (8). Un caso especial de esta situacion es donde V' € C°(R, R) es periodica del periodo 1, y

112

Vz,v€R, L(z,v)=V(z)+ >

En esta situacion, hay una férmula casi explicita para el valor propio A, (ver [9] por ejemplo), a saber



B {minV Vlal < [} V2[V(z) — min V] da
A el = [} V2[V(z) = Ndz Vla| > [ /2[V(z) — minV]dz.

La figura 2 muestra la dependencia de A, con respecto a a.si V(z) = 1 — cos(2mz). Tenga en cuenta las similitudes y diferencias con la Figura 1. Es extrafio que
dos de estos modelos cercanos se comporten de manera tan diferente.

(@) ar= Ao (b) @ 22
Figura 2. El Hamiltoniano efectivo para la ecuacion eikonal.

En el caso de que L(z, v) es convexo con respecto a v, [9] muestra que el problema de valor propio (9) con la funcion (10) es equivalente al problema para una
celda

#(s.0-+ Go(a)) = flo),

con H(a) = =Xy y

Vz,p € R, H(z,p) =sup{p-v— L(z,v)}.
veR

Recordemos que este problema para una célula proviene de la homogeneizacion cuando € — 0 de la ecuacion

ov z Ov

[11] expone otros vinculos entre la teoria de Aubry y Mather y las ecuaciones de Hamilton y Jacobi. Tenga en cuenta también que el método numérico, que es
bastante facil para el modelo de Frenkel y Kontorova, no es facil de adaptar al caso de las ecuaciones de Hamilton y Jacobi porque el nucleo (10) ya es dificil de
calcular. En ciertos casos, uno podria usar un software que resuelva los problemas de limites relacionados con la ecuacion de Euler y Lagrange para (10). Esto
necesita ser estudiado en otro lado.

La velocidad de la convergencia.

Volvamos a los modelos de Frenkel y Kontorova. Como en [6], elegimos la funcion periddica del periodo 1, parabdlica por piezas, V : R — R, con
< z? —-1/4<z<1/4,
V(@) =1’ 12
-5z —7) 1/4<z<3/4
con ¢ > 0. Utilizamos {0,1/p,2/p, ..., (p — 1)/p} para discretizacion De acuerdo con la proposicion 3 conh, = 1/p, se tiene

logyo(Ap — A) < logg(k) — logo(p)-

K es la constante de lipschitz de la funcién K definido por (4). Asumimos ¢ = 4/3 y a = 13/32. Entonces A se calcula explicitamente, como se indica en [6], a saber
A=— %‘ La figura 3 muestra log;o(, — A) en funcién de — log;o(p). Debido a las propiedades especificas de K, la pendiente de la funcién parece estar cerca
de 2, lo que sugiere que el error es cuadratico. Sin embargo, podemos construir ejemplos de problemas de valor propio min-plus para los cuales la velocidad de

convergencia es solo lineal. Queda por encontrar suficientes hipotesis en el nicleo para que la convergencia sea cuadratica.
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Figura 3. Convergencia. log;o(Ap — A) en funcion de — log;((p).
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