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ملخص

نستخدم إصدار min-plus من صیغة نصف القطر الطیفي لإثبات أن القیمة الذاتیة الفریدة لمشكلة القیمة الذاتیة min-plus تعتمد باستمرار على المعلمات. نثبت أیضًا أن
الطریقة العددیة التي قدمھا Chou و Griffiths لحساب ھذه القیمة الذاتیة تتقارب. توضح مجموعة الأدوات التي طورتھا INRIA مؤخرًا ھذه النتائج. نستخدم نماذج

Frenkel-Kontorova كمثال. نحن نصر أیضا على القیاس مع تجانس معادلات ھاملتون-جاكوبي.

الكلمات الرئیسیة: مشاكل القیمة الذاتیة min-plus؛ التحلیل العددي؛ نموذج Frenkel-Kontorova ؛ معادلات ھامیلتون-جاكوبي

المقدمة

    یمكن صیاغة بعض مشاكل التحسین باستخدام شبھ الحلقة

بحیث تظھر كنظائر للمشاكل الكلاسیكیة للقیمة الذاتیة. مثلا،

تبدو متشابھة ، وكذلك

تم استخدام ھذه المقارنات لتطویر نظریة طیفیة للمصفوفات [5] وعوامل متكاملة [14] في ھذه الحلقة شبھ. [6] استخدمت طریقة عددیة لحل "المشاكل المتكاملة" لقیمة
min-plus eigenvalue وبالتالي رسم مخططات طوریة لنماذج Frenkel-Kontorova. الھدف الرئیسي ھنا ھو إثبات تقارب ھذه الطریقة.

    القسم 1 ، مستوحى من [12] ، یتذكر كیفیة إضفاء الطابع الرسمي على القیاس مع إدخال بعض التعریفات العامة. یستذكر القسم 2 النظریات الرئیسیة للنظریة الطیفیة
. . 3 یبین القسم أن القیمة الذاتیة λ یعتمد بشكل مستمر على المعلمات المشاركین في وظیفة K . القسم 4 یثبت تقارب التقریب العددي لمشاكل القیمة الذاتیة
یتم استنتاج براھین القسمین 3 و 4 بسھولة من نوع من صیغة نصف القطر الطیفي المقدمة في القسم 2. ویتناول القسم 5 حالة الوظائف الدوریة. یوضح القسم 6 النتائج

.Hamilton-Jacobi في فیزیاء الحالة الصلبة وتجانس معادلات Frenkel-Kontorova السابقة في سیاقین: نماذج

    لاحظ أن مشاكل القیمة الذاتیة المعیاریة لمعادلات ھاملتون-جاكوبي ، والتي تعادل مشاكل القیمة الذاتیة الزائدة لمین-زائد ، تظھر أیضًا في دراسة الموجات المتنقلة
للدفع الصلب الدافع [3،15] . كان ھذا التطبیق ھو الدافع الأولي لدراستنا. ولكن نظرًا لتعقید التفاصیل الفنیة ، فسوف نوضحھا في مكان آخر.

    لاحظ أیضًا أن التحلیل العددي لمشاكل Min-plus الخطیة الأخرى لیس دائمًا بسیطاً مثلما ھو الحال مع مشكلات القیمة الذاتیة المقدمة ھنا (انظر [4] للحصول على
مناقشة).

1. الجبر الخطي المعمم

.  عبارة عن شبھ مجموعة إذا كان + مترابطاً ولھ عنصر محاید.  عبارة عن شبھ     التعریف .  ھي مجموعة مع قانون التكوین الداخلي 
مجموعة تبادلیة إذا كانت + تبادلیة أیضًا.

    التعریف .  عبارة عن قانونین داخلیین + و ×.  ھو شبھ الدائري إذا

 ھي شبھ مجموعة تبادلیة یكون العنصر المحاید فیھا 0 ،
 ھي مجموعة شبھ عنصرھا المحاید 1 ،

× توزیعیة بالنسبة إلى + ،
.  ،

    أمثلة .

 و  ھي شبھ حلقات.
،  ھو شبھ حلقة مع عناصر محایدة  و 0. مع 
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min
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. یقال ان ھو شبھ  ، شبھ تبادلیة مجموعة. نحن نفترض ذلك      التعریف .  ھو شبھ الدائري و 
،  ، نموذجي على  إذا 

. نقول أن Y ھي وحدة شبھ فرعیة من X إذا كانت Y وحدة شبھ و

    مثال . دع X یكون مجموعة و نصف الدائري.

.  ثم وحدة نمطیة على 

.     مثال . دع X یكون مجموعة و جمیع الوظائف  التي یحدھا أدناه.  ھي وحدة شبھ فرعیة من 

 ،  ، . نقول أن L عامل خطي إذا     التعریف .  ھو شبھ الدائري.  و  ھي وحدتین شبھ و 
.

    مثال . دع X یكون مجموعة و دالة مقیدة أدناه.  ھو تطبیق  في ذاتھ  مع

 عامل خطي.

. نقول أن λ ھي قیمة ذاتیة لـ L إذا ،  عامل خطي و      التعریف .  نصف حلقة ،  وحدة شبھ على 
.λ عبارة عن متجھ ذاتي مرتبط بـ x في ھذه الحالة ، نقول أن .

مع u لیس متطابقا + ∞ و     مثال . نفس الرموز مثل المثال السابق. ھو قیمة ذاتیة  إذا كانت موجودة 

2. النظریة الطیفیة على 

دالة مقیدة أدناه. افترض أن ھناك ووظیفة مقیدة أدناه  مع (1). لدینا بعد ذلك     نظریة 1 . دع X یكون مجموعة و

. [16] یعطیھا فقط لمجموعة X المحدودة. في ھذه الحالة ، تكون من صیغة الشعاع الطیفي. [6] یعطیھا غیر محدد     ھذه الصیغة ھي التناظریة 
الصیغة (3) أدناه أكثر إثارة للاھتمام. لتفسیر الصیغة من حیث نصف القطر الطیفي في الجبر شبھ الطبیعي ، انظر [3].

. لدینا بعد ذلك     دلیل. یتم تحدید

دعونا نضیف المعادلات الأولى n . نحصل

. نحصل بما أن u مقید ، اقسم على n وخذ

كان تعسفا. اذا لدینا

. یمكننا بناء تسلسل بالتتابع مع لإثبات عدم المساواة ، دعنا 0> 0 و 

دعونا نضیف المعادلات n الأولى ونقسمھا على n . نحصل

(R, +, ×)(X, +)∀λ ∈ R,  ∀x ∈ Xλ ⋅ x ∈ X(X, +, ⋅)
(R, +, ×)∀λ, μ ∈ R∀x, y ∈ X

(λ + μ) ⋅ x = λ ⋅ x + μ ⋅ x ,
(λ × μ) ⋅ x = λ ⋅ (μ ⋅ x),
λ ⋅ (x + y) = λ ⋅ x + λ ⋅ y,
1 ⋅ x = x.

Y ⊂ X

(R, +, ×)

∀f, g ∈ R
X, ∀x ∈ X, (f + g)(x) := f(x) + g(x), (λ ⋅ f)(x) := λ × f(x).

(RX, +, ⋅)R

B(X,Rmin)X → RminB(X,Rmin)(RX
min, min, +)

(R, +, ×)(X, +, ⋅)(Y , +, ⋅)L : X → Y∀λ, μ ∈ R∀x, y ∈ X

L(λ ⋅ x + μ ⋅ y) = λ ⋅ L(x) + μ ⋅ L(y)

K : X2 → RminKB(X,Rmin)u ↦ Ku

∀x ∈ X, (Ku)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

K

(R, +, ×)(X, +, ⋅)RL : X → Xλ ∈ R

∃x ∈ X,  x ≠ 0,  L(x) = λ ⋅ x

λ ∈ RminKu ∈ B(X,Rmin)

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (1)

Rmin

K : X2 → Rλ ∈ Ru : X → R

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
. (2)

RminX = [0, 1]

(xn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, λ + u(xn−1) = inf

y∈X
{K(xn−1, y) + u(y)} ≤ K(xn−1, xn) + u(xn).

∀n ∈ N
∗, nλ + u(x0) ≤ K(x0, x1) + ⋅ + K(xn−1, xn) + u(xn).

n → +∞

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
.

(xn)

λ ≤ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0, x1) + ⋯ + K(xn−1, xn)

n
.

y0 ∈ X(yn) ∈ XN

∀n ∈ N
∗, K(yn−1, yn) + u(yn) ≤ inf

x∈X
{K(yn−1, x) + u(x)} + ε = λ + u(yn−1) + ε.



، نحصل مع 

. ھناك فرید التي وجدت من أجلھا  مع (1).     نظریة 2 . فلیكن مساحة متري مدمجة و 

ویلاحظ أن التعمیمات المختلفة ممكنة. ورتمان. [5] یعطي إثباتاً لمجموعة X محدودة. [7] یعطي دلیلا على     إنھ تناظري ل  من نظریة 
. [14] یقدم دلیلاً في السیاق العام وحتى مع الفرضیات الضعیفة. لكن طریقة إثبات [14] تختلف قلیلاً عن تلك المستخدمة في [7،9] [9] یمتد الدلیل إلى

وأقل وضوحًا. الدلیل أدناه ھو تعمیم مباشر لذلك في [7،9].

. ثم E ھو مساحة Banach. نحدد . نحدد إذا      دلیل. 

ھي مجموعة متساویة. في الواقع ، دعونا ε> 0. بما أن K مستمر بشكل موحد ،

. لدینا بعد ذلك یتم تحدید  مع 

. بدلاً من x ، نحصل مع 

، مستمر. مع  ،     الوظیفة 

. دعنا نتبادل أدوار v و u . نحصل

    نحدد

نملك

مضغوط نسبیاً في E وفقاً لنظریة . بالخصوص، و  یحدھا.  متساوي.  وبالتالي متساوي أیضا.  اذا لدینا 
ھي مجموعة فرعیة مغلقة ومحدبة. للحصول على وظیفة مستمرة لمجموعة فرعیة مغلقة ومحدبة من مساحة Banach بقیم في مجموعة فرعیة  .Arzela و Ascoli

وھو ما یعني (1) مع  :Schauder توجد نقطة ثابتة وفقاً لنظریة ، C مضغوطة من

تفرد قیمة eigenvalue from من نظریة 1.

3. المشاكل التي تعتمد على معلمة

    لا یبدو أنھ تمت دراسة مشكلات min-plus eigenvalue التي تعتمد على معلمة حتى الآن.

.  ھو الرقم Ω مساحة طوبوغرافیة و  وظیفة مستمرة لل      الاقتراح 1 . فلیكن مساحة متري مدمجة
الحقیقي الوحید المرتبط بـ  وفقاً للنظریة 2. لدینا:  من  ھي وظیفة مستمرة.

∀n ∈ N
∗,

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
+

u(yn)

n
≤ λ +

u(y0)

n
+ ε.

n → +∞

λ ≥ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n
− ε

≥ inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
− ε.

(X, d)K ∈ C0(X2,R)λ ∈ Ru ∈ C0(X,R)

RminKreinX = [0, 1]
X = [0, 1]n

E = C0(X,R)∥u∥ = supx∈X |u(x)|u ∈ E

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, (Tu)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

T (E)

∃α > 0, ∀x, y,x′, y′ ∈ X, max{d(x,x′); d(y, y′)} ≤ α  ⇒  |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ ε.

x,x′ ∈ Xd(x,x′) ≤ α

∀u ∈ E, (Tu)(x) − (Tu)(x′) = inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)}

≤ inf
y∈X

{K(x′, y) + ε + u(y)} − inf
y∈X

{K(x′, y) + u(y)} = ε.

x′|(Tu)(x) − (Tu)(x′)| ≤ ε

T : E → Eu ↦ Tu u, v ∈ E

∀x ∈ X, (Tv)(x) = inf
y∈X

{K(x, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

− inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + v(y) − u(y) + u(y)}

≤ (Tu)(x) + sup
y∈X

{v(y) − u(y)} − inf
y∈X

{v(y) − u(y)}

≤ (Tu)(x) + 2∥v − u∥.

∥Tv − Tu∥ ≤ 2∥v − u∥

K− = inf
x,y∈X

K(x, y), K+ = sup
x,y∈X

K(x, y),

C = {u ∈ E;  ∀x ∈ X,  0 ≤ u(x) ≤ K+ − K−}.

∀u ∈ E, ∀x ∈ X, 0 ≤ (Tu)(x) ≤ inf
y∈X

{K+ + u(y)} − inf
z∈X

inf
y∈X

{K− + u(y)} = K+ − K−.

T (E) ⊂ CT (C) ⊂ CT (C)T (E)T (C)T (C)
C

∃u ∈ C,  Tu = u

λ = inf
z∈X

inf
y∈X

{K(z, y) + u(y)}.

(X, d)K : α ↦ KαΩ → (C0(X2,R), ∥ ⋅ ∥∞)λα
Kαα ↦ λαΩ → R



. یوجد حي من  مع     دلیل. یتم تحدید و 

لدینا بعد ذلك

. نحصل علیھ من الصیغة (2) ذلك لنأخذ  من ھذه التفاوتات ، ثم الحد الأدنى على الإطلاق 

. ومن المفترض     الاقتراح 2 . فلیكن مساحة متري مدمجة Ω مجموعة فرعیة محدبة من فضاء متجھ حقیقي.  إذا 
،  من  ھي وظیفة مقعرة.  ھو الرقم الحقیقي الوحید المرتبط بـ  بواسطة Theorem 2. لدینا بعد ذلك:  من 

 ھي وظیفة مقعرة.

.     [6] یذكر ھذه الخاصیة ل  و 

، نحدد ،  و      دلیل. مع

. لدینا بعد ذلك یتم تحدید  و 

، نحصل بسبب افتراض التقعر. مع خصائص

، نحصل خذ الحد الأدنى على الإطلاق 

. لذا ، وفقاً للصیغة (2) ، 

4. الأسالیب العددیة

    یثبت الاقتراح التالي تقارب الطریقة العددیة المستخدمة بواسطة [6].

. فلتكن دالة شفاه     الاقتراح 3 . فلیكن مساحة متري مدمجة

مع ، X مع (1). لنكن سلسلة من مجموعات فرعیة محدودة من وفقاً لنظریة 2 ، فلنكن الرقم الحقیقي الوحید الذي 

وفقاً لنظریة 2 ،

. لدینا بعد ذلك  و  إذا 

    یرتبط ھذا الاقتراح بوجھة نظر التحلیل غیر القیاسي لـ [10] ، الذي یأخذ في الاعتبار القیم الكبیرة اللامتناھي ص .

. وفقاً لـ (2) ،     دلیل. یتم تحدید

α ∈ Ωε > 0Vα

β ∈ V ⇒ sup
x,y∈X

|Kα(x, y) − Kβ(x, y)| ≤ ε.

∀(xn) ∈ XN, ∀n ∈ N
∗,

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
− ε ≤

Kβ(x0,x1) + ⋯ + Kβ(xn−1,xn)

n

≤
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
+ ε.

lim infn→+∞(xn) ∈ XN

λα − ε ≤ λβ ≤ λα + ε.

(X, d)Kα ∈ C0(X2,R)α ∈ Ω
∀x, y ∈ Xα ↦ Kα(x, y)Ω → RλαKαα ↦ λα

Ω → R

X = [0, 1]Ω = R

x = (xn) ∈ XNn ∈ N
∗α ∈ Ω

S(x,n,α) =
Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

t ∈]0, 1[α,β ∈ Ω

∀x ∈ XN, ∀n ∈ N
∗, S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t S(x,n,α) + (1 − t)S(x,n,β)

lim inf

∀x ∈ XN, lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β) ≥ t  lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t)  lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

x ∈ XN

inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n, t ⋅ α + (1 − t) ⋅ β)

≥ t inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,α) + (1 − t) inf
x∈XN

lim inf
n→+∞

S(x,n,β).

λt⋅α+(1−t)⋅β ≥ t λα + (1 − t)λβ

(X, d)K : X2 → R

∃κ > 0, ∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ κmax{d(x,x′); d(y, y′)}.

∃ u ∈ C0(X,R)(Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp, min
y∈Xp

{K(x, y) + up(y)} = λp + up(x).

λ ≤ λp ≤ λ + κhpλp → λp → +∞

p ∈ N



. من ناحیة أخرى ، دعونا ε> 0. یوجد مع ، اذا لدینا  من جھة، 

. فى الختام،  ، . لكن K ھو Lipschitz ، لذا  ،  ، بفرضیة ، 

. لأن ε كان تعسفیا ، نحصل 

. لدینا بعد ذلك ، q الاقتراح 4 . لنكن مجموعة مع عناصر    

    دلیل. انظر [5] على سبیل المثال.

ھو "الحد الأدنى من المتوسط   الدوري". یتم حساب ھذا المتوسط   بعدد محدود من العملیات. والدلیل مشابھ للدلیل (2). ومع ذلك ، لیست الصیغة (3) التي یتم     
العملیات ، أو خوارزمیة ھوارد التي تبدو الأسرع [8]. لاحظ أنھ في استخدامھا في الممارسة. ھناك خوارزمیات أفضل ، مثل خوارزمیة كارب التي تتطلب

التحلیل العددي لمشكلات القیمة الذاتیة min-plus ، فإن المصفوفات المعنیة ممتلئة وكبیرة جدًا. لذا فإن الخوارزمیات الفعالة مرحب بھا ، خاصة عندما تعتمد المشكلة
www- انظر .Scilab's Maxplus في مربع أدوات Howard بینما یتوفر ، Karp على معلمة نختلف عنھا في الأقسام التالیة. من السھل جدًا برمجة خوارزمیة

. www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html و /rocq.inria.fr/scilab

5. وظائف دوریة

و P مجموعة فرعیة من X . ومن المفترض ، وھي وظیفة مقیدة أدناه      الاقتراح 5 . لنكن مجموعة طوبولوجیا أبیلیة

ھي مجموعة الطوبوغرافیة وھو حاصل من X بواسطة P . نحدد

. λ دع . مع 

إذا كان لدینا وظیفة مستمرة  مع

و

استنتج من u ھو مستمر و ثم دالة القسمة 

، خصم من  مستمر ویتحقق (5). ، P ھي دالة مستمرة مع (6) ، ثم الوظیفة الدوریة للفترة على العكس من ذلك ، إذا 

. ، [9] لـ  و      [6] یثبت ھذا الاقتراح ل  و 

    دلیل. أولاً ، لاحظ ذلك ھو تعریف جید ، لأنھ

، نملك یتم استنتاج الباقي بسھولة من حقیقة أنھ إذا  و 

λ = inf
(xn)∈XN

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
,

λp = inf
(xn)∈XN

p

lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
.

Xp ⊂ Xλ ≤ λp(xn) ∈ XN

λ ≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
≤ λ + ε .

∀n ∈ N∃yn ∈ Xpd(xn, yn) ≤ hp∀n ∈ N|K(xn,xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ κhp

λp ≤ lim inf
n→+∞

K(y0, y1) + ⋯ + K(yn−1, yn)

n

≤ lim inf
n→+∞

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
+ κhp ≤ λ + ε + κhp.

λp ≤ λ + κhp

Xp

λp = min
1≤n≤q

  min
(x0,…,xn−1)∈Xn

p

K(x0,x1) + ⋯ + K(xn−1,xn)

n
. (3)

λp
O(q3)

(X, +)K : X2 → R

∀p ∈ P ,  ∀(x, y) ∈ X2,  K(x + p, y + p) = K(x, y).

(X, +)

∀x, y ∈ X, K(x, y) = inf
y∈y

K(x, y) (4)

x ∈ x∈ R

u : X → R

∀p ∈ P , ∀x ∈ X, u(x + p) = u(x)

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x), (5)

u : X → R

∀x ∈ X, inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x). (6)

u : X → Ru : X → Ru

X = RP = ZX = R
nP = Z

n

K

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀p ∈ P , inf
y∈y

K(x + p, y) = inf
y∈y

K(x, y − p) = inf
y∈y

K(x, y).

x ∈ Xx ∈ x

http://www-rocq.inria.fr/scilab/
http://www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html


6. أمثلة

. نحن نفترض ذلك  ،  α للجمیع    

نحدد

مضغوط. وفقاً للنظریة 2 والمقترح 5 ،  ھو الرقم الحقیقي الوحید الذي توجد فیھ وظیفة دوریة للفترة 1 ،  مع

ھي وظیفة مقعرة. لذلك لدیھا مشتق على الجانب الأیمن للجمیع α و  ھي وظیفة متناقصة. وفقاً للاقتراح 2 ، 

Kontorova و Frenkel نماذج

. ومن المفترض     یتم تحدید 

نحدد

یتم التحقق من الافتراضات (7) و (8). حالة خاصة ھي أن حیث ھي دوریة الفترة 1 و

. اقترحت فرانكل وكونتوروفا ھذا المثال في عام 1938. نأخذ یوضح الشكل 1 اعتماد  فیما یتعلق α إذا  مع معلمة أخرى 
. نملك . یاخذ للتمییز 

ھي أیضًا وظیفة مستمرة لـ α ، ولكن باعتبارھا "سلم الشیطان". یبقى الشك حول ما إذا كان . ویقترح الشكل (ب) ذلك یوضح الشكل (أ) استمراریة 
یمكن استنتاج ذلك من نتائج أوبري [1،2] وملاحظات جریفیث [13].

.Kontorova و Frenkel الشكل 1. الحد الأدنى من الطاقة من نموذج

تجانس معادلات ھاملتون - جاكوبي

inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)} = inf
y∈X

inf
y∈y

{K(x, y) + u(y)}

= inf
y∈X

{K(x, y) + u(y)}.

∈ RKα ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, ∀α ∈ R, K0(x + 1, y + 1) = K0(x, y)
Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y).

(7)

(8)

∀α ∈ R, λα = inf
(xn)∈RN

lim inf
n→+∞

Kα(x0,x1) + ⋯ + Kα(xn−1,xn)

n
.

R/Zλαuα ∈ C0(R,R)

∀x ∈ R, inf
y∈R

{Kα(x, y) + uα(y)} = λα + uα(x). (9)

α ↦ λα
dλ
dα (α+)α ↦ dλ

dα (α+)

L ∈ C0(R2,R)

∀x, y ∈ R, L(x + 1, y + 1) = L(x, y).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, Kα(x, y) = L(x, y) − α(x − y).

V ∈ C0(R,R)

∀x, y ∈ R, L(x, y) = V (x) +
(y − x)2

2
.

λαV (x) = C[1 − cos(2πx)]C

C = (4/3)/(2π)2{0, 1/p, 2/p, … , (p − 1)/p}R/Z

∀α ∈ [0, 1/2], ∀x, y ∈ [0, 1], inf
p∈Z

Kα(x, y + p) = V (x) + inf
p∈{−1,0,1}

{ (y − x + p)2

2
− α(x − y − p)}.

α ↦ λα
dλ
dα

(α+)



. ومن المفترض     یتم تحدید 

نحدد

یتم التحقق من الافتراضات (7) و (8). حالة خاصة من ھذا الوضع ھو حیث ھي دوریة الفترة 1 و

في ھذه الحالة ، ھناك صیغة شبھ صریحة للقیمة الذاتیة  (انظر [9] على سبیل المثال) ، أي

. لاحظ أوجھ التشابھ والاختلاف مع الشكل 1. ومن الغریب أن یتصرف نموذجان قریبان یوضح الشكل 2 اعتماد  فیما یتعلق α إذا 
بشكل مختلف تمامًا.

الشكل 2. ھامیلتوني فعال لمعادلة إیكونال.

ھو محدب بالنسبة إلى v ، [9] یبین أن مشكلة القیمة الذاتیة (9) مع الوظیفة (10) تعادل مشكلة الخلیة     في حالة حیث 

مع  و

تذكر أن ھذه المشكلة للخلیة تأتي من التجانس عندما  المعادلة

[11] یكشف روابط أخرى بین نظریة أوبري وماثر ومعادلات ھامیلتون وجاكوبي. لاحظ أیضًا أن الطریقة العددیة ، وھي سھلة إلى حد ما بالنسبة لنموذج Frenkel و
Kontorova ، لیس من السھل التكیف مع حالة معادلات ھاملتون وجاكوبي لأن النواة (10) یصعب حسابھا بالفعل. في حالات معینة ، یمكن للمرء استخدام برنامج یحل

مشاكل الحدود المرتبطة بمعادلة أویلر ولاغرانج لـ (10). ھذا یحتاج إلى دراسة في مكان آخر.

سرعة التقارب

مع     دعونا نعود إلى نماذج Frenkel و Kontorova. كما في [6] ، نختار الوظیفة الدوریة للفترة 1 ، القطع المكافئ بالقطع ،

L ∈ C0(R2,R)

∀x, v ∈ R, L(x + 1, v) = L(x, v).

∀α ∈ R, ∀x, y ∈ R, K0(x, y) = inf{∫
1

0

L(ξ(s), ξ̇ (s)) ds ;  ξ ∈ C1([0, 1],R),  ξ(0) = y, ξ(1) = x},

Kα(x, y) = K0(x, y) − α(x − y) (10)

V ∈ C0(R,R)

∀x, v ∈ R, L(x, v) = V (x) +
v2

2
.

λα

λα = {
minV ∀ |α| ≤ ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx

λ, |α| = ∫ 1
0
√2[V (x) − λ] dx ∀ |α| > ∫ 1

0
√2[V (x) − minV ] dx.

λαV (x) = 1 − cos(2πx)

L(x, v)

H(x,α +
∂u

∂x
(x)) = H̄(α),

H̄(α) = −λα

∀x, p ∈ R, H(x, p) = sup
v∈R

{p ⋅ v − L(x, v)}.

ε → 0

∂v

∂t
(t,x) + H( x

ε
,

∂v

∂x
(t,x)) = 0.

V : R → R

V (x) = {
c
2 x2   − 1/4 ≤ x ≤ 1/4,

c
16

− c
2
(x − 1

2
)2

 1/4 ≤ x ≤ 3/4



، نملك لتقدیرھا. وفقا للاقتراح 3 مع . نستعمل  مع 

. ویبین . ثم تحسب λ صراحة ، كما ھو مبین في [6] ، أي یعرف بـ (4). ومن المفترض و  κ ھو ثابت lipschitz للوظیفة 
. نظرًا لخصائص K المحددة ، یبدو انحدار الدالة قریباً من 2 ، مما یشیر إلى أن الخطأ تربیعي. ومع ذلك ، یمكننا الشكل 3 من ناحیة 

إنشاء أمثلة على مشاكل القیمة الذاتیة min-plus التي تكون سرعة التقارب فیھا خطیة فقط. یبقى العثور على فرضیات كافیة على النواة لیكون التقارب من الدرجة
الثانیة.

. الشكل 3. التقارب.  من ناحیة 

شكر

    یشكر المؤلف لین یي-جیون وجامعة كولومبیا البریطانیة على ورشة العمل المحفزة حول طرق اللزوجة للمعادلات التفاضلیة الجزئیة.
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