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Résumé

On utilise la version min-plus de la formule du rayon spectral pour démon-
trer : 1) que la valeur propre unique d’un probléme de valeur propre min-
plus dépend contintiment des parametres du noyau; 2) que la méthode
numérique introduite par Chou et Griffiths pour calculer cette valeur
propre converge. Une boite a outils récemment développée par 'INRIA
permet d’illustrer ces résultats. On utilise les modeles de Frenkel-Kontorova
en exemple. On insiste aussi sur 'analogie avec ’homogénéisation des
équations de Hamilton-Jacobi.

Mots-clés : problemes de valeur propre min-plus; analyse numérique;
modele de Frenkel-Kontorova ; équations de Hamilton-Jacobi
1 Introduction

Certains problemes d’optimisation peuvent se formuler en utilisant le semi-
anneau Ry, = (RU {+0}, @, ®), ol

A@p=min(A,p) et A@u=A+pu,

de sorte qu’ils apparaissent comme les analogues des problemes classiques de
valeur propre. Par exemple,

min {K;; +u;} =X+u; et Z KijXuj=Axu;

1<j<n -
1<j<n
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se ressemblent, ainsi que

b
min {K(z,y) +u(y)} = A+ u(z) et / K(z,y) x u(y)dy = A x u(x).
a<y<b a

Ces analogies ont été utilisées pour développer sur le semi-anneau Ry, une
théorie spectrale des matrices [5] et des opérateurs intégraux [14]. [6] a utilisé
une méthode numérique pour résoudre des < problemes intégraux > de valeur
propre min-plus et ainsi tracer des diagrammes de phase pour des modeles de
Frenkel-Kontorova. Le principal objectif ici est de démontrer la convergence de
cette méthode.

La section 1, inspirée de [12], rappelle comment formaliser les analogies
avec l'introduction de quelques définitions générales. La section 2 rappelle les
théoremes principaux de la théorie spectrale sur Ry,;,. La section 3 démontre
que la valeur propre A dépend continiment des parametres qui interviennent
dans le noyau K. La section 4 démontre la convergence de 'approximation
numérique des problemes de valeur propre sur Rp;,. Les démonstrations des
sections 3 et 4 se déduisent facilement d’une sorte de formule du rayon spectral
présentée dans la section 2. La section 5 traite du cas des noyaux périodiques.
La section 6 illustre les résultats précédents dans deux contextes : les modeles
de Frenkel-Kontorova en physique du solide et 'homogénéisation des équations
de Hamilton-Jacobi.

Mentionnons que les probléemes de valeur propre a parametre pour les équa-
tions de Hamilton-Jacobi, qui sont équivalents a des problemes de valeur propre
min-plus, apparaissent aussi dans I’étude des ondes progressives pour la pro-
pulsion & propergol solide [3,15]. Cette application était la motiviation initiale
pour notre étude. Mais comme les détails techniques sont plus compliqués, on
les expliquera ailleurs.

Notons aussi que ’analyse numérique d’autres probléemes linéaires min-plus
n’est pas toujours aussi simple que celle des problemes de valeur propre présentée
ici (voir [4] pour une discussion).

2 Algebre linéaire généralisée

Définition. Soit R un ensemble muni d’une loi de composition interne +. On
dit que (R, +) est un semi-groupe si + est associatif et a un élément neutre.
On dit que (R, +) est un semi-groupe commutatif si + est aussi commutatif.

Définition. Soit R un ensemble muni de deux lois de composition interne +
et x. On dit que (R, +, x) est un semi-anneau si (R,+) est un semi-groupe
commutatif dont I’élément neutre est noté 0, (R, x) est un semi-groupe dont
I’élément neutre est noté 1, x est distributif par rapport a +, et VA € R,
O0xA=Ax0=0.

Exemples. (R, +, x) et (R4, +, X) sont des semi-anneaux. Posons Ry, = R U
{+0o0}. Alors (Ryin, min, +) est un semi-anneau avec comme éléments neutres



+o00 et 0.

Définition. Soit (R, +, X) un semi-anneau et (X, +) un semi-groupe commu-
tatif. Supposons que pour tout A € R et z € X, on définisse un élément de X
noté \-z. On dit que (X, +, ) est un semi-module sur (R, 4+, X) si VA, u € R,
Ve,y € X,

Atp)-z=Xz+p-a, Axp-z=X (u-2),
A(x+y)=X-z+Ay, 1laxz=u

SiY C X et Y est un semi-module sur R, alors on dit qu Y et un sous-semi-
module de X.

Exemple. Soit X un ensemble et (R, 4+, X) un semi-anneau. Pour tout f,g €
RX et pour tout x € X, posons

(f+9)(@) = f(x) +9(x), (A-f)z)=Axf(z)

Alors R¥ est un semi-module sur R.

Exemple. Soit X un ensemble et B(X, R,i,) ensemble des fonctions a valeurs
dans Ryin qui sont bornées inférieurement. Alors B(X, Ry,i,) est un sous-semi-
module de (RX,  min, +).

Définition. Soit (R,+, x) un semi-anneau, (X,+,-) et (Y,+, ) deux semi-
modules sur R et L : X — Y. On dit que L est un opérateur linéaire si
VipeR, Vo,ye X, L\ -z +p-y) =X L(x)+ u- L(y).

Exemple. Soit X un ensemble et K : X2 — Ry, une application bornée
inférieurement. Soit K I’application de B(X, Ryin) dans lui-méme qui a u associe
Ku tel que

Vo e X, (Ku)(e) = inf {K(,) +u(p)},

Alors K est un opérateur linéaire.

Définition. Soit (R,+, x) un semi-anneau, (X,+,-) un semi-module sur R,
L : X — X un opérateur linéaire et A € R. On dit que A est une valeur propre
de L 'l existe z € X tel que x # 0 et L(x) = A - x. Dans ce cas, on dit que x
est un vecteur propre associé a .

Exemple. Mémes notations que 'exemple précédent. Alors A € Ry, est une
valeur propre de K §’il existe u € B(X, Rpin) tel que u ne soit pas identiquement
+o00 et

Vo e X, ylg({K(:c,y) +u(y)} =X+ u(zx). (1)



3 Théorie spectrale sur R,;,

Théoréeme 1 Soit X un ensemble et K : X?> — R une application bornée
inférieurement. Supposons qu’il existe A € R et u : X — R bornée inférieurement
qui vérifie (). Alors

A= inf liminf K(zo,21) + - + K(2n—1,2n) .

(zn)EXN N—400 n

(2)

Cette formule est 'analogue pour Ry, de la formule du rayon spectral. [6] la
donne sans précision pour X = [0, 1]. [16] ne la donne que pour un ensemble X
qui est fini; dans ce cas, la formule (3] ci-dessous est plus intéressante. Pour une
interprétation de la formule en terme de rayon spectral dans une semi-algebre
normée, voir [3].

Démonstration. Soit (z,,) € X™. Alors

Ve N, Atu(@n-1) = inf {K(2n-1,9) +u(y)} < K(@n-1,2a) + ulzs).
y

Additionnons les n premieres équations. On obtient
Yn € N*,  nA+u(xg) < K(zo,z1) + -+ K(n-1,2n) + u(zy).
Puisque u est borné, divisons par n et passons a la limite n — +o00. On obtient

A < lim inf K(zo,21) + -+ K(Zn-1,20)

n—-+oo n

La suite (z,) était arbitraire, donc

K K n—1,Tn
A< inf liminf BE0T) 4 K@no1,2a)
(5, )EXN n—+00 n

Pour démontrer 'inégalité opposée, soit € > 0 et yg € X. On peut construire
par récurrence une suite (y,) € X" telle que

Vn € N*, K(ynfla yn)+u(yn) < ig{{K(yn,l,:c)—l—u(x)}—l—s = /\+U(yn71)+a.

Additionnons les n premieres équations et divisons par n. On obtient

K K n—1, 9Yn n
(Yo, v1) + - + K(yn—1,Yn) +U(y ) S)\+U(y0) b
n n n

Vn € N*,

Faisons tendre n vers +o00. On obtient

K ot K(Yn1,Yn
A > liminf (Yo, y1) + -+ K(yn-1,4n) __
n—-+oo n
K K n—1,Tn
>  inf liminf (o, 21) + -+ K(zn1,2 )—a.
(zn)EXNn—+00 n



Théoréme 2 Soit (X,d) un espace métrique compact et K € C°(X? R). Alors
il existe un unique X € R tel qu’il existe u € C°(X,R) qui vérifie ().

C’est un analogue pour Ry, du théoreme de Krein et Rutman. [5] donne une
démonstration pour un ensemble X qui est fini. [7] donne une démonstration
pour X = [0,1] et note que diverses généralisations sont possibles. [9] étend la
démonstration & X = [0, 1]™. [14] donne une démonstration dans le cadre général
et méme avec des hypotheses plus faibles. Mais la méthode de démonstration
de [14] est un peu différente de celle utilisée dans [7,9] et moins claire. La
démonstration ci-dessous est une généralisation directe de celle dans [7,9].

Démonstration. Soit E = C°(X,R). Pour tout u € E, posons |[u| = sup,¢ x [u(z)|.
Alors E est un espace de Banach. Pour tout u € E et € X, posons

(Tu)(x) = yig)f({K(x, y) +uly)} — nf yig({K(a y) +u(y)}

L’ensemble T'(F) est équicontinu. En effet, soit ¢ > 0. Puisque K est uni-
formément continu, il existe @ > 0 tel que pour tout z,y, 2,9y’ € X,

max{d(z,2);d(y,y")} <o = |K(z,y) - K(z',y)| <e.
Soit x,2" € X tels que d(x,2’") < a. Alors pour tout u € E,
(T)(@) — (Tu)(e') = inf (K (2,) + u(y)} — nE (K G ) + u(v))
< Inf {K(2',y) +e+uly)} - inf {K(@'y) +u(y)} =
Echangeons les roles de z et 2. On obtient |(Tw)(x) — (Tw)(xz')] < e.

L’application T : E — FE qui a u associe Tu est continue. En effet, soit
u,v € E. Pour tout z € X,

(Tv)(x) = yig)f({K(% y) +v(y) —ul(y) +u(y)}
— Inf yig({K(zv y) +o(y) —uly) +u(y)}

(Tu)(w) + sup{v(y) — u(y)} — inf {v(y) —u(y)}
yeX ye

< (Tu)(x) +2[lv — ul].

IN

Echangeons les roles de v et u. On obtient ||[Tv — Tul| < 2|jv — ul|.
Posons
K_= inf K(z,y), Ki= sup K(z,y),
z,yeX z,yeX
C={ueE;VeeX, 0<u(z) <K;—-K_}.

Pour tout ue Fet xz € X,

0 < (Tu)(z) < inf {Ky +u(y)}t — inf inf {K_+u(y)} =K - K.



Donc T(E) C C. En particulier, T(C) C C et T(C) est borné. Puisque T'(E)
est équicontinu, T(C') lest aussi. D’apres le théoreme d’Ascoli et Arzela, T(C)
est relativement compact dans E. Noter que C est un sous-ensemble fermé et
convexe. Or d’apres le théoreme de Schauder, une application continue d’un
sous-ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach a valeurs dans un sous-
ensemble compact de C' a un point fixe. Donc il existe u € C' tel que Tu = u,
ce qui signifie que () est vérifié avec

— inf inf {K .
A ;gx;gx{ (z,y) +u(y)}

L’unicité de la valeur propre A résulte du théoreme [I1

4 Problemes qui dépendent d’un parametre

Les problemes de valeur propre min-plus qui dépendent d’un parametre ne
semblent pas avoir été encore étudiés.

Proposition 1 Soit (X,d) un espace métrique compact, Q0 un espace topolo-
gique et K : a — K, une fonction continue de 0 dans C°(X? R) muni de la
norme sup. Pour tout o € ), soit A\ l'unique nombre réel associé a K, d’apreés
le théoréemeld Alors la fonction o+ A\, de Q0 dans R est continue.

Démonstration. Soit a € € et € > 0. Il existe un voisinage V de « tel que

BeV= sup |Ku(r,y) — Kg(z,y)| <e.
z,yeX

Alors pour tout (z,,) € XN et n € N*,

Ka(xo,.fl) +---+ Ka(xnflaxn) _e< Kﬁ(x()vxl) + - +K5($n,1,17n)
n B n
Koz(xmxl)+"'+Koz($n—17xn)

< + €.
n

Prenons d’abord la lim inf quand n — 400 de ces inégalités, puis 'infimum sur
tous les (z,,) € X", on obtient, d’apres la formule @), que A, —& < Ag < A, +&.

Proposition 2 Soit (X,d) un espace métriqgue compact et  un sous-ensemble
conveze d’un espace vectoriel réel. Pour tout a € Q, soit K, € C°(X2% R).
Supposons que pour tout x,y € X, la fonction a — K, (x,y) de Q dans R soit
concave. Pour tout o € ), soit Ay unique mombre réel associé a K, par le
théoréme[2 Alors la fonction a+— A, de Q dans R est concave.

[6] mentionne cette proposition pour X = [0,1] et 2 =R.

Démonstration. Pour tout x = (z,,) € XN, n € N* et o € €, posons

Ka(l'o,l'l) + -+ Koz(xn—laxn)
- .

S(x,n,a) =




Soit t €]0,1] et a, B € Q. Alors pour tout x € X" et n € N*,
S(x,n,t~a+(1 _t) B) ZtS(X,TL,O[)—F(l—t)S(X,TL,B)

a cause de I’hypothese de concavité. Avec les propriétés de la lim inf, on obtient
pour tout z € XV

liminf S(x,n,t-a+ (1—1¢)-B) >t liminf S(x,n,a) + (1 —¢) liminf S(x,n, B).

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o
Prenons I'infimum sur tous les x € XV, on obtient

inf liminf S(x,n,t-a+ (1 —1t)-fH)

xe XN n—+o0

>t inf liminf S(x,n,a)+ (1 —¢) inf liminf S(x,n, ).

x€XN n—+oo x€XN n—+oo

Donc d’apres la formule @), A\p.qq1—1).5 >t Aa + (1 = 1) As.

5 Meéthodes numériques

La proposition suivante démontre la convergence de la méthode numérique
utilisée par [6].

Proposition 3 Soit (X,d) un espace métrique compact. Soit K : X? — R
une fonction lipschitzienne : Ik > 0, Vo, 2’ y,y' € X, |K(x,y) — K(2',y')| <
kmax{d(z,z');d(y,y’)}. D’aprés le théoréme [, soit N\ 'unique nombre réel
tel quil existe u € C°(X,R) qui vérifie [@). Soit (X,)pen une suite de sous-
ensembles finis de X tels que

h, = sup min d(z, — 0.
P 1e£)<yeXp( y)p_)+oo

D’aprés le théoréme [3, pour tout p € N, soit A\, Uunique nombre réel tel qu’il
existe up, : X, = R qui vérifie

Vo € Xp, yne%? {K(z,y) +up(y)} = Xp + up(x).

Alors A< A\p <A+ Khy et Ay = X quand p — +o00.

Cette proposition est liée au point de vue de 'analyse non-standard de [10],
qui considere des valeurs de p infiniment grandes.

Démonstration. Soit p € N. D’apres ([2),

A= inf limian(xo’xl)—i_"'+K($n—1,$n),

() €XN n—+00 n
K K n—1,Tn
A= inf limint KE0T)F 0 K@y 20)
(zn)EXN n—to0 n



D’un c6té, X, C X, donc A < \,. D’un autre coté, soit e > 0. Il existe (z,,) € xN
tel que

K v+ K(Tn_1, Tn

A < liminf (2, 21) + -+ K(@n1,20)

n—-+oo n

<A+e.

Par hypothese, Vn € N, 3y, € X,,, d(zpn,yn) < hp. Mais K est lipschitzienne,
donc Vn € N, |K (2, Zn+1) — K (Yn, Yn+1)| < & hy. En conclusion,

K v K (Y1, Yn
A, < liminf (o, 1) + -+ K(Yn—1,Yn)

n—-+oo n
K o+ K(Tn1,7n
SlimJirnf (o, 21) + - 4 K(wn1,2 )—i—mhpﬁ)\—i-s—i-fihp.
n—+0oo n

Comme ¢ était arbitraire, on obtient A, < A 4 K hy,.

Proposition 4 5i X, a q éléments, alors

K e+ K (2,
Ap = min min (w0, 1) & -+ & K01, 2n) : (3)
1<n<gq (zo,...,xnfl)EX;} n

Démonstration. Voir [5] par exemple.

Cette formule montre que A, est la < moyenne cyclique minimale > et qu’elle
se calcule avec un nombre fini d’opérations. La démonstration est semblable &
celle de (@). Néanmoins, ce n’est pas la formule [B) que l'on utilise en pra-
tique. Il y a de meilleurs algorithmes, comme celui de Karp qui nécessite O(¢>)
opérations, ou celui de Howard qui semble étre le plus rapide [8]. Noter que
dans I’analyse numérique des problemes de valeur propre min-plus, les ma-
trices impliquées sont pleines et tres grandes. Donc les algorithmes efficaces
sont bienvenus, en particulier lorsqu’en plus le probleme dépend d’un parametre
que l'on varie comme dans les prochaines sections. L’algorithme de Karp est
tres facile a programmer, tandis que celui de Howard est disponible a tra-
vers la boite a outils Maxplus de Scilab (voir www-rocq.inria.fr/scilab/
et lwww-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html).

6 Noyaux périodiques

Proposition 5 Soit (X,+) un groupe topologique abélien, K : X? — R une
fonction bornée inférieurement et P un sous-groupe de X . Supposons que

Vp € P, ¥(z,y) € X?, K(z+p,y+p) = K(z,y).

Soit (X,4) le groupe topologique qui est le quotient de X par P. Pour tout
X,y € X, soit x € X et posons

K(x,y) = inf K(z,y). (4)

Soit \ € R.
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- Siu: X — R est une fonction continue qui vérifie pour tout p € P et
reX,ulr+p) =u(x) et

Inf {K(2,y) +uy)} = A+ u(2), (5)

alors la fonction quotient u : X — R déduite de u est continue et vérifie
pour tout x € X,

inf (K(x.y) +u(y)} =X+ u(x). 0

— Inversement, siu: X — R est une fonction continue qui vérifie (@), alors
la fonction P-périodique u : X — R déduite de u est continue et vérifie

(3).
[6] démontre cette proposition pour X =R et P = Z, [9] pour X = R" et
pP=7".
Démonstration. Notons d’abord que K est bien défini puisque pour tout = € X,

yeXetpeP,

inf K(z+p,y) = inf K(z,y —p) = inf K(z,y).
yey yey yey

Le reste se déduit facilement du fait que si x € X et z € x, alors
inf {K = inf inf{K = inf inf{K
Jnf {K(@,y) +u()} = inf nf{K(y)+u(y)} = nf nf {K(z,y)+ua@y)}

= inf {K(x,y) +u(y)}.

7 Exemples

Pour tout a € R, soit K, € C°(R? R). Supposons que pour tout z,y € R et
a € R,

Ko(z + 1,y +1) = Ko(z,y) (7)
Ka(x7y) :KO(‘Tuy) —Oé(.’II—y). (8)
Pour tout a € R, posons

Ka ’ e Ka n—1s4n
Ao = inf liminf (o, 21) + - + (@1, )
() ERN n—+00 n

9)

Puisque R/Z est compact, il résulte du théoréeme [2] et de la proposition Bl que
Ao est Punique nombre réel tel qu’il existe u, € CO(R,R) périodique de période
1 qui vérifie

vV € R, ;relﬂfQ{Ka(:v, Y) + ua(y)} = Ao + ua(z). (10)

D’apres la proposition 2] la fonction o — A, est concave. Donc elle a une dérivée
a droite 42 (a™) pour tout o, et la fonction v — 22 (o) est décroissante.



7.1 Modeles de Frenkel et Kontorova

Soit L € CY9(R% R). Supposons que pour tout =,y € R, L(z + 1,y + 1)
L(z,y). Pour tout a € R et z,y € R, posons

Kao(2,y) = L(z,y) — a(r —y).

Alors K, vérifie les hypotheses () et (8). Un cas particulier est celui on V' €
C°(R,R) est périodique de période 1, et pour tout x,y € R,

(y —x)?
Rt

La figure 1 montre la dépendance de A\, par rapport & a lorsque V(z) =
C[1 — cos(27wz)], ol C' est un autre parametre. Frenkel et Kontorova ont pro-
posé cet exemple en 1938. On prend C' = (4/3)/(27). On a pris I'ensemble
{0,1/p,2/p,...,(p—1)/p} pour discrétiser R/Z. Noter que pour « € [0,1/2] et
x,y € [0,1],

L(z,y) =V(x) +

(y—z+p)?

inf K, (z, - inf —olz—y—p)".
it Kooyt o) =V + _int {UZEE ooy

La figure (a) illustre la continuité de o — . La figure (b) suggere que 2 (o)
est aussi une fonction continue de «, mais comme un < escalier du diable ». Un
doute subsiste pour savoir si ceci peut se déduire des résultats d’Aubry [1,2] et

des remarques de Griffith [13].

(a) a— Ao (b) av— e

FIGURE 1 — L’énergie minimale du modele de Frenkel et Kontorova.

7.2 Homogénéisation des équations de Hamilton-Jacobi

Soit L € C°(R?,R). Supposons que pour tout z,v € R, L(z+1,v) = L(x,v).
Pour tout o € R et z,y € R, posons

Ko(z,y) =inf{/0 L(&(s),€(s) ds; € € CH([0,1],R), £(0) =y, £(1) =w},

Ka(z,y) = Ko(,y) — alz —y) (11)
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Alors K., vérifie les hypotheses () et (). Un cas particulier de cette situation
est celui on V € CY(R,R) est périodique de période 1, et pour tout z,v € R,

,UZ

L(z,v) =V(x) + 5

Dans cette situation, il y a une formule presque explicite pour la valeur propre
Ao (voir [9] par exemple), & savoir

\ . ) minV si Ja| < fol V2|V (z) — min V] dx
“ A tel que |a] = fol V2V (z) = Ndz si|a > fol V2[V(z) — min V] dx.
La figure 2 montre la dépendance de A, par rapport & « lorsque V(z) = 1 —

cos(2mx). Notez les similitudes et les différences avec la figure 1. Il est étrange
que deux modeles aussi proches aient des comportements si différents.

1 1

o

| N 1

-1

/

/

/

(a) a — Ao (b) a—

FIGURE 2 — Le hamiltonien effectif pour I’équation eikonale.

Lorsque L(z,v) est convexe par rapport & v, [9] montre que le probleme de

valeur propre ([I0) avec le noyau K, donné par (1) est équivalent au probléme
pour une cellule

i (z.04 520)) = fila),

T

ott H(a) = —\, et pour tout z,p € R,

H(x,p) = igg{p-v — L(z,v)}.

Rappelons que ce probleme pour une cellule vient de I’homogénéisation quand
€ — 0 de I'équation

ov x v

[11] expose d’autres liens entre la théorie d’Aubry et Mather et les équations de
Hamilton et Jacobi. Notez aussi que la méthode numérique, qui est assez facile
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pour le modele de Frenkel et Kontorova, n’est pas facile a adapter au cas des
équations de Hamilton et Jacobi car le noyau K, (x,y) donné par () est déja
difficile a calculer. Dans certains cas, on pourrait utiliser un logiciel qui résout
les problemes aux limites liés & 1’équation d’Euler et Lagrange pour (IIJ). Ceci
nécessite d’étre étudié par ailleurs.

7.3 Sur la vitesse de convergence

Retournons aux modeles de Frenkel et Kontorova. Comme dans [6], soit
V : R — R la fonction 1-périodique parabolique par morceaux définie par

z? si —1/4<x<1/4,

V(:c)—{ e _c(x-1) sil/a<z<3/4

o NIo

avec ¢ > 0. On utilise ’ensemble {0,1/p,2/p, ..., (p—1)/p} pour la discrétisation.
D’apres la proposition Bl avec h, = 1/p, on a l'inégalité

logy(Ap — A) <logyg(k) — logyo(p),

ou k est la constante de lipschitz de la fonction K définie par (]). Supposons
que ¢ = 4/3 et a = 13/32. Alors X se calcule explicitement, comme indiqué

dans [6], & savoir A\ = —%. La figure 3 montre log;q(A, — A) en fonction

de —logyo(p). A cause de propriétés spécifiques de K, la pente de la fonction
log,o(Ap — A) semble proche de 2, ce qui suggere que l'erreur est quadratique.
Cependant, on peut construire des exemples de problemes de valeur propre min-
plus pour lesquels la vitesse de convergence n’est que linéaire. Il reste a trouver
des hypotheses suffisantes sur le noyau pour que la convergence soit quadratique.

-3.0

8.0 T T T T T T T T T

FIGURE 3 — Convergence. log;;(Ap — A) en fonction de —log,,(p).
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