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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

ALGEBRE. — Sur le genre d’une paire de substitutions.
Note (*) de M. Avaiv Jacoues, présentée par M. Henri Villat.

On établit une inégalité reliant les nombres d’orbites de plusieurs substitutions
du groupe symétrique 5,. Un cas particulier de celle-ci équivaut a la relation
d’Euler pour un graphe topologique associé a ces substitutions.

Dans un travail en cours de rédaction nous avons défini pour chaque
paire («, ¢) de substitutions de £, (n << c0) un graphe topologique I'(«, a).
Cette construction généralise celle d’Edmonds (') qui ne peut s’appliquer
que s1 @ est une involution («*>=z¢) et elle conduit & considérer la quantité

(1) g(a, 0)=5(a, 0) + - (s(c) —2(0) — 5 (a) — 2(a, ),

ou, de fagon générale, pour «, 3, ..., c€%, la notation z(a, 3, ..., )
désigne le nombre d’orbites du sous-groupe {«, 8, ..., c}* engendré
par {a, B, ..., o). On montre que g(«, 5) est le minimum du genre de
toute surface orientable dans laquelle I'(x, o) peut étre plongé. Il s’en
déduit que g(«, ) est un entier non négatif et dans la présente Note
nous prouvons de fagon purement algébrique un théoréme qui admet ce
résultat comme cas particulier.

TutorEmME. — Sotent oy, o, %, ..., G, €5, (k>1,n<®). On a
Pinégalité
(2)  s(ag, y%a...ap) + 2 T (%, &) — 25 (Agy Ay, Ay« ooy i) < (A—1) 3 ().
1212k

Nous utiliserons la généralisation suivante d’un lemme de Secrret (?).
LemMME. — Sotent oy, oy, ..., % €%, (k>1, n<<0) et T une transpo-
sition, la différence
d:.:(ao, Lyy oo oy C(}.-)—Z(ao, Ly o 00y akT)
est égale a o ou 4 1. Elle est non nulle su elle est égale a

5 (o) — 5 (o)
et, dans ce cas,

S (ag, ox) — 5 (o, 2xT) =5 (Xoy X1 &a... k) — 5 (%gy Az Az ... GT)=d.

Démonstration du théoréme. — Le théoréme est trivialement vral pour
k=1 et supposant qu’il est établi pour &' <k (k' >1), il est encore vrai

sl o, =2 puisque, dans ce cas, le membre de gauche de (2) est égal a la

somme de
S( %oy Ay «vvy @k 1y €) =5 ( %oy Ayy ooy Ahet)
C. R.,, 1968, 2° Semestre. (T. 267, N° 18.) Série A — 41
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et du membre de gauche de (2) pour a,, @, ..., 2. Nous pouvons donc
procéder par induction descendante sur le nombre des points fixes de «
en supposant le résultat établi quand «; a ¢’ > ¢ points fixes. Supposons
que %x a ¢ — I >0 points fixes (g<_n). Il existe deux points distincts a
et b tels que axa = b. Soit < la transposition échangeant a et b et o = a,T.
Tous les points fixes de a, sont des points fixes de a; et, en outre, a est
point fixe de «;. D’aprés I’hypothése de récurrence : |

i W ! 4
Z(0g, Ay Oy ... 0L+ 2‘ 3(ag, o) + 3 (%gy o) — 23 (0gy A1y o 0oy Ap) = (kK — 1) 3(0)-

l=izk—1

l
!

En vertu du lemme, d=z(a, &, ..., &) —z(a%, &%y, ..., %) =0 ou I.

S1d=o

et

5 (oty, ) — 3(dp, dx)=0 oOu 1
% (0, Ay Oy ...0p) — 5(py AsUg..r Ak)=—0 OU I;

le théoréme est alors vrai pour &y, &, ..., G4, %, SINON

Z(Olgy Oy ooy Op) — B (Olgy Agy ooy M) =1,
d’ou
3 (g, ap) — 5 (g, k) =5 (o, X1 Aa ... Ay) — 3 (g, Ay Aa.s. ) =1
et le théoréme est.encore vrai pour o, &, ..., O
On peut encore donner au théoréme 1 la forme suivante :

COROLLAIRE. — Sotent 0o, %y ooy %y o..y G €Sy on a Uinégalité
Z(Goy Xy o vy Opy Cpgy Fpryp oo Onps) 2 Z(py Qlgy o ooy Oy Opyi)
1LiLs
i — 23 (0oy Olgy + o vy Opy Ty ooy Oppg) < (§ — 1) B (o) X1y o0 vy &)

En effet, soit «, une permutation dont les orbites sont celles du groupe
engendré par &, &, ..., &, il est clair que le théoréme pour oy, tppyy ooy Ay
est équivalent au corollaire.

On déduit du théoréme le cas particulier suivant (¢,=-¢, a,=a, a,=f3):

(3) s(a)+3(B)+z(af) —25(a, f)=<5(e);

le genre dont nous avons parlé est donc un entier non négatif.

On en tire encore les résultats extrémaux suivants :

ProprIETE 1 : _

(i) Max {z(o) + 2(B) — 22(a, B); 0 = a8} = n — 2(0)

(ii) Min{z(¢) 4+ z(B) — 2z(x, B);o=aB}=0 ou 1 selon que & est
paire ou impaire.

L’énoncé (1) se déduit de (3) en remarquant que I’égalité est obtenue
pour a =0 et f=1.

(1) se déduit du fait que toute permutation paire est produit de deux
cycles de longueur n(®), et en conséquence, que toute permutation impaire
est produit d’un cycle de longueur n et d'un cycle de longueur n — 1.
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ProprIETE 2 :

(1) Max {z(a) +z(B); 0 =af} = n+ z(c);

(1) min{z(¢)+z(B);s=0aB}=2 ou 3 selon que o est paire ou
impaire.

(1) s’obtient de la méme fagon que précédemment et (i) dérive de (3)
par la majoration

5 (a, 3) <Lz (af).
Il résulte de (1) que l'on a
Max {min { z(«), 2(B) }; O’:Qﬁ}é[zi—-;ﬂ]a

ou [a/b] note la partie entitére de afb, résultat que nous avions obtenu
avec MM. C. Lenormand, A. Lentin et J. F. Perrot ().

(") Séance du 7 octobre 1968.

() Cf. J. W. T. Younas, J. Math. Mech., 12, n° 2, 1963, p. 303-315.

(*) Cours d’Algébre supérieure, 2, 3¢ édition Gauthier-Villars, Paris, 1866,
(®) Comples rendus, 266, série A, 1968, p. §46.
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