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摘要

我们对紧凑度量空间上具有⽆限视野的离散时间中的确定性优化问题感兴趣，该度量空间具有平均成本准则，其中涉
及成本和时间这两个功能。我们⾸先将值λ的不同特征汇总为最⼤特征值和线性规划问题。然后我们证明了当空间离
散时对λ产⽣的误差的界。
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1.简介

    我们对具有平均成本准则的⽆限时间的离散时间中的确定性优化问题感兴趣

X是⼀个紧凑的度量空间。K和T是具有 。集合 X是状态空间。 是系统在时间n的状态。  是成本。
 是与状态转换相关的时间 。这个问题是由例⼦引起的

在物理学中（⽤于相变的Frenkel和Kontorova模型[8]），
在⼯程中（机器调度[10]），
经济学（[11]，农业[3]，旅⾏推销员）。

    这⾥的⽬标是双重的。⾸先，我们将λ的不同特征收集为⼴义的最⼤加特征值问题（也称为Bellman最优⽅程）

作为线性规划问题。这些特征似乎仅在T = 1 [7，8，13]或有限集X [ 11，14，10，4] 的特定情况下得到证明。其次，
当空间X离散时，我们证明了对λ的误差的界线。这概括了最近的⼯作[2]，假定 T = 1。

    让我们提及⼀些与我们的研究有关的研究领域。在[17]中研究的Monge和Kantorovich的质量输运问题以及
Kantorovich和Rubinstein的转运问题中出现了与下⾯的等式（4）极为相似的⽆限维线性规划问题。我们的问题连续不
断地⾃然也有类似物。公式（4）的连续时间类似物介⼊例如拉格朗⽇系统的研究[12]。属性（7）也是奥布⾥和马瑟
理论[5，6]的基本组成部分。在随机控制理论的框架中也发现了平均成本问题[15，16]。这些研究假设ŧ= 1，因此不涵
盖我们的⼯作。请注意，这⾥没有必要使⽤⽆穷维[1]中的线性编程的复杂⽅法（弱拓扑，Alaoglu定理，超平⾯分离
定理）来证明“强对偶性”。

2.分数和结果

    让我们回顾⼀些定义。如果X是⼀个紧凑的度量空间， 是X上具有实数值的连续函数的空间。当具有最⾼规
范时，它是⼀个Banach空间。  是连续线性形式的空间 。如果ρ ，ρ≥0表⽰ 

 与 。⽅括号表⽰对偶性的乘积。

    第⼀个定理的陈述需要⼀些特殊的符号。我们定义
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λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

T > 0 xn K(xn, xn+1)

T (xn, xn+1) xn → xn+1

max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + u(y)} = u(x)

C0(X)

M(X) C0(X) ∈ M(X)

⟨u, ρ⟩ ≥ 0 ∀u ∈ C0(X) u ≥ 0

∀u ∈ C0(X),  ∀(x, y) ∈ X2, (Q1u)(x, y) = u(x), (Q2u)(x, y) = u(y).
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如果ρ ，我们定义  和  通过

如果E是⼀个集合，并且 ，然后是记号  意思是  和 。

    定理1。 令X为⼀个紧凑的度量空间，  和 。我们猜测 。然后我们有

此外，

如果我们有（1），那么  达到（3）中的最⼩值。如果我们有  和

我们有

 达到（2）中的最⼤值；
 ⽤定义

达到（4）中的最⼤值。
如果我们有 ，

    我们说定理1中定义的唯⼀实数λ是（K，T）的特征值。功能 （1）是（K，T）的“本征函数” 。以下命题涉及转置
问题。

    主张1。与定理1中的假设相同。我们定义

设λ为的特征值  和  的特征值 。然后我们有 。

    以下定理解决了（1）的数值分析问题。回想⼀下，⼀旦离散化，就有众所周知的算法可以解决由此产⽣的有限问
题，例如[9]的迭代算法。

    定理2。 令（X，d）是⼀个紧凑的度量空间。  和  Lipschitz常数的Lipschitz函数  和 

我们猜测 。设λ为的特征值 。 是X的有限⼦集的序列，使得

根据定理1

∈ M(X2) P1ρ P2ρ ∈ M(X)

∀u ∈ C0(X), ⟨u,P1ρ⟩ = ⟨Q1u, ρ⟩, ⟨u,P2ρ⟩ = ⟨Q2u, ρ⟩.

f : E → R x ∈ argmaxy∈Ef(y) x ∈ E f(x) = max{f(y);  y ∈ E}

K ∈ C0(X2) T ∈ C0(X2) T (x, y) > 0 ∀x, y ∈ X

∃!λ ∈ R, ∃u ∈ C0(X), ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + u(y)} = u(x) . (1)

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

= min{μ;  (μ, v) ∈ R × C0(X),  K − μT + Q2v ≤ Q1v}

= max{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ M(X2),  ρ ≥ 0, ⟨T , ρ⟩ = 1,  P1ρ = P2ρ}.

(2)

(3)

(4)

(λ,u) x0 ∈ X

∀n ∈ N, xn+1 ∈ argmax
y∈X

{K(xn, y) − λT (xn, y) + u(y)} (5)

(xn)

ρ∗ ∈ M(X2)

∀ϕ ∈ C0(X2), ⟨ϕ, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 ϕ(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

(6)

0 ≤ i < j

∀(yn) ∈ XN, (xi,xj) = (yi, yj) ⇒
j−1

∑
n=i

[K(yn, yn+1) − λT (yn, yn+1)] ≤
j−1

∑
n=i

[K(xn,xn+1) − λT (xn,xn+1)] . (7)

u

∀x, y ∈ X, K ′(x, y) = K(y,x), T ′(x, y) = T (y,x).

(K,T ) λ′ (K ′,T ′) λ = λ′

K : X2 → R T : X2 → R CK CT

∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ CK max{d(x,x′); d(y, y′)}

|T (x, y) − T (x′, y′)| ≤ CT max{d(x,x′); d(y, y′)} .

T (x, y) > 0 ∀x, y ∈ X (K,T ) (Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp,   max
y∈Xp

{K(x, y) − λp T (x, y) + up(y)} = up(x) .



我们定义  和 。然后我们有

和  如果 。

    在第3节中回顾了⼀些可⽤于证明定理1的第⼀部分的结果。例如，这些结果可在[2]中找到。定理1的第⼀部分的证
明在第4节中找到。我们证明了公式（2）和最优性  在第5节中，我们证明了公式（3），（4）和  和的 在
第6节中，通过概括[10]的证明。我们在第7节中证明了属性（7），在第8节中证明了命题1，在第9节中证明了定理
2。最后，我们在第10节中提出了对解（λ，u）（1）。证据在于从更新的成本问题开始到极限。与第4节相⽐，此⽅
法的优点是它不使⽤下⾯的命题4（基于Schauder的不动点定理）。它仅使⽤Banach的不动点定理。

3.已知结果

    命题2。 令X为⼀个紧凑的度量空间， 。我们有

此外，

    命题3。 令X为紧凑度量空间。 。我们猜测 ， 是凸函数。对于所有α
，  是命题2的唯⼀实数。  的  是凸函数。

4.定理1的第⼀部分的证明

    我们定义

根据命题2，

使⽤公式（8），

但 。  的 因此是⼀个递减函数。公式（9）然后表明  的  也是
⼀个递减函数。 是λ的线性函数，因此是凸函数。命题3表明Λ是⼀个凸函数，因此也是⼀个连续函数。

    我们取等于的平稳序列  对于 在（9）中。然后我们有

但 。所以我们有  如果 和  如果 。

    由于X是紧的并且函数T是连续的并且严格为正，所以我们有

我们定义

δT = min{T (x, y); (x, y) ∈ X2} ∥K∥ = max{|K(x, y)|; (x, y) ∈ X2}

∀p ∈ N, λp ≤ λ ≤ λp + ( CK

δT

+
∥K∥ CT

(δT )2
)hp

λp → λ p → +∞

(xn) (λ, u) ρ∗

K ∈ C0(X)

∃! λ ∈ R, ∃u ∈ C0(X), ∀x ∈ X,   max
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x) .

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

1

N

N−1

∑
n=0

K(xn, xn+1) . (8)

∀α ∈ R,  Kα ∈ C0(X) ∀x, y ∈ X α ↦ Kα(x, y)

∈ R λα α ↦ λα R → R

∀λ ∈ R, ∀x, y ∈ X, Kλ(x, y) = K(x, y) − λT (x, y).

∀λ ∈ R, ∃!Λ(λ) ∈ R, ∃uλ ∈ C0(X), ∀x ∈ X,   max
y∈X

{Kλ(x, y) + uλ(y)} = Λ(λ) + uλ(x).

∀λ ∈ R, Λ(λ) = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

1

N

N−1

∑
n=0

Kλ(xn, xn+1) . (9)

T ≥ 0 λ ↦ Kλ = K − λT R → C0(X) λ ↦ Λ(λ) R → R

Kλ

x0 (xn) ∈ XN

∀λ ∈ R, Λ(λ) ≥ Kλ(x0, x0) = K(x0, x0) − λT (x0, x0).

T (x0, x0) > 0 K(x0, x0) − λT (x0, x0) → +∞ λ → −∞ Λ(λ) → +∞ λ → −∞

δT = min{T (x, y); (x, y) ∈ X2} > 0.

∥K∥ = max{|K(x, y)|; (x, y) ∈ X2}.



令ε> 0。我们有

根据公式（9）， 。

    由于连续函数Λ具有正值和负值， 。最后，

这证明了定理1的存在部分。唯⼀性由公式（2）得出，这将在下⼀部分中证明。

5.公式（2）的证明

     我们选择 。根据（1），

让我们加上前N个不等式。我们获得

但 。所以我们有

因为 ， 我们有  如果 。 是⼀个有界函数。所以我们得到

但 是任意的。所以我们有

 我们选择  与（5），

我们添加这些⽅程，我们得到

因此，我们有

⽤（10）证明了公式（2）以及  达到最⼤。

6.公式（3）和（4）的证明

∀λ ≥ (∥K∥ + ε)/δT , ∀(x, y) ∈ X2, Kλ(x, y) = K(x, y) − λT (x, y) ≤ ∥K∥ − λ δT ≤ −ε.

∀λ ≥ (∥K∥ + ε)/δT ,  Λ(λ) ≤ −ε

∃ λ∗ ∈ R,  Λ(λ∗) = 0

∀x ∈ X, uλ∗(x) =Λ(λ∗) + uλ∗(x) = max
y∈X

{Kλ∗(x, y) + uλ∗(y)}

= max
y∈X

{K(x, y) − λ∗T (x, y) + uλ∗(y)}.

∙ (xn) ∈ XN

∀n ∈ N, u(xn) ≥ K(xn, xn+1) − λT (xn, xn+1) + u(xn+1).

u(x0) ≥
N−1

∑
n=0

K(xn, xn+1) − λ

N−1

∑
n=0

T (xn, xn+1) + u(xN ).

T > 0

λ ≥
∑N−1

n=0 K(xn, xn+1) + u(xN ) − u(x0)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

T ≥ δT > 0 ∑N−1
n=0 T (xn, xn+1) ≥ NδT → +∞ N → +∞ u

λ ≥ lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

(xn) ∈ XN

λ ≥ sup
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

. (10)

∙ (xn) ∈ XN

∀n ∈ N, u(xn) = K(xn, xn+1) − λT (xn, xn+1) + u(xn+1).

∀N ∈ N,
∑N−1

n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

= λ +
u(x0) − u(xN )

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

lim
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

= λ .

(xn)



    我们定义

我们有

所以我们有

通过定理1的第⼀部分，我们知道 与（1）。我们有 
 所以我们有  和

从（6），我们可以很容易地看到 ，  和 。我们有

所以我们有  （因为  有界），和 。因此，我们有 。此外，

因为 达到（2）中的最⼤值。所以我们有

结论，

 达到最⼤值  达到最⼩值。

7.证明（7）

    我们猜测  和  与 。我们有

我们添加这些⽅程式，然后使⽤ 。我们获得

8.命题证明2

E = {ρ ∈ M(X2);  ρ ≥ 0,  ⟨T , ρ⟩ = 1,  P1ρ = P2ρ},

~
E = {(u, v) ∈ R × C0(X);  K − μT + Q2v ≤ Q1v}.

∀ρ ∈ E, ∀(μ, v) ∈
~
E, ⟨K, ρ⟩ ≤ ⟨μT + Q1v − Q2v, ρ⟩ = μ⟨T , ρ⟩ + ⟨v, P1ρ − P2ρ⟩ = μ .

sup{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} ≤ inf{μ; (μ, v) ∈ ~
E}.

(λ, u) ∈ R × C0(X)

∀x, y ∈ X, K(x, y) − λT (x, y) + u(y) ≤ u(x). (λ, u) ∈
~
E

inf{μ;  (μ, v) ∈ ~
E} ≤ λ.

ρ∗ ∈ M(X2) ρ∗ ≥ 0 ⟨T , ρ∗⟩ = 1

∀u ∈ C0(X), ⟨u, P1ρ∗⟩ = ⟨Q1u, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 u(xn)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

,

⟨u, P2ρ∗⟩ = ⟨Q2u, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 u(xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

⟨u, P1ρ∗⟩ = ⟨u, P2ρ∗⟩ u P1ρ∗ = P2ρ∗ ρ∗ ∈ E

⟨K, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

= λ

(xn)

sup{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} ≥ λ .

λ = max{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} = min{μ;  (μ, v) ∈ ~
E},

ρ∗ (λ, u)

0 ≤ i < j (yn) ∈ XN (xi, xj) = (yi, yj)

∀i ≤ n ≤ j − 1, K(xn, xn+1) − λ T (xn, xn+1) + u(xn+1) = u(xn),
K(yn, yn+1) − λ T (yn, yn+1) + u(yn+1) ≤ u(yn).

(xi, xj) = (yi, yj)

j−1

∑
n=i

[K(yn, yn+1) − λ T (yn, yn+1)] ≤ u(yi) − u(yj)

= u(xi) − u(xj)

=
j−1

∑
n=i

[K(xn, xn+1) − λ T (xn, xn+1)].



    我们选择⼀个本征函数  的 。我们选择⼀个本征函数  的 。我们选择
。存在  与

注意

减去这两⾏。我们获得

所以我们有  和 。如果我们交换  和 ， 我们获得 。所以我们有 。

9.定理证明3

    我们选择p 。根据公式（2），

⼀⽅⾯， 。因此很明显 。另⼀⽅⾯，我们选择 。根据定义 ，

但是 K和T是Lipschitz函数

为了简化，我们定义 ， ，

和相同的 。然后我们有

因此，我们有

但 是任意的。因此，我们获得了定理3的第⼆个不等式。

10.存在的替代证据：折现成本法

u ∈ C0(X) (K,T ) u′ ∈ C0(X) (K ′,T ′)

x0 ∈ argmaxx∈X{u(x) + u′(x)} x1 ∈ X

K(x0,x1) − λT (x0,x1) + u(x1) = u(x0).

K ′(x1,x0) − λ′T ′(x1,x0) + u′(x0) ≤ u′(x1).

(λ − λ′)T (x0,x1) ≤ u(x1) + u′(x1) − u(x0) − u′(x0) ≤ 0.

λ − λ′ ≤ 0 λ ≤ λ′ (K,T ) (K ′,T ′) λ′ ≤ λ λ = λ′

∈ N

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

,

λp = max
(yn)∈XN

p

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(yn, yn+1)

∑N−1
n=0 T (yn, yn+1)

.

Xp ⊂ X λ ≥ λp (xn) ∈ XN hp

∀n ∈ N, ∃yn ∈ Xp, d(xn, yn) ≤ hp.

∀n ∈ N, |K(xn,xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ CKhp,

|T (xn,xn+1) − T (yn, yn+1)| ≤ CThp.

x = (xn) y = (yn)

KN(x) =
N−1

∑
n=0

K(xn,xn+1)

TN(x)

∀N ≥ 1,
KN(x)

TN(x)
−

KN(y)

TN(y)
=

[KN(x) − KN(y)]TN(y) + KN(y)[TN(y) − TN(x)]

TN(x)TN(y)

≤
KN(x) − KN(y)

TN(x)
+

KN(y)[TN(y) − TN(x)]

TN(x)TN(y)

≤
NCKhp

NδT
+

N∥K∥ × NCThp

(NδT )2
.∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣lim sup

N→+∞

KN(x)

Tn(x)
≤ lim sup

N→+∞

KN(y)

TN(y)
+ ( CK

δT
+

∥K∥CT

(δT )2
)hp

≤ λp + ( CK

δT
+

∥K∥CT

(δT )2
)hp .

(xn) ∈ XN



    引理1。

    证据。让α  和λ 。我们定义

由于K和T是⼀致连续的， 。我们有

所以对称 。因为α ，Banach不动点定理表明 。

    引理2。 我们选择 。我们有  和

此外，

    证据。让α 。对于所有λ ， 我们选择  如引理1中，我们定义

根据引理1，

我们有

为了证明这⼀点，我们有

我们将这个⽅程乘以 。我们总结并使⽤ 。我们获得

如果在（14）中所有n都相等，则不平等就是相等。这证明（13）。

    根据（13）， 是凸函数（因此是连续函数）和递减函数，因为它是递减的λ线性函数的上包络。此外，

 如果 
 如果 。

所以我们有

我们定义 。 然后是（11）的解。根据（15），

∀α ∈]0, 1[, ∀λ ∈ R, ∃vα,λ ∈ C0(X), ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α vα,λ(y)} = vα,λ(x) .

∈]0, 1[ ∈ R

∀v ∈ C0(X), ∀x ∈ X, (Kv)(x) = max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α v(y)}.

K(C0(X)) ⊂ C0(X)

∀v1, v2 ∈ C0(X), ∀x ∈ X, (Kv1)(x) − (Kv2)(x) ≤ max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α(v1(y) − v2(y)) + αv2(y)}

− max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + αv2(y)}

≤ α∥v1 − v2∥.

∥Kv1 − Kv2∥ ≤ α∥v1 − v2∥ ∈]0, 1[ ∃ vα,λ ∈ C0(X),  Kvα,λ = vα,λ

x0 ∈ X ∀α ∈]0, 1[,  ∃! λα ∈ R,  ∃ uα ∈ C0(X),  uα(x0) = 0

∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λαT (x, y) + αuα(y)} = uα(x). (11)

λα = max
(xn)n≥1

∑∞
n=0 αnK(xn, xn+1)

∑∞
n=0 αnT (xn, xn+1)

. (12)

∈]0, 1[ ∈ R vα,λ

uα,λ = vα,λ − vα,λ(x0), rα,λ = (1 − α) vα,λ(x0).

∀λ ∈ R, ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α uα,λ(y)} = rα,λ + uα,λ(x).

∀λ ∈ R, rα,λ = (1 − α) max
(xn)n≥1

{
+∞

∑
n=0

αnK(xn, xn+1) − λ
+∞

∑
n=0

αnT (xn, xn+1)}. (13)

∀(xn)n≥1, ∀n ∈ N, K(xn, xn+1) − λT (xn, xn+1) + α uα,λ(xn+1) ≤ rα,λ + uα,λ(xn) . (14)

αn uα,λ(x0) = 0

+∞

∑
n=0

αnK(xn, xn+1) − λ

+∞

∑
n=0

αnT (xn, xn+1) ≤
rα,λ

1 − α
. (15)

λ ↦ rα,λ

rα,λ < 0 λ > ∥K∥/δT

rα,λ > 0 λ < K(x0, x0)/T (x0, x0)

∃ λα ∈ R, rα,λα
= 0.

uα = uα,λα
uα



如果平等

    引理3。 我们选择 。我们有 ：

    证据。⾸先，公式（12）表⽰对于所有α ， 。我们将展⽰： 是⼀个连续家庭。让x
 和ε 。由于函数K和T是⼀致连续的，

⽤ ， 我们有

对称地 。  因此是⼀个连续家庭。

    我们将证明 是⼀个统⼀的家庭。有了（11），

所以我们有 。对于（11），我们也有

所以我们有  和  是⼀致有界的。

    我们选择  与  如果 。根据定理  阿斯科利定理， ， ， 
 与

 ⼀致地收敛到 。

取（11）中的极限。我们得到（16）。⽤ ， 我们还有 。最后，事实是  （并且不
仅针对⼦序列）满⾜λ（16）的唯⼀性，这已在第5节中得到证明。
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