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resumo

Estamos interessados no problema de otimizag¢@o deterministica em tempo discreto com horizonte infinito em um espago métrico compacto com um critério de custo
médio que envolve duas fungdes, custo e tempo. Primeiro, reunimos as diferentes caracterizagdes do valor A como um valor proprio maximo mais € como um
problema de programagéo linear. Entdo, provamos um limite ao erro cometido em A quando o espago ¢ discretizado.
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1. Introducio
Estamos interessados no problema de otimizagao deterministica em tempo discreto em um horizonte infinito com um critério de custo médio
N-1
. n=0 K(w"7$"+1)
A= max limsup —(—F—— .
(zn)eX™ N—+o0o Zn:() T($n7 wn+1)

X é um espago métrico compacto. K e T sdo fungdes continuas com 7' > 0. O conjunto X ¢ o espago de estado. z,, & o estado do sistema no momento 7 . K(zn, Tn+1)
¢ 0 custo. T'(Zn, Tnt1) € 0 tempo associado 4 transigdo de estado z, — Zn+1. O problema é motivado por exemplos

¢ em fisica (modelos de Frenkel e Kontorova para transigdes de fase [8]),
¢ em engenharia (programagdo de maquinas [10]),
¢ em economia ([11], agricultura [3], vendedor ambulante).

O objetivo aqui é duplo. Primeiro, coletamos as diferentes caracterizagdes de A como um problema generalizado de autovalor max-plus (também chamado de
equacdo de otimalidade de Bellman)

max{K(z,y) - AT(z,y) +u(y)} = u(z)

e como um problema de programagdo linear. Essas caracterizagdes parecem ter sido demonstradas apenas no caso particular em que 7= 1 [7, 8, 13] ou de um
conjunto finito X [11, 14, 10, 4]. Segundo, mostramos um limite para o erro cometido em A quando o espago X ¢ discretizado. Isso generaliza um trabalho recente [2]
que supunha 7'= 1.

Vamos mencionar algumas areas de pesquisa relacionadas ao nosso estudo. Problemas de programagao linear em dimensdes infinitas que se assemelham a
equagdo (4) abaixo aparecem no problema de transporte de massa de Monge e Kantorovich e no problema de transbordo de Kantorovich e Rubinstein estudado em
[17]. Naturalmente, também existem analogos no tempo continuo do nosso problema. Um analogo de tempo continuo da férmula (4) intervém, por exemplo, no
estudo de sistemas lagrangianos [12]. A propriedade (7) também ¢ um ingrediente basico da teoria de Aubry e Mather [5, 6]. Problemas de custo médio também sdo
encontrados na estrutura da teoria do controle estocastico [15, 16]. Esses estudos assumem que 7= 1 e, portanto, ndo cobrimos nosso trabalho. Note que aqui, ndo
sera necessario usar métodos sofisticados de programagao linear em dimensao infinita [1] (topologias fracas, teorema de Alaoglu, teorema de separagio por
hiperplano) para provar a "forte dualidade".

2. Pontuacgoes e resultados

Vamos relembrar algumas definigdes. Se X é um espago métrico compacto, C°(X) é o espago de fungdes continuas em X com valores reais. E um espaco de
Banach quando ¢ fornecido com a norma do supremo. M(X) é o espago de formas lineares continuas sobre C°(X). Se p€ M(X), p>0 significa que
(u,p) > 0Vu € C°(X) com u > 0. Os colchetes denotam o produto da dualidade.

A afirmagdo do primeiro teorema requer algumas notagdes especiais. Nos definimos

Vu e C°(X), V(z,y) € X*,  (Quu)(z,y) = u(z), (Q2u)(z,y) = u(y).
Se p € M(X?), definimos Pip e Pap € M(X) de
Vue C%X), (u,Pip) = (Quw,p), (u,Pap) = (Qou,p).

Se E ¢ um conjunto ¢ f : E — R, entdo a notagio x € argmax,. pf(y) significa que z € E'e f(z) = max{f(y); y € E}.

Teorema 1 . Seja X um espago métrico compacto, K € C°(X?) e T € C%(X?). Nés presumimos T(z,y) > 0Vz,y € X. Nés temos entéo

INER, FuecC'X), VreX, gt%?({K(x,y) — M (z,y) +u(y)} = u(z). (1)

Além disso,

ZHN;OI K(:En, $n+1)

A = max limsup (2)
(@n)€XT N—o0 ZnN;OI T(‘Tm $n+1)
= min{y; (4,v) € R x C°(X), K — uT + Qv < Qyv} 3)
:ma‘x{<K7p>7 ﬂEM(XZ), P207 <T7p> =1, Plp:PZP}' (4)
Se tivermos (1), entdo (A, w) atingir o minimo em (3). Se tiver-moszy € X e
VneN, @, € argmax{K(z,,y) — AT(zn,y) + u(y)} (5)
yeX

temos

o (zy,) atinge o maximo em (2);
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o p* € M(X?) definido com

0 2 * . nN:701 (mm zn+1)
Vo € CU(X?), (4,p") =limsup —————— (6)
N—+oo Zn:(] T(zmwrﬁl)
atinge o maximo em (4).
o setiver-mos 0 < i < j,
-1 j—1
v(yn) € XN, (xza z]) (yzvy] = Z[K yn>yn+1) )‘T(ym yn+1)] < Z[K(:tm wn+1) - )‘T(mm zn+1)] . (7)
n=i n=i

Dizemos que o unico niimero real A definido no teorema 1 ¢ o autovalor de ( K, 7). Uma fun¢@o u com (1) é uma "fungio propria" de (K, 7). A proposigdo a
seguir diz respeito ao problema transposto.

Proposicéo 1 . Mesmas hipoteses que no Teorema 1. Definimos
Vo,y€ X, K'(z,y) =K(yz), T'(z,y)=T(y2).
Seja A o autovalor de (K, T) e X' o autovalor de (K',T"). Nés temos entdo X = X'.

O teorema a seguir aborda a questdo da analise numérica de (1). Lembre-se de que, uma vez discretizados, existem algoritmos conhecidos para resolver o
problema finito resultante, por exemplo, o algoritmo de iteragdo de [9].

Teorema 2 . Seja (X, d ) um espago métrico compacto. K : X*> = Re T : X? — R sdo funcées Lipschitz com constantes Lipschitz Cx e Cr

Vd), :t,, Y, y’ € X! ‘K(Z, y) - K(zl’ y’)' < CK max{d(:p, -T,); d(y7 y’)}
IT(z,y) — T(2',y)| < Crmax{d(z,z');d(y,y)}

Nés presumimos T'(z,y) > 0Vz,y € X. Seja 1 o autovalor de (K, T). (X,)pen é uma sequéncia de subconjuntos finitos de X, de modo que

h, = sup min d(z, y) — 0.

De acordo com o Teorema 1,

vpeN, A eR, Juy:X, R, VzeX, %}X{K(%y) =X T(z,y) + up(y)} = up(z).
P
Nbs definimos 6p = min{T(z,y); (z,y) € X2} e | K|| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X2}. Nos temos entdo

K
VpeN, Apg,\g,\p+< + 1XlCr “CT)hp
5r  (6r)?

edp = AEsep — +o0.

Alguns resultados uteis para provar a primeira parte do Teorema 1 sdo lembrados na se¢do 3. Esses resultados sdo encontrados, por exemplo, em [2]. A prova da
primeira parte do Teorema 1 ¢ encontrada na se¢do 4. Provamos a formula (2) e a otimizagdo de (zn,) na se¢do 5. Provamos as formulas (3), (4) e a otimalidade de
(A, u) e de p* na segdo 6, generalizando as provas de [10]. Provamos a propriedade (7) na se¢@o 7, proposi¢do 1 na se¢do 8, teorema 2 na se¢do 9. Finalmente,
propomos na se¢do 10 uma prova alternativa da existéncia de uma solugao (A, u ) de (1). A prova baseia-se em uma passagem para o limite a partir de um problema

de custo atualizado. Uma vantagem dessa abordagem em comparagio com a da segdo 4 € que ela ndo usa a proposi¢ao 4 abaixo (que ¢ baseada no teorema do ponto
fixo de Schauder). Ele usa apenas o teorema do ponto fixo de Banach.

3. Resultados conhecidos

Proposiciio 2 . Seja X um espago métrico compacto e K € C°(X). Nés temos

INeR, Juel'(X), VrelkX, I;lga}z_c{K(m,y)Jru(y)}:)\Jru(m).

Além disso,

MZ

A= max_ hmsup K(zn, Tni1) (8)

(za) XN N—to0 =0

Proposicdo 3 . Seja X um espaco métrico compacto. Vo € R, K, € C%(X). Nés presumimos Vz,y € X, a — K, (z,y) é uma fungdo convexa. Para todos os o
€ R, A, é o unico numero real da proposi¢ao 2. Temos entdo a — A, do R — R é uma fun¢do convexa.

4. Prova da primeira parte do Teorema 1
Nos definimos
VAeR, Vz,yeX, Ki(z,y)=K(z,y)— AT(z,y).
De acordo com a proposigao 2,

VAeR, FMAN) R, Ju,€C'X), VzelX, mea,}g{{KA(:c,y) +ur(®)} = AN + ur(z).
Y

Com a formula (8),

VAeR, AN = (max limsup — Z K)\(zn, Znt1) 9)

z,)€XN Nostoo

MasT > 0. A+ K, = K — AT do R — C°(X) ¢, portanto, uma fungio decrescente. A formula (9) mostra entdo que A — A(\) do R — R também é uma fungdo
decrescente. K, ¢ uma fungdo linear e, portanto, convexa de L. A proposi¢do 3 mostra que A é uma fung¢do convexa e, portanto, também uma fungio continua.



Tomamos a sequéncia estaciondria igual a zo para (z,) € X Nem (9). Nés temos entdio
YAeR, A(A) > K)(zg,z0) = K(zo, zo) — AT (0, 2o)-
Mas T'(zg, zo) > 0. Entdo nos temos K (zg, zg) — AT'(zg, zg) — +00 E se A = —ooe A(A) = 400 Ese A — —oo0.
Como X é compacto e como a fungdo 7' ¢ continua e estritamente positiva, temos
67 = min{T(z,y); (z,y) € X?} > 0.
Nos definimos
|IK|| = max{| K (z,9)|; (z,y) € X*}.
Seja €> 0. Nos temos
YA > (K| +e)/br, V(x,y) € X2, Ky(z,y) = K(z,y) = AT(z,y) < | K| - Ao < —e.
De acordo com a formula (9), VA > (||K|| +¢€) /67, A(N) < —e.
Como a fungdo continua A assume valores positivos e negativos, 3 A* € R, A(X*) = 0. Finalmente,
Vo € X, ux(z) =AN) +ux(z) = max{Ky(z,y) + ux(v)}
=max{K(z,y) = X'T(z,y) + ux (v)}-

Isso prova a existéncia da parte do Teorema 1. A singularidade resulta da féormula (2), que ¢ provada na proxima segao.

5. Prova de formula (2)

e N6s escolhemos (z,) € XN. De acordo com (1),
Vn €N, u(zn) > K(zn,Zni1) — AT (Tn, Tni1) + w(Tni1)-
Vamos adicionar as primeiras N desigualdades. Nos obtemos

N-1 N-1

u(zo) > Z K(Zn,Tni1) — A Z T(zp, Tnt1) + u(zn).

n=0 n=0

Mas T > 0. Entdo nds temos

2> zf;ol K(xrn mn+1) + U(IN) - u(mg)
B ZnN;OI T(zm $n+1)

Porque T' > o7 > 0, temos ZnNz’ol T(zp, Tpy1) > Nop — +00 Ese N — +00. ué uma fungdo limitada. Entdo nos temos
N-1
. n=0 K(mny $n+1)
A2>limsup =————.
Notoo 3700 T(@n, Tns1)

Mas (z,) € X" foi arbitrario. Entdo nés temos

. ZNA K (zn, Tnt1)
A> sup limsup -
(z) X" N—+oo En;() T(xnv mn-*—l)
© Nos escolhemos (z,,) € X" com (5),
Vn €N, u(zn) = K(n, Tn+1) — AXT(Tn, Tni1) + w(Tn1)-

Nos adicionamos essas equagdes e obtemos

N-1
YN € N neo K(Tn, Tnt1) g u(zy) — u(zy)
SN T, 1) SN T, 1)
Temos assim
. Zi\’;ol K(mm mn+1)
lim —————— = )\.

N=rtoo Zg;ol T(‘”n? wn+1)

Com (10), isso prova a formula (2) e o fato de que (z,,) atinge 0 maximo.

6. Prova de formulas (3) e (4)

Nos definimos

E={peM(X?); p>0, (T,p) =1, Pip = Pyp},
E={(u,v) e R x C%X); K — uT + Qov < Q1v}.
Nés temos

Vpe E, V(u,v)eE, (K,p)<(uT+Q— Q,p)=u(T,p)+ (v,Pp— Pap)=p.

Entdo nos temos



sup{(K, p); p € E} < inf{y; (p,v) € E}.

Com a primeira parte do Teorema 1, sabemos que existe (A, u) € R x C%(X) com (1). Nés temos Vz,y € X, K(z,y) — A\T(z,y) + u(y) <

temos (\,u) € Ee
inf{p; (u,v) € B} <\
De (6), podemos ver facilmente que p* € M(X?), p* > 0e (T, p*) = 1. Nés temos
o ul(@n)
V3 Toman) |

N

u\x.
(u, Pyp*) = (Qau, p*) = limsup ano—(nﬂ) .
N—roo Z T(m xn+l)

Vu € CUX), (u,Pip*) = (Qu,p*) = hmsup

Entéo nods temos (u, P1p*) = (u, P2p*) (Porque u é limitado) e Py p* = Pyp*. Temos assim p* € E. Além disso,

N-1
K(zp,x
(K, p*) = hmsupw Y
Zn 0 T(wﬂ7$n+1)

Porque (z,) atinge 0 maximo em (2). Entdo nds temos
sup{(K, p); p € E} = A.
Em conclusio,
A = max{(K, p); p € E} = min{y; (u,v) € E},

p* atinge o maximo e (), u) atinge o minimo.

7. Prova de (7)

Nos presumimos 0 < i < j ¢ (y,,) € XN com (z;, ;) = (y;,y;). Nos temos

Vi<n<j—1, K(zn,zni1) = AT(Tn, Tnt1) + w(@Tni1) = u(zn),
K(yn7yn+1) - )\T(ynaynJrl) + u(yn+l) < ( )

Nos adicionamos essas equagdes e usamos (z;, z;) = (i, y;j). Nos obtemos

S UK (1) ~ AT )] < () — (o)
= u(z:) — u(a)

Jj—1
Z[K xmanrl )‘T(xmanrl)]'
n—'L

8. Prova de proposicao 2

N6s escolhemos uma fungdo prépria u € C°(X) do (K, T'). Nés escolhemos uma fungio propria u' € C°(X) do (K, T"). Nés escolhemos

zo € argmax, y{u(z) +«'(z)}. Isso existez; € X com
K(zo,z1) — AT (20, 1) + u(z1) = u(zo).
Observe que
K'(z1,20) — N'T' (21, 20) + v (zo) < o' (1)
Subtraia essas duas linhas. Nos obtemos
A= XN)T (w0, 1) < u(zr) + ' (z1) — u(wo) — v (z0) < 0.

Entdo nos temos A — X' < 0e A < X. Se trocarmos (K, T) e (K',T"), nés obtemos A’ < A. Entdo nds temos A = \'.

9. Prova de Teorema 3

Nos escolhemos p € N. De acordo com a formula (2),

N-1
Zn 0 (m?hxrﬁrl)
A= max limsup ————,
(2n)eXN N—+oo En 0 T(zn,ﬂan)

5701 K(ym yn+1)
Ap = ax limsup —7— .
(y )EX N—too Zn 0 T(yn,yn+1)
Por um lado, X, C X. Portanto, ¢ claro que A > A,,. Por outro lado, escolhemos (z,) € X N De acordo com a definigdo de hp,
VneN, Iy,e€X,, dz,y,) <h,
Mas K e T sao fungdes de Lipschitz

Vn € N: ‘K(:tmmwrl) - K(ymynJrl)‘ < CKh;m
‘T(zTn zn+1) - T(yna yn+1)| < C'Thp-

u(z). Entdo nds



Para simplificar, definimos z = (2,), ¥ = (yn),
N-1
Ky(z) = Z K(zp, Tpi1)
n=

e 0 mesmo para Ty (z). Nos temos entdo

Kn(z)  Kn(y)

YN > 1 _ ‘ _ | [En(z) — En(y)|Tv(y) + Kn(y)[Tn(y) — Tn(2)] ‘
=7 | Tn(z) Tn(y) Tn(z)Tn(y)
Kn(z) — Kn(y) ‘ N ‘ Kn(y)[Tn(y) — T(z)] ‘
B Tn(z) Tn(z)Tn(y)
< NCth i NHKH X NCThp
= “Nor Nor?

Temos assim

. Kn(z) _ . Kn(y) (CK HKHCT>
lim su; < limsu — h
o To(@) — Neie Ta(y) | \or  (6p)F )*
Cx _ |IK||Cr
<A\ —_ h,.
< p+(5T + L2,

Mas (z,) € X" foi arbitrario. Obtemos, assim, a segunda desigualdade do Teorema 3.

10. Prova alternativa de existéncia: o método do custo descontado

Lemal.

Va €]0,1], VAER, v,y € C(X), Vze X, mgg({K(x,y) = AT(z,y) + avar(y)} = vanr(z).
y

Evidéncia. Deixe 0€]0,1[ e A € R. Nos definimos

YoeC%X), VzeX, (Kv)(z)= r;lea}%c{K(m,y) - AT(z,y) + av(y)}.

Como K e T sdo uniformemente continuos, K£(C?(X)) C C%(X). Nés temos

Yo, v € CUX), VYzeX, (Kuv)(z)— (Kv)z)< rilea)?c{K(w,y) — AT(z,y) + a(vi(y) — va(y)) + ava(y)}
- gle%?({K(m, y) — AT (z,y) + avy(y)}

< afvi — vel|.
Entdo, por simetria, || Cv1 — Kva | < af|vi — v2]|. Porque a€]0, 1], O teorema do ponto fixo de Banach mostra Jvax € C*(X), Kva,x = Va,r.
Lema 2 . Nos escolhemos xy € X. Nos temos YV €]0,1[, 3! A, € R, Fu, € CO(X), ug(zy) =0e

Vo € X, max{K(z,y) - \aT(2,y) + aua(y)} = ta(2). (11)

Além disso,

> QK (2, T
Aa = max Zgo ( +1) . (12)
(@a)nz1 D07 0 0T (T, Tnt1)

Evidéncia. Deixe a€]0, 1[. Para todos A& R, n6s escolhemos va,x como no lema 1 e definimos
Ua ) = Var — Var(Z0), Tar = (1 — a)vax(zo).
De acordo com o Lema 1,

VAER, VeeX, max{K(z,y) - AT(z,y) + auap(y)} = Tapr + tan(2)-
Y

Nos temos
+00 oo
VAER, rap = (1-a) max {Z &K (Tn, 1) =AY o"T(@, w)}. (13)
wn=t  n=0 n=0
Para provar isso, temos
V(a:n)nzly Vn €N, K(wny wn+l) - )\T(wny $n+1) + aua,)\(wn+1) <raxt ua,/\(wn) . (14)

Multiplicamos essa equagdo por ™. Somamos e usamos uq,x(zo) = 0. Nos obtemos

+00 oo Ta
;a"K($n,$n+1) — A;anT(xn,mnH) < T i,a . (15)

A desigualdade ¢ uma igualdade se houver igualdade em (14) para todos os # . Isso prova (13).

De acordo com (13), A — 74, ¢ uma fungdo convexa (portanto continua) e uma fungdo decrescente, pois ¢ o envelope superior das fungdes lineares decrescentes
de L. Além disso,

e 1o <0Ese > || K|/ér
e rox > 0Ese X < K(zg,z0)/T (20, 2)-

Entdo nos temos



JA €ER, 7o, =0.
Nés definimos uq = Ua,,. Ua € entdo uma solucdo de (11). De acordo com (15),

V(m ) o A > Z:;:) anK(mnaxTH»l)
N B Z::) anT($n7mn+1)

)

com igualdade se

Vn € N7 ZTpi1 € argma‘X{K(mny y) - )‘aT(xna y) + auﬂ(y)}.
yeX

Lema 3 . Nés escolhemos zo € X. Nos temos .3\ € R, Ju € CV(X),

u(zo) =0,
Al Aa =2
vz € X, r;lea)gc{K(m,y) = AT (z,y) +u(y)} = u(z). (16)

Evidéncia. Primeiro, a formula (12) implica que, para todos os a.€]0, 1], [Aa| < || K||/d7. Nos vamos mostrar: (ua)ac(o,1) ¢ uma familia equicontinua. Seja xe X
e & € R, Como as fungdes K e T’ sdo uniformemente continuas,

IneR, d(z,2')<n= max |K(z,y) — K(z',y)| <, max |T(z,y) — T(z',y)| <e.
y y

Com d(z,z') < n, temos
Va 6]0’ 1[7 ua(x) - ua(x,) = I;leajg({K(m7 y) - K(xlv y) - )‘Q(T(mv y) - T(:E', y))

+ K(z’,y) - A()tT("Z‘J>:lJ) + aua(y)}
— 1&%?({1(@/, y) — AT (2, y) + aug(y)}

<e+ —HK“ €
— 6T b

¢ por simetria, |uq () — uq(2')| < (1 + || K||/d7). (Ua)aejoq| ¢ portanto, uma familia equicontinua.
Vamos mostrar que (ua)ae]l /2,1[ € uma familia uniformemente limitada. Com (11),
Va €]1/2,1[, Vy € X, K(z¢,y) — AaT(20,y) + ata(y) < uqa(zg) = 0.
Entéo nos temos u, (y) < 2||K||(1 + ||T||/dr). Com (11), também temos
Ve e X, uq(z) > K(z,20) — Ao T(2, 20) + @ ua(zo) = K(z,20) — Ao T(z, 20) -
Entdo n6s temos uq () > —||K||(1 + ||T|/0r) € (2a)ae)1/2,] ¢ uniformemente limitado.
Nos escolhemos o, €]1/2,1[ com a, — 1~ E se n — +00. De acordo com o teorema de Bolzano ¢ o teorema de Ascoli, 3 (ag(n)), I A € R, Ju € C°(X) com

o limpsto0 Agyy = A
* (Uaq,,) converge uniformemente para u.

Pegue o limite em (11). Nés temos (16). Com uq(z0) = 0 Ve, nos tambem temos u(zo) = 0. Finalmente, o fato de que lim,—,1- = A (e ndo apenas para uma
subsequéncia) resulta da singularidade de A que satisfaz (16), o que foi comprovado na segdo 5.
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