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Overzicht

We zijn geinteresseerd in het deterministische optimalisatieprobleem in discrete tijd met oneindige horizon op een compacte metrische ruimte met een gemiddeld
kostencriterium dat twee functies omvat, kosten en tijd. We brengen eerst de verschillende karakterisaties van de waarde A samen als een max-plus eigenwaarde
en als een lineair programmeerprobleem. Dan bewijzen we een grens aan de fout gemaakt op A wanneer de ruimte wordt gediscretiseerd.

Sleutelwoorden: Optimalisatie in discrete tijd; Gemiddelde kosten; Lineair programmeren; Numerieke analyse

1. Inleiding
We zijn geinteresseerd in het deterministische optimalisatieprobleem in discrete tijd met oneindige horizon met een criterium van gemiddelde kosten
N-1
, > n—o K(@n, Tni1)
A= max limsup ——7——.
(zn)eX™ N—+oo Zn:O T(;L‘n, wn+1)

X is een compacte metrische ruimte. K en T zijn continue functies met 7" > 0. De set X is de toestandsruimte. z,, is de toestand van het systeem op tijdstip 7 .
K(zn, Zn11) zijn de kosten. T'(zp, r+1) is de tijd die hoort bij de overgang van de staat z,, — 1. Het probleem wordt gemotiveerd door voorbeelden

¢ in de natuurkunde (modellen van Frenkel en Kontorova voor faseovergangen [8]),
¢ in engineering (machineplanning [10]),
¢ cconomie ([11], landbouw [3], handelsreiziger).

Het doel is hier tweeledig. Eerst verzamelen we de verschillende karakterisaties van A als een gegeneraliseerd max-plus eigenwaardeprobleem (ook wel
Bellman-optimaliteitsvergelijking genoemd)

max{K(z,y) — AT (z,y) +u(y)} = u(z)

en als een lineair programmeerprobleem. Deze karakteristiecken lijken alleen te zijn aangetoond in het specifieke geval waarin 7= 1 [7, 8, 13] of van een eindige
verzameling X [11, 14, 10, 4]. Ten tweede tonen we een grens voor de fout gemaakt op A wanneer de ruimte X wordt gediscretiseerd. Dit generaliseert een recent
werk [2] dat veronderstelde 7= 1.

Laten we enkele onderzoeksgebieden noemen die verband houden met onze studie. Problemen van lineaire programmering in oneindige dimensies die sterk
lijken op vergelijking (4) hieronder verschijnen in het massatransportprobleem van Monge en Kantorovich en in het overslagprobleem van Kantorovich en
Rubinstein bestudeerd in [17]. Er zijn natuurlijk ook analogen in continue tijd van ons probleem. Een continue tijdanaloog met formule (4) komt bijvoorbeeld
tussen in de studie van Lagrangiaanse systemen [12]. De eigenschap (7) is ook een basisingrediént van de theorie van Aubry en Mather [5, 6]. Problemen met
gemiddelde kosten worden ook gevonden in het kader van de theorie van stochastische controle [15, 16]. Deze studies gaan ervan uit dat 7= 1 en hebben daarom
geen betrekking op ons werk. Merk op dat het hier niet nodig is om de geavanceerde methoden van lineaire programmering in oneindige dimensie [1] (zwakke
topologieén, Alaoglu-stelling, scheidingstheorie per hypervlak) te gebruiken om de "sterke dualiteit" te bewijzen.

2. Scores en resultaten

Laten we enkele definities in herinnering brengen. Als X een compacte metrische ruimte is, C°(X) is de ruimte van continue functies op X met echte waarden.
Het is een Banach-ruimte wanneer deze is voorzien van de norm van het supremum. M (X) is de ruimte van continue lineaire vormen voorbij C°(X). Als p
€ M(X), p>0 betekent dat (u, p) > 0 Vu € C°(X) metu > 0. De vierkante haken geven het product van dualiteit aan.

De verklaring van de eerste stelling vereist enkele speciale notaties. We definiéren
Yu € C°(X), Y(z,y) € X*, (Quu)(z,y) = u(z), (Quu)(z,y) =u(y).
Als p € M(X?), definiéren we Pip en Poyp € M(X) door

Vu € CO(X)7 <’U,,P1p> = <Q1U, p>7 <U,P2p> = <Q2u7 p>

Als E een verzameling is en f : E' — R, dan de notatie = € argmax,c pf(y) betekent dat € E en f(z) = max{f(y); y € E}.
Stelling 1. Laat X een compacte metrische ruimte zijn, K € C°(X?) en T € C°(X?). Wij nemen aan T(z,y) > 0Vz,y € X. We hebben dan
INER, JuelC’(X), VzeX, max{K(z,y) — \T(z,y) + u(y)} = u(). (1)
Bovendien

ZnN;()l K(wm $n+1)

A= max limsuyp ——MM —~ 2
(@n)e X" N_H'O(E) ZnN;OI T(mmxrwrl) ( )
=min{y; (u,v) € R x C°(X), K — uT + Qv < Qyv} 3)
= max{(K, p); p € M(X?), p>0,(T,p) =1, Pip = Pyp}. (4)
Als we (1) hebben, dan (X, u) het minimum bereiken in (3). Als we hebben o € X en
Vn €N, .41 € argmax{K(z,,y) — A\T(z,,y) + u(y)} (5)

yeX

men heeft
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o (zy) bereikt het maximum in (2);
o p* € M(X?) gedefinicerd met

N701 (-Tm mn+1)

Vo € CO(X?Y), (¢,p") = hmsup _ (6)
ZN ! T(mm wn+1)
bereikt het maximum in (4).
o als we hebben 0 < i < j,
j-1 j—1
v(yn) € XN: ($w 1:]) (ym y]) = Z[K ymynJrl) )‘T(ym yn+l)] < Z[K(a;m Z'n+l) - )‘T($m a’n+1)] . (7)

We zeggen dat het enige re€le getal A dat in stelling 1 is gedefinieerd, de eigenwaarde van ( K, T') is. Een functie u met (1) is een "eigenfunctie" van (K, T').
Het volgende voorstel heeft betrekking op het omgezette probleem.

Stelling 1 . Dezelfde hypothesen als in stelling 1. We definiéren
Vo,y € X, K'(z,y) = K(y,2), T'(z,y)=T(y )
Laat }. de eigenwaarde zijn van (K, T) en X' de eigenwaarde van (K',T"). We hebben dan X = X'.

De volgende stelling behandelt de vraag van de numerieke analyse van (1). Bedenk dat eenmaal bekend zijn er welbekende algoritmen zijn om het resulterende
eindige probleem op te lossen, bijvoorbeeld het iteratie-algoritme van [9].

Stelling 2 . Laat (X, d ) een compacte metrische ruimte zijn. K : X2 — Ren T : X% — R zijn Lipschitz-functies met Lipschitz-constanten Cx en Cr

V:c, ZL‘I, Y, y’ S X7 |K($7 y) - K(ml7 y’)‘ < CK max{d(m, m/); d(y7 y’)}
[T(z,y) — T(z',y)| < Crmax{d(z,');d(y,y)}.

Wij nemen aan T'(z,y) > 0Vz,y € X. Laat 1 de eigenwaarde zijn van (K, T). (X,),en is een reeks eindige deelverzamelingen van X zodat

h, = sup min d(z,y) — 0.
zeX YeXp p—+oo

Volgens stelling 1,
vpeN, ANeER, Ju:Xp, - R, VzeX, E%*}(X{K(x»y) =M T(z,y) + up(y)} = up() .

We definiéren 67 = min{T(z,y); (z,y) € X?} en | K| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X2}. We hebben dan

VpeN, A,,gAgA,,+< + ”K”CT>h,,
or (6r)?

en Ap — Xalsp — +oo.

Enkele resultaten die nuttig zijn om het eerste deel van Stelling 1 te bewijzen, worden in paragraaf 3 genoemd. Deze resultaten zijn bijvoorbeeld te vinden in
[2]. Het bewijs van het eerste deel van Stelling 1 is te vinden in sectie 4. We bewijzen de formule (2) en de optimaliteit van (z,,) in sectie 5. We bewijzen de
formules (3), (4) en de optimaliteit van (A, ) en van p* in sectie 6 door de bewijzen van [10] te generaliseren. We bewijzen de eigenschap (7) in sectie 7, stelling
1 in sectie 8, stelling 2 in sectie 9. Ten slotte stellen we in sectie 10 een alternatief bewijs voor van het bestaan van een oplossing (A, u ) van (1). Het bewijs berust
op een overgang naar de limiet, te beginnen met een bijgewerkt kostenprobleem. Een voordeel van deze benadering in vergelijking met die van sectie 4 is dat het
onderstaande propositie 4 niet gebruikt (die is gebaseerd op de stelling van Schauder met vaste punten). Het gebruikt alleen de stelling van het vaste punt van
Banach.

3. Bekende resultaten
Stelling 2 . Laat X een compacte metrische ruimte zijn en K € C°(X). Men heeft

FNeR, Fuel'(X), VzeX, r;xea)g({K(w,y) +u(y)} =A+u(z).

Bovendien

A= max hmsup K(zn, Tni1) (8)

(xa) XN N too

MZ

n=0

Stelling 3 . Laat X een compacte metrische ruimte zijn. Vo € R, K, € C%(X). Wij nemen aanVz,y € X, a — K,(z,y) is een convexe functie. Voor alle a.
€ R, A, is het enige echte nummer van propositie 2. We hebben dan o — Ao van R — R is een convexe functie.

4. Bewijs van het eerste deel van Stelling 1

We definiéren
VAER, Vz,ye X, Ki(z,y)=K(z,y)— T (z,y).
Volgens stelling 2,

VAeR, FAN) eR, Fuy€C'X), VzelX, me%?c{K,\(m,y) +up(y)} = AA) + uy(z).
Y

Met formule (8),

VAeR, AN = 525 l}vnis:g -~ Z K\ (zn, Tn+1) (9)



Maar T > 0. A+ K = K — AT van R — C%(X) is daarom een afnemende functie. Formule (9) laat dat dan zien A — A()) van R — R is ook een
afnemende functie. K is een lineaire en dus convexe functie van A. Stelling 3 laat zien dat A een convexe functie is, dus ook een continue functie.

We nemen de stationaire volgorde gelijk aan z, voor (z,) € X Nin (9). We hebben dan
VYA eR, A(X) > Kx(zo,z0) = K(zo,z0) — AT (20, 20)-
Maar T'(zo, zo) > 0. Dus we hebben K (zo, o) — AT'(zo, €o) — +00 als A — —oo, en A(A) — +oo als A — —o0.
Omdat X compact is en aangezien de functie 7 continu en strikt positief is, hebben we
O = min{T(z,y); (z,y) € X} > 0.
We definiéren
K| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X*}.
Laat e> 0. Men heeft
YA > (K| +€)/0r, Y(z,y) e X% Ki(z,y) = K(z,y) — A\T(z,y) < |K|| — Aép < —e.
Volgens formule (9), VA > (|| K|| + €)/dr, A(X) < —e.
Aangezien de continue functie A positieve en negatieve waarden aanneemt, 3 A* € R, A(A\*) = 0. Tenslotte,
Ve e X, ux(z) =AN\") +un(z) = I%a)?({K»(ac,y) +ux(y)}
=max{K(z,y) -~ A'T(z,y) + ux(¥)}-

Dit bewijst het bestaan van stelling 1. Uniciteit is het resultaat van formule (2), die in de volgende sectie wordt bewezen.

5. Bewijs van formule (2)
o We kiezen (z,,) € X". Volgens (1),
Vn €N, u(mn) > K(.’I?n, mn+1) - )‘T(mn» wn+1) + u(wn+1)'

Laten we de eerste N- ongelijkheden toevoegen. We verkrijgen

N-1 N-1
U(EO) 2 Z K(mm $n+1) -A Z T(mm 93n+1) + u(zN)
n=0 n=0

Maar T' > 0. Dus we hebben

N K (e @nn) + u(en) — u(zo)

A >
Yno T(@n, i)

Omdat T' > é7 > 0, men heeft Zg;ol T(zn, Tnt1) > Nér — 400 als N — +00. uis een begrensde functie. Dus we krijgen
N-1
" K(z,,x
A > lim sup —sz\r_i (@n, 2n11) .
N—+oo Zn:(] T(mnz mn+1)
Maar (z,) € X" was willekeurig. Dus we hebben

N-1
' K(z,,
A> sup limsup M . (10)
(@) €XN Notoo N """ T(Zn, Tnt1)
o We kiezen (z,) € X" met (5),
Vn € N» u($n) = K((E", zn+1) - )‘T(xm 93"+1) + u(wn+1)'

We voegen deze vergelijkingen toe en we krijgen

N-1
VN €N, Ym0 K(@n, Tni1) g u(zo) — u(zN)

N701 T(wm $n+1) N701 T(zm wn+1)

n=| n=

We hebben dus

Ziv;ol K(zn, Tni1)

lim NI =A.
N=reo Zn:ﬂ T(xn7$n+1)

Met (10) bewijst dit de formule (2) en het feit dat (z,,) bereikt het maximum.

6. Bewijs van formules (3) en (4)
We definiéren
E={pe M(X?); p>0, (T,p) = 1, Pip = Prp},
E={(u,v) € R x C(X); K — uT + Qyv < Qv}.

Men heeft



Vpe B, Y(uv)eE, (K,p)<(uT+Qv—Qw,p)=uT,p)+ (v,Pip—Pp)=
Dus we hebben
sup{(K, p); p € E} <inf{u; (u,v) € E}.

Met het eerste deel van Stelling 1 weten we dat dat zo is (A, u) € R x C%(X) met (1). Men heeft Vz,y € X, K(z,y) — AT(z,y) + u(y) < u(z). Dus we
hebben (A, u) € Een

inf{y; (p,v) € E} <\
Vanaf (6) kunnen we dat gemakkelijk zien p* € M(X?), p* > 0en (T, p*) = 1. Men heeft
N-1
u(zn
Vue COX), (wPip') = (@uup?) = limsup —azn T
Nordoo En:(] T(mmzrﬁl)

N-1
o W Tnt1
(0P = (Qu ) = lpsup e
Notoo S T (@, @i

Dus we hebben (u, P1p*) = (u, P,p*) (omdat u is begrensd), en P;p* = Pyp*. We hebben dus p* € E. Bovendien

N-1
(K, p*) = limsup == o K(@n Tnsn)
L pt) = =0 TP\ T l)
N—r+oo E :N701 T(wm zn+1)

=A
omdat (z,,) bereikt het maximum in (2). Dus we hebben
sup{(K, p); p € E} = A.
Tot slot,
A = max{(K, p); p € E} = min{y; (y,v) € E},

p* bereikt het maximum en (A, u) bereikt het minimum.

7. Bewijs van (7)

Wij nemen aan 0 <4 < j en (y,) € X" met (z;,z;) = (¥;,y;). Men heeft

Vi <n< ] - 17 K(wmmn+1) - )‘T(mm mn+1) + u(anrl) = u(wn):
K(ym yn+1) - )‘T(ym yn+1) + u(yn+1) < u(y")

We voegen deze vergelijkingen toe en we gebruiken (z;, z;) = (¥, y;). We verkrijgen
j—1

S IK Wy gs1) — AT (W )] < ulsi) — u(yy)

n=i

u(@;) - u(z;)

m717:1:TL+1 )\T(xnaxn+1)}-

n=i

8. Bewijs van stelling 2

We kiezen een eigenfunctic u € C%(X) van (K, T). We kiezen een eigenfunctie u' € C°(X) van (K',T"). We kiezenz € argmax,cx{u(z) + v/(z)}. Het
bestaatz; € X met

K(zo,z1) — AT(z0, 1) + u(z1) = u(@0)-
Let daar op
K'(z1,20) — NT' (21, 20) + u'(z0) < u'(21).
Trek deze twee regels af. We verkrijgen
(A= N)T (0, 21) < u(@1) + v'(21) — u(@) — /(o) < 0.

Dus we hebben A — X' < 0en XA < X. Als we ruilen (K, T) en (K',T"), we verkrijgen A’ < A. Dus we hebben A = X'

9. Bewijs van stelling 3
We kiezen voor p € N. Volgens formule (2),

N-1
. Enzo K(xp, xn 1)
A = max_limsup i
(zn)€XY No+oo an_ol T(zm zn+1)

EN IK(ymyn+1)
Ap = max limsup

(yn)E€X) N—+oo Zn 0 T(yn, Yns1)
Aan de ene kant, X,, C X. Dat is dus duidelijk A > \,. Aan de andere kant kiezen we (z,) € X N, Volgens de definitie van h,,

vn € N7 Elyn € va d(mmyn) S hP'



Maar K en T zijn Lipschitz-functies

Vn € N7 |K(wmwn+l) - K(yn7yn+1)‘ < Cth:
|T(mn7xn+1) - T(yn7yn+1)| S CvThp'

Om het te vereenvoudigen, definiéren we z = (z,,), y = (yn),

N-1
Kn(z) = Z K (zn, Tni1)
n=0

en hetzelfde voor Ty (z). We hebben dan

Kn(z) Kn(y)

WN > 1 _ ‘ _ ‘ [Kn(z) = En(y)|Tn(y) + En(y)[Tn(y) — T(z)] ‘
T [ Ty(e)  Tw(y) Tn(z)Tn(y)
Kn(z) — Kn(y) ‘ n ‘KN(?J)[TN(ZI) = Tn(z)] ‘
- Ty(z) Tn(z)Tn(y)
_ NCxhy, _ N|K|| x NCrhy
— Nbép (]\7(51’)2
‘We hebben dus
. Ky(z) . Kn(y) Ck , II¥lCr
Bnsup o @) SRS ) <¥ W)h”

Cx  |X|Cr
S/\er(g*F Gr)? hy .

Maar (z,,) € X" was willekeurig. Zo verkrijgen we de tweede ongelijkheid van Stelling 3.

10. Alternatief bewijs van bestaan: de methode met korting

Lemmal.

Vo 6]07 1[7 VA e Ry ava)\ € CO(X)7 vV € X7 mez?({K(m,y) - )\T(I,y) + ava,)\(y)} = Ua,)\(x) .
Y

Bewijs. Laat a€]0,1[ en A € R. We definiéren

Yo e CUX), VzeX, (Kv)(z)= I;gg{{K(m,y) — AT (z,y) + av(y)}-

Omdat K en T uniform continu zijn, K(C?(X)) C C°(X). Men heeft

Yor,ve € CU(X), Ve eX, (Kuv)(z)— (Kv)(z)< r&a)?({K(m,y) = AT(z,y) + a(vi(y) — v2(y)) + ova(y)}
— max{K(,y) — MT(2,9) + ava(y)}

< aflvy — ve|.
Dus door symmetrie, || Cv; — Kv|| < e||v; — v5|. Omdat a€]0, 1], Laat de stelling van Banach zien 3 v, ) € C°(X), Kv,y = vg 2
Lemma 2 . We kiezen zg € X. Men heeft Yo €]0,1[, 3! Ay € R, Jua € CY(X), ua(zo) =0en

Ve € X, max{K(z,y) - AaT(2,y) + atia(y)} = ta(2)- (11)

Bovendien

ZZOZO a"K(wn, wn+1)

Ao = max . (12)
S et 00 T (T, Ty i1)
Bewijs. Laat a€]0, 1[. Voor alle A R, we kiezen v, ) zoals in lemma 1 en we definiéren
Ug ) = VX — ,UDt,)\(wO)7 Tax = (1 - Ot) Ua,)\(mo)'
Volgens Lemma 1,
VAER, VzelX, I;lgg{{K(a:,y) — MT(z,y) + auar(y)} = Ta + va(T).
Men heeft
+00 +00
VAER, 7rex=(1-a) max {Z a"K(Zn, Tni1) — )\Z a"T(:cn,mnH)}. (13)
Tn)n=1 | =0 n=0
Om het te bewijzen, hebben we
v(wn)nEM vn €N, K(wm $n+1) - )‘T(wm $n+l) + aua,)\(anrl) < Tax T ua,)\(ajn) . (14)
We vermenigvuldigen deze vergelijking met o. We tellen op en we gebruiken u, 5 (o) = 0. We verkrijgen
+00 +o00 Pa
n . gl
; o"K(zn, Tnt1) — )\; &"T(xp, Tnt1) < o (15)

Ongelijkheid is een gelijkheid als er gelijkheid is in (14) voor alle n . Dit bewijst (13).



Volgens (13), A — 74, is een convexe (dus continue) functie en een afnemende functie, omdat het de bovenste envelop is van afnemende lineaire functies van
A. Bovendien

rax < 0als A > | K| /ér
Tox > 0als X < K(20,20) /T (20, o).

Dus we hebben

N, ER, 74y = 0.

We definiéren u, = uq ),. Uq is dan een oplossing van (11). Volgens (15),

:;:()] Ot"K(:L‘TH ‘TTH»I)

k]

V(mn)n>lv )\a 2
B :::[J) Oé"T(ﬂ:m $n+1)

met gelijkheid als

Vn € N: Tpi1 € argmax{K(wn, y) - )‘aT(wn7 y) + aua(y)}'
yeX

Lemma 3 . We kiezen xg € X. Men heeft :3) € R, Ju € C°(X),

u(zg) = 0,
lim A\, = A,
a—1-
Ve € X, max{K(z,y) - AT(z,y) + u(y)} = u(z). (16)

Bewijs. Ten eerste impliceert formule (12) dat voor alle a€]0, 1], [A,| < ||K||/d7. We gaan laten zien: (uq)qe(o,1 is een gelijklopende familie. Laat x€ X en &

€ RY

. Omdat de functies K en 7 uniform continu zijn,

IneR:, d(z,z)<n=> max |K(z,y) — K(z',9)| <, max |T(z,y) — T(z',y)| <e.
y y

Met d(z, z') < n, men heeft

Va €]0,1], uq(z) —uy(z') = I;lea)g{{K(w,y) - K(z',y) — Aa(T(z,y) — T(2,y))
+ K(wly y) - )‘aT(w/7 y) + aua(y)}
— max{K(z',y) — AT(2,y) + oua(y)}
K]l

<et+—¢
—= 5T k)

en door symmetrie, [uq () — uq(2')] < (14 || K||/d7). (tq)acp,i is dus een gelijklopende familie.

Dat laten we zien (uq)aej1/2,1] is een uniform begrensd gezin. Met (11),

Vo 6]1/27 1[7 Vy € Xa K(il,‘o,y) - )‘aT(xmy) + aua(y) < Ua(x()) =0

Dus we hebben u,(y) < 2| K||(1 + ||T||/dr). Met (11) hebben we ook

Ve e X, wua(z) > K(z,20) — Aa T(z,20) + ua(zo) = K(z,20) — Ao T'(z, 20) -

Dus we hebben t () > ||| (1+ |[T1]/57) en (ug)ac)2a( is uniform begrensd.

We kiezen o, €]1/2,1[ met a, — 1™ als n — +o00. Volgens de stelling van Bolzano en de stelling van Ascoli, 3 (ag(n)), 3 X € R, Ju € C*(X) met

limn~>+oo )\aa(n) =A

(tay,) uniform convergeren naar u.

Neem de limiet in (11). We krijgen (16). Metuq(zo) = 0 Ve, we hebben ook u(zo) = 0. Eindelijk het feit dat lim,_,1- = A (en niet alleen voor een
subsequentie) is het gevolg van het unieke karakter van A dat voldoet aan (16), wat is bewezen in sectie 5.
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