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Siamo interessati al problema dell'ottimizzazione deterministica nel tempo discreto con orizzonte infinito su uno spazio metrico compatto con un
criterio di costo medio che coinvolge due funzioni, costo e tempo. Innanzitutto riuniamo le diverse caratterizzazioni del valore A come autovalore
max-plus e come problema di programmazione lineare. Quindi dimostriamo un limite all'errore commesso su A quando lo spazio ¢ discretizzato.
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1. Introduzione
Siamo interessati al problema dell'ottimizzazione deterministica in tempo discreto su un orizzonte infinito con un criterio di costo medio

. Ziv;ol K(zn, Tn+1)
A= max_ limsup

(2n)eXY N—+o0 271:/:—01 T(xn, Tny1)

X ¢ uno spazio metrico compatto. K e 7 sono funzioni continue con T > 0. L'insieme X ¢ lo spazio degli stati. z,, ¢ lo stato del sistema al
momento 1 . K (5, Znt1) ¢ il costo. T'(zy, Tnt1) € il tempo associato alla transizione di stato &, — @pn41. Il problema ¢ motivato da esempi

¢ in fisica (modelli di Frenkel e Kontorova per le transizioni di fase [8]),
¢ in ingegneria (programmazione automatica [10]),
e in economia ([11], agricoltura [3], commesso viaggiatore).

L'obiettivo qui ¢ duplice. Innanzitutto, raccogliamo le diverse caratterizzazioni di A come problema di autovalutazione max-plus generalizzato
(chiamato anche equazione di ottimalita di Bellman)

max(K(e,y) - M(z,9) + u(y)} = u(a)

e come un problema di programmazione lineare. Queste caratterizzazioni sembrano essere state dimostrate solo nel caso particolare in cui 7= 1
[7, 8, 13] o di un insieme finito X [11, 14, 10, 4]. In secondo luogo, mostriamo un limite per l'errore commesso su A quando lo spazio X &
discretizzato. Questo generalizza un lavoro recente [2] che supponeva 7= 1.

Citiamo alcune aree di ricerca relative al nostro studio. Problemi di programmazione lineare in dimensione infinita che ricordano da vicino
I'equazione (4) di seguito compaiono nel problema del trasporto di massa di Monge e Kantorovich e nel problema del trasbordo di Kantorovich e
Rubinstein studiati in [17]. Ci sono naturalmente anche analoghi in tempo continuo del nostro problema. Un analogo del tempo continuo di
formula (4) interviene ad esempio nello studio dei sistemi lagrangiani [12]. La proprieta (7) € anche un ingrediente base della teoria di Aubry e
Mather [5, 6]. Problemi di costo medio si trovano anche nel quadro della teoria del controllo stocastico [15, 16]. Questi studi presuppongono che
T= 1 e pertanto non coprono il nostro lavoro. Si noti che qui non sara necessario utilizzare i sofisticati metodi di programmazione lineare in
dimensione infinita [1] (topologie deboli, teorema di Alaoglu, teorema di separazione per iperpiano) per dimostrare la "forte dualita".

2. Punteggi e risultati

Ricordiamo alcune definizioni. Se X & uno spazio metrico compatto, C°(X) ¢ lo spazio delle funzioni continue su X con valori reali. E uno
spazio Banach quando viene fornito con la norma del supremum. M(X) ¢ lo spazio delle forme lineari continue sopra C°(X). Se p€ M(X),
p>0 significa che (u, p) > 0 Vu € C°(X) con v > 0. Le parentesi quadre indicano il prodotto della dualita.

La dichiarazione del primo teorema richiede alcune notazioni speciali. Definiamo
vu e C*(X), ¥(z,9) € X°,  (Quu)(z,y) = ulz), (Qzu)(z,y) = u(y).
Se p € M(X?), definiamo Pip e P2p € M(X) di
Yu e C%(X), (u,Pip) = (Q1u,p), (u, Pap) = (Qau, p).
Se E¢unsete f: E — R, quindi la notazione z € argmax, 5 f(y) significa che z € E e f(z) = max{f(y); y € E}.

Teorema 1 . Lascia che X sia uno spazio metrico compatto, K € C°(X?) e T € C%(X?). Assumiamo T(z,y) > 0Vz,y € X. Abbiamo
quindi

INER, FueC'(X), VzeX, max{K(z,y) - AT(z,y) + u(y)} = u(z). (1)

Piu,
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N—
n:()l K(wna fcn+1)

A= max limsu 2
(XN NP SN T (2, @) @
= min{y; (p,v) € R x C°(X), K — uT + Qyv < Qqv} (3)
=max{<K7P>; PGM(X2), p >0, <T,p> =1, Plp:P2p}' (4)

Se abbiamo (1), allora (A, w) raggiungere il minimo in (3). Se abbiamozy € X e

VneN, w1 € argmax{K(zn,y) — AT (2n,y) + u(y)} (5)
yeX

noi abbiamo

e (zy) raggiunge il massimo in (2);
o p* € M(X?) definito con

N-1
P
Vo € C’O(X2), (¢, p*) = lim sup 2;;01 ! +)
Notoo 3000 T(@n, Tnt1)

raggiunge il massimo in (4).
e se abbiamo 0 < i < j,

Y(yn) € XN: (ziyz5) = (Yir y5) = Z[K(ym Ynt1) = AT (Yn, Ynt1)] < Z[K(mmmnﬂ) — AT (2, Tn+1)] - (7)

Diciamo che 1'unico numero reale A definito nel Teorema 1 ¢ l'autovalore di ( K, 7). Una funzione u con (1) ¢ una "autofunzione" di ( K, T').
La seguente proposta riguarda il problema recepito.

Proposta 1 . Stesse ipotesi del Teorema 1. Definiamo
Vo,ye X, K'(z,y) = K(y,z), T'(2,y) = T(y, ).
Lascia che /. sia l'autovalore di (K, T) e X l'autovalore di (K',T"). Abbiamo quindi A = X'.

11 seguente teorema affronta la questione dell'analisi numerica di (1). Ricordiamo che una volta discretizzati, esistono algoritmi ben noti per
risolvere il problema finito risultante, ad esempio l'algoritmo di iterazione di [9].

Teorema 2 . Sia (X, d ) uno spazio metrico compatto. K : X2 — R e T : X% — R sono funzioni di Lipschitz con costanti di Lipschitz C e
Cr

Ve, 'y, € X, |K(z,y) — K(«',y)| < Ok max{d(z,z);d(y,v)}
IT(z,y) — T(«',y/)| < Crmax{d(z,z');d(y,v)} .

Assumiamo T'(z,y) > 0Vz,y € X. Lascia che 1 sia l'autovalore di (K, T). (Xp)pen € una sequenza di sottoinsiemi finiti di X tale che

h, =s ind — 0.
» = supmind(z,y) o

Secondo il Teorema 1,

vpeN, AMNeR, Fu:X, >R, VzelX, Iyré%.(X{K(.’l?, Y) — M T(z,y) +up(y)} = up(x) .

Definiamo 6t = min{T(z,v); (z,y) € X%} e | K| = max{|K(z,v)|; (x,y) € X2}. Abbiamo quindi

Ck HKHCT>
VpeN, AM<AZA +<—+7h
p p p o7 (67)? P

eXp = ASep — +oo0.

Alcuni risultati utili per dimostrare la prima parte del Teorema 1 sono richiamati nella sezione 3. Questi risultati si trovano ad esempio in [2].
La dimostrazione della prima parte del Teorema 1 si trova nella sezione 4. Dimostriamo la formula (2) e l'ottimalita di (z,,) nella sezione 5.
Dimostriamo le formule (3), (4) e l'ottimalita di (A, ) e di p* nella sezione 6 generalizzando le prove di [10]. Dimostriamo la proprieta (7) nella
sezione 7, proposizione 1 nella sezione 8, teorema 2 nella sezione 9. Infine, proponiamo nella sezione 10 una prova alternativa dell'esistenza di
una soluzione (A, u ) di (1). La prova si basa su un passaggio al limite a partire da un problema di costo aggiornato. Un vantaggio di questo
approccio rispetto a quello della sezione 4 ¢ che non utilizza la proposizione 4 di seguito (che si basa sul teorema del punto fisso di Schauder).
Usa solo il teorema del punto fisso di Banach.

3. Risultati noti

Proposta 2 . Sia X uno spazio metrico compatto e K € C°(X). abbiamo

FNeR, FuelX), VzelX, m%?{{K(:L',y) +u(y)}=A+u(z).
ye

Piu,



A= max limsup — K(zp, oy 8
(za)e XM N—>+o<l? Z +1 ( )

Proposta 3 . Lascia che X sia uno spazio metrico compatto. Ya € R, K, € C°(X). Assumiamo Vz,y € X, a — Ka(z,y) é una funzione
convessa. Per tutti ac R, A\, é l'unico numero reale di proposizione 2. Quindi abbiamo o — Ao di R — R é una funzione convessa.

4. Prova della prima parte del teorema 1

Definiamo
VA€ Ra Vx,ye X7 K)\(m)y) :K(may) _)‘T(m)y)
Secondo la proposizione 2,

VAER, AN ER, 3uy€C(X), VzeX, max{Ki(zy) + ()} =AM +u().

Con formula (8),

VAER, A(N)= max, l}ﬂi‘i? - Z K\ (Tn, Tns1) - )

MaT >0. A+ Ky = K — AT di R — C°(X) ¢ quindi una funzione decrescente. Formula (9) lo mostra quindi A+ A(X) di R — R ¢& anche
una funzione decrescente. K, ¢ una funzione lineare e quindi convessa di A. La proposizione 3 mostra che A ¢ una funzione convessa, quindi
anche una funzione continua.

Prendiamo la sequenza stazionaria uguale a z, per (z,) € X" in (9). Abbiamo quindi
VYA eR, A(X) > Kx(zo,z0) = K(z0,z0) — AT (20, 0)-
Ma T'(zo, o) > 0. Quindi abbiamo K (z¢, zo) — AT (zo, o) — +00 Se A — —o00, e A(A) = +00 Se A — —o0.
Poiché X ¢ compatto e poiché la funzione T € continua e strettamente positiva, lo abbiamo
67 = min{T(z,y); (z,y) € X*} > 0.
Definiamo
|K|| = max{|K(z,y)l; (,9) € X2}.
Lascia &> 0. abbiamo
VA2 (|K[| +¢€)/0r, Y(z,y) € X*, Ki(z,y) = K(z,y) - XT(z,y) < | K| -~ Aor < .
Secondo la formula (9), VA > (|| K| + €)/d7, A(XA) < —e.
Poiché la funzione continua A assume valori positivi e negativi, 3 A* € R, A(A*) = 0. Finalmente,
Ve € X, ux(z) =AN) +ux(2) = max{Kx(z,y) + ux(y)}
=max{K(z,y) — A'T(z,y) +ux (y)}.

Cio dimostra I'esistenza del Teorema 1. L'unicita deriva dalla formula (2), che ¢ dimostrata nella sezione successiva.

5. Prova della formula (2)

e Noi scegliamo (z,,) € X™. Secondo (1),
Vn €N, u(mn) > K(.’E", xn+1) - )‘T(mm $n+1) + u(mn+1)'

Aggiungiamo le prime N disuguaglianze. Otteniamo

N-1 N-1
Z K(zp, Tpi1) — A Z T(n, Tpi1) + u(zy).
n=0 n=0

Ma T > 0. Quindi abbiamo

o K (@, @nt1) + u(zy) — u(wo)
A > == .

Zn 0 T(xmxrﬂrl)

Perché T' > 67 > 0, noi abbiamo Zflvz_ol T(xp, Tnt1) > Nép — +00 Se N — +00. ué una funzione limitata. Quindi otteniamo

K(z,,z
A > lim sup ZN T (@, Zn11) .
N=oo Zn:(] T(wmwn+1)




Ma (z,,) € X" era arbitrario. Quindi abbiamo

N— 1
K(z,,z
A> sup limsup 2o (@nr Znt1) . (10)

@)eX Noroo S T (20, Tt )

e Noi scegliamo (z,) € X~ con (5),
Vn € N, u(mn) = K(wm $n+l) - AT(mm mTH»I) + u(mn+1)'

Aggiungiamo queste equazioni e otteniamo

25;01 K (2, 2pi1) s u(zo) — u(zn)

ery:_()l T(wm xn+1) EN ! T(:En, :En+1)

VN €N,

Abbiamo cosi

5701 K(il:n, Ll:n+1)

lim
N=rtoo Z —0 T($n7$n+1)

=X

Con (10), cid dimostra la formula (2) e il fatto che (z,,) raggiunge il massimo.

6. Prova delle formule (3) e (4)

Definiamo
E={pecM(X*); p>0, (T,p) =1, Prp = Pap},
E={(u,v) e R x C%X); K — uT + Qyv < Q1v}.
abbiamo
Vpe E, Y(uv)eE, (K,p)< (uT+Qiv— Qaw,p)=u(T,p)+ (v,Pip— Prp) =
Quindi abbiamo
sup{(K, p); p € E} < inf{p; (p,v) € E}.

Con la prima parte di Teorema 1, sappiamo che esiste (A, u) € R x C%(X) con (1). abbiamo Vz,y € X, K(z,y) — AT(z,y) + u(y) < u(zx).
Quindi abbiamo (A, u) € E e

inf{y; (n,v) € E} < X

Da (6), possiamo facilmente vederlo p* € M(X?2), p* > 0 e (T, p*) = 1. abbiamo

n—o U(x
Vu € C°(X), (u,Pip*) = (Qiu, p*) = limsup Nzl o ) '
Notoo S 5T (T, Tnt1)
U\ Tn+1
(g} = (Qut ) = limsup 220 UT2t)
N—+o0 Z —0 T($n7$n+1)

Quindi abbiamo (u, Py p*) = (u, Pyp*) (perché u ¢ limitato) e Py p* = Pp*. Abbiamo cosi p* € E. Piu,

N- 1
K(z,,z
<K,p>—hmsup Z ( n n+1) -

N—+oo ZN LT (20, 20 11)

perché (z,,) raggiunge il massimo in (2). Quindi abbiamo
sup{(K,p); p€ E} > X.
In conclusione,
A = max{(K, p); p € E} = min{y; (u,v) € E},

p* raggiunge il massimo e (A, u) raggiunge il minimo.

7. Prova di (7)

Assumiamo 0 < i < j e (yn) € X" con (=5, ;) = (i, y;). abbiamo

Vi<n<j—1, K(zn,Zn+1) = AT (Tn, Tnt1) + w(Tni1) = u(@n),
K(ymyn+1) - )\T(ynayn+1) + u(yn+1) < ( )

Aggiungiamo queste equazioni e usiamo (z;, ;) = (yi,y;). Otteniamo



S K (s 1) — ATy )] < (s — u(yy)

n=1

8. Prova della proposta 2

Scegliamo un'autofunzione u € C°(X) di (K, T). Scegliamo un'autofunzione v’ € C°(X) di (K',T"). Noi scegliamo
xg € argmax, x{u(z) + v'(z)}. Esistez; € X con

K(zo,z1) — AT (0, 1) + u(z1) = u(zo)-
Nota che
K'(x1,20) — NT' (21, 20) + ' (z0) < o' (z1).
Sottrai queste due righe. Otteniamo
(A= N)T(zg, z1) < u(zy) + ' (1) — ulzy) — () < 0.

Quindi abbiamo A — X < 0e A < N. Se ci scambiamo (K, T) e (K',T"), otteniamo X' < A. Quindi abbiamo A = X'.

9. Prova del teorema 3

Scegliamo p € N. Secondo la formula (2),

. 2711\7:—01 K(wm $n+1)
A = max_limsup

(@)X Notoo SN T(2,, 2041)

’

. Zi\’;{)l K(ym yn+1)
A, = max limsup

()XY N—+too Ziv:_[)l T(Yns Ynt1) '

Da una parte, X, C X. E quindi chiaro che X > Ap. D'altra parte, scegliamo (z,,) € XV. Secondo la definizione di h,,
VneN, 3y, € Xp, d(@n,yn) < hp.
Ma K e T sono funzioni di Lipschitz

Vn € N, |K(xn7xn+l) - K(ynvyn+1)| < Ctha
|T(.’En, zC?Hrl) - T(yna yn+1)‘ < CThp~

Per semplificare, definiamo z = (z,), y = (yn),

Ky(z) = Z K(z,,Zpy1)

n=0

e lo stesso per T (z). Abbiamo quindi

VN > 1 Kn(z)  Kn(y) ‘ _ ‘ [Kn(z) — Kn()]Tn(y) + Kn(y)[Tn(y) — Tn(2)] ‘
T | Tn(z)  Tw(y) T ()T (y)
‘KN(x) — Kn(y) ‘ N ‘ Kn(y)[Tn(y) — Tn(z)] ‘
B Tn(z) Tn(z)Tn(y)
NCygh, N|K| x NCrh,
= “Nor (No7)2

Abbiamo cosi

_ Kn(z) Kn(y) <CK HKHCT>
1 <1 + =+ h.
Notos Ta(@) — Netoo Tn(y) or (62 )"
Ck HKIICT>
<A —_— h
*p+(&+<m2 ’

Ma (z,) € X" era arbitrario. Otteniamo cosi la seconda disuguaglianza del Teorema 3.

10. Prova alternativa dell'esistenza: il metodo del costo attualizzato

Lemmal.

Ya €]0,1[, YA€ER, T, € C'(X), VzeX, max{K(z,y) = MT(2,y) + ¢ vax(¥)} = vax(2) -
Y



Prova. Lascia 0€]0, 1[ e A € R. Definiamo

Yo e CUX), VreX, (Kv)(z)= Iilea)%c{K(m,y) — AT (z,y) + av(y)}.

Poiché K e T sono uniformemente continui, K(C°(X)) C C°(X). abbiamo

Vo2 € CU(X), Ve € X, (Kun)(@) — (Ko (@) < ma{K(2,9) = AT(2,) + a(i(y) —2(y) + o)}
- max{K(z,y) - XT'(z,y) + ava(y)}

< alfjvy — val|.

Quindi per simmetria, ||}Cv1 — Kvs|| < af|vr — v2||. Perché a€]0, 1[, Mostra il teorema del punto fisso di Banach 3 vay € C%(X), Kvgx = va

Lemma 2 . Noi scegliamo zy € X. abbiamo Ya €]0,1[, I A\, € R, Ju, € C%(X), uy(xg) =0e
Ve € X, max{K(z,y) — AaT(z,y) + ata(y)} = ta(2)- (11)
Piu,

Ao — i 0K z) (12)
C T (e 3000 0 0T Ty Tg1)

Prova. Lascia a€]0, 1]. Per tutti A€ R, noi scegliamo v,,» come nel lemma 1 e definiamo
Yo = Vap — Var(@0), Tap = (1—a)vaa(zo).
Secondo Lemma 1,

VA e Ra Vz € Xa Hleaj?({K(.’E, y) - )\T(CB, y) + aua,)\(y)} =Ta\ + ua,)\(w)'
Y

abbiamo
+o00 +o00
VYA ER, 7ox=(1—a) max {Z " K (Zn, Tn+1) — )\Z a"T(mn,an)}. (13)
FnJnz1 n=0 n=0
Per dimostrarlo, abbiamo
v(mn)HZh Vn € Na K(l‘n, zn-%—l) - )\T(mn’ mn+1) + aua,)\(wn+1) < Ta) + 'Ufa,)\(xn) . (14)

Moltiplichiamo questa equazione per a™. Sommiamo e usiamo uq (o) = 0. Otteniamo

+00

+00
Z a"K(xn, Tni1) — A Z o"T(xn, Tny1) <
n=0 n=0

Ta,\
l1-a

La disuguaglianza ¢ un'uguaglianza se c'¢ uguaglianza in (14) per tutto n . Questo dimostra (13).

Secondo (13), A — 74, € una funzione convessa (quindi continua) e una funzione decrescente, poiché ¢ 1'inviluppo superiore delle funzioni
lineari decrescenti di A. Piu,

e 7o) <0Se) > |K|/ér
o Ton > 08Se A < K(zg,x0)/T (20, o).

Quindi abbiamo
A ER, 1oy, =0.
Definiamo uq = Uq,),. Ua € quindi una soluzione di (11). Secondo (15),

:Lr:()] anK(znv :En+1)

° Z;r:()] anT(zm mn+1)

V(xn)nZla A

)

con uguaglianza se

Vn € N7 Tpy1 € argmaX{K(mm y) - AozT(Zlna y) + aua(y)}'
yeX

Lemma 3 . Noi scegliamo zg € X. Abbiamo -3\ € R, Ju € C°(X),

u(zg) =0,
lim Ay = A,
a—1"

Ve € X, max{K(z,y) - AT(z,y) +u(y)} = u(z). (16)



Prova. Innanzitutto, la formula (12) implica che per tutto a€]0, 1], [Aa| < || K||/d7. Mostreremo: (uq)qac(o,1) € una famiglia equicontinua.
Lascia che x€ X e € € R’.. Poiché le funzioni K e T sono uniformemente continue,

IneR:, d(z,2') <n= max|K(z,y) - K(@',y)| <e, max|T(z,y) - T(z',y)| <e.
Y Y

Con d(z, z') < n, noi abbiamo
Va €]0,1], uq(z) —us(z’) = mea}.g({K(x,y) — K(z',y) — \(T(z,y) — T(2,y))
y

+ K(.’E,, y) - )‘aT(mlv y) +a ua(y)}
- I;ggc{K (@' y) = AaT(2',y) + aua(y)}
| K]

<ege4+—c¢
— 6T )

e per simmetria, |uq () — uq(z')| < (1 + || K||/07). (¥a)acjo,| € quindi una famiglia equicontinua.
Lo dimostreremo (g )ae]1/2,1] € Una famiglia uniformemente limitata. Con (11),
Va €]1/2,1[, Vy € X,  K(z0,y) — AT (20, y) + aUa(y) < ua(zo) = 0.
Quindi abbiamo u, (y) < 2||K||(1 + ||T||/dr). Con (11), abbiamo anche
Ve e X, uq(z)> K(z,20) — Aa T(x,20) + aua(zo) = K(z,20) — Ao T, 20) .
Quindi abbiamo ua(z) > —||K||(1 4 |T||/07) € (ta)ac)j2,1 ¢ delimitato in modo uniforme.

Noi scegliamo o, €]1/2,1[ con oy, — 17 Se n — +-00. Secondo il teorema di Bolzano e il teorema di Ascoli, 3 (a4(n)), IA € R,
Ju € C°(X) con

e lim, 100 /\ad,(n) =
* (ay,) converge uniformemente in w.

Prendi il limite in (11). Otteniamo (16). Conuq(zo) = 0 Ve, abbiamo anche u(zo) = 0. Infine, il fatto che lim,,;- = A (e non solo per una
sottosequenza) deriva dall'unicita di A che soddisfa (16), come ¢ stato dimostrato nella sezione 5.
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