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resumen

Estamos interesados en el problema de optimizacion determinista en tiempo discreto con horizonte infinito en un espacio métrico compacto con un criterio de costo
promedio que involucra dos funciones, costo y tiempo. Primero reunimos las diferentes caracterizaciones del valor A como un valor propio max-plus y como un
problema de programacion lineal. Luego demostramos un limite en el error cometido en A cuando el espacio esta discretizado.
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1. Introduccion

Estamos interesados en el problema de optimizacion determinista en tiempo discreto en un horizonte infinito con un criterio de costo promedio

N-1
. 0 K (Tn, Tni1)
A = max_limsup

@)X Notoo SN AT (2, 2000)

X es un espacio métrico compacto. K y T son funciones continuas con T' > 0. El conjunto X es el espacio de estado. x,, es el estado del sistema en el tiempo 7 .
K(2n, Tnt1) es el costo T'(zn, £n11) es el tiempo asociado con la transicion de estado z, — @n+1. El problema esta motivado por ejemplos.

« en fisica (modelos de Frenkel y Kontorova para transiciones de fase [8]),
¢ en ingenieria (programacion de maquinas [10]),
¢ en economia ([11], agricultura [3], vendedor ambulante).

El objetivo aqui es doble. Primero, recopilamos las diferentes caracterizaciones de A como un problema de valor propio generalizado de plus plus (también
llamado ecuacion de optimizacion de Bellman)

max (K (z,1) ~ AT(a,) + u(y)} = u(z)

y como un problema de programacion lineal. Estas caracterizaciones parecen haberse demostrado solo en el caso particular donde 7= 1 [7, 8, 13] o de un conjunto
finito X [11, 14, 10, 4]. En segundo lugar, mostramos un limite para el error cometido en A cuando el espacio X esta discretizado. Esto generaliza un trabajo reciente
[2] que supuso 7= 1.

Mencionemos algunas areas de investigacion relacionadas con nuestro estudio. Los problemas de programacion lineal en dimension infinita que se parecen mucho
a la ecuacion (4) a continuacion aparecen en el problema de transporte de masas de Monge y Kantorovich y en el problema de transbordo de Kantorovich y
Rubinstein estudiado en [17]. Naturalmente, también hay analogos en el tiempo continuo de nuestro problema. Un analogo de tiempo continuo de formula (4)
interviene, por ejemplo, en el estudio de los sistemas lagrangianos [12]. La propiedad (7) es también un ingrediente basico de la teoria de Aubry y Mather [5, 6]. Los
problemas de costo promedio también se encuentran en el marco de la teoria del control estocastico [15, 16]. Estos estudios suponen que 7= 1 y por lo tanto no
cubren nuestro trabajo. Tenga en cuenta que aqui, no sera necesario utilizar los métodos sofisticados de programacion lineal en dimension infinita [1] (topologias
débiles, teorema de Alaoglu, teorema de separacion por hiperplano) para demostrar la "dualidad fuerte".

2. Puntuaciones y resultados

Recordemos algunas definiciones. Si X es un espacio métrico compacto, C°(X) es el espacio de funciones continuas en X con valores reales. Es un espacio de
Banach cuando cuenta con la norma del supremum. M(X) es el espacio de formas lineales continuas sobre C°(X). Si pe M(X), p>0 significa que
{u, p) > 0Vu € C°(X) conu > 0. Los corchetes denotan el producto de la dualidad.

La declaracion del primer teorema requiere algunas notaciones especiales. Definimos
vu e C°(X), Y(z,y) € X°,  (Quu)(z,y) = u(z), (Q2u)(z,y) =u(y).
Sip € M(X?), definimos Pipy Prp € M(X) por
Vue C%X), (u,Pip) = (Quu,p), (u, Pyp) = (Qou,p).
Si E es un conjunto y f : E — R, entonces la notacion z € argmax, . f(y) significa que = € E'y f(x) = max{f(y); y € E}.
Teorema 1 . Deje X ser un espacio métrico compacto, K € C°(X?) y T € C%(X?). Asumimos T(z,y) > 0Vz,y € X. Tenemos entonces

INER, FueC'X), VrecX, 111116%?({K(x,y) — M (z,y) +u(y)} = u(z). (1)

De mas,

ZHN;()I K(:En, xn-%—l)

A= max limsup —— —— (2)
(@n)€XT N—o0 Ei\];ol T(xvm mn+1)
= min{y; (p,v) € R x C°(X), K — uT + Qzv < Quv} ®3)
=max{(K,p); p € M(X?), p>0,(T,p) =1, Pip= Pyp}. (4)
Si tenemos (1), entonces (A, ) alcanzar el minimo en (3). Si tenemos xy € X y
VneN, =z, € argmaX{K(wm y) - )‘T(xm y) + u(y)} (5)

yeX
se tiene

. (zn) alcanza el maximo en (2);
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o p* € M(X?) definido con

0 2 * . nN:701 (mm zn+1)
Vo € CU(X?), (4,p") =limsup —————— (6)
N—+oo Zn:(] T(zmwrﬁl)
alcanza el maximo en (4).
o sitenemos 0 <4 < j,
-1 j—1
v(yn) € XN, (xza z]) (yzvy] = Z[K yn>yn+1) )‘T(ym yn+1)] < Z[K(:tm wn+1) - )‘T(mm zn+1)] . (7)
n=i n=i

Decimos que el tnico niimero real A definido en el Teorema 1 es el valor propio de ( K, 7). Una funcién u con (1) es una "funcion propia" de (K, 7). La
siguiente proposicion se refiere al problema transpuesto.

Proposicion 1 . Las mismas hipotesis que en el teorema 1. Definimos
Vo,y€ X, K'(z,y) =K(yz), T'(z,y)=T(y2).
Deje A ser el valor propio de (K,T) y X el valor propio de (K',T"). Tenemos entonces A = X'.

El siguiente teorema aborda la cuestion del analisis numérico de (1). Recuerde que, una vez discretizados, existen algoritmos bien conocidos para resolver el
problema finito resultante, por ejemplo, el algoritmo de iteracion de [9].

Teorema 2 . Sea (X, d ) un espacio métrico compacto. K : X* — Ry T : X% — R son funciones de Lipschitz con constantes de Lipschitz Cx y Cr

Vd), :t,, Y, y’ € X! ‘K(Z, y) - K(zl’ y’)' < CK max{d(:p, -T,); d(y7 y’)}
IT(z,y) — T(2',y)| < Crmax{d(z,z');d(y,y)}

Asumimos T'(z,y) > 0Vz,y € X. Deje A ser el valor propio de (K, T). (X,),en es una secuencia de subconjuntos finitos de X tal que

h, = sup min d(z, y) — 0.

Seguin el teorema 1,

vpeN, A eR, Juy:X, R, VzeX, %}X{K(%y) =X T(z,y) + up(y)} = up(z).
P
Definimos 67 = min{T(z,y); (z,y) € X2}y | K|| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X2} Tenemos entonces

K
VpeN, Apg,\g,\p+< + 1XlCr “CT)hp
5r  (6r)?

YAp = ASip = +oo.

Algunos resultados utiles para probar la primera parte del Teorema 1 se recuerdan en la seccion 3. Estos resultados se encuentran, por ejemplo, en [2]. La prueba
de la primera parte del Teorema 1 se encuentra en la seccion 4. Probamos la formula (2) y la optimizacion de (z,,) en la seccion 5. Probamos las formulas (3), (4) y
la optimizacion de (A, u) y p* en la seccion 6 generalizando las pruebas de [10]. Probamos la propiedad (7) en la seccion 7, la proposicion 1 en la seccion 8, el
teorema 2 en la seccion 9. Finalmente, proponemos en la seccion 10 una prueba alternativa de la existencia de una solucion (A, u ) de (1). La prueba se basa en un

pasaje al limite a partir de un problema de costo actualizado. Una ventaja de este enfoque en comparacion con la de la seccion 4 es que no utiliza la proposicion 4 a
continuacion (que se basa en el teorema del punto fijo de Schauder). Solo usa el teorema del punto fijo de Banach.

3. Resultados conocidos

Proposicion 2 . Sea X un espacio métrico compactoy K € C°(X). Se tiene

INeR, Juel'(X), VrelkX, I;lga}z_c{K(m,y)Jru(y)}:)\Jru(m).

De mas,

A= max limsup — Z K(zn, Tni1) (8)

(@)EXN Nos oo

Proposicién 3 . Deje X ser un espacio métrico compacto. Vo € R, K, € C°(X). Asumimos Vz,y € X, a — K,(z,y) Es una funcién convexa. Para todos los a
€ R, A, es el tinico numero real de proposicion 2. Entonces tenemos o +— A\, de R — R Es una funcién convexa.

4. Prueba de la primera parte del teorema 1
Definimos
VAeR, Vz,yeX, Ki(z,y)=K(z,y)— AT(z,y).
De acuerdo con la proposicion 2,

VAeR, FMAN) R, Ju,€C'X), VzelX, mea,}g{{KA(:c,y) +ur(®)} = AN + ur(z).
Y

Con la formula (8),

VAeR, AN = (max limsup — Z K)\(zn, Znt1) 9)

z,)€XN Nostoo

PeroT > 0. A+ K, = K — AT de R — C°(X) es por lo tanto una funcién decreciente. La formula (9) muestra que A — A(\) de R — R También es una
funcién decreciente. K, es una funcion lineal y por lo tanto convexa de A. La Proposicion 3 muestra que A es una funcion convexa, por lo tanto, también una funcion
continua.



Tomamos la secuencia estacionaria igual a zo para (z,) € X Nen (9). Tenemos entonces
YAeR, A(A) > K)(zg,z0) = K(zo, zo) — AT (0, 2o)-
Pero T'(zg, z9) > 0. Entonces tenemos K (zg, o) — AT'(zg, zg) — +00 Si A = —ooy A(A) — +00 Si A = —o0.
Como X es compacto y la funcién 7 es continua y estrictamente positiva, tenemos
67 = min{T(z,y); (z,y) € X?} > 0.
Definimos
|IK|| = max{| K (z,9)|; (z,y) € X*}.

Deje £> 0. Se tiene

VA > (HKH + E)/(sTv V(cc,y) € X27 K)\(l',y) = K((E,y) - ACZ—‘(:I:JJ) < HKH - A(ST < —e.

De acuerdo con la formula (9), VA > (||K|| +€) /07, A(X) < —e.
Como la funcion continua A toma valores positivos y negativos, 3 \* € R, A(A*) = 0. Finalmente,
V2 e X, up(e) =AN) + uy(¢) = max{K (,) + ux (1)}
=max{K(z,y) = X'T(z,y) + ux (v)}-

Esto prueba la existencia del Teorema 1. La unicidad resulta de la férmula (2), que se demuestra en la siguiente seccion.

5. Prueba de formula (2)

o Nosotros elegimos (z,) € X™. De acuerdo con (1),
Vn €N, u(zn) > K(zn,Zni1) — AT (Tn, Tni1) + w(Tni1)-
Agreguemos las primeras N desigualdades. Obtenemos

N-1 N-1

u(zo) > Z K(Zn,Tni1) — A Z T(zp, Tnt1) + u(zn).

n=0 n=0

Pero T' > 0. Entonces tenemos

2> zf;ol K(xrn mn+1) + U(IN) - u(mg)
B ZnN;OI T(zm $n+1)

Porque T' > o7 > 0, se tiene Z;V;O] T(zp, Tny1) > Nop — +00 Si N — 400. uEs una funcion acotada. Entonces obtenemos
N-1
. n=0 K($n,$n+1)
A2>limsup =————.
Notoo 3700 T(@n, Tns1)

Pero (z,) € X" Fue arbitrario. Entonces tenemos

. ZNA K(zn, Tns1)
A2 sup limsup ——F— .
(z,)eXN N—+o0 zn;() T(xn,mn+1)
 Nosotros elegimos (x,,) € X" con (5),
Vn €N, u(zn) = K(n, Tn+1) — AXT(Tn, Tni1) + w(Tn1)-

Agregamos estas ecuaciones y obtenemos

N-1
YN € N neo K(Tn, Tnt1) g u(zy) — u(zy)
SN T, 1) SN T, 1)
Asi tenemos
. Zi\’;ol K(mm mn+1)
lim ——M =\,

N=rtoo Zg;ol T(‘”n? wn+1)

Con (10), esto prueba la formula (2) y el hecho de que (z,) alcanza el maximo.

6. Prueba de formulas (3) y (4)

Definimos

E={peM(X?); p>0, (T,p) =1, Pip = Pyp},
E={(u,v) e R x C%X); K — uT + Qov < Q1v}.
Se tiene

Vpe E, V(u,v)eE, (K,p)<(uT+Q— Q,p)=u(T,p)+ (v,Pp— Pap)=p.

Entonces tenemos

(10)



sup{(K,p); p € E} < inf{y; (u,v) € E}.
Con la primera parte del Teorema 1, sabemos que hay (A, u) € R x C°(X) con (1). Se tiene Vz,y € X, K(z,y) — AT(z,y) + u(y) < u(z). Entonces tenemos
(\u) e Ey
inf{p; (p,v) € B} <\
De (6), podemos ver facilmente que p* € M(X?), p* > 0y (T, p*) = 1. Se tiene
N 01 u(z,)
ZN ' T(wm wn+l)

N

u\x.
(u, Pyp*) = (Qau, p*) = limsup ano—(nﬂ) .
N—roo Z T(m xn+l)

Vu € CUX), (u,Pip*) = (Qu,p*) = hmsup

Entonces tenemos (u, Pip*) = (u, P2p*) (porque u esta acotado), y Pip* = Psp*. Asi tenemos p* € E. De més,
(K,p") = hm sup —5701 K(@n, @ni1) =A
< Yo T(@n, Tni)
porque () alcanza el maximo en (2). Entonces tenemos
sup{(K,p); p€ E} > X.
En conclusion,

A = max{(K, p); p € E} = min{y; (u,v) € E},

p* alcanza el maximo y (A, u) alcanza el minimo

7. Prueba de (7)

Asumimos 0 < i < j y (y,) € X™ con (;,z;) = (y;,y;). Se tiene

Vi<n<j—1, K(zn,zni1) = AT(Tn, Tnt1) + w(@Tni1) = u(zn),
K(yn7yn+1) - )\T(ynaynJrl) + u(yn+l) < ( )

Agregamos estas ecuaciones y usamos (;, zj) = (yi, y;). Obtenemos

E[K(ynvyn+1) - >‘T(ym yn+1)] < u(yz) — U(yj)
= u(z:i) — u(z;)

Jj—1
Z[K xmanrl )‘T(xmanrl)]'
n—'L

8. Prueba de la proposicion 2

Elegimos una funcién propia u € C°(X) de (K, T). Elegimos una funcién propia v’ € C%(X) de (K',T"). Nosotros elegimoszo € argmax, y{u(z) + v'(z)}.
Existez; € X con

K(z0,x1) — AT (0, 1) + u(z1) = u(zo)-
Tenga en cuenta que
K' (21, m9) — XT' (21, 20) + v (mg) < /().
Resta estas dos lineas. Obtenemos
(A= XN)T (0, 1) < u(zr) + ' (z1) — u(wo) — v (z0) < 0.

Entonces tenemos A — X < 0y A < X. Si intercambiamos (K, T) y (K',T"), obtenemos A’ < A. Entonces tenemos A = X'

9. Prueba del teorema 3
Elegimos p € N. De acuerdo con la formula (2),

N-1
n=0 K(:En?wn+1)
A= max lim sup —
(zn)€XN N—s4o00 Z i T(xn,mn+1)

5701 K(ym yn+1)
Ap = max limsup —F—F——.
(yn) X N~>+oo Z 0 T(ymyn+1)
De un lado, X,, C X. Por lo tanto, esta claro que A > A,,. Por otro lado, elegimos (z,) € X N De acuerdo con la definicion de hp,
VneN, 3Ty, eX, d,y,) <h,.
Pero K'y T son funciones de Lipschitz

Vn € N7 ‘K(wm mn+1) - K(ym yn+1)‘ < CKh;m
‘T(xm £n+1) - T(yna yn+1)| < CThp'

Para simplificar, definimos z = (z,,), ¥ = (yn),



N-1
Kn(z) =) K(zn, Tni1)

n=

y lo mismo para Tx(z). Tenemos entonces

VN > 1 Ky(z) Kn(y) ‘ _ [Kn(z) = KEn(y)1Tn(y) + En(y)[Tn(y) — Tn ()] ‘
=7 | Tn(z)  Tn(y) Tn(z)Tn(y)
‘ Ky(z) — Kn(y) ‘ n ‘ KEn(y)[Tn(y) — Tn(z)] ‘
- Tn(z) Tn(z)Tn(y)
NCkh, = N|K|| x NCrh,
< + :
Nér (Nér)?
Asi tenemos
. Kn(z) .. Kn(y) Cx  |Kl|Cr
lim sup @) i sup Tn(y) (? (0r)? )h,,
Cx | IX|Cr
(T G )

Pero (z,,) € X" Fue arbitrario. Obtenemos asi la segunda desigualdad del teorema 3.

10. Prueba alternativa de existencia: el método del costo con descuento

Lemal.

Va €]0,1], VAeR, Fu. € C'X), VzeX, 111115?({1((@1/) —XT(z,y) + avap(y)} = var(z).

Evidencia. Deje a€]0, 1{ y A € R. Definimos

YweC%X), VzecX, (Kv)(z)= rynea}%c{K(z,y) — M (z,y) + av(y)}.

Como K y T son uniformemente continuos, K(C°(X)) C C(X). Se tiene
Yo, € CU(X), Vo € X, (Kuy)(e) - (Kup)() < max{K(z,y) - \T(z,y) + a(vi(y) - v5(y)) + avs(y)}

— I;lggc{K(ﬂ:, y) — AT (z,y) + avs(y)}

< aflvy - vyl

Entonces por simetria, ||Kvi — Kva|| < alv1 — v2|. Porque a€]0, 1, El teorema del punto fijo de Banach muestra 3 v € C%(X), Kvax = van.

Lema 2 . Nosotros elegimos T € X. Se tiene Vo €]0,1[, N Ao € R, Jua € CY(X), ua(z0) =0y

vz € X, I;ggc{K(ﬂc,y) = AT(2,9) + aug(y)} = ua(z).

De mdas,

:LO:O anK(xna mTH»l)

Ay = max .
© e Y0 g anT(@n, 1)

Evidencia. Deje a€]0, 1[. Para todos A& R, nosotros elegimos vq,x como en el lema 1 y definimos
Ug\ = Va ) — VoA (20),  Tan = (1 — @) Va,x(20)-
De acuerdo con el Lema 1,

YAeER, VzelX, r;lea)%c{K(a:,y) — M (z,y) + aua(y)} = o + van(T)-

Se tiene

+00 I
VA eR, Tax = (1 - a) max {Z anK(l‘n>$n+1) - AZ anT(a:nvaJrl)}'

(En)nzl =0 =0
Para demostrarlo, tenemos
v(a:n)nzly Vn € N, K(In, wn+1) - )\T(wny $n+1) + aua,)\(wn+1) < Tax + Ua,/\(wn) .

Multiplicamos esta ecuacion por . Sumamos y usamos uq,x(zo) = 0. Obtenemos

3R 3 Ta,\
Z A"K(&y, Tpi1) — A Z "I (@, Typ1) < T = .
n=0 n=0

La desigualdad es una igualdad si hay igualdad en (14) para todos los 7 . Esto prueba (13).

(11)

(12)

(13)

De acuerdo con (13), A — 74, es una funcion convexa (por lo tanto, continua) y una funcion decreciente, ya que es la envoltura superior de las funciones lineales

decrecientes de A. De mas,

o 7o <0SiA>|K|/ér
e 7o >0SiA< K(mo,:to)/T(;l:o,wo).

Entonces tenemos

3)\[, S R, Tar, = 0.



Definimos uq = Ua,),. Ua €s entonces una solucion de (11). De acuerdo con (15),

Z:::()J anK(xm zn+1)

I:) a"T(zn, Tnt1)

)

V(mn)nZh )‘a >

con igualdad si

Vn € N7 ZTpi1 € argma‘x{K(xm y) - )‘aT(zm y) + aua(?/)}‘
yeX

Lema 3 . Nosotros elegimos zg € X. Se tiene :3\ € R, Ju € C°(X),

u(zo) =0,
lim Mg = A,
a—1
vz € X, max{K(z,y) - AT(z,y) + u(y)} = u(z). (16)

Evidencia. Primero, la formula (12) implica que para todos los a.€]0, 1], |[Aa| < || K||/d7. Vamos a mostrar: (ua)ac(o,1) Es una familia equicontinua. Deje x€ X'y
& € RY,.. Como las funciones K y 7 son uniformemente continuas,

IneRY, d(z,2) <n=max|K(z,y) - K(,y)| <e, max|T(z,y) - T(z',y)| <e.
yeX yeX

Con d(z,z") <, se tiene
Va 6]0, 1[7 ua(x) - ua(x,) = Inea)'?({K(m7 y) - K($l7y) - )‘a(T(‘%y) - T(zl7 y))
y

+ K(z',y) — MT(z',y) + aus(y)}
—max{K(z',y) = AT(2',y) + aua(y)}

__ . K]
E+——¢

< 5. ©
y por simetria [uq () — uqo(z')] < e(1+ [|K||/d7). (a)acjo,1| €5, por lo tanto, una familia equicontinua.

Mostraremos que (ua)ag]l /2,1] €s una familia uniformemente unida. Con (11),

Va €]1/2,1], Vy € X,  K(z0,y) — AaT(20,y) + @ty (y) < uq(zo) =0.
Entonces tenemos 4, (y) < 2| K||(1+ ||T||/dr). Con (11), también tenemos
Ve e X, uq(z) > K(z,20) — Ao T(2, 20) + @ ua(zo) = K(z,20) — Ao T(z, 20) -

Entonces tenemos uq(z) > —||K||(1 + ||T]|/d7) ¥ (ua)ae]1/2,1[ esta uniformemente delimitado.

Nosotros elegimos a,, €]1/2,1[ con o, — 1~ Si n — +o0. De acuerdo con el teorema de Bolzano y el teorema de Ascoli, 3 (ay(,)), 3A € R, 3u € C°(X) con

o limn—H—oo )‘aé(n) =A
* (Ua,,) converge uniformemente a u.

Tome el limite en (11). Obtenemos (16). Con uq(zo) = 0 Vo, también tenemos u(zo) = 0. Finalmente, el hecho de que lim,—,1- = A (y no solo para una
subsecuencia) resulta de la unicidad de A que satisface (16), que se ha demostrado en la seccion 5.
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