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Zusammenfassung

Wir interessieren uns fiir das deterministische Optimierungsproblem in diskreter Zeit mit unendlichem Horizont auf einem kompakten metrischen Raum mit einem
Durchschnittskostenkriterium, das zwei Funktionen umfasst, Kosten und Zeit. Wir bringen zunéchst die verschiedenen Charakterisierungen des Wertes A als Max-
Plus-Eigenwert und als lineares Programmierproblem zusammen. Dann beweisen wir eine Grenze fiir den Fehler, der an A gemacht wird, wenn der Raum
diskretisiert wird.

Schliisselworter: Optimierung in diskreter Zeit; Durchschnittskosten; Lineares Programmieren; Numerische Analyse
1. Einleitung

Wir interessieren uns fiir das deterministische Optimierungsproblem in diskreter Zeit an einem unendlichen Horizont mit einem Durchschnittskostenkriterium

_ SNV K (20, 2r1)
A= max lim sup N1 -
(zn)eXY Notoo Zn:O T($n7mn+1)

X ist ein kompakter metrischer Raum. K und 7 sind stetige Funktionen mit 7" > 0. Die Menge X ist der Zustandsraum. zy, ist der Zustand des Systems zum Zeitpunkt
n . K(zn, Tny1) ist die Kosten. T(xn, mn+1) ist die Zeit, die mit dem Zustandsiibergang verbunden ist ,, — Z,1. Das Problem wird durch Beispiele motiviert

¢ in Physik (Frenkel- und Kontorova-Modelle fiir Phaseniibergénge [8]),
¢ in Engineering (Maschinenplanung [10]),
o in Wirtschaft ([11], Landwirtschaft [3], reisender Verkéufer).

Das Ziel hier ist zweifach. Zundchst sammeln wir die verschiedenen Charakterisierungen von A als verallgemeinertes Max-Plus-Eigenwertproblem (auch
Bellman-Optimalitdtsgleichung genannt).

max{K(@,4) = T(2,3) + u(w)} = u(a)

und als lineares Programmierproblem. Diese Charakterisierungen scheinen nur in dem speziellen Fall gezeigt worden zu sein, in dem 7= 1 [7, 8, 13] oder einer
endlichen Menge X [11, 14, 10, 4]. Zweitens zeigen wir eine Grenze fiir den Fehler, der an A gemacht wird, wenn der Raum X diskretisiert wird. Dies
verallgemeinert eine neuere Arbeit [2], in der 7= 1 angenommen wurde.

Lassen Sie uns einige Forschungsbereiche erwéhnen, die mit unserer Studie zusammenhéngen. Probleme der linearen Programmierung in unendlichen
Dimensionen, die der folgenden Gleichung (4) sehr dhnlich sind, treten im Massentransportproblem von Monge und Kantorovich und im in [17] untersuchten
Umschlagproblem von Kantorovich und Rubinstein auf. Es gibt natiirlich auch Analoga in ununterbrochener Zeit unseres Problems. Ein kontinuierliches
Zeitanalogon der Formel (4) greift beispielsweise in die Untersuchung von Lagrange-Systemen ein [12]. Eigenschaft (7) ist auch ein grundlegender Bestandteil der
Theorie von Aubry und Mather [5, 6]. Probleme der Durchschnittskosten finden sich auch im Rahmen der Theorie der stochastischen Kontrolle [15, 16]. Diese
Studien gehen davon aus, dass 7'= 1 und decken daher unsere Arbeit nicht ab. Beachten Sie, dass es hier nicht erforderlich sein wird, die ausgekliigelten Methoden

der linearen Programmierung in unendlicher Dimension [1] (schwache Topologien, Alaoglu-Theorem, Trennungssatz durch Hyperebene) zu verwenden, um die
"starke Dualitdt" zu beweisen.

2. Ergebnisse und Ergebnisse

Erinnern wir uns an einige Definitionen. Wenn X ein kompakter metrischer Raum ist, C°(X) ist der Raum der stetigen Funktionen auf X mit reellen Werten. Es ist
ein Banach-Raum, wenn er mit der Norm des Supremums versehen ist. M(X) ist der Raum der kontinuierlichen linearen Formen iiber C°(X). Wenn pe M(X),
p>0 bedeutet das (u, p) > 0 Vu € C%(X) mit u > 0. Die eckigen Klammern bezeichnen das Produkt der Dualitit.

Die Aussage des ersten Satzes erfordert einige spezielle Notationen. Wir definieren
Vu € C°(X), Y(z,y) € X%, (Quu)(z,y) = ulz), (Qau)(z,y) = u(y).
Wenn p € M(X?), wir definieren Pip und Pyp € M(X) durch
Vue CUX), (u,Prp) = (Qiu,p), (u, Pop) = (Qau, p).

Wenn E eine Menge ist und f : E — R, dann die Notation € argmax, . f(y) bedeutet, dass € E und f(z) = max{f(y); y € E}.

Satz 1. Sei X ein kompakter metrischer Raum, K € C°(X?) und T € C°(X?). Wir nehmen an T(z,y) > 0Vz,y € X. Wir haben dann

INER, FuecC'X), VreX, gé%?({K(x,y) — M (z,y) +u(y)} = u(z). (1)

AufSerdem,

ZHN;OI K(zn, Tpi1)

A = max limsup (2)
(@) €XT N—-+oo ZnN;OI T(zm $n+1)
=min{y; (4,v) € R x C*(X), K — uT + Qyv < Q,v} (3)
:max{<K7p>7 PEM(X2), PZO, <T7p> =1, Plp:PZP}' (4)
Wenn wir (1) haben, dann (X, u) Erreichen Sie das Minimum in (3). Wenn wir haben zoy € X und
VneN, @, € argmax{K(z,,y) — AT(zn,y) + u(y)} (5)

yeX

wir haben


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01573578

o (zn) erreicht das Maximum in (2);
o p* € M(X?) definiert mit

EnN 0 ¢(mm xn+1)

Vo € CO(X?), (¢,p*) =limsup =22~ T~ (6)
N—too Z]nLOI T(zn, Tnt1)
erreicht das Maximum in (4).
o wenn wir haben 0 < i < j,
i1 =
v(yn) € XN7 ( T, ]) (yu y] = Z[K Yns yn+1) )‘T ynaynJrl Z mn’anrl )‘T(mn7mn+1)] . (7)
n=i n=t

Wir sagen, dass die einzige in Satz 1 definierte reelle Zahl A der Eigenwert von ( K, T') ist. Eine Funktion u mit (1) ist eine "Eigenfunktion" von ( K, 7). Der
folgende Satz betrifft das transponierte Problem.

Satz 1. Gleiche Hypothesen wie in Satz 1. Wir definieren
Vo,y€ X, K'(z,y) =K(y,z), T'(z,y)=T(y2).
Sei A der Eigenwert von (K, T) und X' der Eigenwert von (K',T"). Wir haben dann X = X'.

Der folgende Satz befasst sich mit der Frage der numerischen Analyse von (1). Denken Sie daran, dass es nach der Diskretisierung bekannte Algorithmen zur
Losung des resultierenden endlichen Problems gibt, beispielsweise den Iterationsalgorithmus von [9].

Satz 2. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. K : X* — R und T : X* — R sind Lipschitz-Funktionen mit Lipschitz-Konstanten Cx und Cr

VZ, $,, Y, y’ S X7 ‘K(ﬁ, y) - K(Ela y’)' S CK max{d(m, $,), d(y: y’)}
IT(x,y) — T(2',y)| < Cpmax{d(z,z);d(y,y)} .

Wir nehmen an T(z,y) > 0Vz,y € X. Sei 1 der Eigenwert von (K, T). (X,) e ist eine Folge von endlichen Teilmengen von X, so dass

h, = sup min d — 0.
ZegyEXp ( ) p—+00

Nach Satz 1
VpeN, TN eR, Ju,:X, >R, VeelX, I%%(X{K(z,y) =T (z,y) +up(y)} = up(z) .
yedp

Wir definieren 67 = min{T(z,y); (z,y) € X2} und | K|| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X2}. Wir haben dann

VpEN, ,\pgAgAp+< +HK“CT>h,,
or (67)?

und Ay — X wenn p — +00.

Einige Ergebnisse, die zum Beweis des ersten Teils von Satz 1 niitzlich sind, werden in Abschnitt 3 wiedergegeben. Diese Ergebnisse finden sich beispielsweise in
[2]. Der Beweis des ersten Teils von Satz 1 findet sich in Abschnitt 4. Wir beweisen die Formel (2) und die Optimalitéit von (z,,) in Abschnitt 5. Wir beweisen die
Formeln (3), (4) und die Optimalitét von (), u) und von p* in Abschnitt 6 durch Verallgemeinerung der Beweise von [10]. Wir beweisen die Eigenschaft (7) in
Abschnitt 7, Satz 1 in Abschnitt 8, Satz 2 in Abschnitt 9. SchlieBlich schlagen wir in Abschnitt 10 einen alternativen Beweis fiir die Existenz einer Losung vor (A, u )
von (1). Der Beweis beruht auf einem Ubergang zum Limit ausgehend von einem aktualisierten Kostenproblem. Ein Vorteil dieses Ansatzes gegeniiber dem von
Abschnitt 4 besteht darin, dass Satz 4 (der auf dem Schauder-Fixpunktsatz basiert) nicht verwendet wird. Es wird nur der Fixpunktsatz von Banach verwendet.

3. Bekannte Ergebnisse
Satz 2 . Sei X ein kompakter metrischer Raum und K € C°(X). Wir haben
INER, FueC'(X), VzclX, max{K(z,y) +u(y)} = X+ u(z).
y

Auflerdem,

A = max hmsup .z'nwnﬂ (8)

(22)€XY N—to0

MZ

n=0

Satz 3 . Sei X ein kompakter metrischer Raum. Va € R, K, € C%(X). Wir nehmen anVz,y € X, a — K, (z,y) ist eine konvexe Funktion. Fiir alle a€ R, A\,
ist die einzige reelle Zahl von Satz 2. Wir haben dann o — Ao von R — R ist eine konvexe Funktion.

4. Beweis des ersten Teils von Satz 1
Wir definieren
VAeR, Vz,yeX, Ki(z,y) =K(z,y)—AT(z,y).
Nach Satz 2,

VAER, AN €ER, Juy,e€C'X), VzelX, mea);(({KA(x,y) +ur(y)} = AX) + up ().
y

Mit Formel (8),

Aber T > 0. A — Ky = K — AT von R — C%(X) ist daher eine abnehmende Funktion. Die Formel (9) zeigt das dann A — A(X) von R — R ist auch eine
abnehmende Funktion. K, ist eine lineare und daher konvexe Funktion von A. Satz 3 zeigt, dass A eine konvexe Funktion ist, also auch eine stetige Funktion.



Wir nehmen die stationdre Sequenz gleich 2o zum (z,) € X Nin (9). Wir haben dann
YAeR, A(A) > K)(zg,z0) = K(zo, zo) — AT (0, 2o)-
Aber T'(zg, ) > 0. Also haben wir K (z¢, o) — AT (g, zy) — +0o wenn A — —oo, und A(A) — 400 wenn A — —oo.
Da X kompakt ist und die Funktion 7 stetig und streng positiv ist, haben wir
67 = min{T(z,y); (z,y) € X?} > 0.
Wir definieren
|IK|| = max{| K (z,9)|; (z,y) € X*}.
Sei £> 0. Wir haben
YA > (K| +e)/br, V(x,y) € X2, Ky(z,y) = K(z,y) = AT(z,y) < | K| - Ao < —e.
Nach Formel (9) VA > (| K|| +¢€)/dr, A(N) < —e.
Da die stetige Funktion A positive und negative Werte annimmt, 3 A\* € R, A(A*) = 0. SchlieBlich,
Vo € X, ux(z) =AN) +ux(z) = max{Ky(z,y) + ux(v)}
=max{K(z,y) = X'T(z,y) + ux (v)}-

Dies beweist den Existenzteil von Satz 1. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der Formel (2), die im ndchsten Abschnitt bewiesen wird.

5. Beweis der Formel (2)

e Wir wihlen (z,,) € X™. Nach (1)
vn €N, u(wn) > K(wm $n+1) - )\T(wn, 55n+1) + 'Uf(wnJrl)«
Fiigen wir die ersten N Ungleichungen hinzu. Wir erhalten

N-1 N-1

u(zo) > Z K(Zn,Tni1) — A Z T(zp, Tnt1) + u(zn).

n=0 n=0

Aber T' > 0. Also haben wir

2> zf;ol K(xrn mn+1) + U(IN) - u(mg)
B ZnN;OI T(zm $n+1)

weil T' > §p > 0, wir haben Zg;ol T(z,, xpy1) > Nop — +o0o wenn N — +oo. uist eine begrenzte Funktion. Also bekommen wir

N-1
n—0 K (Tn, Tni1
A > lim sup 0 K(@n 2ni1)

N=oo Zivgol T(zn, Tn+1)

Aber (z,,) € X" war willkiirlich. Also haben wir

, Yonio K(@n, ni1)
A> sup limsup -
(@)Xt Notoo 37" T (&p, Tni1)

© Wir wihlen (z,) € X~ mit (5),
Vn €N, u(zn) = K(n, Tn+1) — AXT(Tn, Tni1) + w(Tn1)-

Wir addieren diese Gleichungen und wir bekommen

N-1
YN € N neo K(Tn, Tnt1) g u(zy) — u(zy)
oo T, Tntn) oo T, Tnt1)
Wir haben also
. Ziv;ol K(zp, 2ni1)
lim —/——— =\,

N=rtoo Zg;ol T(‘”n? wn+1)

Mit (10) beweist dies die Formel (2) und die Tatsache, dass (z,) erreicht das Maximum.

6. Beweis der Formeln (3) und (4)

Wir definieren
E={peM(X?); p>0, (T,p) =1, Pip = Pyp},
E={(u,v) e R x C%X); K — uT + Qov < Q1v}.
Wir haben
VpeE, V(uv)€E, (K,p)<(uT+ Qv —Qu,p)=u(T,p)+ (v,Pp— Prp) =p.

Also haben wir

(10)



sup{(K,p); p € E} < inf{y; (u,v) € E}.
Mit dem ersten Teil von Satz 1 wissen wir, dass es gibt (A, u) € R x C%(X) mit (1). Wir haben Vz,y € X, K(z,y) — AT(z,y) + u(y) < u(z). Also haben wir
(A\,u) € Eund
inf{p; (p,v) € B} <\
Aus (6) kdnnen wir das leicht erkennen p* € M(X?), p* > 0 und (T, p*) = 1. Wir haben
" 01 u(z,)
ZN ' T(wm wn+l)

N

u\x.
(u, Pyp*) = (Qau, p*) = limsup ano—(nﬂ) .
N—roo Z T(m xn+l)

Yu e O°X), (w Pip) = (Quu,p') = limsup

Also haben wir (u, Py p*) = (u, P2p*) (da u ist begrenzt) und P p* = Pyp*. Wir haben also p* € E. AuBerdem,

N-1
K(zn,
<K7p>_hmsupw Y

Yonco T(@n, @ni1)
da (zy) erreicht das Maximum in (2). Also haben wir
sup{(K,p); p€ E} 2 A.
AbschlieBend,
A = max{(K, p); p € E} = min{y; (u,v) € E},

p* erreicht das Maximum und (X, u) erreicht das Minimum.

7. Beweis von (7)

Wir nehmen an 0 < i < j und (y,) € XV mit (z;, z;) = (y;,y;). Wir haben

Vi<n<j—1, K(zn,zni1) = AT(Tn, Tnt1) + w(@Tni1) = u(zn),
K(yn7yn+1) - )\T(ynaynJrl) + u(yn+l) < ( )

Wir addieren diese Gleichungen und verwenden (z;, ;) = (ys, y;). Wir erhalten

E[K(ynvyn+1) - >‘T(ym yn+1)] < U(yz) — U(yj)
= u(z:i) — u(z;)

Jj—1
Z[K xmanrl )‘T(xm$n+l)]'
n—'L

8. Beweis von Satz 2

Wir wihlen eine Eigenfunktion u € C%(X) von (K, T). Wir wihlen eine Eigenfunktion v’ € C°(X) von (K', T"). Wir wihlenzo € argmax, . x{u(z) + v'(z)}.
Es existiert z; € X mit

K(z0,x1) — AT (0, 1) + u(z1) = u(zo)-
Beachten Sie, dass
K' (21, m9) — XT' (21, 20) + v (mg) < /().
Subtrahieren Sie diese beiden Linien. Wir erhalten
(A= XN)T (0, 1) < u(zr) + ' (z1) — u(wo) — v (z0) < 0.

Also haben wir A — X' < 0 und A < X. Wenn wir austauschen (K, T) und (K',T"), wir erhalten X < . Also haben wir A = X

9. Beweis von Satz 3
Wir wihlen p € N. Nach Formel (2)

N-1
n=0 K(xmwnJrl)
A= max lim sup —
(@) €XN Nostoo ST (2, Tay1)

k]

N—
n= 01 K(ym'ywd)
Ap = max limsup =F————-.
W)X} No-too Zn 0 T(ymyn+1)

Auf der einen Seite, X}, C X. Es ist daher klar, dass A > A,,. Auf der anderen Seite wéhlen wir (z,) € X N_Nach der Definition von hp,
VneN, 3Ty, eX, d,y,) <h,.
Aber K und 7 sind Lipschitz-Funktionen

Vn € N7 ‘K(wm xn+1) - K(ym yn+1)‘ < CKh;m
‘T(xm £n+1) - T(ym yn+1)| < CThp'

Zur Vereinfachung definieren wir = (), y = (y»),



N-1
Kn(z) =) K(zn, Tni1)

n=

und das gleiche fiir T (z). Wir haben dann

VN > 1 Ky(z) Kn(y) ‘ _ [Kn(z) = KEn(y)1Tn(y) + En(y)[Tn(y) — Tn ()] ‘
=7 | Tn(z)  Tn(y) Tn(z)Tn(y)
‘KN(x) - Kn(y) ‘ n ‘ KEn(y)[Tn(y) — Tn(z)] ‘
- Tn(z) Tn(z)Tn(y)
NCxh, N||K| x NCrh,
< + :
Nér (Nér)?
Wir haben also
. Kn(z) .. Kn(y) Cx  |Kl|Cr
It sup w(x) < e Tn(y) (? (dr)? )h,,
Cx | IX|Cr
(T G )

Aber (z,,) € XN war willkiirlich. Wir erhalten so die zweite Ungleichung von Satz 3.

10. Alternativer Existenznachweis: die Discounted-Cost-Methode

Lemmal.

Va €]0,1], VAeR, Fu. € C'X), VzeX, 111115?({1((@1/) —XT(z,y) + avap(y)} = var(z).

Beweise. Sei 0€]0, 1[ und A € R. Wir definieren

YweC%X), VzecX, (Kv)(z)= rynea}%c{K(z,y) — M (z,y) + av(y)}.

Da K und T gleichmBig stetig sind, £(C°(X)) C C%(X). Wir haben
Yo, € CU(X), Vo € X, (Kuy)(e) - (Kup)() < max{K(z,y) - \T(z,y) + a(vi(y) - v5(y)) + avs(y)}

— I;lggc{K(ﬂ:, y) — AT (z,y) + avs(y)}

< afvi — vel|.
Also durch Symmetrie, ||ICv1 — Kvs|| < allvr — va|. Weil a€]0, 1], Zeigt Banachs Fixpunktsatz 3 vax € C*(X), Kva,x = Va,r.
Lemma 2 . Wir wihlen zg € X. Wir haben Vo €]0,1[, 3! A € R, Jus € C%(X), ua(zo) = 0 und

vz € X, I;ggc{K(ﬂc,y) = AT(2,9) + aug(y)} = ua(z). (11)

AufBerdem,

> a"K(z,,z,
Ay = max z;o ( +1) . (12)
(Zn)n>1 zn:() oz”T(.’l:,17 zn+1)

Beweise. Sei 0€]0, 1[. Fiir alle L€ R, wir wéhlen v, ) wie in Lemma 1 und wir definieren
U = Vah — Va(Z0);,  Tap = (1 — @) va,n(%0).
Nach Lemma 1,

YAeER, VzelX, r;lea)%c{K(a:,y) — M (z,y) + aua(y)} = o + van(T)-

Wir haben
+00 I
VA eR, Tax = (1 - a) (IEIl)aXI Z anK(l‘n>$n+1) - AZ anT(a:nvaJrl) . (13)
Izl =0 n=0
Um es zu beweisen, haben wir
v(a:n)nzly Vn € N, K(In, wn+1) - )\T(wny $n+1) + aua,)\(wnJrl) < Ta\ T Ua,/\(wn) . (14)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit o”. Wir summieren und wir verwenden uqx(zo) = 0. Wir erhalten

+00 " +0oo " Ta
Z « K($m xn-%—l) - )‘Z «a T($m zn-%—l) < 1—a (15)
n=0 n=0

Ungleichung ist eine Gleichheit, wenn es in (14) Gleichheit fiir alle n gibt . Dies beweist (13).

Nach (13) A = 74, ist eine konvexe (daher kontinuierliche) Funktion und eine abnehmende Funktion, da es sich um die obere Hiillkurve abnehmender linearer
Funktionen von A handelt. AuBlerdem,

o 7oy < 0wenn > | K|/dr
e 7o) > 0wenn A < K(zo,z0)/T(x0, z0).

Also haben wir

3)\[, S R, Tar, = 0.



Wir definieren ©q = Uq,),. Uq ist dann eine Losung von (11). Nach (15)

Z:::()J anK(xm zn+1)

I:) a"T(zn, Tnt1)

)

V(mn)nZh )‘a >

mit Gleichheit, wenn

Vn € N7 ZTpi1 € argma‘x{K(xm y) - )‘aT(zm y) + aua(?/)}‘
yeX

Lemma 3 . Wir wihlenzg € X. Wir haben :3X € R, Ju € C%(X),

u(:l)()) =0,
lim Ae = A,
a—1

Ve € X, r;lggc{K(m,y) = AT(z,y) + u(y)} = u(z).

(16)

Beweise. Erstens impliziert Formel (12), dass fiir alle a€]0, 1[, [Xa| < || K||/d7. Wir werden zeigen: (ua)ac(o,1) ist eine gleichkontinuierliche Familie. Sei x&¢ X
und & € RY.. Da die Funktionen K und T gleichmiBig stetig sind,

IneRY, d(z,2) <n=max|K(z,y) - K(,y)| <e, max|T(z,y) - T(z',y)| <e.
yeX yeX

Mit d(z, ') < n, wir haben

Va €]0,1], uq(x) —ua(2') = Ifga)?{{K(%y) - K(z',y) = Ma(T(z,y) — T(2',y))
+ K(z',y) — MT(z',y) + aus(y)}
—max{K(z',y) = AT(2',y) + aua(y)}

__ . K]
E+——¢

= S k]

und durch Symmetrie, [uq () — uq(z')] < (1 + [|K||/d7). (¥a)acjo,1| ist daher eine gleichkontinuierliche Familie.

Wir werden das zeigen (Ua)aeu /2,11 ist eine einheitlich begrenzte Familie. Mit (11),

Also

Also

Vo 6}1/27 1[: vy € X, K(xo, y) - )‘aT(xO:y) + aua(y) < ua(xﬂ) =0.
haben wir u, (y) < 2||K||(1+ ||T||/é7). Mit (11) haben wir auch
Vz € X, wua(z) > K(z,20) — A T(z,20) + aua(z0) = K(z,20) — Aa T(z, z0) -

haben wir ua(x) > — || K||(1 + ||T]|/d7) und (ua)ae)1/2,1] ist einheitlich begrenzt.

Wir wihlen o, €]1/2,1[ mit o, — 1~ wenn n — 4o00. Nach dem Satz von Bolzano und Ascolis Satz, 3 ((n)), 3 X € R, Ju € CY(X) mit

limn—H—oo )‘aé(n) =A
(Ua,,,) konvergiert gleichméBig zu u.

Nimm das Limit in (11). Wir bekommen (16). Mituq(z9) = 0 Ve, wir haben auch u(:tg) = 0. SchlieBlich die Tatsache, dass lim,—,1- = A (und nicht nur fiir eine
Teilsequenz) ergibt sich aus der Eindeutigkeit von A, die (16) erfiillt, was in Abschnitt 5 bewiesen wurde.
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