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ملخص

نحن مھتمون بمشكلة التحسین القطعي في وقت منفصل مع أفق لانھائي على مساحة متریة مدمجة بمعیار متوسط   التكلفة یتضمن وظیفتین ، التكلفة والوقت. نقوم أولاً
بجمع الخصائص المختلفة للقیمة λ كقیمة eigen max-plus وكمشكلة برمجة خطیة. ثم نثبت ارتباطاً بالخطأ الذي حدث عند λ عندما یتم تقسیم المساحة.

الكلمات الرئیسیة: التحسین في وقت منفصل. متوسط   السعر؛ البرمجة الخطیة؛ التحلیل العددي

1 المقدمة

    نحن مھتمون بمشكلة التحسین القطعي في وقت منفصل في أفق لانھائي بمعیار متوسط   التكلفة

. n ھي حالة النظام في الوقت المناسب . المجموعة X ھي مساحة الدولة. X عبارة عن مساحة متریة صغیرة الحجم. K و T ھي وظائف مستمرة مع 
. المشكلة مدفوعة بالأمثلة  ھي التكلفة.  ھو الوقت المرتبط بانتقال الدولة 

في الفیزیاء (نماذج Frenkel و Kontorova لانتقال الطور [8]) ،
في الھندسة (جدولة الآلة [10]) ،

في الاقتصاد ([11] ، الزراعة [3] ، بائع متجول).

(Bellman تسمى أیضًا معادلة مثالیة) المعممة eigenvalue كمشكلة قیمة λ الھدف ھنا ذو شقین. أولاً ، نقوم بجمع التوصیفات المختلفة لـ    

وكمشكلة برمجة خطیة. یبدو أن ھذه التوصیفات قد تم إثباتھا فقط في حالة معینة حیث T = 1 [7، 8، 13] أو من مجموعة محدودة X [11، 14، 10، 4]. ثانیا، نحن
.T = 1 ھذا یعمم العمل الأخیر [2] الذي یفترض أن .discretized ھو X عندما تكون مساحة λ تظھر متجھة الى الخطأ الذي على

    دعونا نذكر بعض مجالات البحث المتعلقة بدراستنا. تظھر مشاكل البرمجة الخطیة بأبعاد لا حصر لھا والتي تشبھ إلى حد كبیر المعادلة (4) أدناه في مشكلة النقل
الجماعي لمونجي و كانتوروفیتش وفي مشكلة النقل العابر لكانتوروفیتش وروبنشتاین التي تمت دراستھا في [17]. ھناك أیضًا نظائرھا بشكل طبیعي في الوقت

المستمر لمشكلتنا. یتدخل تناظري زمني مستمر للصیغة (4) على سبیل المثال في دراسة أنظمة لاغرانج [12]. الخاصیة (7) ھي أیضًا عنصر أساسي في نظریة
أوبري وماثر [5 ، 6]. تم العثور على مشاكل متوسط   التكلفة أیضًا في إطار نظریة التحكم العشوائي [15 ، 16]. تفترض ھذه الدراسات أن T.= 1 وبالتالي لا تغطي

عملنا. لاحظ أنھ ھنا ، لن یكون من الضروري استخدام الطرق المعقدة للبرمجة الخطیة في البعد اللامتناھي [1] (الطوبولوجیا الضعیفة ، نظریة الأوغلو ، نظریة
الفصل بالفرط) لإثبات "ازدواجیة قویة".

2. عشرات والنتائج

Banach بقیم حقیقیة. إنھا مساحة X ھي مساحة الوظائف المستمرة على     دعونا نتذكر بعض التعاریف. إذا كانت X عبارة عن مساحة متریة مضغوطة ، 
ρ یعني ذلك  ، ρ≥0 إذا . عندما یتم توفیرھا مع معیار supremum. ھي مساحة الأشكال الخطیة المستمرة 

. تشیر الأقواس المربعة إلى منتج الازدواجیة.  مع 

    یتطلب بیان النظریة الأولى بعض الرموز الخاصة. نحدد

، نحدد  و  بواسطة  ρ إذا

. ثم الترمیز  یعني أن  و  إذا كانت E عبارة عن مجموعة و

. لدینا بعد ذلك . ومن المفترض      نظریة 1 . دع X یكون مساحة متریة صغیرة ، و 
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λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

T > 0xn

K(xn, xn+1)T (xn, xn+1)xn → xn+1

max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + u(y)} = u(x)

C0(X)
M(X)C0(X)∈ M(X)

⟨u, ρ⟩ ≥ 0 ∀u ∈ C0(X)u ≥ 0

∀u ∈ C0(X),  ∀(x, y) ∈ X2, (Q1u)(x, y) = u(x), (Q2u)(x, y) = u(y).

∈ M(X2)P1ρP2ρ ∈ M(X)

∀u ∈ C0(X), ⟨u, P1ρ⟩ = ⟨Q1u, ρ⟩, ⟨u, P2ρ⟩ = ⟨Q2u, ρ⟩.

f : E → Rx ∈ argmaxy∈Ef(y)x ∈ Ef(x) = max{f(y);  y ∈ E}

K ∈ C0(X2)T ∈ C0(X2)T (x, y) > 0 ∀x, y ∈ X

∃!λ ∈ R, ∃u ∈ C0(X), ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + u(y)} = u(x) . (1)

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01573578


علاوة على ذلك،

إذا كان لدینا (1) ، عندھا  تصل إلى الحد الأدنى في (3). اذا كان لدینا و

نملك

 یصل إلى الحد الأقصى في (2) ؛
 محدد ب

یصل إلى الحد الأقصى في (4).
، اذا كان لدینا 

مع (1) "وظیفة ذاتیة" لـ ( K ، T ). یتعلق الاقتراح التالي بالمشكلة     نقول أن الرقم الحقیقي الوحید λ المحدد في نظریة 1 ھو القیمة الذاتیة لـ ( K ، T ). وظیفة
المنقولة.

    الاقتراح 1 . نفس الفرضیات كما في نظریة 1. نحدد

. . لدینا بعد ذلك فلیكن قیمة eigenvalue  و  القیمة الذاتیة 

    تتناول النظریة التالیة مسألة التحلیل العددي لـ (1). تذكر أنھ بمجرد فصلھا ، ھناك خوارزمیات معروفة لحل المشكلة المحدودة الناتجة ، على سبیل المثال
خوارزمیة التكرار لـ [9].

    نظریة 2 . فلیكن ( X ، d ) فضاء متري مضغوط. و  ھي وظائف Lipschitz مع ثوابت Lipschitz  و 

ھو سلسلة من مجموعات فرعیة محدودة من X بحیث  . eigenvalue فلیكن قیمة . ومن المفترض 

وفقاً لنظریة 1 ،

. لدینا بعد ذلك نحدد  و 

. و  إذا 

    تم ذكر بعض النتائج المفیدة لإثبات الجزء الأول من نظریة 1 في القسم 3. تم العثور على ھذه النتائج على سبیل المثال في [2]. تم العثور على إثبات الجزء الأول
في القسم 6 بتعمیم البراھین [10]. من نظریة 1 في القسم 4. نثبت الصیغة (2) ومثالیة في القسم 5. نثبت الصیغ (3) ، (4) ومثالیة  وبناءا على 

نثبت الخاصیة (7) في القسم 7 ، الاقتراح 1 في القسم 8 ، النظریة 2 في القسم 9. أخیرًا ، نقترح في القسم 10 دلیلاً بدیلاً لوجود حل (λ ، ش ) من (1). یعتمد الدلیل
على مرور إلى الحد الأقصى بدءًا من مشكلة تكلفة محدثة. میزة ھذا النھج مقارنة مع تلك الموجودة في القسم 4 ھي أنھ لا یستخدم الاقتراح 4 أدناه (والذي یعتمد على

نظریة شاودر للنقطة الثابتة). یستخدم فقط نظریة بنات الثابتة.

3. نتائج معروفة

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

= min{μ;  (μ, v) ∈ R × C0(X),  K − μT + Q2v ≤ Q1v}

= max{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ M(X2),  ρ ≥ 0, ⟨T , ρ⟩ = 1,  P1ρ = P2ρ}.

(2)

(3)

(4)

(λ,u)x0 ∈ X

∀n ∈ N, xn+1 ∈ argmax
y∈X

{K(xn, y) − λT (xn, y) + u(y)} (5)

(xn)
ρ∗ ∈ M(X2)

∀ϕ ∈ C0(X2), ⟨ϕ, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 ϕ(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

(6)

0 ≤ i < j

∀(yn) ∈ XN, (xi,xj) = (yi, yj) ⇒
j−1

∑
n=i

[K(yn, yn+1) − λT (yn, yn+1)] ≤
j−1

∑
n=i

[K(xn,xn+1) − λT (xn,xn+1)] . (7)

u

∀x, y ∈ X, K ′(x, y) = K(y,x), T ′(x, y) = T (y,x).

(K,T )λ′(K ′,T ′)λ = λ′

K : X2 → RT : X2 → RCKCT

∀x,x′, y, y′ ∈ X, |K(x, y) − K(x′, y′)| ≤ CK max{d(x,x′); d(y, y′)}

|T (x, y) − T (x′, y′)| ≤ CT max{d(x,x′); d(y, y′)} .

T (x, y) > 0 ∀x, y ∈ X(K,T )(Xp)p∈N

hp = sup
x∈X

min
y∈Xp

d(x, y) ⟶
p→+∞

0.

∀p ∈ N, ∃!λp ∈ R, ∃up : Xp → R, ∀x ∈ Xp,   max
y∈Xp

{K(x, y) − λp T (x, y) + up(y)} = up(x) .

δT = min{T (x, y); (x, y) ∈ X2}∥K∥ = max{|K(x, y)|; (x, y) ∈ X2}

∀p ∈ N, λp ≤ λ ≤ λp + ( CK

δT
+

∥K∥CT

(δT )2
)hp

λp → λp → +∞

(xn)(λ,u)ρ∗



. نملك     الاقتراح 2 . دع X یكون مساحة متري مدمجة و

علاوة على ذلك،

α ھي دالة محدبة. للجمیع  ، . ومن المفترض      الاقتراح 3 . دع X یكون مساحة متري مدمجة. 
،  ھو العدد الحقیقي الوحید للمقترح 2. عندھا  من  ھي دالة محدبة.

4. إثبات الجزء الأول من نظریة 1

    نحدد

وفقاً للاقتراح 2 ،

مع الصیغة (8) ،

وبالتالي ھي وظیفة متناقصة. ثم تظھر الصیغة (9) ذلك  من  ھي أیضًا وظیفة .  من  لكن 
ھي دالة خطیة وبالتالي محدبة λ. یوضح الاقتراح 3 أن Λ ھي دالة محدبة ، وبالتالي ھي دالة مستمرة. متناقصة. 

في (9). لدینا بعد ذلك     نأخذ التسلسل الثابت یساوي  إلى عن على 

. و  إذا  . اذا لدینا إذا  لكن 

    نظرًا لأن X مضغوط ولأن الوظیفة T مستمرة وإیجابیة تمامًا ، فلدینا

نحدد

دعنا ε> 0. نملك

. وفقاً للصیغة (9) ، 

. أخیرا،     عندما تأخذ الدالة المستمرة values   قیمًا إیجابیة وسلبیة ، 

ھذا یثبت وجود جزء من النظریة 1. ینتج التفرد من الصیغة (2) ، والتي تم إثباتھا في القسم التالي.

5. إثبات الصیغة (2)

. وفقاً لـ (1) ،      یتم تحدید 

دعونا نضیف أول عدم المساواة N. نحصل

K ∈ C0(X)

∃! λ ∈ R, ∃u ∈ C0(X), ∀x ∈ X,   max
y∈X

{K(x, y) + u(y)} = λ + u(x) .

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

1

N

N−1

∑
n=0

K(xn, xn+1) . (8)

∀α ∈ R,  Kα ∈ C0(X)∀x, y ∈ Xα ↦ Kα(x, y)∈ R

λαα ↦ λαR → R

∀λ ∈ R, ∀x, y ∈ X, Kλ(x, y) = K(x, y) − λT (x, y).

∀λ ∈ R, ∃!Λ(λ) ∈ R, ∃uλ ∈ C0(X), ∀x ∈ X,   max
y∈X

{Kλ(x, y) + uλ(y)} = Λ(λ) + uλ(x).

∀λ ∈ R, Λ(λ) = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

1

N

N−1

∑
n=0

Kλ(xn, xn+1) . (9)

T ≥ 0λ ↦ Kλ = K − λTR → C0(X)λ ↦ Λ(λ)R → R

Kλ

x0(xn) ∈ XN

∀λ ∈ R, Λ(λ) ≥ Kλ(x0, x0) = K(x0, x0) − λT (x0, x0).

T (x0, x0) > 0K(x0, x0) − λT (x0, x0) → +∞λ → −∞Λ(λ) → +∞λ → −∞

δT = min{T (x, y); (x, y) ∈ X2} > 0.

∥K∥ = max{|K(x, y)|; (x, y) ∈ X2}.

∀λ ≥ (∥K∥ + ε)/δT , ∀(x, y) ∈ X2, Kλ(x, y) = K(x, y) − λT (x, y) ≤ ∥K∥ − λ δT ≤ −ε.

∀λ ≥ (∥K∥ + ε)/δT ,  Λ(λ) ≤ −ε

∃ λ∗ ∈ R,  Λ(λ∗) = 0

∀x ∈ X, uλ∗(x) =Λ(λ∗) + uλ∗(x) = max
y∈X

{Kλ∗(x, y) + uλ∗(y)}

= max
y∈X

{K(x, y) − λ∗T (x, y) + uλ∗(y)}.

∙(xn) ∈ XN

∀n ∈ N, u(xn) ≥ K(xn, xn+1) − λT (xn, xn+1) + u(xn+1).



. اذا لدینا لكن 

ھي دالة محدودة. لذا نحصل  . ، نملك  إذا  لان 

كان تعسفا. اذا لدینا لكن 

 یتم تحدید  مع (5) ،

نضیف ھذه المعادلات ونحصل

لقد فعلنا ذلك

مع (10) ، ھذا یثبت الصیغة (2) وحقیقة ذلك  یصل إلى الحد الأقصى.

6. إثبات الصیغ (3) و (4)

    نحدد

نملك

اذا لدینا

مع (1). نملك  اذا لدینا  مع الجزء الأول من نظریة 1 ، نعلم أن ھناك 
 و

. نملك ،  و  من (6) یمكننا أن نرى ذلك بسھولة 

u(x0) ≥
N−1

∑
n=0

K(xn, xn+1) − λ

N−1

∑
n=0

T (xn, xn+1) + u(xN ).

T > 0

λ ≥
∑N−1

n=0 K(xn, xn+1) + u(xN ) − u(x0)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

T ≥ δT > 0∑N−1
n=0 T (xn, xn+1) ≥ NδT → +∞N → +∞u

λ ≥ lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

(xn) ∈ XN

λ ≥ sup
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

. (10)

∙(xn) ∈ XN

∀n ∈ N, u(xn) = K(xn, xn+1) − λT (xn, xn+1) + u(xn+1).

∀N ∈ N,
∑N−1

n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

= λ +
u(x0) − u(xN )

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.

lim
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn, xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

= λ .

(xn)

E = {ρ ∈ M(X2);  ρ ≥ 0,  ⟨T , ρ⟩ = 1,  P1ρ = P2ρ},

~
E = {(u, v) ∈ R × C0(X);  K − μT + Q2v ≤ Q1v}.

∀ρ ∈ E, ∀(μ, v) ∈
~
E, ⟨K, ρ⟩ ≤ ⟨μT + Q1v − Q2v, ρ⟩ = μ⟨T , ρ⟩ + ⟨v, P1ρ − P2ρ⟩ = μ .

sup{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} ≤ inf{μ; (μ, v) ∈
~
E}.

(λ, u) ∈ R × C0(X)∀x, y ∈ X, K(x, y) − λT (x, y) + u(y) ≤ u(x).

(λ, u) ∈
~
E

inf{μ;  (μ, v) ∈ ~
E} ≤ λ.

ρ∗ ∈ M(X2)ρ∗ ≥ 0⟨T , ρ∗⟩ = 1

∀u ∈ C0(X), ⟨u, P1ρ∗⟩ = ⟨Q1u, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 u(xn)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

,

⟨u, P2ρ∗⟩ = ⟨Q2u, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 u(xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn, xn+1)

.



. علاوة على ذلك، . لقد فعلنا ذلك اذا لدینا  (لان  یحد) ، و 

یصل إلى الحد الأقصى في (2). اذا لدینا لان 

فى الختام،

 یصل إلى الحد الأقصى و  یصل إلى الحد الأدنى.

7. إثبات (7)

. نملك     ومن المفترض  و  مع 

. نحصل نضیف ھذه المعادلات ونستخدمھا 

8. إثبات الاقتراح 2

. یوجد . یتم تحدید . نختار وظیفة ذاتیة  من      نختار وظیفة ذاتیة  من 
 مع

لاحظ أن

اطرح ھذین الخطین. نحصل

. . اذا لدینا ، نحصل  . إذا تبادلنا و  اذا لدینا  و 

9. إثبات النظریة 3

. وفقاً للصیغة (2) ،     نختار ص 

، . حسب تعریف . من ناحیة أخرى ، نختار . لذلك من الواضح أن من جھة، 

Lipschitz ھي وظائف T و K لكن

⟨u,P1ρ
∗⟩ = ⟨u,P2ρ

∗⟩uP1ρ
∗ = P2ρ

∗ρ∗ ∈ E

⟨K, ρ∗⟩ = lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

= λ

(xn)

sup{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} ≥ λ .

λ = max{⟨K, ρ⟩;  ρ ∈ E} = min{μ;  (μ, v) ∈
~
E},

ρ∗(λ,u)

0 ≤ i < j(yn) ∈ XN(xi,xj) = (yi, yj)

∀i ≤ n ≤ j − 1, K(xn,xn+1) − λT (xn,xn+1) + u(xn+1) = u(xn),
K(yn, yn+1) − λT (yn, yn+1) + u(yn+1) ≤ u(yn).

(xi,xj) = (yi, yj)

j−1

∑
n=i

[K(yn, yn+1) − λT (yn, yn+1)] ≤ u(yi) − u(yj)

= u(xi) − u(xj)

=
j−1

∑
n=i

[K(xn,xn+1) − λT (xn,xn+1)].

u ∈ C0(X)(K,T )u′ ∈ C0(X)(K ′,T ′)x0 ∈ argmaxx∈X{u(x) + u′(x)}
x1 ∈ X

K(x0,x1) − λT (x0,x1) + u(x1) = u(x0).

K ′(x1,x0) − λ′T ′(x1,x0) + u′(x0) ≤ u′(x1).

(λ − λ′)T (x0,x1) ≤ u(x1) + u′(x1) − u(x0) − u′(x0) ≤ 0.

λ − λ′ ≤ 0λ ≤ λ′(K,T )(K ′,T ′)λ′ ≤ λλ = λ′

∈ N

λ = max
(xn)∈XN

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(xn,xn+1)

∑N−1
n=0 T (xn,xn+1)

,

λp = max
(yn)∈XN

p

lim sup
N→+∞

∑N−1
n=0 K(yn, yn+1)

∑N−1
n=0 T (yn, yn+1)

.

Xp ⊂ Xλ ≥ λp(xn) ∈ XNhp

∀n ∈ N, ∃yn ∈ Xp, d(xn, yn) ≤ hp.



،  ، للتبسیط ، نحدد 

. لدینا بعد ذلك ونفس الشيء ل 

لقد فعلنا ذلك

كان تعسفا. وھكذا نحصل على اللامساواة الثانیة للنظریة 3. لكن 

10. إثبات وجود بدیل: طریقة التكلفة المخفضة

    لیما 1 .

. نحدد  λ و α دلیل. دع    

. نملك بما أن K و T مستمران بشكل موحد ،

. ، تظھر نظریة بنات نقطة ثابتة  α لأن . لذا بالتناظر ، 

. نملك  و     لیما 2 . یتم تحدید

علاوة على ذلك،

، یتم تحدید  كما ھو الحال في lemma 1 ونحدده λ للجمیع . α دلیل. دع    

، Lemma 1 وفقاً لـ

نملك

∀n ∈ N, |K(xn, xn+1) − K(yn, yn+1)| ≤ CKhp,

|T (xn, xn+1) − T (yn, yn+1)| ≤ CT hp.

x = (xn)y = (yn)

KN (x) =
N−1

∑
n=0

K(xn, xn+1)

TN (x)

∀N ≥ 1,
KN (x)

TN (x)
−

KN (y)

TN (y)
=

[KN (x) − KN (y)]TN (y) + KN (y)[TN (y) − TN (x)]

TN (x)TN (y)

≤
KN (x) − KN (y)

TN (x)
+

KN (y)[TN (y) − TN (x)]

TN (x)TN (y)

≤
NCKhp

NδT

+
N∥K∥ × NCT hp

(NδT )2
.∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣lim sup

N→+∞

KN (x)

Tn(x)
≤ lim sup

N→+∞

KN (y)

TN (y)
+ ( CK

δT
+

∥K∥CT

(δT )2
)hp

≤ λp + ( CK

δT
+

∥K∥CT

(δT )2
)hp .

(xn) ∈ XN

∀α ∈]0, 1[, ∀λ ∈ R, ∃vα,λ ∈ C0(X), ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α vα,λ(y)} = vα,λ(x) .

∈]0, 1[∈ R

∀v ∈ C0(X), ∀x ∈ X, (Kv)(x) = max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α v(y)}.

K(C0(X)) ⊂ C0(X)

∀v1, v2 ∈ C0(X), ∀x ∈ X, (Kv1)(x) − (Kv2)(x) ≤ max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α(v1(y) − v2(y)) + αv2(y)}

− max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + αv2(y)}

≤ α∥v1 − v2∥.

∥Kv1 − Kv2∥ ≤ α∥v1 − v2∥∈]0, 1[∃ vα,λ ∈ C0(X),  Kvα,λ = vα,λ

x0 ∈ X∀α ∈]0, 1[,  ∃! λα ∈ R,  ∃ uα ∈ C0(X),  uα(x0) = 0

∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λαT (x, y) + αuα(y)} = uα(x). (11)

λα = max
(xn)n≥1

∑∞
n=0 αnK(xn, xn+1)

∑∞
n=0 αnT (xn, xn+1)

. (12)

∈]0, 1[∈ Rvα,λ

uα,λ = vα,λ − vα,λ(x0), rα,λ = (1 − α) vα,λ(x0).

∀λ ∈ R, ∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + α uα,λ(y)} = rα,λ + uα,λ(x).



لإثبات ذلك ، لدینا

. نحصل . نحن نجمع ونستخدم  نضرب ھذه المعادلة في 

عدم المساواة ھو المساواة إذا كان ھناك مساواة في (14) للجمیع ن . ھذا یثبت (13).

ھي دالة محدبة (وبالتالي مستمرة) ووظیفة متناقصة ، لأنھا الغلاف العلوي لتناقص الوظائف الخطیة لـ λ. علاوة على ذلك،     بحسب (13): 

 إذا 
.  إذا 

اذا لدینا

ثم حل (11). بحسب (15):  . نحدد 

مع المساواة إذا

. نملك :     لیما 3 . یتم تحدید

. نظرًا لأن  ε و x ھي عائلة متساویة. دع . سوف نظھر:   ، α دلیل. أولاً ، الصیغة (12) تعني ذلك لجمیع    
الدالتین K و T مستمرتان بشكل موحد ،

، نملك مع 

.  ھي عائلة متواصلة. وبالتناظر ، 

ھي عائلة محدودة بشكل موحد. مع (11) ،     سوف نظھر ذلك 

. مع (11) لدینا أیضا اذا لدینا 

اذا لدینا  و  یحد بشكل موحد.

∀λ ∈ R, rα,λ = (1 − α) max
(xn)n≥1

{
+∞

∑
n=0

αnK(xn,xn+1) − λ
+∞

∑
n=0

αnT (xn,xn+1)}. (13)

∀(xn)n≥1, ∀n ∈ N, K(xn,xn+1) − λT (xn,xn+1) + αuα,λ(xn+1) ≤ rα,λ + uα,λ(xn) . (14)

αnuα,λ(x0) = 0

+∞

∑
n=0

αnK(xn,xn+1) − λ
+∞

∑
n=0

αnT (xn,xn+1) ≤
rα,λ

1 − α
. (15)

λ ↦ rα,λ

rα,λ < 0λ > ∥K∥/δT
rα,λ > 0λ < K(x0,x0)/T (x0,x0)

∃λα ∈ R, rα,λα = 0.

uα = uα,λαuα

∀(xn)n≥1, λα ≥
∑+∞

n=0 α
nK(xn,xn+1)

∑+∞
n=0 α

nT (xn,xn+1)
,

∀n ∈ N, xn+1 ∈ argmax
y∈X

{K(xn, y) − λαT (xn, y) + αuα(y)}.

x0 ∈ X∃λ ∈ R,  ∃u ∈ C0(X),

u(x0) = 0,
lim
α→1−

λα = λ,

∀x ∈ X, max
y∈X

{K(x, y) − λT (x, y) + u(y)} = u(x). (16)

∈]0, 1[|λα| ≤ ∥K∥/δT(uα)α∈(0,1)∈ X∈ R
∗
+

∃η ∈ R
∗
+, d(x,x′) ≤ η ⇒ max

y∈X
|K(x, y) − K(x′, y)| ≤ ε, max

y∈X
|T (x, y) − T (x′, y)| ≤ ε.

d(x,x′) ≤ η

∀α ∈]0, 1[, uα(x) − uα(x′) = max
y∈X

{K(x, y) − K(x′, y) − λα(T (x, y) − T (x′, y))

+ K(x′, y) − λαT (x′, y) + αuα(y)}

− max
y∈X

{K(x′, y) − λαT (x′, y) + αuα(y)}

≤ ε +
∥K∥

δT
ε,

|uα(x) − uα(x′)| ≤ ε(1 + ∥K∥/δT )(uα)α∈]0,1[

(uα)α∈]1/2,1[

∀α ∈]1/2, 1[,  ∀y ∈ X, K(x0, y) − λαT (x0, y) + αuα(y) ≤ uα(x0) = 0.

uα(y) ≤ 2∥K∥(1 + ∥T∥/δT )

∀x ∈ X, uα(x) ≥ K(x,x0) − λα T (x,x0) + αuα(x0) = K(x,x0) − λα T (x,x0) .

uα(x) ≥ −∥K∥(1 + ∥T∥/δT )(uα)α∈]1/2,1[



،  مع  ، . حسب نظریة ونظریة أسكولي ،      یتم تحدید  مع  إذا 

.  تتلاقى بشكل موحد 

. أخیرا ، حقیقة ذلك (ولیس فقط بالنسبة للالتزام) ینتج ، ولدینا ایضا  خذ الحد في (11). نحصل على (16). مع
عن تفرد λ الذي یرضي (16) ، والذي تم إثباتھ في القسم 5.

المراجع الببلیوغرافیة

1.   
2.   

 

3.   

4.   
5.    

 
6.   

7.   

8.   

9.  
 

 http://amadeus.inria.fr/gaubert/papers.html
10. 
11.  

 
 

12.   

13.   
14.   

 
15.   
16.   

17.   
18.   

  

αn ∈]1/2, 1[αn → 1−n → +∞ Bolzano∃ (αϕ(n))∃ λ ∈ R∃ u ∈ C0(X)

limn→+∞ λαϕ(n)
= λ

(uαϕ(n))u

uα(x0) = 0 ∀αu(x0) = 0limα→1− = λ

E. J.  Anderson,  P.  Nash, Linear Programming in Infinite − Dimensional Spaces, Wiley,  Chichester,  1987.
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N.  Bacaër, Modèles mathématiques pour l′optimisation des rotations,
Comptes Rendus de l′académie d′agriculture de France 89,  no.  3 (2003) p.  52.
F.  Baccelli,  G.  Cohen,  G. J.  Olsder,  J. P.  Quadrat, Synchronization and linearity, Wiley,  Chichester,  1992.
V.  Bangert, Mather sets for twist maps and geodesics on tori, in :  U.  Kirchgraber,  H. O Walter (éd. ),
Dynamics Reported,  Vol.  1, Wiley,  Chichester,  1988,  p.  1 − 56.
V.  Bangert, Geodesic rays,  Busemann functions and monotone twist maps,
Calc.  Var.  Partial Differential Equations 2 (1994) 49 − 63.
W.  Chou,  R. J.  Duffin, An additive eigenvalue problem of physics related to linear programming,
Adv.  in Appl.  Math.  8 (1987) 486 − 498.
W.  Chou,  R.  Griffiths, Ground states of one − dimensional systems using effective potentials,
Phys.  Rev.  B 34 (1986) 6219 − 6234.
J.  Cochet − Terrasson,  G.  Cohen,  S.  Gaubert,  M.  McGettrick,  J. −P.  Quadrat,
Numerical computation of spectral elements in max − plus algebra,
IFAC Conference on System Structure and Control,  1998,
R. A.  Cuninghame − Green,  Minimax Algebra,  Springer,  Berlin,  1979.
G. B.  Dantzig,  W. O.  Blattner,  M. R.  Rao,
Finding a cycle in a graph with minimum cost to time ratio with application to a ship routing problem,
in :  Theory of Graphs,  International Symposium, Gordon and Breach,  New York,  1967,  p.  77 − 83.
A.  Fathi, Théorème KAM faible et théorie de Mather sur les systèmes lagrangiens,
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