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Analyse numérique des problemes de valeur
propre max-plus généralisés *

Nicolas Bacaér

Résumé

On s’intéresse au probleme d’optimisation déterministe en temps discret
a horizon infini sur un espace métrique compact avec un critére de cotit
moyen qui fait intervenir deux fonctions K (le coiit) et T (le temps).
On rassemble tout d’abord les différentes caractérisations de la valeur A
comme probleme de valeur propre max-plus et comme probléme de pro-
grammation linéaire. Puis on démontre une borne sur lerreur faite sur A
lorsque ’espace est discrétisé.

Mots clés : Optimisation en temps discret ; Colit moyen ; Programmation
linéaire ; Analyse numérique
1 Introduction

On s’intéresse au probleme d’optimisation déterministe en temps discret &
horizon infini avec un critére de coiit moyen

N—1
K
A= max limsup Lon=o K(2n; Tni1)

(Tn)EXN Notoo Zi::ol T (2, Trnt1)

)

ou X est un espace métrique compact, K et T sont des fonctions continues
avec T' > 0. L’ensemble X est l'espace d’états, x,, I’état du systeme au temps
ny, K(2pn,xpt1) le colit et T(ay,, xn41) le temps associé a la transition de Iétat
Ty vers I'état x, 1. Le probleme est motivé par des exemples qui viennent de
la physique (modeles de Frenkel et Kontorova pour les transitions de phase
[8]), de I'ingénierie (ordonnancement des machines [10]) et de ’économie ([11],
agriculture [3], voyageur de commerce).

L’objectif ici est double. Tout d’abord, on rassemble les différentes caractéri-
sations de A comme probléme de valeur propre max-plus généralisé (aussi appelé
équation d’optimalité de Bellman)

max{ K (x,y) — XT'(z,y) +u(y)} = u(2)
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et comme probléme de programmation linéaire. Ces caractérisations semblent
n’avoir été démontrées que dans le cas particulier ot T =1 [7, 8, 13] ou d’'un
ensemble X qui est fini [11, 14, 10, 4]. Deuxiémement, on démontre une borne
pour l'erreur commise sur A lorsque l'espace X est discrétisé, ce qui généralise
un travail récent [2] qui supposait que T = 1.

Mentionnons quelques domaines de recherche liés a notre étude. Des pro-
blemes de programmation linéaire en dimension infinie qui ressemblent beaucoup
a I’équation (4) ci-dessous apparaissent dans le probléme de transport de masse
de Monge et Kantorovich et dans le probleme de transbordement de Kantorovich
et Rubinstein étudié dans [17]. Il y a naturellement aussi des analogues en temps
continu de notre probléeme. Un analogue en temps continu de la formule (4)
intervient par exemple dans 1’étude des systémes lagrangiens [12]. La propriété
(7) est aussi un ingrédient de base de la théorie d’Aubry et Mather [5, 6]. Des
problémes de cotit moyen se trouvent aussi dans le cadre de la théorie du controle
stochastique [15, 16]. Ces études supposent que 7' = 1 et ne couvrent donc pas
notre travail. Notons qu’ici, il ne sera pas nécessaire d’utiliser les méthodes
sophistiquées de la programmation linéaire en dimension infinie présentées par
exemple dans [1] et basées sur les topologies faibles, le théoreme d’Alaoglu et le
théoreme de séparation par un hyperplan pour démontrer la < dualité forte >.

2 Notations et résultats

Rappelons quelques définitions. Si X est une espace métrique compact, alors
CY(X) est lespace des fonctions continues sur X & valeurs réelles. C’est un
espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme du suprémum. L’espace dual,
c’est-a-dire I'espace des formes linéaires continues sur C°(X) (ou mesures sur
X), sera noté M(X). Si p € M(X), alors p > 0 signifie que (u, p) > 0 pour tout
u € C°(X) tel que u > 0. Les crochets désignent le produit de dualité.

L’énoncé du premier théoreme nécessite quelques notations spéciales. Si
u € CY(X), définissons Qiu et Qou € C°(X?) par (Qiu)(z,y) = u(z) et
(Q2u)(z,y) = u(y) pour tout (z,y) € X% Si p € M(X?), définissons Pip
et Pop € M(X) par (u,Pip) = (Qiu,p) et (u, Pap) = (Qau,p) pour tout
u € C°(X). Rappelons aussi que si F est un ensemble et f : E — R, alors la
notation x € argmax, . f(y) signifie que x € E et f(x) = max{f(y); y € E}.

Théoréme 1 Soit X un espace métrique compact, K € C°(X?) et T € C°(X?).
Supposons que T(x,y) > 0 pour tout x,y € X. Il existe un unique A € R tel
qu’il existe u € C°(X) avec

Ve e X, max{K(z,y) - AT(x,y) + u(y)} = ulx). (1)



De plus,

N-1
K
A= max lim sup ano (In; InJrl)

(zn)eXN N 400 27]:]:_01 T(l’n, (En+1)

=min{y; (4,0) € R x C%(X), K —uT + Qav < Q1v} (3)
=max{(K,p); pe M(X?), p>0,(T,p) =1, Pip=Pop}  (4)

et (A\,u) qui vérifient (1) atteignent le minimum dans (3). Si xg € X et pour
tout n € N,

Tyt € argg(aX{K (Tnsy) = AT (20, y) + ul(y)} (5)

alors

— (zn) atteint le mazimum dans (2) ;
~ la mesure p* € M(X?) définie par

21]:[;01 ¢(In » $n+1)

27]:]:_01 T(n, Tnt1)

Vo € CO(X?), ($,p*) = limsup
N—+4o00

(6)

atteint le maximum dans (4).
— pour tout 0 < i < j, pour tout (y,) € X" tel que (z;,z;) = (vi,y;),

j—1 j—1
Z[K(ym Yn+1) = AT (Yn, Ynt1)] < Z[K(Im Tpt1) = AT (T, Tng1)] . (7)

On dit que 'unique nombre réel A défini dans le théoreme 1 est la valeur
propre de (K, T). On dit d’une fonction u qui vérifie (1) que c’est une fonction
propre de (K, T). La proposition suivante concerne le probléme transposé.

Proposition 1 Mémes hypothéses que dans le théoréme 1. Pour tout z,y € X,
posons K'(z,y) = K(y,z) et T'(z,y) = T(y,z). Soit X la valeur propre de
(K,T) et N la valeur propre de (K',T"). Alors A\ = X.

Le théoreme suivant aborde la question de ’analyse numérique de (1). Rap-
pelons qu’une fois discrétisé, il y a des algorithmes bien connus pour résoudre le
probleme fini qui en résulte, par exemple I'algorithme d’itération des politiques

9.

Théoréme 2 Soit (X,d) un espace métrique compact. Soit K : X?> — R et
T : X? = R des fonctions lipschitziennes avec des constantes de Lipschitz Ck
et Cp :Va,z',y,y € X,

K (z,y) — K(2',y)| < Cx max{d(z,2");d(y,y")}
T(z,y) = T(2',y)| < Cr max{d(z,2");d(y,y')} .

Supposons que T'(x,y) > 0 pour tout x,y € X. Soit X la valeur propre de (K, T).
Soit (Xp)pen une suite de sous-ensembles finis de X tels que

h, = sup min d(z, — 0.
P 16?{1/6)(,)( y)p_)+oo



D’apreés le théoréme 1, pour tout p € N, il existe un unique A\, € R tel qu’il
existe up : X, — R vérifiant

Vo € Xy, ;Ié%(X{K(Ia y) = A T(@,y) + up(y)} = up(x) .

Soit 67 = min{T(z,y); (z,y) € X?} et |K| = max{|K(z,y)|; (z,y) € X?}.
Alors

CK ||KHCT
<_ < I — 5 h
Vp € N, )\p A /\p+<6 + (5 )2 P

et \p = A quand p — +o00.

Certains résultats utiles pour démontrer la premiere partie du théoreme 1
sont rappelés dans la section 3. Ces résultats se trouvent par exemple dans [2].
La preuve de la premiere partie du théoreme 1 se trouve dans la section 4. On
démontre la formule (2) et 'optimalité de (x,,) dans la section 5. On démontre les
formules (3), (4) et Poptimalité de (A, u) et de p* dans la section 6 en généralisant
les démonstrations de [10]. On démontre la propriété (7) dans la section 7, la
proposition 1 dans la section 8, le théoreme 2 dans la section 9. Enfin, on propose
dans la section 10 une démonstration alternative de lexistence de (A, u) qui
vérifie (1). Elle repose sur un passage a la limite & partir d’un probleéme de cofit
actualisé. Un avantage de cette approche par rapport a celle de la section 4 est
qu’elle n’utilise pas la proposition 4 ci-dessous (qui repose sur le théoréme de
point fixe de Schauder). Elle n’utilise que le théoreme de point fixe de Banach.

3 Résultats connus

Proposition 2 Soit X un espace métrique compact et K € C(X). Alors il
existe un unique X € R tel qu’il existe u € CY(X) qui vérifie

Vo e X, meza}:é({K(:c,y) +u(y)} = A+ ulzx).
Yy
De plus,

N-1
1
A= max limsup — K(xn,x, . 8
(e exH Na+o£)N ; ( +1) (8)

Proposition 3 Soit X un espace métriqgue compact. Pour tout a € R, soit
K, € C°(X). Supposons que pour tout x,y € X, la fonction o — Ku(x,y) soit
conveze. Pour tout o € R, soit A\, 'unique nombre réel associé a K, par la
proposition 2. Alors la fonction a — A, de R dans R est conveze.

4 Démonstration de la premiere partie du théo-
reme 1

Pour tout A € R et z,y € X, posons Kx(z,y) = K(x,y) — AXT'(z,y). Vue
la proposition 2, pour tout A € R, il existe un unique A(\) € R tel qu'il existe



uy € C°(X) qui vérifie

Ve € X, max(Ka(o,y) + u(y)} = A + s (o).

Avec la formule (8), pour tout A € R,

N-1
1
AN = ax limsup — Ky(xp, xy, . 9
= g, Ty 7 3 K(on ) ®

Mais T > 0 implique que 'application A — Ky = K — AT de R dans C°(X) est
décroissante. La formule (9) montre alors que 'application A — A(X) de R dans
R est aussi décroissante. Puisque K est une fonction linéaire (donc convexe)
de A, la proposition 3 montre que A est une fonction convexe, donc continue.

Prenons pour la suite (z,,) € X" dans (9) la suite stationnaire égale & xq.
Alors pour tout A € R, on a

A()\) 2 K}\(./L'Q,./L'Q) = K(,To,l'o) — )\T(LL'Q, ,To).

Mais T'(xg, o) > 0, donc K(zg,x0) — AT (x0,z9) — +00 quand A — —oo, et
A(X) = 400 quand A — —o0.

Puisque X est compact et puisque la fonction T est continue et stricte-
ment positive, on a d7 = min{7T(z,y); (z,y) € X?} > 0. Posons ||K| =
max{|K(x,y)|; (x,y) € X?}. Soit ¢ > 0. Pour tout A > (||K| + )/dr et
(r,y) € X%, on a Ky(z,y) = K(x,y) — \T(z,y) < |K|| — Aor < —¢. La
formule (9) implique que pour tout A > (|| K|| +¢)/dr, on a A(X) < —e.

Comme la fonction continue A prend des valeurs > 0 et < 0, il existe A* € R
tel que A(A*) = 0. Enfin,

Vo e X, ux<(xz) =A\") +ux-(x) = 216233)(({1(” (x,y) +ux(y)}

= max{ K (z,y) = X'T(w,) + uxe ()}

La partie existence du théoreme 1 est démontrée. L’unicité résulte de la formule
(2), qui est démontrée dans la prochaine section.

5 Démonstration de la formule (2)
e Soit (z,,) € XN. Alors (1) implique que
VneN, u(xy,) > K(xn, Tni1) — XT(@n, Tpt1) + w(@ng1)-

Additionnons les N premieres inégalités. On obtient

N-1 N-1
u(xg) > Z K(Zp, Tni1) — A Z T(xpn, Tnt1) + u(zn).
n=0 n=0



Mais T' > 0, donc

A > 27]::01 K(xp, 2n11) +u(zy) — ulzo) '
nzo T@ns o)

Comme T > 67 >0, 0on a Zg;ol T(Zp, Tpt1) = Nop — 400 lorsque N — +o0.
Comme u est borné, on obtient

N-1
K
A > lim sup Z%:Bl (T, Try1) '
Notoo Yo T( @, Tny1)

Mais (z,,) € XV était arbitraire. Donc

N-1
K(zp,
A> sup limsup Z’}V:_Ol (T, Tnt1) .
()X Notoo 3 " T (T, Tpy1)

e Soit (z,) € X" qui vérifie (5). Pour tout n € N,
w(zy) = K(@n, Tpnt1) — AT (Zn, Tnt1) + w(@ng1).

On additionne ces équations et on obtient comme avant que pour tout N € N,

Zg:_ol K(zy,Tn41) — At u(:vo) — u(xN)
2112[;01 T(xn; In+l) 27]:,;01 T(I’n, an’,l)

Ainsi
’ N—-1
im Zn:O K(‘T’NJ x’ﬂ-i—l)
N—oo 21]:[:_01 T(Im anrl)

Avec (10), cela démontre la formule (2) et le fait que (x,,) atteigne le maximum.

=

6 Démonstration des formules (3) et (4)
Posons
E={pe M(X?; p>0, (T,p) =1, Pip= Pyp}

et

E = {(u,v) € R x C°(X); K — pT + Qav < Q1v}.
Pour tout p € E et (u,v) € E,
(K, p) < (0T + Q1v — Qav, p) = p(T', p) + (v, Prp — Pap) = pu,

donc ~
sup{(K, p); p € E} < inf{y; (n,v) € E}.



Avec la premiere partie du théoréme 1, on sait qu'il existe (A, u) € R x C°(X)
qui vérifie (1). On remarque que K(z,y) — AT(z,y) + u(y) < u(z) pour tout
xz,y € X, donc (\,u) € E et

inf{s; (p,v) € E} <A,

Considérons p* défini par (6). On voit facilement que p* appartient & M(X?),
que p* > 0 et que (T, p*) = 1. Pour tout u € C°(X),

Eﬁ[:_ol u(zn)

Zg:_ol T(xna InJrl)

N-1
(u, Pop*) = (Qau, p*) = limsup 2 n=0 UZn+1)

N—o+oo Zf::ol T(ZTp, Tpi1) ’

<U, Plp*> = <Q1U7P*> = hmsup
N—+oc0

3

donc (u, P p*) = (u, Pap*) (puisque u est borné), et Pp* = Pyp*. Ainsi p* € E.
De plus,
Eg:_ol K(xna InJrl)

Notoo SN (0, 2001)

=A

puisque (x,,) atteint le maximum dans (2). Donc
sup{(K,p); p€ E} > \.
En conclusion,
A =max{(K, p); p € B} = min{p; (u,v) € E},

p* atteint le maximum et (A, u) atteint le minimum.

7 Démonstration de (7)
Soit 0 < i < jet (yn) € XN tel que (z,2;) = (yi,y;). Pourtout i < n < j—1,
K(zn, 2pt1) = AT (@0, Tns1) + u(@ni1) = ul@n),

K(Yn, yn+1) = AT (Yn, Ynt1) + w(Yns1) < w(yn)-
Additionnons ces équations et utilisons I'égalité (z;, z;) = (vi,y;). On obtient

Jj—1

> 1K Wns ynt1) = AT Wy yns1)] < ulys) — u(y;)

n=t

= u(w;) — u(z))

= Z[K(In,irnﬂ) — AT (2, Tpg1)]



8 Démonstration de la proposition 2

Soit u € CY(X) une fonction propre de (K,T) et v’ € C°(X) une fonction
propre de (K',T"). Choisissons xg € argmax, ¢ y{u(z)+u'(z)}. Il existe x; € X
tel que

K(zo,21) — AT (20, 21) + u(x1) = u(zg).

Remarquons que
K'(x1,20) — NT' (21, 10) + v/ (70) < u'(21).
Soustrayons ces deux lignes. On obtient
(A = N)T (20, 21) < ula1) +u'(21) — u(zo) — u'(w0) <0,

donc A— X < 0et A < \.Silon échange (K,T) et (K',T"), on obtient A" < A.
Donc A = .

9 Démonstration du théoreme 3
Soit p € N. D’apres la formule (2),

N-1
K(zp,
A= max limsup Z’}V:_Ol (Zn, Znt1)
(zn)€XN Nytoo Y T (T, Tng1)

N-1
K
Ap = max_limsup ZN - (ymynﬂ).
(yn)EXY N—+oo Zn 0 T(ynuyn"rl)

D’un c6té, X, C X, donc il est clair que A > \,. D’un autre c6té, soit (z,,) € XN
D’apres la définition de h,, pour tout n € N, il existe y,, € X, tel que d(zy, Yn) <
hp. Mais les fonctions K et 1" sont lipschitziennes, donc pour tout n € N, on
a |K($n= xn-‘rl) — K(yn, yn+1)| < Ckhy et |T(xm $n+1) - T(ynayn+l)| < Crhy.
Pour simplifier, posons « = (z,,), ¥y = (yn), Kn(x) = Zf::ol K(xp,zpt1) et de
méme pour T (x). Alors pour tout N > 1,

Kn(z) KN(?J)‘ _ ‘[Kw(x) - Kn(y )]TN( )+ En@)[Tn(y )_TN(I)]‘

)

Tn(z)  Tn(y) Tn(z)Tn(y)
‘KN KN ‘ KN TN( ) TN(I)]‘
- Tn(x) Tn ()TN (y)
o NCihy  N||K| x NCrh,
= "Nor (No7 )2

Ainsi,

Kn(y) (CK ||K|CT>
< limsu — h
N—+oco n('r) N—)-‘rOIO) TN(y) 5T (6T)2 b

K Cr
< .
<x (S IE0)




Mais (z,) € XV était arbitraire. On obtient donc la seconde inégalité du
théoreme 3.

10 Démonstration alternative de ’existence : la
méthode du cout actualisé

Lemme 1 Pour tout a €]0,1[ et A € R, il existe vy € CO(X) tel que

vV € Xu Hlea}){({K((E, y) - )‘T(‘Tu y) + ava,)\(y)} = ’Ua,)\(x) :
Y

Démonstration. Soit a €]0,1] et A € R. Pour tout v € C°(X) et x € X,
posons

(Kv) (@) = max{K(z,y) = AT(x,y) + av(y)}.

Puisque K et T sont uniformément continus, K envoie C°(X) dans C°(X). Pour
tout vy, v2 € CO(X) et z € X,

(Kv1)(x) = (Kvg)(z) < gg{ff (z,y) = AT (z,y) + a(vi(y) — v2(y)) + avz(y)}
- {%g{K(x, y) — AT'(z,y) + ava(y)}
< allvy —va|.

Donc par symétrie, |[v; — Kvz|| < aflv; — ve||. Puisque « €]0, 1], le théoréme
du point fixe de Banach montre qu'’il existe v, x € o (X) tel que Kvg,x = vg,a-

Lemme 2 Soit z9 € X. Pour tout « €]0, 1], il existe un unique Ao € R tel qu’il
existe uy € CO(X) qui vérifie uy(zo) =0 et

Ve e X, gg?{K(‘r’ y) — AaT(z,y) + aua(y)} = ua(z). (10)

De plus,
Ao = max Z’éo:o O K (2, T )
($71)n21 ano OénT(,Tn, xn-i—l)

(11)

Démonstration. Soit « €]0, 1]. Pour tout A € R, choisissons v,y comme dans
le lemme 1 et posons g, x = Va,x — Va,x(X0) €t o x = (1 — @) vo,x(20). Alors le
lemme 1 montre que pour tout A e Ret z € X,

max{ K (z,y) = AT'(2,y) + attar(¥)} = rax + tax(@).

Ceci implique que pour tout A € R,

+o0 too
rax = (1 —a) max {Z A" K (T, Tnt1) — A Z a"T(mn,an)} . (12)

(wn)n21 n=0 n=0



En effet, pour tout (z,),>1 et pour tout n € N,
K(zp, xnt1) — AT (@, Tng1) + @tar(@nt1) < rax + tar(@n). (13)

Multiplions cette équation par «”, faisons la somme et utilisons le fait que
o, (To) = 0. On obtient

—+o0 —+oo
n n Ta,\
HE,OQ K(xn, Tnt1) — )\ngoa T(n, Tnt1) < o (14)

et il y a égalité si (x,)n>1 est choisi de sorte qu’il y ait égalité dans (14) pour
tout n € N. Ceci démontre (13).

Notons que (13) montre que I'application A — 74, 5 est convexe (donc conti-
nue) et décroissante, puisque c’est 'enveloppe supérieure de fonctions linéaires
décroissantes de A. De plus, 74,x < 0 pour A > ||K||/dr et rox > 0 pour
A < K(zo,20)/T(xo,x0). Donc il existe Ao, € R tel que 74,5, = 0. Posons
U = Uq,x, - Alors u, vérifie (11). Et (15) implique que pour tout (zp)n>1,

NS ZZ:B a"K (2, Tni1)
o
Son 2o T (2, i)

avec égalité si (x,)n>1 est choisi tel que pour tout n € N,

3

i1 € argmax{K (2, y) — AaT (20, y) + atia(y)}.
yeX

Lemme 3 Soit 29 € X. Il existe A € R et u € C°(X) tel que u(zg) = 0,
limy_y1- Aoy = A et

Ve e X, Ejnezg:é({K(:c,y) — A (z,y) + u(y)} = u(x). (15)

Démonstration. Tout d’abord, la formule (12) implique que pour tout a €
10, 1], [Aa| < [[K||/67. Montrons que la famille (uq)ae(o,1) st équicontinue. Soit
xz € X et e € R7. Puisque les fonctions K et T sont uniformément continues, il
existe ) € RY tel que d(z, ") < n implique

K — K2 < T — Tz <e.
gleag)gl (z,v) (@' y)| <e, 2?;?' (,y) =T, y)| <e

Si d(z,z") <, alors pour tout « €]0, 1],

Ua (T) — U (2') = Iynea%{K(x, y) — K(2',y) — A\a(T(z,y) — T(z',y))

+ K(2',y) = MT (2", y) + aua(y)}
—max{K (2, y) = AT (@', y) + ava(y)}

. Il
<o+ 12

g,

10



et par symétrie, [uq(2) — uq(2")| < (14 || K||/d7). Donc la famille (uqa)aejo,1]
est équicontinue.

Montrons que la famille (uq)aej1/2,1; est uniformément bornée. Avec (11),
on voit que pour tout « €]1/2,1[ et y € X,

K(l‘o,y) - /\aT(xOu y) + aua(y) S ua(xO) =0.
Donc uq(y) < 2||K||(1+ ||T]|/67). De (11), il résulte aussi que pour tout x € X,
U () > K(x,20) — Mo T(x,20) + @ un(xo) = K(x,20) — Ao T, 20) .

Donc uq(x) > —||K||(1+ ||T||/07). Ainsi (ua)ae)1/2,1] est uniformément borné.

Soit () une suite dans Uintervalle |1/2, 1] telle que o, — 1~ quand n —
+00. Par les théorémes de Bolzano et d’Ascoli, il existe une sous-suite, encore
notée (ay,), A € R et u € CO(X) tels que limy, 400 Ao, = A €t (uq, ) converge
uniformément vers u. Prenons la limite dans (11) : on obtient (16). Puisque
uq(20) = 0 pour tout «, on a aussi u(zg) = 0. Enfin, le fait que lim,_,;- = A
(et pas seulement pour une sous-suite) résulte de 1'unicité de A qui vérifie (16),
qui a été démontrée dans la section 5.
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