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1 Modele

L’électromagnétisme est le domaine de la physique qui s’intéresse a 1’ensemble
des phénomenes électriques et magnétiques. Les champs électromagnétiques appa-
raissent des lors que des charges électriques sont en mouvement.

Le systeme physique qui nous intéresse est un plasma, c’est-a-dire un gaz tota-
lement ionisé, ou regne un champ magnétique externe, statique BO(:B). Pour les
différents modeles de plasma magnétique, et la propagation d’ondes dans les plas-
mas, nous renvoyons a [6]. Nous supposons que le plasma est ”froid”, c’est-a-dire
que l'agitation thermique des particules, et donc leur pression, est négligeable. Dans
la suite, les différentes especes de particules (ions et électrons) seront désignées par
Iindice s.

On suppose que le plasma est dans un état d’équilibre mécanique et électrostatique,
perturbé par un onde électromagnétique de faible amplitude. Les champs électrique
& et magnétique B totaux sont donc :

E(t,x) = eE(t,x), et B(t,xz) = B’(x)+eB(t,x),

E et B sont le champs électrique et le champ magnétique de l'onde, et € est un
parametre de perturbation. Les termes qui sont a I'ordre 1 en € sont, en fait, une
petite perturbation, et a 'ordre 0 sont physiquement en cas d’équilibre.

Pour chaque espece s, on introduit la densité de charge et le courant partiel
0s, Js. Le courant et la charge totales sont alors

o(t,x)

Z os(t, ) = an(:c)qs + eps(t, ),
Jtx) = > Jdt,x):=) et ),

S

avec ¢s la charge des particules de chaque espece et (ps,Js) représentant la per-
turbation pour I'espéce s. Le terme nO(x)gs est la densité d’équilibre. Pour avoir
I’équilibre électrostatique, nous supposons a 'ordre 0 en € que

Z ng(m)QS =0,

ce qui explique que le terme d’ordre 0 dans le développement du champ électrique
est nul. De méme le terme d’ordre 0 du courant est nul en raison de 1’équilibre
mécanique.

Chaque espece obéit a I’équation de conservation de 'impulsion, nommée aussi
équation d’Fuler :

U,
* ot

m + ms(Us.V)Us — qs(E +Us AN B) + mgvsUs =0, (1)
U, désigne la vitesse eulérienne du fluide et vs est une fréquence de collision qui
dépend seulement de la variable x. mg est la masse des particules de chaque espece.
La vitesse du fluide et la densité des particules ng(t, x) sont liées au courant partiel
par

ns‘]sus; = js = 6']5- (2>



En raison de I’équilibre mécanique, la vitesse est d’ordre 1 en e. En multipliant

n
Péquation (1) par s
m

et en remplacant Us par sa nouvelle expression, nous trou-
S

verons
aJs 2 S 2 S S

e & I -2 e L g AB - L g AB v I, =0. (3)
ot Nsqs My Mg Mg

Si on travaille a ’ordre 1 en €, alors on se débarrasse des termes qui sont a l'ordre
2. Ainsi, de 'équation (3) on obtient

0dJ s nsq2 qs 0
L =g _J.AB s Js =0. 4
ot Mg My Tt (4)

A Tordre 0, la densité de particules ng est égale & n? qui dépend seulement de la
variable espace. Il s’ensuit alors

0J s 042 s
Gl _Dlsp 9 5 ABY 4y, g, =0. (5)
ot Mg Mg

Nous introduisons respectivement la pulsation plasma et la pulsation cyclotron de
chaque espece s :

| qgn(s) qs B’(z
Wps ((13) = m, ch ((13) = % (6)

Nous notons b(x) = %. Alors, Iéquation (5) se rééerit
0J
W*EOW;DSE*QCSJS/\I)+VSJ5:0- (7)

On nomme cette nouvelle équation encore équation d’FEuler.

Maintenant, nous allons introduire les équations de Maxwell dans le vide a I'ordre
un en €. Soit

OF 9 1
E = CI‘OtB*ggJS; (8)
0B
= _ _ E-
5 rot B (9)
1
divE = — Y ps; (10)
€0 R
divB = 0; (11)

ou les constantes €y et ¢ sont respectivement la permittivité du vide et la vitesse
de la lumiere. Les variables E, B, J, et ps dépendent des variables temporelles ¢
et spatiales © € R3. Les conditions initiales, & I'instant ¢t = 0, sont

Ey, By, Jspo.

Ces quatre équations, ci-dessus, sont nommées respectivement Mazwell-Ampére,
Mazwell-Faraday, Mazwell-Gauss et Mazwell flux magnétique. Les équations (8) et
(9) sont des équations d’évolution, tandis que (10) et (11) sont appelées équations
de contrainte.



Les équations (8)-(11) contiennent implicitement I’équation de continuité de la
charge pour chaque espéce, reliant les densités de charges o5 et de courant Js pour
chaque espece ; obtenue en combinant la dérivée temporelle de (10) et la divergence
de (8) :

00s
ot

+div J, = 0. (12)

Nous avons alors un modele couplé qui décrit les champs électriques et les courants
de l'onde, construit par les équations dérivés de Maxwell (8), (9) et 1’équation
d’Euler (7) pour les différentes espéces. Nous supposons que le plasma est constitué
de deux especes, ions et électrons. Mathématiquement, la lettre s qui désigne le type
de V'espece, sera a remplacer par les chiffres 1 ou 2. Soit le modele :

oJ

a—tl = EowilEﬁLchJl/\b*VlJl; (13>
% = €0w§2E+QCQJ2/\b7V2J2; (14>
OE 5 1 1

= _ tB— —J, — —Jy; 1
5 c‘ro = J1 - Ja; (15)
86—? = —rotE. (16)

Nous appelons les équations (13)—(16) modéle Fuler—-Mazwell linéarisé. Ce modele
est semblable & celui obtenu et étudié dans [2] en régime harmonique. Les équations
de ce modele et les équations de divergence sont insuffisantes pour caractériser
entierement les champs électromagnétiques et le courant partiel des particules de
I'espece s. Ainsi, ce modele doit étre complété par des conditions sur le bord du
domaine. Supposons que la variable (¢, ) € [0,T] x Q, ou T est un réel strictement
positif et Q un ouvert borné de R3. Soit I" le bord de Q et m le vecteur normal
unitaire sortant. Cette frontiere est composée de deux parties : I' =T 4 UTp avec
T4 représentant une antenne qui émet I’onde, et I'p le reste. Nous imposons donc
des conditions pour chaque partie :

EAn = 0, sur I'p (17)
B.-n = 0, sur T'p (18)
EAnn+cBt = g, sur 'y (19)

avec g, une fonction donnée qui dépend a la fois de ¢ et x. La condition (19) est une
condition d’onde entrante (ou sortante si g = 0). Les équations (17) et (18) sont
des conditions de conducteur parfait. Pour plus de détails sur ces conditions, nous
renvoyons a [1] et [7].

D’un point de vue mathématique, nous voulons résoudre notre modele Euler—
Maxwell avec les conditions (17)—(19) imposées dans différents cas. La condition
(17) est une condition essentielle et la condition (18) est une condition naturelle.

Le schéma de ce mémoire est le suivant. Dans la section §2, nous rappelons des
définitions et des résultats utiles pour la suite de cette étude. Nous introduisons
aussi de nouveaux espaces, ainsi que leurs propriétés. Ces derniers sont adaptés a
I’étude des champs électromagnétiques et dépendent du temps et de I’espace. Nous
aurons besoin de ces espaces dans la résolution des formulations variationnelles
posées. Dans la section §3, nous résolvons les équations du modele Euler-Maxwell
dans trois cas. D’abord, nous supposons que 'y = ) et donc la conditions (17)
est imposée sur toute la frontiere. C’est la condition du conducteur parfait. Puis,
nous étudions le cas Silver—Miiller : la partie 'y # 0 et I'p # ; nous avons donc



dans ce cas les deux conditions (17) et (19) réunies. Nous commengons & résoudre
le probleme avec le cas homogeéne, g = 0 ensuite nous passons au cas g # 0. Les
résolutions sont basées sur la théorie des semi-groupes et les théoremes de Hille—
Yosida. Enfin, dans la section §4, nous allons récupérer le modele de Maxwell en
récupérant les équations de divergences (10) et (11). Aussi, nous allons montrer dans
cette section que la condition (18) c’est & dire B(t) - m = 0 est bien vérifiée, pour
tout ¢ € [0,T], sur I'p dans le cas du conducteur parfait et le cas de Silver—Miiller.

2 Outils mathématiques et espaces fonctionnels

Dans cette section, les énoncés sont donnés sans démonstration ; nous renvoyons
le lecteur intéressé a [5, 1, 3, 4].

2.1 Théoréme de Lax—Milgram

On rappelle que le dual d’'un espace E est ’ensemble E’ des formes linéaires
continues sur E. L’action d’une forme linéaire 9 € E’ sur un vecteur v € E est
notée (¢, v)g. La norme duale ||9] g+ est le plus petit Cy > 0 tel que

Yv e B, [(¥,v)|<Cylv|E.

(E',||.||g") est un espace de Banach.

Dans ce qui suit, on considere un espace de Hilbert H ; sa norme ||.||g dérive
d’un produit scalaire (. | .). Soit H' I’espace dual.

Une forme bilinéaire a(.,.) sur H x H est continue si, et seulement si, il existe
Cy, = 0 tel que :

V(u,v) € H x H,[a(u,v)| < Coullmllv]z-

Théoreme 2.1. (Laz—Milgram). Soit a(.,.) une forme bilinéaire sur Hx H continue
et coercitive, c¢’est-a-dire qu’il existe o > 0 tel que

Yo e HxH, |a(v,v)>alv|%.
Alors, pour tout f € H', il eriste un unique u € H tel que :
Vve HxH, a(u,v)=/(f,v)u.
De plus il existe une constante C > 0, indépendante de f, telle que :

lullg < Cllflla

2.2 Opérateurs non-bornés
2.2.1 Définitions

Définition 2.2. Un opérateur non-borné sur un espace de Banach X est un couple
(D(A), A), ot D(A) est un sous espace vectoriel de X et A une application linéaire
de D(A) vers X. On dit que D(A) est le domaine de A.

On définit ainsi l’image de A par :

R(A) := {Av : v € D(A)},
et son graphe par :

G(A) :={(v,Av) : v € D(A)}.



Définition 2.3. Soit (D(A), A) un opérateur non-borné dans l’espace de Hilbert
H. Il est dit monotone sst

Vv € D(A), (Av|v), >0.
Si de plus on a :
VAERS, VfeH, 3ucD(A), u+Iu-=f,

alors opérateur est dit mazximal monotone.

2.2.2 Propriétés

Proposition 2.4. Soit A un opérateur monotone. S’il existe Ag > 0 tel que R(I +
MoA) = H, alors A est mazimal monotone.

Nous allons présenter maintenant deux théoremes de Hille-Yosida tres impor-
tants dans la théorie des semi-groupes. Les démonstrations sont bien détaillées dans
la référence [5].

Théoréme 2.5. (Hille-Yosida sans second membre). Soit A un opérateur mazimal
monotone dans un espace de Hilbert H. Alors, pour tout ug € D(A) il existe une
fonction

u e CH([0,T); H) N C([0,T); D(A)),

unique telle que

{u'(t)JrAu(t) 0 sur [0,T];
u(0) = ugp.

De plus on a

lu(t)| <|ug| et |u'(t)|=|Au| < |Auo| VE> 0.

Théoréme 2.6. (Hille-Yosida avec second membre). Soit A un opérateur mazi-
mal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors, pour tout ug € D(A) et tout
fewWbhY0,T; H) il existe une fonction

u € CY([0,T]; H) N C([0,T]; D(A)),

unique telle que

|
~
—
=
vl
I
3
=)
=

{ o/ (t) + Au(t)

u(0) = wug.

2.3 Espaces fonctionnels

Dans cette section, on considere €2 un ouvert quelconque de R? de frontiere T.
Tous les espaces fonctionnels sont définis sur cet ouvert. On notera les espaces des
champs vectoriels en caractere gras.



Définition 2.7. L’espace L? est composé des fonction f mesurables sur Q, et telles
que

I fllz) = { /o |f|2dx}% < 0.

Muni de la norme || f||12(q), L? est un espace de Banach. En outre, c’est un espace
de Hilbert muni du produit scalaire

(f|g>:/ﬂfg d.

On définit ainsi I’espace fonctionnel des champs vectoriels, LZ(Q2) = L?(Q)3, qui
jouera un role important dans la suite. Le produit scalaire de L2(Q) sera noté (. | .)
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Définition 2.8. Soient m € N, I un intervalle de R et X un espace de Banach.
On définit :

o LY(I;X) est l’ensemble des fonctions mesurables de lintervalle I vers X telles
que :

1l ) = / 1]l < co.

Muni de la norme ||.||L1(1,x), L' (1;X) est un espace de Banach.
o LY(I;X) = (LYI;X))? est un espace de Banach.

e WoNL;X) = {f € LY;X) : Vk € Nk < m, f®) € LYI;X)}, muni de la

norme || flwm.1(r;x) 1= Z ||f(k)||L1(I;X), est un espace de Banach.
k=0
o WmUI;X) = (WmYI;X))? est un espace de Banach.

o Les espaces C(I;X) et C™(I;X) sont respectivement ’ensemble des fonctions
continues et de classe C™ sur I, a valeurs dans X.

Soient s € R. On définit
e D) :={v:v;, e D(N);i=1,2,3}.

Les espaces ci-dessous sont des espaces de Hilbert :

H*(Q) :={v:v; e H(Q),i = 1,2,3}.
L2(I) = {v:v; € L2(I),i = 1,2,3}.
HS(T) == {v:v; € H5(I),i = 1,2,3}.
Définition 2.9. Soit IV une partie du bord. On définit l’espace
H> M ={ve H%(F’),v prolongé par 0 sur T est un élément de H%(F)}.

On note H-2(I") Uespace dual de Hz(I"), aussi on note H-2(I") le dual de
Hz ().



2.3.1 Opérateurs rotationnel-divergence-gradient

U1
Soient v = | vo | un vecteur tel que chaque composante est définie sur 2 et v
U3
un scalaire défini sur Q.

Définition 2.10. On appelle rotationnel, et on note rot, l'opérateur qui, a un
vecteur v, associe le vecteur rot v défini par

Ouvg _ Ouy

% g

— V1 _ Ovs
rotv = ozs  Oms
61}2 _ 6’[}1

6$1 BZQ

Définition 2.11. On appelle divergence, et on note div, l'opérateur qui, a un vec-
teur v, associe le scalaire divv défini par
8’1}1 61}2 8’1}3
diveo = — + — + —.
8961 (9:62 al'g
Définition 2.12. On appelle gradient, et on note grad, 'opérateur qui, a un sca-
laire v, associe le vecteur grad v défini par

v
ox
6111
Oxo
v

Ox3

gradv =

Proposition 2.13. On a, au sens des distributions,

rot grad v = 0,

divrotv = 0.

2.3.2 Espaces H(rot; ), H(div; Q)

Définition 2.14. On définit les espaces de Hilbert H(rot; Q) et H(div;QY) par
H(rot; Q) := {v € L*(Q) : rot v € L*(Q)},
H(div; Q) := {v € L}(Q) : divw € L?(Q)},

munis des normes canoniques

2
T —— { PR |rotu|2>dsc} , (20)

1
3
vl @ivie) == {/(|v|2 + |divu|2)dz} . (21)
Q
Aussi, on est amené a introduire ’espace de Hilbert suivant :
Hy(rot; Q) := {v € H(rot; Q) : v A n|sq = 0},
Ho(div; Q) := {v € H(div; Q) : v - n|sq = 0}.
Proposition 2.15. On considére

e Hy(rot; Q) = l'adhérence de D(2) dans H(rot; ) selon la norme (20)
e Hy(div; Q) = Uadhérence de D(Q) dans H(div; Q) selon la norme (21)



2.3.3 Traces des champs vectoriels

Maintenant, nous passons a définir des nouvelles traces et espaces qui seront
utiles dans les sections §3 et §4. Nous donnerons aussi quelques propriétés a ces
nouvelles.

Théoréme 2.16. Soit v € H(div; Q) une fonction définie sur Q. Sa trace normale
v -nr sue ' est notée v,v, et vy, s’appelle Uapplication trace normale.

L’application 7, est continue de H(div; Q) dans H> ().

Définition 2.17. Soit v € H(rot; Q) une fonction définie sur Q. Sa trace tangen-
tielle v Amp sur I' est notée ytv, et yr s’appelle lapplication trace tangentielle.

Soit lespace TT(T) de trace tangentielle défini par
TT(T) := {p € H 3(I") : 3v € H(rot; ), = v Anyp}.

On déduit donc que Uapplication yT est continue et surjective de H(rot; ) dans
TT(T).

Définition 2.18. Soit v € H(rot;)) une fonction définie sur Q. Sa composante
tangentielle vt :=n A (v An)p sur I est notée mTv, et Tt s’appelle l'application
composante tangentielle.

Soit l'espace TC(T') de composante tangentielle défini par
TC(T) := {A € H 3(T') : 3v € H(rot; Q), A = vrr}.

De cela découle la continuité et la surjectivité de l'application 7 de H(rot; Q) dans

TC(D).

Définition 2.19. Soit I’espace tangentiel L?(T') défini par
L}T) :={veL*I):vAn=0}

C’est un sous espace fermé de L2(T).

Proposition 2.20. On a :

TT(T)NTC(T) c Li(I).

On suppose dans la suite que la frontiere I' = IV UT” avec I' NI = (). Et donc,
on peut définir la restriction des applications vy et m+ sur une partie de la frontiere
en donnant quelques propriétés.

Théoréme 2.21. L’application y7: : v — v Anp est linéaire, continue et sur-
jective de H(rot; Q) dans TT(IV).

L’application w1/ : v — n A (v A n)p est linéaire, continue et surjective de
H(rot; ) dans TC(I).

Définition 2.22. On considére
Hj (rot; Q) := {v € H(rot; Q) : v Anp» = 0}.

On définit ci-dessous deux sous espaces vectoriels respectivement de TT(I”) et
TC(IM).



Définition 2.23. Soient

o TT(I') = {peH :(I'):3vecHy(rot; ), =vAnm},
= {p e TTI'): le prolongement de ¢ par 0 a T appartient ¢ TT(T)}

L application ¥%, : v — v A nyp est linéaire, continue et surjective de H(rot; Q)
dans TT(TV).

e TC(I) = {AeH :(I"):3veHj(rot;Q),A=vr},
= € : le prolongement de XA par 0 a I' appartient a
e TC((I l l de A 0al 1 TC(T

L’application 7%, : v — n A (v A n) | est linéaire, continue et surjective de
H{ (rot; Q) dans TC(I").
Remarque 2.24.

Les espaces TT(T'), TC(T'), TT(I") et TC(I") ont été décrits dans larticle
[2]. Par ailleurs, il existe des autres définitions intrinseques pour ces espaces. De

ces définitions découlent des expressions de normes hilbertiennes, autrement dit,
ces espaces munis de ces normes sont hilbertiens. Ils sont désignés respectivement,

dans les articles [1], [3] et [4], H} ¥ (dive,T), H, * (curlp,T), Hj * (divi,T") et
Hlé(curlo,,l"').

_1
2

2.3.4 Dualités et intégrations par parties

Nous présenterons dans cette paragraphe quelques formules d’intégration par
parties en utilisant des résultats de dualité entre les espaces de trace tangentielle et
de composante tangentielle. Pour les démonstrations de ces formules, nous renvoyons
le lecteur aux articles [1], [3] et [4].

Théoréme 2.25. Soit (u,v) € H(rot; Q) x HY(Q) :

(u|rotv) — (rotu |v) = (u /\n,v)H%(F). (22)
Soit (u,v) € H(div; Q) x HY(Q) :
(u|gradv) + (divu |v) = (u- n,v>H%(F). (23)

Théoreme 2.26. Soit (u,v) € Ho(rot; Q) x H(rot; ) :

(u | rotwv) — (rotw | v) =0.

Théoréme 2.27. On a l'identité de dualité suivante :
(TT(I)) = TC(T).
Cette dualité entre ces deux espaces est notée (.,.)x ou (., .)~.
On a la formule d’intégration par parties, pour (u,v) € H(rot; ) x H(rot; Q) :

(u|rotv) — (rotu |v) = (UAN,UT)r = —1 (VAN UT) .

10



Théoréme 2.28. On a les identités de dualité suivantes :
(TT(I")) = TC(I),
TT(I') = (TC(I))".

Cette dualité est notée o, (v s OU e, (e

o .
Yt

On a les formules d’intégration par parties, pour (u,v) € Hjj(rot; Q) x H(rot; ) :

(u | rotwv) — (rotu |v) = 22, (WAN,VT)r,; (24)
ou bien,
(u|rotv) — (rotu |v) = —,  (vAn, u-r)on/. (25)

2.4 Résultats techniques

Tout au long de cette section, F et F' désignent deux espaces de Banach de
normes respectives ||.||g et ||.||F; et I un intervalle de R.

Définition 2.29. Soit T : E — F wune application linéaire continue. On appelle
norme opératorielle de T, la plus petite constante C' qui vérifie

VoeE, |[T)|r<Clvls.

Théoréme 2.30. Soit A une application linéaire et continue de E dans F. L’ap-
plication f — Af envoie C™(I; E) vers C™(I; F), pour tout m € N et pour tout
intervalle I.

Théoréme 2.31. Pour tous f € D'(]0,T[; E) et A application linéaire continue de
FE dans F, on a lidentité :

0 af

2an=ach (26)
Théoréme 2.32. (de Banach—Schauder, ou de Uapplication ouverte). Soit T une
application linéaire, continue et bijective de E dans F. Alors, la réciproque T~ est
continue.

De facon équivalente : T est une application ouverte, i.e, elle envoie les ouverts
de E sur les ouverts de F.

On suppose maintenant que E est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.33. Soit A une application linéaire, continue et surjective de E dans
F. L’application A est bijective de ker(A)* dans F.

3 Bonne position des équations d’évolution

Dans cette section, nous nous intéressons, mathématiquement, a 'existence de
E, B et Js de chaque espece (ions et électrons) qui vérifient les équations du
modele de la section 1. Ainsi, pour pouvoir définir le champ électromagnétique d’une
maniere unique, et donc les courants partiels, nous devons imposer des conditions
aux limites, ainsi que des conditions initiales a 'instant ¢ = 0. Au cours de I’étude,
nous envisageons trois cas. Dans un premier temps, nous traiterons le probleme
avec la condition aux limites de conducteur parfait sur toute la frontiere. Ensuite,
dans le deuxieme cas, nous ajouterons les conditions de Silver—Miiller homogene sur
une partie de la frontiere. Le dernier cas se traite comme le deuxieéme mais avec les
conditions non homogene de Silver—Miiller. Les démonstrations sont basées sur les
théoremes de Hille-Yosida.
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3.1 Cadre du travail

Nous considérons un ouvert borné €2 C R3, et nous notons I sa frontiere. Phy-
siquement, le domaine {2 représente le volume de plasma dans le tokamak. On note
n le vecteur normal unitaire sortant de (2.

Nous supposons dans cette étude, que les fonctions vy, Qs et wps, pour chaque
espece, sont continues de ) dans R. De plus, nous supposons qu’il existe des réels
strictement positifs v*, Q*, w* et w, tels que, pour tout x € 2 et pour chaque espece
s, ces fonctions vérifient :

0 <ws(x) <V, (27)
Qs ()| < Q7 (28)
0 < wy < |wps(x)| <w™. (29)
De plus, nous avons :
|b(x)] =1, Ve Q. (30)

Pour s € {1,2} et x € Q fixés, Papplication v — Qes()b(x) Av+v,(x)v définie de
'espace R? dans lui méme est linéaire. Alors, il existe une matrice Ms(z) € M3 3(R)
telle que :

Qes(x)b(x) A v+ vo(x)v = My(x)v, Yo € R

De cette équation, nous définirons de nouvelles matrices qui seront nécessaires
pour la suite de ce travail. Nous y énumérons également quelques propriétés.

On note ||.|| la norme opératorielle de I'espace M3 3(R) subordonnée a la norme
euclidienne de R3.

Proposition 3.1. Soit s € {1,2}. Soit A\s un réel strictement positif et assez petit
tel que ||[AsMs(x)|| < 1 pour tout x € Q. Alors T+ \;Mg(x) est inversible pour tout
x € Q, oul est la matrice identité.

Démonstration.
Pour n € N, soit S,, :  — M3 3(R) définit par
Sn(@) = (—=1)F(\M(a))".
k=0

(Sn)n est normalement convergente sur 2. En effet, les fonctions vy, Qcs, wps €t b
sont bornées uniformément, d’apres les inégalités (27), (28), (29) et (30). Donc, il
existe ¢ > 0 tel que

Ve € Q,  [M(z)]le < 1. (31)

Or, M33(R) est de dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes. Il
existe ca > 0 qui vérifie

Ve e, [Ms(2)] < cof[Ms(2)]|oo- (32)
De (31) et (32) on déduit 'existence de ¢g > 0 tel que

Ve e Q, ||Mg(x)| < cs.
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Soit p €]0, 1] fixé. On pose As = £. On a alors
Ve eQ, [AMs(@)| < A [[Ms()]|
< Lo
cs
Or, [[(AM())]| < [ AM, (@) et done
Ve e Q,  ||(AM(x)F|| < p*.

De plus, p* est le terme générale d’une série géométrique de raison dans ]0, 1] donc
convergente, ce qui entraine la convergence normale de la suite des matrices (S,,)n
sur 2. Celle-ci implique en particulier la convergence simple de (S,,),. Notons S(x)
sa limite.

On passe maintenant & calculer (I + AsM;(x))S,, (z) pour un x fixé. On trouve
(T+ AM(2)Sn(®) = T+ (=1)"(AM;(2))"*,
ce qui tend vers I quand n — 4-00. Mais d’autre part,

T+ AsMs(2))Sp(2) — (IT+ AsMs(x))S(x)  lorsque n — +o0.

Par conséquence, (I 4+ A;M;(2))S(z) = I. On conclut alors que I + A;M,(x) est
inversible pour tout = € € et son inverse (I + A\;Mg(x))~! = S(z).

D’apres ce qui précede, la matrice (I+ A\sMy) ™! est uniformément bornée sur
pour s € {1,2}. Soit & € 2, nous avons

+oo
I+ MM (@) = Y (=D M ()"
k=0
+oo
< Z H)\SMS("E)Hk
k=0
< p"
k=0
_ 1
= 15
et donc
- 1
sup [|(T+ AM(2)) 71| < T (33)
e - P

Proposition 3.2. Il existe A > 0 tel que ||[AM;(x)|| < [|AsMs(z)| pour tout s €
{1,2} et x € Q.

Démonstration.

Il suffit de prendre A = min(Aq, A2).
]

Nous notons ¢; = sup||(I + MM (z))~Y| et (o = sup||(I + A\My(z)) L. Ces
xze zE

nouvelles notations sont finies d’apres I’équation (33) et la proposition 3.2. Elles
seront utilisées par la suite. La proposition 3.1 nous permet d’introduire
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Définition 3.3. Soit la matrice D : Q x R? — R3 définie par
D(x)v = wgl () (T 4+ AMy ()" o + wZQ(m)(H + AM ()" to
pour (z,v) € Q x R3.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.4. La matrice D(x) est positive pour tout & € Q. De plus, il existe
& >0 tel que

sup [[D(z)|| < €.
xeQ

Démonstration.

Soit & € Q. 1l suffit de montrer que la matrice (I + AM;(z))~ !, pour s = 1,2,
est positive. Soit donc v € R3. Nous avons

I+ MM(x))v-v = v-v+\M(z)v-v
= |v]? + AMQes(T)b(x) Av + vs(x)V) -V
w[? + v (@)[v]* > 0,

car vy est positive. D’ott I+ AM () est positive. Passons maintenant & son inverse.
Prenons w € R3. L’endomorphisme I + AMj,(z) est surjectif, il existe alors n € R3
tel que w = (I 4+ AM;(x))n. En conséquent,

1+ XM, (@) w-w = n- 1+ XM, (@) >0,
ce qui nous donne la positivité de (I + AM,(z)) L.

Il reste & montrer que D est uniformément bornée sur 2. Considérons x € €.
D’apres ce qu’on a vu précédemment

D) < wiy (@) T+ AMy (2)) 7| + who (@) [|(T+ AMa () '
(w)? sup 1T+ MM () 7] + (w*)? sup 1T+ AM(2)) ™|

(W*)?¢ + (W) Ce.

IN

IN

Ceci étant vrai pour tout @ € €2, on en déduit que

sup [|D(x)[| < (W*)*G + (w*)?C.
xe

La démonstration se termine en posant & = (w*)2¢1 + (w*)2(a.
|

Nous rappelons que notre objectif est de résoudre, d’un point de vue mathématique,
le modele avec différentes conditions aux limites. Pour ce faire, nous réécrivons
notre modele, complété par une condition initiale, comme un systeme d’équations
d’évolution du premier ordre et nous considérons le probleme homogene suivant

Trouver u tel que

{u'(t)—i—Au(t) = 0 sur [0,7T];
u(0) = o,
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ol A est un opérateur linéaire donné par la formule

M; 0 —eo wél 0
o 0 M2 —&0 wp2 0 .
A= Ei = 0 —c?rot |’
0] €0
0 0 rot 0
et
Ji(t) 9L (t)
Ja(1) G2 (1)

u(t) =

B |07 | B
B(t) St ()
avec la condition initiale
J1 (0) J1 50
_ | 2000 | | T
w0 =1 E©) | = Ey
B(0) By

A Taide de la théorie des semi-groupes et en particulier les théoremes de Hille—
Yosida, nous prouverons qu’il existe une, et une seule, solution a valeurs dans un
espace fonctionnel X. Dans chaque cas, conducteur parfait et Silver—Miiller, nous
définirons I'opérateur non-borné associé & ce probléeme (nous ajouterons & A un in-
dice respectivement 1 et 2).

Maintenant, il sera naturel d’introduire notre espace fonctionnel X. On se place
dans X = L2 (9)4. C’est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

1 1 )
(u]w)y = s—uy | wy | + Uz | we | + (ggus | w3) + (Peoug | wy)
€o wpl €o wp2

et de la norme ||u||x = \/(u | u)x associée. Cette norme est équivalente & la norme
canonique de L2(9)4, d’apres les inégalités (27), (28), (29) et I’équation (30). Dans
ce qui suit nous comprendrons 'utilité de cette norme.

3.2 Conditions aux limites de conducteur parfait

Dans cette section, nous supposons que le domaine €2, dans lequel nous résolvons
les équations du modele (1), est entouré d’un conducteur parfait qui impose

EAn=0 e B-n=0 sur T, (35)

avec la condition initiale

Jq(t) J1i,0

Jo(t) Jo,

E(t) - EOO ' (36)
B(t)),, \Bo

Mathématiquement, ces conditions aux limites de conducteur parfait sont suffi-
santes pour assurer ’existence et I'unicité du champ électromagnétique et du cou-
rant partiel des particules de chaque espece.
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L’opérateur non-borné (D(A1),A;) sur X, associé au probleéme abstrait (34), est
défini dans ce cas par

D(A;) = L*(Q) x L?(Q) x Ho(rot; Q) x H(rot; Q),
et
A:ueDA) — AueX telque Aju=Au.

D(A1) est un sous espace vectoriel de X, muni de la norme
lullpeany = llullx + [Arulx.

Afin d’appliquer la théorie des semi-groupes, nous prouverons immédiatement
quelques propriétés utiles pour montrer 1’existence et 'unicité de la solution.

Proposition 3.5. L’opérateur A; est monotone.

Démonstration.
uy
. uz
Soit u = € D(A1). On a
us
Uy
1 1
(Alu | u)X = ) Mjuq | uy | — (U3 | ul) + ) Mouo | U2 | — (U3 | ’LL2)
€0wp1 Eowp2

+  (u1|us)+ (uz | us) — (coc® rot ug | us) + (c0c® rot us | u4)

Or, pour s =1,2, on a

1 v Q
< > Mu, | us) = ( 52 U |us> + < C‘; b A us |u5>
Eowps Eowps Eowps

D’ou en particulier

€0wp1 pr2

v 12
Au|u)y = ( 12 uq | u1> + (E 22 ug | ’LL2> —e0c®[(uz | rot uy) — (rotug | ug)].

En utilisant le fait que (E,B) € Hp(rot; Q) x H(rot; ), on déduit d’apres le
théoreme 2.26 que

v 1%
(Au | u)y = 12 uy |ug | + 22 uz | uz | > 0.
oWyt E0Wpo

D’ou le résultat.

Proposition 3.6. L’opérateur T+ AA; est surjectif, i.e R(I+ \A;) = X.

Démonstration.
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fi Uy

Soit f = J2 € X, et cherchons u =
I3 us
Ja Ug
f. Cette équation s’écrit :

€ D(Aq), tel que u+ AAju =

uy + \Mjuq — )\Eowil’U/g = ,fl (37)
ug + \Moug — )\50w1272u3 = fa (38)
A A
uz + —uy + —uz — > rotus = f3 (39)
€0 €0
ug + Arotug = fa (40)
De I’équation (37), (38) et (40) on déduit que
wr = (T4+ M) (1 + Ao w§1 us),
uz = (I+AM:) " (f2 + Ao wpp us),
ug = fa— Arotus.

En injectant ces trois expressions dans ’équation (39) on trouve

A
us + N2 c?rotrotug + \’Dug = f3+ Acrot fq — E—(H +AMy) A
0
A -1
= (4 AM) ™! fo. (41)
0

Nous considérons maintenant la formulation variationnelle suivante.

Trouver ug € Ho(rot; Q) tel que pour tout v € Hy(rot; Q)
(us | v) + A?c? (rotug | rotv) + A\ (Dus | v) = (f3|v)+ A (fa | rotwv)

— i ((]I+ )\Ml)ilfl | ’U)
€0

— i ((]I+ )\Mg)ilfz | ’U) .
€0

On note a(ug, v) le premier membre et L(v) le second membre. Le probleme varia-
tionnel s’écrit alors :

Trouver ug € Ho(rot; Q) tel que pour tout v € Hp(rot; Q)

a(ug,v) = L(v). (42)

Nous prouverons 'existence d’une unique solution au probleme (42) en utilisant le
théoreme de Lax—Milgram. Vérifions alors que les hypotheses de ce théoreme sont
vérifiées.

La forme a est bilinéaire et continue. En effet, V(w, v) € Ho(rot; 2) x Ho(rot; )

la(w,v)| < [lwllpzv]lLe + XcP|rot w2 [lrot v]|L2 + N2E]w] L2 ]|v]|2
= 1+ X9 [w|2[lvllLz + A ¢*[rot wl|pz[rot v] 12
< (T4 X6+ X [wll oo v [ Hirot:0)
< Cllwllaros;0) v Hrot:0) - (43)
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a est coercitive : Vv € Ho(rot; )

a(v,v) o] + Aot v]*pa + A® (Dus | us)

> ol + AP [rot vf|” .

. 2
> mln(la )‘QCQ)HUH H(rot;Q)"
D’oty, il existe a = min(1, A2¢?) > 0 tel que
2
G/(’U, 'U) 2 CY”'UH H(rot;Q)" (44)

L est une forme linéaire et continue. En effet Vo € H(rot; Q) :

L@ < sl ol + A falliarot o]l
A falalloln + 2+ M) Sl ol
< Mfalho + 26l alh + Gl fallallolie + A fallelrot ol
< Clvllarot;n)- (45)

Comme Hg(rot; §2) est un espace de Hilbert, le théoreme de Lax—Milgram nous
permet de conclure que le probleme variationnel (42) admet une, et une seule,
solution ug € Ho(rot; Q).

Dans le reste de la démonstration, nous interprétons la formulation variation-
nelle du probleme (42).

Interprétation :

Soit ug la solution du probleme (42). Alors on a

a(us,v) = L(v), VYov € Hp(rot; Q).
Ce qui entraine
a(us,v) = L(v), Yo e D(Q).

Autrement dit

A
uz + ANcrotrotus + \’Duz = fz+ Ac’rot f4 — — 4+ M) "' f1
£o
A -1
— —([+ AMz)™" f2 (46)
£o
dans D’ ().
Posons maintenant
ur = ([+AM1)7' (f1 + Aeowy ua),
uy = (T4 M) (f2 + Ao wfﬁ uz),
ug = fa— Arotugs.

Il est clair que uq, ug et uy appartiennent a L2(Q). Ils satisfont respectivement les
équations (37), (38) et (40). On va alors montrer qu’ils vérifient I’équation (39).
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On a

A A A
us+ —u1 + —us — A’ rotuy, = usz+ — I+ )\Ml)_l(fl + )\sowilu;:,)
€0 €0 €0
A

+ 5(11 + AM) " (f2 + Aeowngus) — Ac” rot(fs — Arot ug)
= us +)\2[wgl (H+)\M1)71 +w22 (H+)\M2)71]U3

A A
+ A2 rotrotus + —(T+ AMy) "' f1 + = (14 IMy) ! f

€0 €0
— A rot f4
A A
' fat A rot fa — S+ AML) T — S (14 AM) U fo
0 0
A A
+ E—(H + M)+ E—(H + AMy) "t fa — AP rot £
0 0
pr— f3_

Par conséquent,

A A
rotug = (\¢®) us + s + U2~ fa] € L*(Q).
0 0

U1
On conclut aisément que uq € H(rot; Q). Ainsi, il existe u = Zz € D(Ay), tel
3
Uy
que u + AAju = f ce qui achéve la démonstration.
[

On peut alors annoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.7. Supposons ug = € D(A1), c’est a dire

J1303J2;0€L2(Q)3
Ey, By € H(I’Ot;Q),
EoAn=0 sur T,
By-n=0 sur T.

Alors, il existe une unique solution u du probléme d’évolution (34) ayant la régularité

u € CH([0,T|; X) N C([0,T]; D(A1)).

C’est a dire
JlaJQ € Cl([OaT]sz(Q))v
E < CY[0,T];L3(Q)) nC([0,T); Ho(rot; Q)),
B ¢ CY[0,T];L3(Q)) nC([0,T]; H(rot; Q).
Démonstration.

Dans la proposition 3.5, on a montré que l'opérateur A; est monotone. Puis, on
a prouvé qu'il existe A > 0 tel que R(I+ AA;) = X, proposition 3.6. Les hypotheses
de la proposition 2.4 sont vérifiées. On conclut donc que 'opérateur A; est maximal
monotone. Le reste de la démonstration découle du théoreme 2.5 de Hille-Yosida.
|
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3.3 Conditions aux limites de Silver—Miiller

Dans cette section, nous divisons la frontiere I' en deux parties : I =T, UTp
avec 'y NT'p = (). Comme précédemment, nous imposerons sur I' des conditions
aux limites. Sur la partie I'p, nous mettons une condition de conducteur parfait et
sur I' 4 nous imposons une condition aux limites

EAn+cBt = g, surl'y, g donnée, (47)
ou bien, de fagon analogue,
Et—-cBAn = nAg, surly, g donnée. (48)

Physiquement, I'p est une partie physique (matérielle), tandis que T'4 est une partie
artificielle de la frontiere. Lorsque g = 0, on a une condition d’onde sortante :
les ondes électromagnétiques sortantes sont absorbées au passage de la frontiere
artificielle, cette condition s’appelle condition aux limites absorbante. D’autre part,
si g # 0, on a une condition d'onde entrante, ot g représente le champ émis par
une source extérieure. Les conditions (47) et (48) sont appelées conditions de Silver—
Mciller.

J
Mathématiquement, nous cherchons u = ';2 qui vérifie ’équation
B
u'(t) + Asu(t) =0, Vtel0,T], (49)
Jl 50
avec la condition initiale ©(0) = ug = JE’O , et les conditions aux limites de
0
By
Silver—Miiller
EAn = 0 sur I'p, (50)
EAn+cBt = g sur I'g.

Ainsi, on a deux problémes a résoudre : un avec condition aux limites homogene
g = 0 et lautre avec condition aux limites non homogene g # 0.

Ici, nous avons supposé que I' = T4 U T'p. Ainsi, les notations qu’on a vu dans
la section §2 sont changées. Nous avons pris I'y = IV et donc I'p = I'”’. Les appli-
cations 1/, T, 7% et ﬂ'%/ sont notées respectivement v4, 74, 72, et 772,. Pour les
espaces, Hj (rot; Q) est désigné HY (rot; ).

On introduit I'espace ‘H défini par

H={(wi,ws) € HY (rot; Q) x H(rot;Q): wi An+cwar =0 sur Ty}
H est un sous espace fermé de HY (rot; ) x H(rot; Q), donc c’est un espace de Hil-
bert. Comme L?(Q) est un espace de Hilbert, le nouvel espace L?(Q) x L*(Q) x H

est alors hilbertien. On peut montrer que c’est un sous espace vectoriel de X.

Dans cette sous-section, ’opérateur non-borné sur X associé au probleme d’évolution
(34) est (Ag, D(A2)). Il est défini par

D(A;) = L?(Q) x L*(Q) x H,
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et
As: D(Ag) — X :u+— Aju = Au.

On munit le sous espace vectoriel D(A3) de la norme

[l Das) = [lullx + [[Asu]x.

Nous traiterons ci-dessous ’existence et I'unicité de la solution dans les deux cas de
Silver—Miiller. Pour la démonstration, cas homogene, nous allons essayer de faire la
méme chose qu’au §3.2, i.e. montrer que As est monotone puis prouver la surjectivité
de lopérateur I+ A\A,. Enfin, a I’aide de la proposition 2.4 et du théoreme 2.5, nous
pourrons conclure. Dans le cas non homogene, la condition g(t) # 0 sur I'4 pour
t € [0, T] nous permet de reformuler le probleme posé et d’utiliser les résultats du
cas homogeéne pour trouver le résultat cherché.

3.3.1 Condition aux limites absorbante (Silver—Maiiller homogéne)
On rappelle que g = 0 dans ce cas.

Proposition 3.8. L’opérateur Ay est monotone.

Démonstration.

Ul

Choisissons un u = Zz € D(Az). D’apres la démonstration de la proposi-
3

Uy

tion 3.5 on a
V1 V2 2
(Aou|u)y,y = suy | uy | + Uz | uz | —eoc” [(u3 | rotuyg) — (rot uz | ug)l.
Eowpl Eowp2

Comme (us,uq) € HY (rot; ) x H(rot; ), le théoreme 2.28 nous donne
(us | rot us) — (rotus | ua) = jo (us A1, uat)r,.

Maintenant, nous allons utiliser la condition aux limites ug An + cugT = 0 sur I' 4.
Cette condition implique que us A n et ugt appartiennent & TT(T4) N TC(T 4),
qui est inclus dans L?(T"4) d’apres la proposition 2.20. Nous avons alors

v (us An,uar)n, = (—cuar |uat)p,
= _C||u4THiQ(F)'

Il en résulte que

V1 V2
(Aou|u),y = ( U1 |u1> + (5 w2, 2 | uz> + &oc? ||u4-|—|\%2(r).

Eowpl 0 p2
Par conséquent (Asu | u)y > 0, ce qui nous donne la monotonie de 'opérateur As.

Proposition 3.9. L’opérateur T+ AAg est surjectif, i.e R(I+ AAg) = X.

Avant de passer & la démonstration, nous avons besoin d’introduire quelques
espaces vectoriels qui seront utiles dans cette démonstration.
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Proposition 3.10. L’espace \Y% défini par
V = {w € H(rot; Q) : wr € L3(I)},

muni de la norme

lwl3 = [wlfz) + I rot wlfa(q) + lwrlEar),
est un espace de Hilbert.
Démonstration.

L’espace V est préhilbertien. Soit (wy)ren une suite de Cauchy dans V. Alors,
(wi)ken est une suite de Cauchy dans H(rot; ). Comme H(rot; ) est complet,

cette suite converge. Notons w sa limite. Pour conclure que w € V, nous allons
montrer que wt € L2(T'). Dune part, Papplication 7+ est continue de H(rot; )
dans TC(I') € H~2(T"). Donc, la suite (77 (wg))ren converge vers w7 (w) € TC(D).
Ce qui implique que

1
1 H=2(T).
(wiT | o) k—>—+>oo<w—r | <P>H§(F), Ve € H>(T)
D’autre part, (wyT )ren est une suite de Cauchy dans L2(T"). Soit A sa limite. Alors,

(wir | ¢) — (A@); Vo e LA(T).

—+o0

Comme Hz (T') € L2(I'), cela nous donne
1
(wr @)y =Ale); YeeH2(),

et par densité de H2 (I') dans L2(I'), on en déduit que wt = A dans L2(T). Lles-
pace V est complet. Par conséquent, V est un espace de Hilbert.
|

Corollaire. L’espace V défini par
V = {weV:wAn=0surTp}
= {vev:v-r =0 sur'p},
munt de la méme norme que \7, est un espace de Hilbert.
Démonstration.

V est sous espace vectoriel de V. De plus, il est fermé dans V. La preuve est la
suivante. Nous savons que application yp est continue de H(rot; Q) dans TT(T'p).
Or, pour tout w € V

Hw”H(rot;Q) < ||’LUH{,

Par conséquent, I’application VP est une application continue de V dans TT(Tp)

et V :ker(’yp|\~,). Donc, V est complet. C’est un espace de Hilbert.
[
Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 3.9.

Démonstration.
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La démonstration est analogue a celle que nous avons faite dans le cas d’un
conducteur parfait.

f1 Uy

— I2 _ | u2 . c e

Prenons un f = ¥ € X, et cherchons u = “ € D(As), qui satisfait
3 3
Ja Uy

u + Mou = f. De cette équation, on déduit les équations (6 —7 — 8 — 9). Et de
celle-ci, on tire I’équation (41).

Nous introduisons la formulation variationnelle suivante :

Trouver ug € V tel que pour tout v € V

a(us, v) = L(v), (51)
oun: V(w,v)eVxV
A(w,v) = (w | v) + A2 (rot w | rot v) + A2 (Dw | v) + Ac (wr | v7),p,,
L(v) = (fa | v)+A (fa | rotv)—2 (T+ AM1) ™" f1 [ 0) =2 ((T+ M)~ £

Si on rappelle les expressions des applications a et L qui sont introduites dans
la démonstration de la proposition 3.6, on remarque qu’on peut méme les définir
respectivement sur H(rot; Q) x H(rot; Q) et H(rot; 2). Les majorations et les mino-
rations obtenues pour a et L sont encore valables sur ces espaces. Des lors, puisque
V C H(rot; ), on réécrit a et L comme suit :

e da(w,v)=a(w,v)+ Ac(wr [v7)p,; V(w,v)EV XV
o L(v)=L(v); YweV

Nous allons étudier tout de suite les propriétés des applications (w,v) — a(w, v)
et v —> L(v). @ est la somme de deux formes bilinéaires donc elle est bilinéaire.
De méme, L est une forme linéaire.

La continuité de ces deux applications est facile a avoir, si on prend en compte
les résultats de continuité de a et L. En effet, soit (w,v) € VXV :

la(w,v)] < |a(w,v)|+ Ac|lwT|lL2 @ lvT Lz

(43)
< ClwllaEos;0) vl Hrot:0) + AcllwT |2y v T |lL2 ()
< (C+A)wlvv]|v.
IL(v)] = [L(v)]
(45)
< COlvllagota)
< Clo|v.

Il nous reste maintenant & montrer la coercivité de a. Soit v € V,

a(v,v) = a(”a”)‘F)\CH”THi%F)

44)
> aHvH%{(rot;Q) + )\CHUTH?F(F)

> min(a,)\c)HvH%.
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Nous concluons alors que la formulation variationnelle (51) est bien posée par le
théoréeme de Lax—Milgram.

Interprétation
Soit ug la solution de la formulation variationnelle (51). Alors, elle vérifie
a(us,v) = L(v), YveV.
Nous avons donc,
a(us,v) = L(v), Yve D).

Ce qui nous donne

A
us + N2c?rotrotug + \>Dug = f3+ AcZrot fq — E—(H +AMy) A
0
A -1
— —([+AMa2)"" f2
€0
dans D’(2). Ceci se réécrit
A
uz + Al rot(Arot uz — f4) + N?Duz = fz — E—(]I +AMy) ' fa
0
A -1
— — (I + AMz)™" f2 (52)
€0
dans D' ().
Comme dans la section §3.2, nous posons
ug = fa— Arotug,
uz = ([4 AMa)~'(f2 + Ao why us),
Ul = (H+)\M1)71(f1 +)\50w21 U3).

Comme auparavant, on vérifie que uq, uz et u; sont dans LZ(Q2). Ensuite, on prouve
que les équations (37), (38) et (39) sont satisfaites. A I'aide de I'équation (52), on
conclut que ug € H(rot; Q). Finalement, pour terminer la démonstration, il faut
montrer que la condition de Silver—Miiller homogene ug A + cugT = 0 sur ['4 est
satisfaite.

On a
a(us,v) = L(v), Yv eV, (53)

Orsiv € ValorsvAn = 0sur I'p ce qui est équivalant & v+ = 0 sur I'p. En
appliquant la formule d’intégration par partie & (v, \rot ug — f4) € HY (rot; Q) x
H(rot; ), théoreme 2.28, 'équation (53) se réécrit comme

(uz |v) + AP[(rot(Arotus — f1) | v) + -, ((Arot uz — fa) A 7, UT) 70|
+ A2 (Dug | v) + Ac(uszT | VT)ir,

- (fslv)*g—);((]IJr)\Mﬂ_lﬁIv)*%((HvL)\Mz)_llev), Vo e V.

Celle-ci entraine d’apres I’équation (52)

Ac(ust |vT))p, + AeZ,, (Arot ug — fq) An,vT)0 =0, Yo eV,
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On rappelle que ug = f4 — Arot ug € H(rot; 2). Donc,

Ac(usT [ vT)p, — A%, (ug A n,vT)0 =0, VveV. (54)

Soit w € H2 (T 4). Par définition, w prolongé par 0 sur I'p est un élément de Hz (T').
Ainsi, il existe v € H'(2) tel que w = v|p. Donc, v = 0 sur Ip et vp € L(T), ce
qui nous donne v = 0 sur I'p et v € L2(T"). On en déduit alors que v € V, en
particulier v € HY (rot; ). Grace encore aux formules d’intégration par parties du
théoreme 2.28 et 2.25 appliquées a uy4 et v, il en résulte que

1a{Ua AR VT)rg = (ua AR, V) 5

Pour un v fixé, 'équation (54) se réécrit

(ust [v7))p, — c{ua A n,v>ﬁ%(FA) =0.
(

Or, v =wv1 4 (n-v)n et donc (uzt | v7);p, = (usT | v)p,. En particulier

(ust [ v))p, — c{ua An,v)~1 (55)

B3 (ra)
On rappelle que v|p = w. L’équation (55) donne

(usT [ W), — clua A n,w>ﬁ%(m) =

Comme w est arbitraire, on trouve ug+ — cug Am = 0 dans ITI*%(FA), ce qui est
Lo s cro1 .
équivalent & ug An + cugt = 0 dans H™2(T'4). Par conséquent, (us,uq) € H.

La démonstration est terminée.

A Taide des résultats de I'étude précedent, nous démontrerons dans la suite un
résultat important. Les hypotheses et les conclusions sont résumés ci-dessous.

Théoréme 3.11. Supposons ug = € D(Ay), c’est a dire

J1303J2;0€L2(Q)3

Ey, By € H(I‘Ot;Q),

EoAnn=0 sur TIp,
EoAn+ A eBor =0 sur Ta4.

Alors, il existe une et une seule u € D(Ag) solution du probléme d’évolution (34)
du régqularité

u € C([0,T]; X) N C([0,T]; D(As)),
c’est a dire
Ji,Jy € CY[0,T];L3(Q)),
E e C'Y([0,T;L?(Q)) N C([0,T]; HY (rot; ©)),
B < CY[0,T;L*(Q)) nC([0,T); H(rot; Q)).

Démonstration.

La démonstration est analogue a celle du théoreme 3.7. Elle découle de la pro-
position 2.4 et du théoreme de Hille-Yosida 2.5 avec I’aide des propositions 3.8 et 3.9.
|
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3.3.2 Condition aux limites d’onde entrante (Silver—Miiller non ho-
mogene)

Dans cette sous-section, nous supposons que g # 0. Bien entendu, nous devons
fournir une hypothese sur la régularité de g. Soit

g € W20, T; TT(C 4) + TC(L4)). (56)

Pour que le probleme puisse avoir une solution, il est naturellement nécessaire que
g soit la trace sur le bord I'4 d’une fonction définie sur €. La détermination de
cette fonction se fait en deux étapes. Dans la premiere étape, on va construire un
relevement. Et a la deuxieme étape, on appliquera ce relevement a la fonction g.

1RE ETAPE. On introduit I'application Z définie par
Z :H} (rot; Q) x H(rot; Q) — TT(T4)+ TC(T4)

(v,w) = 7 (v)+ cerr(w).

Z est une application linéaire continue. Soit (v, w) € HE (rot; ) x H(rot; Q) :

HZ('va)Hﬁ(FA)JrTc(FA) = inf {H'Ulllﬁ(FA) + leHTC(FA) vt wy = Z('an)}
v1ETT(T4)
wleTC(FA)
< I @)y, + 177 (@) o)
< C(H”HH(rot;Q) + Hw”H(rot;Q))'

On va établir maintenant la surjectivité de Z. Soit h € ’i‘\’I/‘(FA) + TC(Ty). I
existe hy € TT(T'4) et ho € TC(T'4) tel que

a—i—chvg:h, sur I'g.

On sait que Papplication 79 est surjective de HY (rot; Q) sur ﬁ(r A). Alors, il
existe hy € HY (rot; Q) tel que

hl/\’nzilz.

De méme, lapplication 74 est surjective de H(rot; Q) sur 'espace TC(T" 4). Ainsi,
il existe ho € H(rot; ) tel que

nA(ha An)= izvg sur I'4.
Autrement dit, il existe (hq, h2) € HE (rot; Q) x H(rot; Q) qui vérifie
hl/\n+Ch2T :h,

donc Z est surjective. D’apres le théoréme 2.33, Z est bijective de ker(Z)* dans
TT(T4) + TC(T'4). Alors, il existe une application linéaire

R:TT(C4) + TC(T4) — HE(rot; Q) x H(rot; Q)
qui vérifie
Z(R(h)) =h, YheTT(T,)+TCT ).

En appliquant le théoreme 2.32 de Banach—Schauder, on trouve la continuité de R.
L’application R s’appelle relevement.
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2F ETAPE. On rappelle que g(t) € ﬁ‘(l"A) + TC(T4). D’apres ce qui précede,
il existe (g5(t),g4(t)) € HY (rot; Q) x H(rot; Q) tel que

(93(1); 94(t)) = R(g(1)),
c’est-a-dire
gs(t) Am+cgyr(t) =g(t) surTyu, Vtel0,T].

Comme R est continue, la régularité de (g5, g,) découle alors du théoreme 2.30.
Soit

(95,9,) € W20, T; HY (rot; Q) x H(rot; Q2)). (57)

Ces résultats nous permettent, en utilisant le théoreme de Hille-Yosida et le théoreme
3.11, de démontrer que le probleme (49 — 50) admet une unique solution. Les hy-
potheses et les conclusions sont résumés ci-dessous.

Jlao

JQ)O

Théoréme 3.12. Supposons que ug = vérifie les hypothéses suivantes :

By

J1707J2;0€L2(Q)7

Ey, By € H(I‘Ot;Q),

EoAnn=0 sur I'p,
EoAn+cBor =g(0) sur Ty4.

Alors, il existe une, et une seule, solution uw du probléme (49 — 50) telle que ses
composantes ayant la régularité

2

J17J2 € Cl([OaT];Lz( ))a
E e CY([0,T];L(Q)) N C([0,T]; Hy (rot; ),
B < CY[0,T;L*(Q)) nC([0,T); H(rot; Q)).
Démonstration.

Nous introduisons ci-dessous des nouvelles inconnues

Jl* = Jl)
J2* = J2)
E* = FE—gs;,
B* = B-—g,.
Par ailleurs, nous pouvons reformuler comme suit le probleme ci-dessus. Nous cher-
Jqi*
chons u* = ‘2?* tel que
B*
w’ () + Aou'(t) = f(t) Vie[,T),
E*'An = 0 surlp,
E*An+cBY = 0 surlyh,
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ou

S0} wfﬂ gs

f _ €0 wfﬁ gs
—gh + ’rot g,
—g, + ?rotg,

J170
et avec la condition initiale u*(0) = E JZ; o | Nommons ce probleme (P).
07— 393

By —g4(0)

Par conséquent, nous retrouvons les conditions de Silver—Miiller homogene. 11 est
clair que ©*(0) € D(Az). Gréace a la régularité (57) de (gs,94), on déduit que
f € WL1(0,T;X). Toutes les hypotheses du théoreme 2.6 de Hille—Yosida sont

vérifiées, le probleme (P) admet une unique solution u* = de régularité

u” € ([0, T]; X) N C([0,T]; D(A2)).

J1
J5
E* +g;
B* +g,
vérifie les conditions aux limites (50). Pour avoir I'unicité, on suppose qu’il existe
une autre solution u. Alors, u — u est solution de I’équation (49) avec une donnée

initiale nulle. Ce qui nous donne 'unicité.

De 14, on conclut existence de u = solution de ’équation (49) qui

4 Vérification des autres équations du modele

Ici, nous voulons montrer, mathématiquement, que les équations (10) et (11),
les contraintes, sont bien vérifiées. Aussi, nous intéresserons d’un point de vue
mathématique a I’établissement de la condition naturelle (18) dans le cas du conduc-
teur parfait et le cas Silver—Miiller.

Nous posons

2
p::ZpS7 J::ZJS.
s=1

4.1 Conditions de divergence

Théoréme 4.1. Supposons qu’on a

{ div Ey = £-p(0), divBo =0
9t 4 divJ(t) =0, tel0,T],

alors, pour tout t € [0,T]

div E(t) = —p(t) et divB(#) = 0.
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Démonstration.

Soit t € [0,7] fixé. On commence d’abord par montrer que div B(t) = 0. On
sait que B(t) vérifie

OB(t)

ot = —rotE(t).
En appliquant la fonction divergence, on obtient
div(%B(t)) = —divrot E(¢)
= 0, (58)
Or, au sens de distribution, on a
0] 0]
div(=B(t = —(divB(t));
VS B() = £ (divB();

alors de I’équation (58) on déduit que

%(div B(t)) = 0.

Il existe donc une fonction ¢ définie sur 2 indépendante du temps telle que div B(t) =
¢ pour tout t € [0,7]. Or div By = 0, par conséquent div B(t) = 0 pour tout
t € 0,7

Maintenant, on va montrer que div E(t) = %p(t). On revient encore a utiliser
les équations de notre modele. On a
OE(t) 5 1
= tB(t) — — J(t
o) = ErotB() - — (1),
et donc
OE(t 1
div( 815 )) = ¢ divrot B(t) — — div.J(t). (59)
€0

Or, div(aggt)) = %(div E(t)) et divrot B(t) = 0, au sens de distribution. L’équation

(59) donne

0, .. 1.
E(dlvE(t)) = div J(t).

En utilisant ’hypothése 6’3—(;) + div J(t) = 0, il résulte que

9 1 0p(t)

Alors, il existe une fonction d définie sur 2 et indépendante du temps telle que
div E(t) = & p(t) + d. La condition initiale div Eg = - p(0) donne d = 0. Enfin,
on adiv E(t) = % p(t) pour tout ¢ € [0,T].

4.2 Conditions aux limites

4.2.1 Conducteur parfait

Théoréme 4.2. Supposons qu’on a Bg-nyr =0
alors,

B(t)-np =0, Vtel0,T).
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Démonstration.

Soit t € [0,T]. On a E(t) € Ho(rot; Q). Alors rot E(t) € L?(Q). D’apres la
proposition 2.13 , divrot E(t) = 0, au sens de distribution, qui est dans L?(£2). En
conséquence, rot E(t) € H(div; Q). Maintenant, on veut montrer que rot E(t)-n =
0. D’apres la deuxieme formule d’intégration par partie, théoreme 2.25, on a

(rot E(t) | grad g1) + (divrot E(t) | 1) = (rot E(t) -n,g1) Vg1 € HY(Q).

1
H2(T)’
Ce qui donne

(rot E(t) | gradg;) = (rotE(t) -n,g) Vg, € HY(Q). (60)

H%(F)’

On considere g; € HY() et on pose g, = grad g;. Alors g, € L?(Q2) et la proposi-
tion 2.13 montre que rot g, = 0; qui appartient & L(£2). Donc g, € H(rot; Q). On
revient encore aux formules des intégrations par parties, théoreme 2.26, on obtient

(E(t) | rot g,) — (rot E(t) | gy) = 0.
Il en résulte que
(rot E(t) | g2) = 0,
et donc,
(rot E(t) | grad g;) = 0. (61)
En injectant 'équation (61) dans (60), on trouve

(rot E(t) - n, g1) =0. (62)

H? (I)
On sait que l'application trace v : v € HY(Q) ur € H%(I‘) est continue et
surjective, alors pour g € H%(F) il existe g1 € H'(Q) tel que g = g1r-

L’équation (62) se réécrit

(rot E(t) - n, g>H = 0.

(D)

Celle-ci implique, puisque g est quelconque, que rot E(t) -n = 0 dans H~2(I'). On
déduit que rot E(t) € Ho(div; ).

On rappelle qu’on veut montrer que B(t)-nr = 0. Pour cela on va utiliser I"équation

0B()
5 = —rot E(t). (63)

D’apres le théoreme 3.7, on a B € C([0,7];L%()) et du théoréme 4.1, on a
div B(t) = 0 donc B(t) € H(div; Q). Par conséquent,

B ¢ C'([0, T]; H(div; Q). (64)

Or, d’apres le théoreme 2.16 Papplication v, est continue de H(div; Q) dans H-z (T).
Le théoréme 2.30 et (64) impliquent que

B -nyr € CY([0,T); H™2(I)).
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D’ou

O (B ) € C0.TEHHD). (65)

On applique maintenant (26) & v, et B; on déduit que

o  0B(1)
a B ="

‘n (66)

dans D’'(J0, T[;H 2 (I)). L’équation (65) et (66) donnent alors

dB(t)
at

‘nyp € C([0,T); H™2 ().

D’autre part, appliquant la trace normale 7, & (63) de deux c6tés, on trouve

dB(t)
ot

‘n = —rotE()  -n
= 0
dans H~z(I'). On obtient done, d’apres (66),

)
S (B(t) - myr) = 0.

Comme By -nr = 0, on conclut que B(t)-n pr = 0. Or ¢ est quelconque, alors cette
condition aux limites est bien vérifiée pour tout ¢ € [0, 7.
|

4.2.2 Silver—Miiller

Théoréme 4.3. Supposons qu’on a B -nyr, =0
alors,

B(t) - nr, =0, Vite [0,T7].
Démonstration.

Soit t € [0,T]. Alors E(t) € HE (rot; ). D’apres la démonstration précédente,
nous avons rot E(t) € H(div; Q) et ’équation

(rot E(t) | gradg;) = (rotE(t) -n,g1) Vg € HY(Q). (67)

H%(F)’

Prenons maintenant g; € H*(£2) et notons g, son gradient. Ainsi, g, € H(rot; ).
Appliquons-nous la formule d’intégration par partie (24) a (E(t), g,), nous trouvons

(E(t) | rot g,) — (rot E(t) | g2) = o (E(t) A1, gor)ra,

ce qui implique

(rot E(t) | g2) = —

Ainsi, nous obtenons la relation

o (BE() Ay gor)ma-

A

(rot E(t) | grad g1) = —q (E(t) A, (grad g1)1)r,- (68)

Les équations (67) et (68) nous permettent d’écrire

(rot E(t) - n, gl>H%(F) —0(E(t) An,(grad gi)t)r., Vo1 € HY(Q). (69)
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Soit g € Hz(I'p). Alors, g prolongé par 0 sur I'y appartient & Hz (I'p). Donc, il
existe g1 € HY(Q) tel que g = g1jr, ce qui nous donne gy p, = 0. Dans ce cas
(rot E(t) - m, q1)

= (rot E(t) - n, g1)~ (70)

13 (1) brp)y
L’équation (69) se réécrit, & 1’aide de I’équation (70),
<I‘Ot E(t) 'n’gl>ﬁ = 71 <E(t) AT, (gradgl)T>7TA

= 0.

3(Tp)

Or, g1 = g donc

(rot E(t) - m,9) 0.

LGS

g est arbitraire, nous trouvons alors rot E(t) - n = 0 dans ﬁfé(l"p). Dans les
deux cas de Silver—-Miiller, homogene et non homogene, nous avons montré que
B € CY0,T;L%(9)) ; et comme nous avons toujours div B = 0, donc

B € CY(0,T; H(div; Q)). (71)

Or, 7, est continue de H(div; €2)) dans H=2 (I'p). Pour le prouver, il suffit d’utiliser
la formule d’intégration par partie. Donc, a l'aide du théoreme 2.30 et 1’équation
(71), nous obtenons

B-n, € CY(0,T;H 2(T'p)).

Il en résulte que

0 ~ 1
&(B . ’I’L‘FP) S C(O,T;H_a(l—‘p)),

et de I’équation (66) nous déduisons
0B ~ 1
27 Mre € C(0,T;H™=(I'p)).

En résonnant maintenant comme la démonstration précédente et en utilisant I’équation
de Maxwell Ampere (63), nous prouvons que

0

S(B(t) - myr,.) = 0.

Il existe une fonction c définie sur et indépendante du temps tel que B(t)-nr, = c.
La condition initiale Bg - njp,, implique que ¢ = 0. Comme ¢t est arbitraire, nous
déduisons que

B(t) -nyp, =0, Vtelo,T].

D’ou le résultat cherché.
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