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ANALYSE ASYMPTOTIQUE ET GEOMETRIQUE DE LA TOMOGRAPHIE
REFLECTIVE

JEAN-BAPTISTE BELLET

RESUME. La tomographie réflective est une heuristique d’imagerie optique performante, en cours
de développement. Elle est validée par I’expérience, mais doit étre étayée mathématiquement : elle
repose sur l'usage d'une inversion de Radon en dehors de son cadre habituel. On cherche donc a
justifier ce procédé dans un cadre mathématique. Pour y parvenir, on propose une analyse asympto-
tique haute-fréquence de la rétroprojection filtrée réflective. On obtient un développement asymp-
totique ponctuel, dont les contributions sont issues des singularités des projections. En examinant
les ordres les plus élevés, on obtient une description géométrique et quantitative des parties de la
scéne correctement imagées, et aussi des artefacts. Résultats numériques & I'appui, cette approche
décrit pertinemment différents cas canoniques de tomographie réflective. L’analyse effectuée parait
importante dans une perspective de perfectionnement des algorithmes de tomographie réflective.

1. INTRODUCTION

1.1. Tomographie réflective. En optique, reconstruire un milieu & partir d’'images en intensité
est un réel défi, trés important pour les applications. Durant ces trente derniéres années, différents
auteurs se sont intéressés & une solution, baptisée tomographie réfiective. L’idée est d’appliquer un
algorithme de reconstruction tomographique, une rétroprojection filtrée, a des données réflectives.
Ce concept a été introduit a la fin des années 80 pour différents types de données laser [7]. Il a été
utilisé en imagerie de satellite 8], et il est I'un des ingrédients d’une méthode d’imagerie optronique
3D récente [2,3]. En somme, la tomographie réflective est une heuristique de reconstruction, efficace
et stable, éprouvée par 'expérience.

1.2. Fossé mathématique. Cependant, a la connaissance de 'auteur, il reste & apporter des ga-
ranties mathématiques a cette heuristique. En effet, les théorémes usuels de tomographie concernent
I'inversion de la transformation de Radon [9]. Ils ne justifient pas l'usage de la rétroprojection filtrée
sur des données réflectives, puisqu’elles ne résultent pas d’une transformation de Radon. Cet article
s’inscrit dans une démarche visant a combler ce fossé. La premiére étape a fait l'objet de la note [1];
elle consiste & formuler un modéle mathématique de tomographie réflective, réaliste et exploitable.
Au passage, dans cette note, on interpréte intuitivement la reconstruction heuristique, a I’aide d’ac-
cumulation /compensation de termes cohérents/incohérents. Dans cet article, on va aboutir a ce type
de conclusion avec davantage de rigueur : par des calculs asymptotiques de type phase stationnaire.

1.3. Stratégie proposée. Puisque les données réflectives ne sont pas de Radon, on considére la
rétroprojection filtrée comme un opérateur direct qui leur est appliqué, sans utiliser explicitement
que c’est un opérateur d’'inversion de Radon. D’autre part, comme il est souvent d’usage en Mathé-
matiques, on propose une analyse asymptotique. Il s’agit donc d’étudier asymptotiquement 'effet de
la rétroprojection filtrée sur des données réflectives. Le cadre retenu est le suivant. On suppose que
la projection réflective d'une scéne, en continu, est injectée dans une rétroprojection filtrée, avec un
filtre de support fréquentiel borné. On s’intéresse a 'asymptotique haute fréquence, dans le sens ot
la plus grande fréquence du support du filtre tend vers l'infini. L’étude est menée ponctuellement.

1.4. Résultats principaux. Les quatre résultats principaux de cet article sont les suivants.

Le premier résultat important (page 4) est une hypothése sur la structure de la projection ré-
flective, en lien avec la géométrie de la scéne projetée. Cette hypothése généralise la projection des
silhouettes d’un convexe.
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Le deuxiéme résultat est un développement asymptotique mono-fréquentiel (Théoréme 3.13) ; il
exhibe une structure en superposition de termes algébriquement décroissants et de termes oscillants.
Les différentes contributions, obtenues par une formule de type phase stationnaire [5], sont issues
des courbes de singularité, identifiées dans ’hypothése structurelle susmentionnée.

Le résultat le plus important est un développement asymptotique ponctuel de la rétroprojection
filtrée réflective (REBP) : Théoréme 4.4. Il est obtenu par la méthode des transformées de Mellin [4],
& partir du développement mono-fréquentiel.

En corollaire (Corollaire 4.6), on obtient une quantification asymptotique ponctuelle d’une in-
version de type Radon, appliquée a des données réflectives. On obtient notamment une description
géométrique de I'ensemble des points ol 'ordre, en le paramétre asymptotique, y est le plus élevé.

1.5. Organisation. Le corps du texte s’articule somme suit. D’abord, on modélise la tomographie
réflective. Ensuite, on détermine les développements asymptotiques, mono, puis multi-fréquentiel.
Enfin, on examine 'impact de ces résultats sur différents cas canoniques, et on valide numériquement
I’approche. En annexe, on trouvera des compléments qui facilitent la compréhension.

2. PROJECTION REFLECTIVE

2.1. Tomographie réflective. On propose un modéle continu d’acquisition de tomographie ré-
flective, et on formule I’heuristique de reconstruction associée.

On considére une scéne d’objets opaques dans une enceinte, en deux dimensions, que I'on projette
en réflexion de maniére similaire a la note [1]. On suppose que ’on mesure ainsi un réflectogramme
P:(0,s) € ©x[—R,R] — P(0,s), ol © = [Onin, Omax] C [0,27] est un intervalle d’angles, et R > 0
est la demi-largeur d’un écran de projection.

Notation. On convient d’identifier un angle § € © avec le vecteur (cos,sinf) € S!, et on note
L la rotation de centre 0 et d’angle 7/2. En particulier, © = {(cos,sin6),0 € [fumin, Omax]},
0 = (cosf,sinf) et 6+ = (—sin 6, cosh).

Plus en détails, on note 90 = W U JS, ou OW est le bord de I'enceinte et 95 est le bord des
objets de la scéne. Comme sur la Figure 1, pour chaque angle § € ©, et chaque s € [-R, R], on
projette la scéne dans la direction —@+, le long de la droite 2 -0 = s. Sur un écran paralléle a 6, situé
entre les objets et I’enceinte, on enregistre P(6,s) = f(0,y(0,s)), avec y(0,s) € {x € 90 : x - = s}
le point visible de la scéne, et f : (©,00) — R une fonction contenant la “physique” du probléme.
Par opacité des objets, sur le rayon x - @ = s, le point visible est le dernier point de 9O lorsque 1'on
parcourt le rayon dans la direction —6-.

FIGURE 1. Projection réflective pour un angle 6 € O : 'enceinte OW et la scéne
08 sont projetés dans la direction —f+ sur un écran, le long des rayons = - 6 = s,
avec s € [—R, R]. L’ensemble des points visibles projetés y(6,s),s € [—R, R], est
représenté en gras. Les pointillés représentent deux rayons de projection, des points
visibles y(0, s) et y(0,s") vers I'écran.

On pose le probléme d’imagerie suivant : reconstruire les objets de la scéne 95, connaissant
la projection réflective P sur © x [—R, R]. La géométrie d’acquisition rappelle ’acquisition de la
transformée de Radon : la scéne est projetée le long de rayons paralléles. Comme cela a été fait
dans les références, une heuristique de reconstruction consiste & appliquer un algorithme de type
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inversion de Radon : une rétroprojection filtrée. Cette heuristique calcule donc une reconstruction
dont la forme est donnée par la définition suivante.

Définition 2.1. Soit P un réflectogramme intégrable sur © x [—R, R]. Soient © > 0 et ¢ une

fonction paire a valeurs réelles, réguliére sur [0, 1]. Soit un filtre de support spectral contenu dans
[—Q,Q], associé & ¢ :

1 LN !
Ya(s) == 20 /Q w(ﬁ)e do = /0 Y(0) cos(Qos)do.
On appelle rétroprojection (¢q-)filtrée de P la fonction bi-dimensionnelle :
R*[P*1q) : 2 € R? s R¥[P % ¢q](x) = / / P(0,s)pa(x -0 — s)dsdf.
o J|-RR]

Ainsi, en tomographie réflective, on mesure un réflectogramme P; la reconstruction heuristique
R*[P % 1q] de la scéne est obtenue en deux temps : d’abord on filtre les données P en la variable
spatiale s, par un filtre ¥q, puis on applique une rétroprojection, opération adjointe de la transformée
de Radon R.

Bien stir, la reconstruction dépend du choix du filtre 1q. Les filtres tomographiques usuels sont
obtenus en choisissant 1) sous la forme ¢ = || h, avec h une fonction de fenétrage paire, réguliére sur
[—1, 1] ; ils ont été congus pour inverser des données de Radon. Pour 'heuristique étudiée, ils ne sont
peut-étre pas les meilleurs possibles, puisque P n’est pas une transformée de Radon. C’est la raison
pour laquelle la forme que nous retenons pour le filtrage ¢ est plus générale. Nous considérons dans
cet article le filtre ¥ comme un parameétre de la reconstruction, sur lequel il sera possible d’agir
dans des travaux futurs; nous exprimerons nos résultats en fonction de ce filtre.

Par ailleurs, la demi-largeur €2 de la fenétre fréquentielle de ¥ joue le réle d'un parametre de
résolution. En pratique, lorsque P est connue sur une grille discréte, €2 ne peut pas dépasser la
fréquence de Shannon-Nyquist associée & la discrétisation de P en la variable s. Dans ce travail
académique, on suppose que P est connue en continu, et I’on s’intéresse au comportement de la re-
construction lorsque le parameétre de résolution €2 devient grand. Le but principal est de déterminer,

en fonction de la position du point z € R?, un développement asymptotique de la reconstruction
R*[P * ¥q](z), lorsque Q — 0.

2.2. Structure d’un réflectogramme. On établit quelques hypothéses de travail sur la structure
de la projection réflective P, valables en particulier pour la projection d’un convexe régulier.

2.2.1. Silhouette d’un convexe. Le résultat suivant précise la forme du réflectogramme P lorsque
I’on mesure la silhouette d’un seul objet convexe, comme sur la Figure 2.

Proposition 2.2. Soit S C R? un conveze compact d’intéricur non vide, dont lensemble des points
extrémauz est Z C 0S. On mesure la silhouette de S, sur un écran suffisamment grand, sur un tour
complet : flaw =0, flas =1, S C {|z| < R} et © = St. Soit 6 € ©.
1. On peut poser sg(0) := min{s : SN{z-0 = s} # 0} et 54(0) := max{s: SN{x-0 = s} # 0}. On
dénombre exactement deux hyperplans d’appui de S dirigés par 6+ : z -0 = 54(0) et x-0 = s4(0).
2. La projection de S sur ’écran dirigé selon 6 est constante par morceaus :
P(G, ) G [—R, R] — P(&, S) = ﬂ[Sg(e),Sd(e)](S)'

3. La projection P(0,-) saute en s, si, et seulement si, il existe un point extrémal z € Z tel que la
droite x - 0 = s est un hyperplan d’appui de S en z; dans ce cas, s = z - 0.

Démonstration. 1. S est borné et d’intérieur non vide donc E = {s : SN{z -0 = s} # 0} est
non vide, borné, et ses bornes vérifient s4(f) := inf E < sup £ =: s4(f). Dans E, on fixe une
suite minimisante (s,) qui converge vers s4(f). Alors il existe une suite de points de S, (z,),
telle que zy, - 0 = sp,n > 0. Quitte & extraire une sous-suite, par compacité de S, (z,) converge
vers & € S, avec, a la limite, & - § = s4(6), et donc la borne inférieure est atteinte. L’hyperplan
x -0 = s4(0) est un hyperplan d’appui de S : il intersecte S en &, et par construction de s4(f),
S C{z :x-0 = s4(0)}. On procéde de maniére analogue pour ’hyperplan z - 0 = s4(0).
Enfin, les hyperplans d’appui = - 0 = s4(0) et « - 0 = 54(0) sont les seuls orthogonaux a 6 : si
s & [sq(0),54(0)], alors x - = s n'intersecte pas S, et si s € (s4(6),s4(0)), alors z -6 > s ne
contient pas SN {z -0 = s4(0)}, et -0 < s ne contient pas SN {x -0 =s4(0)}.
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i i | sq(0) sa(0)

o]

0 écran

FI1GURE 2. Projection de la silhouette d’un convexe compact S, pour un angle 6 € O.
A gauche : points extrémaux Z C 95 (en gras), et hyperplans d’appui dirigés par 6+
(en pointillés). A droite : silhouette associée P(6,s) = L5, (0),50(0))(5), 8 € [- R, R].

2. Si s & [s4(0),sq(0)], alors x - = s n’intersecte pas 9S C S, donc y(6,s) € OW, puis P(0,s) =
flow (0,y(6,s)) = 0. Sinon, le rayon = -0 = s intersecte 95 au point visible y(0, s) = &, vérifiant :
# minimise & - 0+ sur SN {x -0 = s}; puis P(0,s) = flas(0,y(0,s)) = 1.

3. D’aprés (ii) et (i) : P(0,-) saute en s si, et seulement si, s € {s4(60), s4(0)}, soit - = s est un
hyperplan d’appui de S. On conclut car un hyperplan d’appui H de S posséde toujours au moins
un point extrémal z € Z : les points extrémaux de H NS sont extrémaux pour S.

d

La proposition précédente détermine les points singuliers d'une coupe (6 fixé¢) dans le réflecto-
gramme P. En faisant varier 6 et en regroupant les points singuliers issus d’une méme portion
réguliére de Z, et ceux issus d'un méme sommet de Z, deux types de courbe de singularité appa-
raissent naturellement dans le réflectogramme P. Chacun de ces deux cas est réalisé pour ’exemple
de la Figure 2.

Proposition 2.3. Sous les hypothéses de Proposition 2.2. On suppose existence d’une courbe
régulicre z = {2(0),0 € [0o,01]} C Z, avec 0y < 6, telle que pour tout 6 € [0y, 0:1], 2(6) # 0O
et 2(0) - 0 = 0. Alors pour tout 0 € [0y, 0], la tangente (2(0),2(0)) est un hyperplan d’appui de
S en z(0), dirigé par 0+, et donc le réflectogramme P est singulier en chaque point de la courbe

Fa(z, [00,01]) = {8 = Z(@) 0,0 € [90,01]}.

Proposition 2.4. Sous les hypothéses de Proposition 2.2. On suppose ’existence d’un sommet
z € Z el d’angles Oy < 01 tels que les droites x-0 = z-0,00 < 0 < 01, sont des hyperplans d’apput de
S en z. Alors le réflectogramme P est singulier en chaque point de la courbe T'y(z, [0, 01]) := {s =
z-0,0 € [90,91]}.

En somme, nous avons introduit deux familles de courbes de singularité, dans le cadre de la
projection de la silhouette d’un convexe. La premiére provient de la projection des enveloppes de
familles de droites tangentes ; la deuxiéme provient de la projection des sommets.

2.2.2. Extension. L’usage de ces deux types de courbes couvre en fait des cas plus généraux.

En effet, d’'une maniére générale, pour une physique f réguliére par morceaux et une géométrie
00 multi-objets, on s’attend a une projection P réguliére par morceaux, ou les discontinuités de P
sont reliées aux hyperplans d’appui locaux de la scéne 95 (voir Figure 3), et aux discontinuités de
f- Fondamentalement, un morceau z convexe régulier, situé au premier plan, et qui occulte 'arriére
de la scéne, générera une courbe de la forme I'y(z,[0p, 01]). Et un point z, visible et singulier sur
toute une plage angulaire, générera une courbe de la forme I'y(z, [0p, 01]) ; ce cas traite les coins de
00 et les points de saut de f. A partir de ces considérations empiriques, on formalise une hypothése
sur la structure du réflectogramme P (voir Figure 4) :

Hypothése. Soient une scéne et une physique (00, f), un ensemble d’angles © = [Onin, Omax] C
[0, 27] avec Omin < Omax, et une demi-largeur d’écran R > 0. Soit le réflectogramme associé P, sur
le rectangle D = © x [—R, R|. On suppose que la structure de P vérifie les hypothéses suivantes.
P est réguliere par morceaux sur D : il existe une famille finie d’ouwverts réquliers (X;), deuz a
deus disjoints, telle que D = U;%;, et chaque P|Ei est prolongeable en une fonction réguliére. Ce
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FIGURE 3. Pour un angle 6 de projection, le point visible y(6, s) € 9WUAIS parcourt
la zone en gras. Les pointillés représentent les rayons x - 6 = s ou y(0, s) saute. A
gauche, ils sont tangents & un convexe ; a droite, ils passent par un coin.

découpage fait intervenir un ensemble fini G de courbes, définies & partir des interfaces entre des

morceaur distincts, de la forme 0%; N 0%}, et de segments sur le bord OD. On suppose que le bord

de chaque morceau X; est une réunion de courbes de G, el que chaque courbe I' € G est de l'une des

forme suivantes :

a) Ta(2,00) = {(0,s) : s = 2(0) - 0,0 € §©}, o1 00 = [0p,01] C O, {2(0),0 € 00} C 0O est une
courbe réguliére telle que pour tout 6 € 60, 2(0) #0 et 2(0) -0 =0,

b) Ty(2,00) ={(0,s): s=2-60,0 € 6O}, ou 6O = [0y, 61] C O, et z € DO,

¢) Te(r,00) ={(0,7),0 € 6O}, avec 6O = [0y,01] C © et r € {—R, R},

d) Tq(B,[s0,s1]) = {(5,3),s € [s0,51]} avec B € {Omin, Omax} €t [s0,51] C [-R, R].

Les courbes de type a) ou b), comme nous ’avons vu, proviennent de la géométrie dO de la scéne
et de la physique f. Les autres types sont liés aux limitations de I’acquisition : troncature sur [— R, R]
des projections en l'espace pour les segments de type c), et troncature sur © du réflectogramme en
Pangle pour ceux de type d). Ces hypothéses de travail constituent un cadre d’étude agréable, et
plutét général ; elles seront satisfaites pour les cas canoniques de la derniére section. On supposera
désormais que nous sommes dans ce cadre.

R

reg

—R

emin emax

FicuRrRE 4. Hypothéses : le réflectogramme P est régulier par morceaux sur © x
[—R, R], et le bord de chaque morceau ¥ s’obtient par réunion de courbes I' € G.

Remarque. 1l est toutefois possible de construire des réflectogrammes qui n’entrent pas complétement
dans le cadre étudié : ’hypothése formulée ne permet pas de gérer les annulations de courbure sur
le bord d’un convexe régulier, comme en témoigne la Proposition 2.5 ci-dessous. .

Le résultat (préliminaire) suivant précise le repére de Fresnet et la courbure pour une courbe z a
Porigine d'une courbe I'y(z,00) :
Proposition 2.5. Soient 60 = [0y, 01|, et une courbe {z(0),0 € 6O}, réguliére telle que pour
tout 0 € 50, 2(0) # 0 et 2(0) -0 = 0. En 2(0), le repére de Fresnet est (2(0),n0+, —n0), avec
n = sign(2(0) - 61), et la courbure est ﬁ > 0. En particulier :

2(0) = —%(19)9% 2.1)
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ot k(0) := |2_(;7)‘ représente une courbure algébrique.

Demonstmtz’on On introduit une abscisse curviligne ¢ sur la courbe réguliere {z(0),0 € JO} :

fe |2(t)| dt, de dérivée 35 = |2(0)| > 0, et on pose y(£(0)) := z(#). La tangente unitaire en
(9) =) est T(¢) := 4(¢) = I.Ez;\ et la normale unitaire est N(£) := T(£)*+. Or, 2(9) -6 = 0,
donc T'(¢) - = 0. Alors, T(£) = nf+ et N(£) = —n0, ot n = sign(2(0) - 0+). La courbure de ’objet

en y(¢) est définie par k,({) := ﬁz = ﬁ, et la dérivée de la tangente est §(¢) = k,(¢)N(¢). On
obtient immédiatement Z(6) = m(@l) 0+ pour k(0) := —nr~(£(0)). O

Remarque. On aurait pu regrouper les courbes de type a) et les courbes de type c) dans une méme
classe : elles s’écrivent toutes sous la forme s = z(0) - 6 avec z(#) comme dans la Proposition 2.5
(2(0) = £RO pour une courbe de type c)). On préfére toutefois distinguer deux classes de courbes,
car elles ont une origine différente. Cela permet d’isoler D'effet de la troncature spatiale. "

2.3. Propriétés géométriques. Précisons quelques propriétés géométriques sur les courbes de
singularité du réflectogramine.

L’ensemble des droites qui passent par un point € R? correspond a une sinusoide associée a x :
{(0,s) : x-0 = s}. Alors, par définition méme, une courbe I'y(z,00) est un morceau de la sinusoide
associée au point z. Tandis que si I' = I',(z,00), on montre qu’en chaque point (0*,s*) € I', T est
tangente & la sinusoide du point z(6*) :

Proposition 2.6. Soit I' = I'y(2,00). Pour tout (6*,s*) € I', I' est tangente en (0*,s*) a la
sinusoide de z(0*) : s = z(0%) - 0, avec contact d’ordre 2

Démonstration. On s’intéresse au contact entre les courbes s = z(0) -0 et s = z(6*) - 0, en 0* € §0O.
On pose donc d : 0 — 2(0*) -0 — z(0) - 6. 11 s’agit de montrer que d(6*) = d'(6*) = 0 pour
la tangence, puis d”(6*) # 0 pour l'ordre du contact. Evidemment, d(6*) = 0. Pour la dérivée,
d'(0) = (2(6%) — 2(0)) - 0+ — 2(0) - 0 = (2(6%) — 2()) - 0+, puis d'(6*) = 0 Enfin, la dérivée seconde
est d"(0) = —(2(6*)—2(0))-0—2() -6+ et donc d”(0*) = —2(6*)-0*+ = # 0 (d’apres (2.1)). O

5(9*)
On munit les courbes de G d'une abscisse curviligne :
Notation. Pour toute courbe I' € G, on considére I’abscisse curviligne ¢ € [0, |T'|] suivante :
fa V1+ Y-ab)2da  siT =Tg(z,[00,601]), £0)=0—0y siT =T.(r [0,01]),
fe mda si' =T4(z,[00,01]), £(s)=s—s0 sil =Tq4B,]s0,s1])-
Définition 2.7. Pour tout point = € R?, fixé, on pose
v:(0,5) €©® X [-R,R|— ¢(0,s) =x-0 —s.
En plus, pour I € G, en (6, s) = (0(¢),s(¢)) € I d’abscisse curviligne ¢, on pose ¢(¢) = ¢(0(¢), s(¥)).

Pour aller plus loin que la Proposition 2.6, on décrit plus généralement le contact entre une
courbe I et les lignes de niveaux de ¢(6,s) = z - — s, pour un point x € R?. En notant Cg la
ligne de niveau ® de ¢ : -0 — s = @, C est la sinusoide représentant = (ensemble des droites qui
traversent z), et Cgp est Cy translatée de vecteur (0, —®). Lorsque ¢ est constante sur une courbe I,
I" coincide avec une portion de courbe Cg. Plus généralement, en (6%, s*), 'ordre p* > 1 d’annulation
de £ — ¢(0(¢),s(¢)) — p(0*, s*) représente 'ordre du contact de I' avec la ligne de niveau Cy g« +)-
Le résultat suivant précise I’ordre du contact en fonction de x et du type de courbe.

Notation. La droite d’origine z € R? et dirigée par 6 € S!, est notée (z,6).

Proposition 2.8. Soit I' € G. Soient x € R?, ¢(0,s) = -0 —s et p : £ +— p(0(¢),s(£)). Soit
(0%, %) = (0(£*),s(¢*)) € T tel que p — @(£*) s’annule o ordre p* > 1 (éventuellement infini).
a) SiT =T4(z,00), alors
pr=1, sixz¢ (2(0%),0%),
/0 :27 $LT € (2(9*)79*)\{33(9*)}7
>3, sixz=ux(0"):=2(0%)+ %
ot z(0%) est le centre de courbure de z(0),0 € 6O, en 0*;

0",
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b) siT' =T%(z,00), alors

1, six ¢ (z,0%),
pr=142, size(z,0%\{z},
00, ST =z

c) siT'=T¢(r,00), alors
1, stz ¢ (0,0%),
pr=22  size(0,0%))\{0},

oo, six=0;

d) si ' =T4(B,[s0,51]), alors p* = 1.

Démonstration. Soit d : £ € [0,|T']] — B(£) —@(£*). p* > 1 est le plus petit entier tel que d®™)(£*) # 0
(et d(£*) =d'(0*) = --- = dP" =D (*) = 0), ou est mﬁnl si toutes les dérivées sont nulles.

a) Si ' = Ty(z, 5@). Pour (0,s) € T, ¢(0,s) = (x — 2z(0)) - 6 puis d'(¥) = 32(I —z(0)) -0
avec 9 = (1 + (2(9) - 64)*)~Y2. Donc d'(¢*) = 0 & (z — 2(6*)) - 0*L = 0. Donc p* = 1 s
x §Z (2(07),0 ) Sinon, x € (2(0%),6%), d'(£*) = 0, et p* > 2. Dans ce cas, d"({) = gzgd’(ﬂ)(‘éz) 1
( ) [2(0) - 0+ + (z — 2(0)) - 0], avec d'(¢*) = 0, et () - 6+ = —ﬁ (d’apres (2.1)). Ici, = €
(2(0*),0%) est de la forme z = z(0*) + af* avec a une constante. Alors d”(¢*) =0 < a = H(é*). Et
donc, p* =2si a # 59*), et p* > 3 sinon.

b) SiT' =TI'(z,00). Pour (6,s) € T, p(4, 3) ( z)-0.Siz = z, alors ¢ = 0 sur I donc p* = 0.
Sinon, la dérivée est d'(¢) = % (z—z)-0+ avec 9 # 0, et donc d'(£*) = 0 & (z— z) 0 =0, i.e pf =
1<z ¢ (2,0%). Dans le cas = z 4 af* avec a # 0, alors d”(¢) = ﬁgd’(ﬁ)(gz) — (99)2(z — z) 6.
Par conséquent, d”(¢*) = —(g—z)%z # 0, donc p* = 2.

c) SiT = T¢(r,d0). Pour (0,s) € T, p(0,s) = -0 —r. Si x = 0 alors ¢ est constante sur
I et donc p* = oco. Sinon, d'(¢) = 9%z - 6+ avec 9% +# 0, et donc d’(f*)2— 0z -0+ =0, ie.
p* =14 x ¢ (0,0%). Dans le cas contraire, © = af* avec a # 0, d"(¢) = ?Mg 0+ — (%
a"(0*) = —(99)2a #£ 0, donc p* = 2.

d) SiT =T4(8,[s0,s1]). Pour (0,s) €T, ¢(0,s) = x-f—s, puis d' ({) = —% #0,doncp*=1. O

8Y2z -0, puis

2.4. Application. La structure supposée de P permet de reconstruire une partie de la scéne.

Admettons que 'on dispose d’un moyen de segmentation performant pour partionner I'image P,
et ainsi déterminer les courbes de G. Alors on connait les courbes de la forme I'5(z,00) et de la
forme T'p(z,00). Elles sont de type I' : s = s(0), 6 € 00, avec

ds(0)
do

En connaissant I', on connait s(6); la pente dz de la tangente a I' peut étre déduite par dérivation
numérique de s. Ceci permet donc de remonter & z.

Ces considérations d’ordre géométrique fournissent un moyen de reconstruction des courbes
z(0),0 € 6O, a l'origine des courbes de type a), et des points isolés z a l'origine des courbes de
type b). Cette méthode peut étre considérée comme complémentaire & la reconstruction par to-
mographie réflective. Elle est plus simple & comprendre, mais plus difficile & mettre en ceuvre : la
difficulté a été déplacée dans le probléme de segmentation de P. Nous verrons que RFBP permet
en fait de mettre en évidence les mémes points, mais sans avoir a segmenter.

2(0) = s(0)0 + —>20+.

3. ASYMPTOTIQUE MONO-FREQUENTIELLE

3.1. Motivation. En proposant un schéma de preuve du résultat principal de cet article, on met
en évidence le role de la contribution de la fréquence A > 0 :

h(xz; ) == /P(G,s) cos(Ap(0, s))dsdb.

En effet, pour tout point 2 € R? et toute fréquence Q > 0, RFBP est :

1 1
R*[P *vq](x) = /P(G,s)/o (o) cos(Qo(z -0 — s))dodsdd :/0 Y(o)h(z; Qo)do.
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Le probléme posé est donc celui de I'étude asymptotique de la h(z;-)-transform de ¢, a = fixé. Le
résultat est conditionné par le comportement de h(\) = h(z; \), lorsque A — oo.

La premiére difficulté pour obtenir le développement provient de ’annulation de o sur l'intervalle
d’intégration. On isolera cette difficulté & ’aide d’un neutraliseur v de 0 :

R [P *vql(z) = I,(z;Q) + 1y (x; ), ou :

1
(x;92) / Y(o h(Qo)do, I1-,(x;9Q) ::/0 Y(o)(1 —v)(o)h(Qo)do.

Pour I, (z;Q), o reste minoré par une constante > 0 sur U'intervalle d’intégration ; le développe-
ment s’obtiendra donc en remplagant h(Qo) par son développement asymptotique. Pour I, (z; ),
en utilisant la méthode des transformées de Mellin, présentée dans ’Annexe B, on obtiendra un
résultat de la forme :

ZRes “*M[yv,1 - 2]M[h,z]), (3.1)

ou M[yv,1—z] et Mlh, z] sont des prolongements méromorphes (ou holomorphes) de transformées
de Mellin. Le prolongement de M h, z] dépend du comportement de h a 'infini, sachant en particulier
qu’une fonction oscillante ., resp. & décroissance algébrique, conduit & un prolongement holomorphe,
resp. méromorphe. En somme, & la fois pour I, et pour I1_,, le comportement asymptotique de h
a 'infini doit étre connu. C’est I'objet de cette section.

3.2. Décomposition sur les bords du découpage. On décompose h(z;\) a 'aide d’intégrales
sur les courbes de G, par formule de divergence.
Le gradient Vip(0,s) = (z - 0+, —1) ne s’annule jamais, d’ou la formule de divergence :

Lemme 3.1. Soient ¥ € {X;}, de normale unitaire extérieure vs, g une fonction réguliére sur X
et C' une constante. Alors

/gcos(/\go—FC) = )\1/ g V(’D2 -vs cos(Ap + C — E) - /\1/ V- {g V(’D2] cos(Ap + C — z).
= os |Vl 2 > Vel 2

Démonstration. On a 'identité :

Agcos(Ap+C) =V - {gv% cos(Ap + C — W)] -V [g VSDQ} cos(Ap + C — z),
Vel 2 Vel 2

puis en intégrant :

_ Ve m 1 Vo 7
gcos(A —l—C':)\l/V-[gcos)\ —l—C—]—)\ /V-[g ]cos)\ +C - =),
JLoeoste0) =37 [9-|g s costrg w0 =) [V [orga] coster =)

d’ou le résultat par formule de divergence sur le premier terme du membre de droite. ]

La contribution d’un morceau X sur lequel P est réguliére, est une intégrale oscillante double,
avec phase . En itérant la formule de la divergence, on la développe a l'aide d’intégrales de bord :
Lemme 3.2. Soient ¥ € {3} et hx(x;\) = [ P(0,5) cos(Ap(0, s))dsdf. Pour tout entier N >

N

hs(z;A) = — Z(—)\)_j - Hy, j-vscos(A\p — j= )dﬁ + (=N~ /ZgE’N cos(Ap — Ng)dsdﬁ,
j=1

avec gx 0 = Ply,, Hy; = gz,j_1WVTig, gs,; = V- Hs ;, et vs est la normale extérieure a 3.

On en déduit un développement asymptotique de h(x; A) en fonction d’intégrales sur les courbes
du découpage de P :

Proposition 3.3. Soit x € R2. Pour tout entier N > 1, la contribution de la fréquence X > 0
vérifie :
hzd) =Y > A J/Hrjcos()\gp j= )d£+(’)()\ Ny, (3.2)
Teg 1<j<N-1

ou, sur chaque courbe I' € G du découpage (X;), les Hr j sont des fonctions réguliéres.
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Démonstration. On décompose h a l'aide du découpage (¥;) : h = ZZG{EM‘} hy. On applique la
formule de divergence itérée sur chaque X ; le dernier terme (intégrale sur X) et le dernier terme de
la somme (indice j = N) sont O (A~"). Donc :

. T
hasA)=— > > (—)\)‘J/ Hy,j-vscos(Ap —j=)dl+ 0O (AN).
L o 2
Ye{S;,i} IGSN -1

Chaque intégrale sur 0% est somme d’intégrales sur des courbes I' € G. En réarrageant les termes,
on obtient au total une somme indexée par I' € G. Si I' C 9D, est de type ¢) ou d), alors on pose
Hr j := (=1)"'Hy ; - vs. Sinon, T, de type a) ou b), est une partie de linterface 9% N 93 entre
¥ #£ f], et on pose Hr ; := (—1)7”rl (Hg,j Uy + Hij . I/i> ; ce terme représente un saut a travers
T (Z/E =+ Vs = 0) O

Pour unifier les deux cas rencontrés dans la preuve, on peut convenir de prolonger les fonctions
par 0 en dehors de D pour définir un saut [-] :

Notation. Soit I' € G et F' une fonction réguliére sur les morceaux ;.

a-b) Soit T', de type a) ou b), est interface entre ¥ et 3, de normale vy}, pointant de ¥ vers 3. Le
saut de F' a travers I, selon vy, est la fonction définie sur I' par [F](0,s) = F|s(0,5) — F|=(6, s).
c-d) Soit I' € 9D, de type ¢) ou d), est portion du bord d’un morceau ¥, de normale extérieure vy.

Par convention, le saut de F' & travers I est la fonction définie sur I' par [F](0,s) = —F|x(0, s).
Remarque. Ainsi, pour tout I' € G : Hp; = —[P] IVV%;I/QZ' n

Le développement asymptotique (3.2) n’est pas trés exploitable en l'état. Pour aller plus loin, on
développe chaque terme

hr (23 \) = A—j/FHFJ cos( Ay —jg)dé,

avec reste O (/\_N), 1<j<N—-1 Comme )\jhp,j est une intégrale uni-dimensionnelle, de type
cos-transform, avec phase @(¢) = p(0(¢),s(¢)), on va utiliser les formules de phase stationnaire,
obtenues dans I’Annexe A. Une attention particuliére est donc portée sur les points d’annulation de
phase ou de sa dérivée.

3.3. Annulation de la phase ou de sa dérivée. On traduit géométriquement ce que signifient
les conditions d’annulation de la phase, ou de ses dérivées successives, ponctuellement, ou sur tout
un intervalle.

Dans l'espace des (0, s), la condition d’annulation de phase en (0*,s*) signifie que I' intersecte
Co, et la condition de stationnarité de la phase en (0*,s*) signifie que I'ordre du contact de I" avec
Cp(0+,s) €st p* = 2. On peut traduire ce que signifient ces conditions pour le point x dans 'espace
de la scéne :

Proposition 3.4. Soient ' € G, v € R?, (0*,s*) € T, et 2* = y(0*, s*), le point visible de la scéne
associé. Alors ¢ s’annule en (0%, s*), si, et seulement si, x est sur la droite (z*,0*1).
Démonstration. Evident : par définition de z*, 2*-0* = s*, donc 2-0* —s* =0 & (z—2*)-0* =0. O
Proposition 3.5. Soient ' € G, x € R?, et (0*,s*) = (6(¢*),s(¢*)) € T.

a) SiT =T,4(z,00), alors £* est un point stationnaire de o, si, et seulement si, x est sur la droite
normale & l'objet en z(0%), d’origine z(0*) et dirigée par 0* : (z(6%),0%) ;

b) siT' =T4(2%,00), alors £* est un point stationnaire de @, si, et seulement si, x est sur la droite
d’origine z* et dirigée par 0* : (z*,0%) ;

¢) siT' =T.(r,00), alors £* est un point de stationnaire de @, si, et seulement si, x est sur la droite
d’origine 0 et dirigée par 6* : (0,0%) ;

d) si ' =T4(B,[s0,51]), alors ¢ ne posséde pas de point stationnaire.

Démonstration. Conséquence directe de Proposition 2.8 : on retient les cas p* > 2. Il

On en déduit les conditions pour que la phase soit constante le long d’un morceau de courbe
singuliére :
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Proposition 3.6. Soient ' € G, x € R?, et L C [0,|T|] un intervalle.

a) SiT =T14(2,00), ¢ est constante sur L, si, et seulement si, x est dans lintersection de toutes
les droites normales (2(0),0),0 € L ; ceci équivaut & : z(0),¢ € L, parcourt un morceau de cercle
de centre x ;

b) siT' =T4(2%,800), alors ¢ est constante sur L, si, et seulement si, x = z* ;

c) siT' =T¢(r,[s0,51]), alors ¢ est constante sur L, si, et seulement si, v =0 ;

Démonstration. @ est constante sur L, si et seulement si, ¢’ = 0 sur L, i.e. chaque point £ € L est
un point stationnaire. On applique alors le lemme de stationnarité de ¢ en chaque £; on obtient les
différentes conditions sur x par intersection.

Enfin, pour le cas a), si z(0), ¢ € L, parcourt un morceau de cercle de centre x, alors évidemment, x
est dans U'intersection de tous les rayons (2(0),0),¢ € L. Réciproquement, si x est dans I'intersection
de toutes les droites normales (z(0),0),¢ € L, on écrit z(0) — z = «(6)0, et 'on dérive dans la
direction 6 : 2(0) - = &(#). Or 2 L 0, donc &(f) = 0 puis « est constante. O

Remarque. Pour les courbes I' de type b) ou c¢), ¢ est constante sur une portion I' = {(0(¢), s(¢)), ¢ €
L} C T si, et seulement si, ¢ est constante sur I' tout entier. "

Définition 3.7. L’ensemble des points génériques est 1’'ensemble Eg C R? des points z tels que :
pour tout I' € G, soit ¢ est constante sur I' tout entier, soit I’ordre d’annulation de @ — ¢(0*, s*)
est un entier fini p*, en tout point (6*,s*) € T.

Les éventuels points z € R?\ Eg (“non génériques”) sont tels que : il existe une courbe I' =
['y(z,00), telle que, ¢ n’est pas constante sur l'intégralité de I', et pour un certain point (6%, s*) € T,
p* = 00, et donc z est le centre de courbure x(6*) de la courbe z(6), en §*. Le plus souvent, R? \ Eg
est vide, ou en tout cas, contient peu de points. Pour simplifier, nous cherchons & déterminer le
développement asymptotique uniquement en les points génériques € Eg ; les points non génériques
sont ainsi exclus de I’étude. Cela permet de tirer profit de la partition suivante :

Définition 3.8. Pour x € Eg, 'ensemble G} := {I" € G : ¢|r n’est pas constante} est ’ensemble
des courbes de G ou l'ordre p* est fini en tout point ; les courbes de G \ G sont les courbes de G a
phase constante.

On étudie successivement les contributions des courbes de G \ G puis celles des courbes de G.

3.4. Courbe singuliére a4 phase constante. La contribution d’une courbe singuliére sur laquelle
la phase est constante est donnée par le résultat suivant.

Proposition 3.9. SoientI' € G,x € Eg,A > 0,5 > 1.

a) SiT' =T,(2,00) est telle que ¢ est une constante ® sur T, i.e. z2(0),0 € 6O parcourt un morceau
de cercle de centre x, alors le rayon du cercle est |®| > 0 et hr j(z; \) est oscillante en X :
T

hr j(z; \) = )\_j/-fp,jsnj()\), sr;(A) = cos(\P —j2),/{1"7j = / Hr ;d¢;
r

b) si ' = T'y(2*,00), de phase ¢ constante, i.e. x = 2%, alors ¢ = 0 et hr; est ¢ décroissance
algébrique :

— LT
hrj(z;X) = A krgsr,, s = cos(j5), k= / Hr ;de;
T

¢) siI' =T¢(r,00), avec phase ¢ constante, i.e. x =0, alors p = ® = —r et hr; est oscillante :
i LT
hrj(z;A) = A krgsri(A), - srj(A) = cos(A® — j5), k1= /FHFJ‘M;
d) si I' = Tq(B, [s0,s1]), alors hr j(x; X) ne contient pas de contribution de phase ¢ constante sur

toute une portion.

Démonstration. D'une maniere générale, la contribution d’indice j associée a une courbe I' sur
laquelle la phase ¢ est une constante ® est :

hr j(z;A) = A7 / Hr j cos(Ap — jg)df = A7 cos(\® — ]g) / Hry jde.
r r
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Dans chaque cas, on applique la Proposition 3.6 pour traduire la condition de phase constante en
une condition sur z. Puis, on précise la valeur de la constante. Dans le cas a), la constante est
® = (z—2(0)) - 6 et vaut, en valeur absolue, le rayon du cercle parcouru par z(#). Dans le cas b), la
phase est ® = (z—2)-0 = 0. Dans le cas c), la phase est ® = 0-0 —r = —r. Enfin, A = cos(A®—j7)
est une fonction oscillante si ® # 0, et constante sinon. ]

En annexe, la Proposition C.1 précise les contributions principales.

3.5. Points singuliers avec contact d’ordre fini. On détermine la contribution des points des
courbes singuliéres ou le contact avec une sinusoide, ligne de niveau de ¢, est d’ordre fini.

Par Corollaire A.2, pour une courbe I' € G} & phase non constante, on obtient le développement
de hr j(x; A) par sommation des contributions en provenance des points critiques : extrémités de I'
et points intérieurs de phase stationnaire. En toute rigueur, on doit s’assurer au préalable que le
nombre de points critiques est fini. Ceci motive 'introduction des ensembles suivants :

Définition 3.10. Pour z € Eg, les points critiques de I' € G décrivent ’ensemble
= {(0(£*),s(£*)),* = 0,|T]} U{(0(£"),s(£*)) €T : ' (£*) = 0,0 < £* < |T|}.
L’ensemble des points génériques pour lesquels le nombre total de points critiques est fini est :
E; :={x € Eg :VI' € G, T, est fini}.
Le résultat suivant montre que si Eg\ £ est non vide, il ne contient que des points trés spécifiques :

Proposition 3.11. x € Eg \ Eg équivaut a : il exisle une courbe I' = Lu(z,00) € G, tel que
Uensemble des (0*,s*) € T avec x appartenant au rayon normal (2(0),0%) est infini.

Démonstration. Soit x € Eg. Soit I € G ; alors T n’est pas de type d). I' comporte deux extrémites.
Si T est de type b) ou c), I' posséde au plus deux points stationnaires : & x fixé, la condition de
stationnarité porte sur I'angle 8* (Propositions 3.5 et 3.6). La seule possibilité pour que I'% soit infini
est donc que T soit de type a), avec infinité de points stationnaires; puis 'on traduit la condition
de stationnarité de Proposition 3.5. O

Pour des raisons techniques, on propose donc de déterminer les développements asymptotiques
uniquement en les points z € Ef ; on élimine de I'étude les points de Eg \Eé7 s’ils existent.

Proposition 3.12. Soient x € E;, I' € Gy, el (0*,s*) € T, un point critique avec ordre de contact
fini p* > 1. Pour 1<j<N-—1, dcms hr j(z; ), la contribution de (0*,s*) est de la forme :

hij(zsX) = > K

0<n<(N—j)p*—2

/'ijn ]n()\)—i-(’)()\ )

ou K} = n,l I[(n+1)/p*], les K}, sont des constantes et les fonctions s} ,,(\) sont oscillantes ou

constantes. Au total,

hr j(z;A) = Z hp (@3 A).

(0*,s%)els

Démonstration. hrj est une intégrale oscillante, de phase ¢(¢) = p(0(¢),s(¢)), ou £ € [0, |I']] est
I’abscisse curviligne. Par Corollaire A.2, hr ; est superposition de contributions de points critiques
(0*,s*) € T't. On examine la contribution d’un point (6*,s*) = (0(¢*),s(¢*)). On pose d(¢) =
o(l) — ¢(£*), d’ordre d’annulation p* en £*.

M), on introduit : e* = sign ) (¢*), k3, := k1™ (0), 15, := 1:(0), ou -
HT. df

T,jdu’
0¥, vP" = (=1)P e*d(0) et (v) == H; dv L’exposant =+ insiste sur le fait que ’on doit considérer
les fonctions Hr ;(6(£), s(¢)) et p(£), & dr01te du point £* (¢ > £*), resp. a gauche (¢ < £*). Si (9* s*)
est extrémité gauche (£* = 0), resp. droite (£* = |F|) de I, on pose £}, = k7, resp. 5, = —17 3
si (0%, s") est intérieur (0 < £* <|[I'|), on pose 7, = 2k . Il reste a prec1ser davantage les 87 n(A),
au cas par cas.

Pour définir les 7,57, (

dans un voisinage a droite de £*, u?" = s*d(ﬁ) et kf(u) := et dans un voisinage a gauche de

Extrémités Soit (0*,s*) est I'extrémité gauche, resp. droite, de I
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Soit @(0*,s*) = 0, i.e. Cy intersecte I' en (0*,s*), i.e. € (y(0*,s*),0*"). Dans ce cas, 87 n(A)

L% o T ntl—je*p* * _ xntl—j(=1) 4 —
est constante : s7, () = cos (gpi*), resp. s} ,(\) = cos (510—* Lorsque n =

(m + je*)p* — 1, resp. n = (m + j(—1)P *)p* — 1, avec m un entier (relatif) impair, 85, =0.
Soit ¢(0*,s*) # 0, i.e. Cp n’'intersecte pas I' en (0*,s%), i.e. x ¢ (y(0*,s ),G*L). $in(A) est

oscillante : s;,n()\) = cos(\p(0*, s*) +o¢;n) avec o, = 75*(;;21)” —j%, resp. o, = (P e nt)m 25;*("“)” —Jj5-

Point intérieur de phase stationnaire et nulle Soit (6*, s*) est un point intérieur de phase nulle et

stationnaire : @(6*,s*) = ~’(6*) = 0. Ceci est équivalent & : Cp et I' sont tangentes en (6%, s*) avec
contact p* > 2. Dans ce cas, sj, est une constante, éventuellement nulle.
7w ntl—je*p*

Si p* est pair, alors s, = cos(3 )L,,—2p, constante qui est nulle si n est impair. Si p*

J:n p*
_ /2 (n+L)m . i—1)/2 % i (nED)7 .

= (-1 )J/ COS "% Lp—2p,j=2¢ + (—1)(] )/2* sin 25" Ln=2p+1j=2¢+1- Le

premier terme est nul si n = mp* — 1 avec m impair, et le deuxiéme est nul si n = mp* — 1 avec m

pair.

est impair, alors s¥

Point intérieur de phase stationnaire et non nulle Soit (#*,s*) € I' un point intérieur de phase
non nulle et stationnaire : p(6*,s*) # 0 et ¢'(£*) = 0. Ceci équivaut & : T' est tangente a Cg en
(0%, 5%), avec & = p(0*,s*) # 0; le contact est d’ordre p* > 2. Dans ce cas, s} ,(A) est oscillante,

sous la forme : s}, (A) = 57, cos(/\go(G*, s*) + aj,) avec amplitude S7, et déphasage o,

. . * 1 .
Si p* est pair, sjn(A) = S}, cos(Ap(6*, s*) + aj,) avec S5, = L9 et af, = % —J5;
seuls les termes d’indice n pair contribuent. Si p* est impair, s;,(\) = cos (n;;)ﬁ cos(Ap (6%, s*) —

J5) =2y — €* sin (HUm er)” sin(Ap(0*, s*) — j5)Lp=2py1. Ici, la contribution du terme d’indice pair
n = 2p s’annule si n = (2m+1)p* — 1, tandis que celle du terme d’indice impair n = 2p+1 s’annule

si n = 2mp* — 1 (avec m un entier relatif). O

En annexe, les Propositions C.2-C.6 précisent la forme des contributions principales au cas par
cas; elles sont obtenues en choisissant j =1 et n = 0.

3.6. Bilan. En sommant les différentes contributions des points critiques isolés et des courbes &
phase constante, on aboutit au théoréme suivant :

Théoréme 3.13 (Asymptotique mono-fréquentielle). Soient x € Ej et N > 1. La contribution de
la fréqguence A > 0 est de la forme :

h(z; \) = Z Aijﬁp,jSFJ()\)

reg\G;
1<j<N-1

XYY TSm0 (), 63

T€G; (0*,s7)els  1<j<N—1
0<n<(N—j)p*—2

avec les kr jst j(N) et les Kik%, s (N) définis dans les Propositions 3.9 et 3.12.

n _] n j n
En regroupant les termes différemment, & une erreur de troncature prés, h(x; \) est une combi-
naison linéaire de fonctions a décroissance algébrique et monotone et de fonctions oscillantes :

Corollaire 3.14 (Structure asymptotique mono-fréquentielle). Soient x € Ef et N > 1. Alors, la
contribution de la fréqguence A > 0 est de la forme :

h(z; ) = Z a4 Z a;\" " cos(wiA + C;) + O ()\_N) ,
1<i<ny n1+1<i<ng
avec ni,ng € N, a;,Ciymiyw; € R, m =21 (y > 1 sing > i), w; # 0, tous indépendants de \.
Démonstration. Dans la premiére somme de la relation (3.3), si I' = I'y(2*,00) et © = 2*, alors sy ; =
cos(jm/2) est constante ; sinon, SI‘J()\) = cos(A® —j7/2) avec ® # 0 la valeur prise par ¢|r. Dans la
deuxiéme somme, si (0%, s*) = 0, s}, est une constante; sinon, s7 () = 57, cos(Ap(07, s*) +aj,)
avec 57, et aj, deux réels indépendants de A. On regroupe donc dans une méme somme les termes
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tels que plr = ® = 0 et les termes tels que ¢(0*,s*) = 0; on obtient la partie algébriquement
décroissante :

ZCLZ‘)\_W = Z Z I{F7j(—1)j/2)\_j

=T, (2*,60)eG\Gs 2<j=2p<N~-1
+> > > KimjasiaA

r=z*
reg; (6*,s*)er: 1SN -1
z 0*—3* 0<n<(N—j)p*—2

La somme des termes tels que p|r = ® # 0 et des termes tels que ¢(6*, s*) # 0 constitue la partie
oscillante :

Z a;\" " cos(wid + C;) = Z Z kr A cos(AD — jm/2)
IeG\G; I'#l(2,60) 1SjSN -1
@lr=2#0

+y Y > Kiw5,Si A~ T cos(Ap(6", s )+ ak,).
reg; (0*,s*)er: 1<G<N -1
o(6%, *)¢00<n<<N—j)p*—2

O

A partir des résultats obtenus, pour toute courbe I' € G, on peut déterminer les points = € Eg
en lesquels un ou plusieurs points de I' contribuent dans (3.3). On représente schématiquement la
forme des contributions obtenues dans les Figures 5-11. A gauche, dans le domaine des (8, s) € D,
on représente une courbe I' € G et un point (6*,s*) = ((¢*),s(¢*)) € I'. A droite, on représente
en gris une configuration pouvant conduire & une telle courbe; on trace en traits pointillés le rayon
de projection associé a (6%,s%) : x - 0* — s* = 0, i.e. p(0*,s*) = 0. Lorsqu’elle existe, on trace en
pointillés la droite des points x pour lesquels la phase est stationnaire en £*, i.e. @'(£*) = 0; cette
droite est dirigée par . Lorsque (6%,s") apporte une contribution en z € Ej, on indique entre
parenthéses 'ordre p* d’annulation de ¢ — p(6*, s*). Et on mentionne la nature de la contribution :
alg. pour algébrique si x est sur la droite p(6*,s*) = 0, osc. pour oscillante sinon.

3.7. Contributions algébriquement décroissantes. La partie algébriquement décroissante, en
provenance des points critiques de phase nulle (alg. dans les Figures 5-11), jouera un role important.
On précise donc ici 'ensemble S des points = en lesquels une telle contribution algébrique apparait.

Définition 3.15. On note S I'ensemble des points z € Eg pour lesquels il existe I' € G \ G2 tel que
olr =0, ou il existe I € G tel que TN {z-0* —s* =0} # (.

Remarque. Par définition méme de S, si ¢ S, alors la partie algébriquement décroissante de la
décomposition de h(x; \) est nulle. .

Le résultat suivant donne une description géométrique de S :

Proposition 3.16. L’ensemble S s’écrit S = E; N (S, UTa USU T, US. UTUTy), ot :

a) Sy est Uensemble des points a l'origine des courbes a), T, est 'ensemble des tangentes aux extré-
mités correspondant :

Sa={2(6),0 € 60,T4(2,60) € G}, Ta = {x € (2(60),67) U (2(01),67),Ta(z, 0o, 61]) € G};

b) Sy est l'ensemble des points & lorigine des courbes b), Ty est l'ensemble des droites de projection
aux extrémités correspondant :

= {2,T(2,00) € G}, Ty = {z € (2,08) U (2,01),Tu(2, [0, 01]) € G};
¢) Sc contient des portions du cercle |x| = R, T, est Uensemble associé des tangentes aux extrémités :

S.={r0,0 € 60,T:(r,60) e G}, T.={x:x-0yg=7r oux-0; =r,T(r,[0o,601]) € G};

d) Tq est Uensemble des droites associées auz extrémités des différents morceaux, pour le plus petit
et le plus grand angle de © :

={z:z-B € {s0,51},Ta(B,[s0,51]) € G}
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(67, 5%) =0
[.(z,00) ‘;
(0,5") 5
,,,,,,,, (/ 5(2)059 @) =0
<), (2) el
x(0%), (= 3),0sc. 3 ot
(0,s)e Dz e E} : "

F1aure 5. Un point intérieur (6*,s*) d’une courbe I'y(z,00) apporte une contri-
bution a h(z; ), si, et seulement si, z est sur la droite (z(6*),0%). L’ordre p* est
maximal en xz(0*), centre du cercle osculateur en z(0*) (traits pointillés).

(0,s)e Dz e E}

FIGURE 6. Une extrémité (0*, s*) d’'une courbe I'y(z,00) apporte une contribution
a h(x;A) en tout z € Ef. En particulier : contributions algébriques, sur toute la
droite p(6*,s*) = 0.

lp(0%,5") =0
Ty(2*,60)
N*) i
,,,,, (2),050-,,,,,,,,,.',,,,,,,,(,2);,0,5,9,,,,,,~/(5*) 0
i 2% (00)alg
: gL
| 0"
(0,s) e Dz e E} 1

F1GURE 7. Un point intérieur (6%, s*) d’une courbe I'y(z*,d0) apporte une contri-
bution a h(x;\), si, et seulement si, = est sur la droite (z*,6*). L’ordre p* est infini

en z*.
(0%, 57) = 0
T,(2",00) (1),ialg-
/JJ\ (1),0sc. i (1),0sc
(9*’ S*) 0S¢ | 0sc .
. (2)7 AT :\(2)7 ,,,,,,,,,,, 99'((*) =0
12" (00),alg
3 Q*LL
(0,s)e Dz e E; : ’

FIGURE 8. Une extrémité (6%, s*) d’une courbe I'y(2*, 0) apporte une contribution
& h(x;\) en tout z € Ef. En particulier : contributions algébriques, sur toute la
droite p(6*,s*) = 0.
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L.(r,60) 3
(0%, 5%) ‘ X (2),alg.

(0,s)e Dz eE;

FIGURE 9. Un point intérieur (6%, s*) d'une courbe I'c(r, 00) apporte une contribu-
tion & h(z; \) si, et seulement si, = est sur la droite (0, 6%).

lp(0*,5%) =0
L(r,60) (6%, 5%) (1)?alg,(2) |

@05, LN @ose e
i (*)=0
i \0, (00),0sc.
E (1),0sc. s
| ;

(8,s) e D |z e Eg }

FIGURE 10. Une extrémité (6%, s*) d’une courbe I'.(r,§©) apporte une contribution
a h(x;\) en tout z € Ef. En particulier : contributions algébriques, sur toute la
droite ¢(0*,s*) = 0.

(1),ialg.
T4 (0%, [s0, 51])

(1),0sc. (1),08¢.

(0, s)

o+

0" = Omin max

0,s)eD|xe E}
(0:2) ’ p(67,5%) =0

F1GURE 11. Une extrémité (6%, s*) d’une courbe I' = T'4(0*, [so, s1]) apporte une
contribution & h(x; A) en tout € E. En particulier : contributions algébriques, sur
toute la droite (6%, s*) = 0. Les points intérieurs d’un tel I" ne contribuent pas.

Démonstration. Soit x € EG. En examinant les différentes possibilités de courbes et points critiques,
on remarque que x € S si, et seulement si, x vérifie au moins une des conditions suivantes :

x = z(0*) avec (0%, s*) un point intérieur d’une courbe I'y(z,00),

x € (2(0%),0") avec (0%, s*) extrémité d'une courbe I'y(z, [6o, 01]),

x = z* ol z* est un point visible sur une courbe I'y(z*,§0),

x € (2%,0%) avec (0%, s*) extrémité d'une courbe Ty(z*, [0, 61]),

x = rf*, avec (6*,r) point intérieur d’une courbe I'.(r,00),

x € (r0*,0*1) avec (6*,r) extrémité d’une courbe T'.(r, [fo, 01]),

x - 0" = s*, avec 0" = Onpin , Omax €t (0, s*) extrémité de I'y(6*, [so, s1]).

4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA RETROPROJECTION FILTREE REFLECTIVE

4.1. Résultat général. On détermine le développement multi-fréquentiel en fonction du filtre
fréquentiel v, & partir de la structure du développement mono-fréquentiel.
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Définition 4.1. Sur [0,1], un neutraliseur v la borne 0, resp. 1, est une fonction ¢°°([0,1]) telle
que : v = 1 dans un voisinage de 0, resp. 1, et ¥ = 0 dans un voisinage de 1, resp. 0. La RFBP
neutralisée associée est

1
I (2:9Q) = /0 V() (0)h(Qo)do.

Proposition 4.2. Soient x € E;, N > 1, et Q > 0; h(x;-) a la décomposition du Corollaire 3.14.
Soit v un neutraliseur de la fréquence o = 0, et donc 1 — v neutraliseur de 1. On pose ¢y 1 =

k— o
di—kjl d)o(-n) :1- AlO’r’S N
Loy(z) = Y aQ M1 —v),1 -1,
1<i<ny
+ Z a. Q" Z ﬂcos(wﬂﬂ—C- kS e O (@)
' . k ? ? Ni,k— .
n1+1<i<ne 1<k<N-n; (WZQ) 2 Q—00

Démonstration. Dans le support de 1—v, o reste minoré par une constante > 0, le développement est
donc obtenu en remplagant h(z; Qo) par son développement asymptotique. Grace au Corollaire 3.14,
on obtient un développement de h(z;0) avec reste (Q0) N R(Q0), ot R()\) est bornée si \ reste
minoré par une constante > 0. Par linéarité, il suffit d’obtenir un développement de chacun des
termes. Un terme A™"7,1 < n < N provoque la contribution :

1
/0 (1 —v)(Qo) Mdo = Q"M [Y(1 —v),1 —n].

Par IPP successives, un terme A~"7cos(w\ + C), w # 0,1 < n < N provoque a l'ordre N la
contribution :

cos (WQo+C), 1 (—1)k1 T N
/ w 1 V ( )7] — 2 do = W 1<k<zjv_n W COS(WQ + C ki)wnkal + O (Q ) .

Enfin, le terme de reste A=Y R(\) provoque une contribution :

/ (1 - v)(Qo) N R(Qo)do = / (1 —v)o NR(Qo)do = O (Q7V).
O

Notation. L’ordre 0 de la transformée de Mellin M|, z] au voisinage de z = a est noté My[-, al.

Ainsi, si M[F, z] est holomorphe en a, My[F,a] = M[F,al]; si M[F, z] est méromorphe et posséde a
Res(M[F,z],a)
z—a )

pour pole simple, de résidu Res(M|[F, z],a), alors My[F,a] = lim,_,, M[F, z] —

Proposition 4.3. Soient v € E5, N > 1, et Q > 0; h(x;-) a la décomposition du Corollaire 3.14.
Soit v un neutraliseur de la fréquence o = 0. Alors :

Lz )= ) Q"“M[h,kz]w( i + > @My, 1 — 1]

1<k<N—1 1<i<ng
k¢{n;1<i<ni} n:¢N
o »*=D(0) - . =1 (0) N
1y T log Q- t i) i M, , 1 —m; Q7 M, h, il Q .
+ 1;; a og 1) +a o[y ni) + o n](k—l)! +0O( )
1§k7\:?7i<1N

Démonstration. 11 Sagit de justifier et détailler la formule des résidus (3.1), en utilisant la méthode
des transformées de Mellin présentée dans le Théoréme B.5 : I, est la h-transform de .

D’abord on discute des prolongements méromorphes des transformées de Mellin M [yv, 1 — 2] et
MTh, z]. Pour M[¢v,1 — z|, par Proposition B.6 (avec f = ¢v) : M[pv,1 — z] converge absolument
dans la bande Rz < 1 et 8’étend en une fonction méromorphe dans le plan complexe. Ses poles sont

les entiers j > 1 tels que ¥U~1D(0) # 0; un tel pole est simple et de résidu —wéjj 1))( ) Le long des

bandes verticales, M[¢v, 1 — z] tend vers zéro plus vite que n’importe quelle puissance de ]y| s sl
c<C<kaveckeN,sup{|M[r,1 —z —iy]|,z € [c,C]} = 0 (|yr’€).
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Pour M[h, z], on décompose d’abord h selon le Corollaire 3.14, 4 'ordre N + 1 :
h(:IZ; )\) = h]l>\<1 + Z ai)\fmll)\>1 + Z a; A COS(wZ‘/\ + Ci)]l,\>1 + RN()\),

1

ou le terme de reste est Ry = 110 (/\_N_l) et m7; < N + 1. La transformée de Mellin de
hlly<1 est holomorphe sur &z > 0. La transformée de Mellin de Ry est holomorphe sur 0 <
Rz < N + 1. Par Proposition B.7, un terme oscillant a;A™" cos(w;A + C;)1z~1 posséde une trans-
formée de Mellin holomorphe dans le plan complexe, avec croissance au plus polynomiale le long
des bandes verticales. La transformée de Mellin du terme algébriquement décroissant est méro-
morphe : M[> . a;A"" 1 >1,2] = >, —a;(z — m;)~!. Par superposition, on obtient la fonction
MTh, z], méromorphe sur 0 < Rz < N + 1. De plus, le comportement le long des bandes ver-
ticales est au plus polynomial : pour 0 < ¢ < C < N + 1, il existe un entier £ € N tel que

sup{|M [,z +iy]] @ € [e,CT} = O (Iyl").

On développe la h-transform de ¥v par Théoréme B.5. La formule de Parseval est applicable par
Théoréme B.3. En effet, M[¢v,1 — z] et M[h, z] convergent absolument dans la bande 0 < Rz < 1.
Et, pour ¢ =0.5 € (0,1), M[yv,1 — c—iy] = 0 (y~2) € L' (R,dy). Puis, on choisit C € (N, N +1)
tel que P(z) = M[¢v,1—z]M|h, z| est méromorphe dans une bande contenant ¢ < Rz < C, et C est
distinct de chacun des poles de P. D’apres les comportements de Mh, z| et My, 1 — z] : il existe

k € N tel que M[h,z+iy] =0 (\y]k’) ;puis My, 1 —z —iy] =0 <\y]_k_2>, le tout uniformément
par rapport a z € [c, C]. Alors sup{|P(z + iy)| ,z € [¢,C]} = 0 et P(C+iy) = 0 (y?) € L'(R,dy).

Il reste & déterminer 'expression des résidus. Les résidus ont trois origines.
e Soit z est un poéle (simple) de M[¢v, 1 — z] mais n’est pas un pole de MIh, z]; dans ce cas z
. . (k—=1)

est un entier k > 1 et le résidu vaut —Q M h, k]qﬂ(Tl)(,o)

e Soit z n’est pas un pole de M[¢v, 1 — z] mais est pole (simple) de M[a; A" 1 y~1, 2] pour un
certain 7;. Dans de cas, z = n; et le résidu associé vaut —a; Q""" M [yv, 1 — n;].

e Soit z est pole simple de M[yv,1 — z| et de M[a; A" 1 \~1, 2] pour un certain ;. Dans ce
cas z = 1; = k > 1 est entier, et est un pole double de QM [y, 1 — z|M|[h, z], de résidu :

—a;2 " log Qd’((z%ll))(?) —a; Q"M My[ypv, 1 —n;) — Q*"ng[h,m]%, ou My[-, z] désigne la
partie holomorphe de M|, z].
Le reste du développement obtenu est O (Q_C), ou C' > N ; on termine en tronquant tous les termes

d’ordre > N. O
En combinant les développements neutralisés, on obtient le développement général recherché :

Théoréme 4.4 (Asymptotique de RFBP). Soient x € EG, N > 1, et 2 > 0. Soit la décomposition
de h(x;-), selon le Corollaire 3.14. Alors RFBP posséde un développement asymptotique de la forme :

* —k 'l/}(kil) (0) -N
R Pxyol(x)= > 9 WMo[h, k] + Catg (3 Q) + Cose(z; Q) + O (V) , (4.1
1<k<N-1

ot Caig(x;Q), resp. Cosc(x;Q), vient de la partie algébriqguement décroissante, resp. oscillante de h :

()
Cag(m;Q) = > aQ "My, 1—n]+ Y 0" log Q=
1<i<n1 1<i<ny (k —1)!

1<k=n;<N

| o (-1t "
Cosc(;9Q) = Z a; Q" Z W cos(w;Q + C; — k§)¢m,k—1'
ni1+1<i<ng 1<kE<N-—n;

Démonstration. Soit v un neutraliseur de 0. Alors, R*[P % ¥qo](x) = L,(x;Q) + L1, (x;€). On
utilise les décompositions neutralisées, et ’'on assemble les termes pour obtenir un développement
indépendant de v. A noter que lorsque M-, 2] est holomorphe, My|-, 2] = M[-, z].

Dans le développement (4.1), le premier terme dépend des moments de h(z;-), et intervient
quelle que soit la position du point x. Le terme Cyg(x;2) provient de la partie algébriquement
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décroissante (phase nulle). Si x ¢ S, alors Cyg(2;Q2) = 0; si € S, on obtient, avec les notations
du Théoréme 3.13 :

Caig(7; Q) = Z Z Caigrj(2; ) Z Z Z Caigr jn(2; ),

=T, (2*,60)€G\g} 2<j=2p<N TeG: (0% s%)els  1<j<N—1
x:Z* T 9*_3* 0<7’L<(N—‘])p*—1

ou la contribution j d’une courbe I' = I'y(z,00) € G\ G et la contribution (j,n) d’un point critique
isolé (0, s*) d’une courbe I' € G sont données respectivement par :

. . ( 1)
Catg.rj(; Q) = hir i (~1)/2Q7 (ﬂj<NMo[1/J, 1—j] + log QH)

x ok —L-H . 7’L—|—1
(:UaQ) Kok Q™ (]171<(N —Jj)p* 1M0[¢71_] -

*
C ngn]n

alg,I',j,n

}

w(kfl)(o))

+ ]lj+n7+;1:k10g9 (k—1)!

Enfin, le terme Cog(x; Q) provient de la partie oscillante (phase non nulle). On s’attend en général
a obtenir ce type de contribution, quelle que soit la position du point x; elle s’écrit sous la forme :

Coe (x; Q) N Z Z Cosc,l",j,k ($§ Q)
reG\G; I'#,(2,60) 1<j<N—-1
Plr=2#0 1<k<N—j—1

+ Z Z Z gsc,F,j,n,k(:B; Q)v

Teg: (0*,s*)el'y  1<j<N-1
@(6*,5*)7£00<n<(N )p -2
1<k<N—j— ”“

ou la contribution (7, k) d’une courbe I' € G\ G2, et la contribution (4, n, k) d’un point critique isolé
(0*,s*) d’'une courbe I' € G, sont données respectivement par :

(_1\k—1
Cosc,f‘,j,k(x; Q) = HF’jQ_J(((I)g)Z)k COS((I)Q (] + k) )% k—1,
* * ok * (_1)]671 * % * ™
Cosc,F,j,n,k:(x; Q) KTLK/‘] nSjn W COS(@(G y S )Q + ajn - k§)¢j+"pi*l,k—l'

O

En pratique, pour obtenir un développement a partir de (00, f) et (©, R), on décrit I’ensemble
des courbes I'' € G du réflectogramme. Pour chaque courbe, on identifie les points = oil la courbe ou
ses extrémités contribuent ; on calcule les différentes contributions. Enfin, en chaque z, on somme
les différentes contributions obtenues. Dans la suite de ’article, on focalisera sur les ordres les plus
éleveés.

4.2. Termes dominants. Le résultat suivant synthétise la forme des contributions principales.
Corollaire 4.5. Soient x € E et 2 > 0. RFBP est de la forme :
R [P xvq](x ZﬂkuMOthrZA ) (2;9Q) + B[] (z;9Q) + O (274),
(k—1)!
1<k<3 reg

ot pour I' € G, A[l, resp B[], contient la contribution de T’ dans Chg, resp. Cosc. Dans le
pire des cas, Bl'|(z;Q) = O (Q72) ; les termes dominants de A[l'] sont donnés ci-aprés. On pose

()] := w(uo) — w(ur).
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a) SiT'=T4(z,[60,01]). Alors :

(—Q 5 Moy, ~0.5] /7
X 296[90,91]:x:z(9)(1 - %]19:90,1) sign(m(@))[P](@, €z - 9) |'L{(0)| +0 (Q_lhs) ’
si x € z([0o, 01]),
A[D)(2; Q) = { —9272 (Mo[r, —1] + ¢/(0) log Q) ,
(2-01)(2(0)-6+)+1 0 -
[P1(6, 2 - 0)1:(9)(x - 0) ((x-0L>2+1><x—z<9)>-9i}91 to(@),

0, sinon.
b) Si = Fb(z, [90, 91]) Alors :
—Q72 (Mo[th, —1] +¢'(0) log Q)

2[5 ()] o

+0 (Q73), siz=z,

AD)(2;Q) = { =% (Mo[y), 1] +¢/(0) log ©2)

(z-61)(z01)41 1%

x [[P](Q, z-0).q(x-0) ((z.9¢)2+1)($_z).91_]91

+0 (072),  siz e Uiz, 05)\ {z},
L0, sinon.
¢) SiT =T.(r, [0, 01]). Alors :
Q15 YE My[1h, ~0.5]
X D 0c(0o,01):w=ro(L — %]19:90,1)1[’(97 r)
+0 (9_1'5) ,  six=10,0¢€ [0y, 0],
AT)(2; Q) = { —2 (Mo[y), —1] +¢/(0) log )

P0,r)1 0 sign(r) "
(O, ) (2 - )(1+(a:~9L)2)x-9lLl
+0 (Q_z) , six € Ui(rf;, 05) \ {ré;},

0, sinon.

1 =

d) SiT =T4(0,[s0,51]), avec 0 = Omin, Omax. On pose Ny 1y (1) = { siu=ug, g
7 -1 siu=ug.
Q2 (Mo[), —1] + ¢/(0) log 2)
z-6+
Al](z; Q) = xP (0, 9)77@(9)77[50,51}(1' : Q)W
4o (2°2),  size Ui(sif, oY),
0, sinon.

Démonstration. On fixe N = 4 et on tronque les termes du théoréme. On obtient :

Calg(l‘; Q) = Z (Calgj,g (.%; Q) + 0 (9_3))
I'=T(2*,00)eG\Gx

r=z*

+ D (C;‘lg,r,l,o@f;m to (Qq_ﬂ%))’

TEeg; (0%,s)els

- 9*—5
COSC((E; Q) = Z (COSC,F,l,l(x; Q) +0 (973))
reg\G; I'#T(x,60)
lr=2#0

+ Z Z (C;SC,I‘,I,O,l(x; Q) +o (52727%*)) )

Leg; (0%,s*)el:
w(0%,5%)#0
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Les termes issus de courbes & phase constante sont déterminés par Proposition C.1 :

Catg,r,2(; Q) = —kr2Q 7% (Mo[th, —1] + ¢’ (0) log ),
Cose,r1,1 (w5 82) = 1" 120 cos(PQ);

o)
les termes issus de points critiques isolés sont determlnes a par Propositions C.3 3 C.6 :

Cargr1,0(#5 Q) = = (1 + Tocgr <) K (07)[PI(07, 57)s1,0T"

1 -1
X (Mo[w,—p*} + 1 —19'(0) logQ> 0! ;*7

Cose,r,1,0,1 (%5 92) = = (14 Locpe o) K (p7)[P)(07, )9 (1) T

Q_l_i* 1 7T>
R — _
o(0*, 5%)Q 27
ot STy cos(p(0*, ") + ajy — §) s’obtient & partir de s7y(€2), en retranchant 7 a I'argument des
cosinus et sinus. U

STocos(p(0*, s+ ajy —

4.3. Inversion de Radon de la projection réflective. Le Corollaire suivant s’intéresse a l’in-
version de Radon appliquée au réflectogramme P : on examine le cas du filtre de Ram-Lak, obtenu
par troncature fréquentielle du filtre d’inversion de Radon.

Corollaire 4.6. Soient les hypothéses du Théoréme 4.4, avec 1q le filtre de Ram-Lak, i.e. (o) =
lo| _1 qy(0). On pose
So:=E5;N(S,US) CS.

Alors
(’)(Q 15) st x € So,
RIPxipo)(z) = Y Al(x;Q) + O (272) =S 0 (2 2logQ), sizeS\S,
reg o(Q?), siz ¢ S.

Démonstration. Pour ce choix particulier de filtre : 1»(*=1(0) = 13, ¥(1) = 1. D’autre part, pour
Rz > —1, M, z] = fol o*do = ;11, égalité utilisée pour étendre M[t), z] en une fonction méro-
morphe. On a donc My, —1] = 0 et My, 2] = ﬁ lorsque z # —1; en particulier My[i, —0.5] = 2.
Le développement obtenu par le Corollaire 4.5 fournit clairement les ordres indiqués. [l

Dans les Figures 12-15, on schématise les différents types de contributions principales pour le
filtre de Ram-Lak, & partir de Corollaire 4.5; elles sont écrites sous la forme d’annotations des
courbes de G. En pratique, reporter ce type d’annotations dans le réflectogramme permet d’énumérer
simplement toutes les contributions & prendre en compte.

4.4. Discussion. Le Corollaire 4.6 fournit une quantification asymptotique ponctuelle de ce que
représente une inversion de Radon régularisée appliquée au réflectogramme P. Il indique les zones
que I’on peut espérer intense par rapport au reste de la reconstruction. On obtient en général (Eé\S )
un résultat d’ordre Q2. Mais, sur ’ensemble Sy, obtenu a partir de portions convexes réguliéres de
la scéne (S,), et de portions de cercles (S.), on s’attend & un résultat plus intense, d’ordre Q=15
Enfin, on obtient une intensité “intermeédiaire”, d’ordre Q~21og Q, sur S \ Sy, construit & partir des
points singuliers (Sp), et de droites aux extrémités (7, U T, U 7. U Tg). Voir Proposition 3.16 pour
une description précise de S, Sp, Se, Ta, T, Te, Ta-

Par rapport a la scéne initiale 0S5, on s’attend & mettre en évidence des portions convexes régu-
lieres et des points singuliers : S, US;, C 05. A cela s’ajoutent des artefacts : arcs de cercles liés a la
troncature en l'espace des projections (S.), droites liées a la troncature en l'espace et en l'angle du
réflectogramme (7.U7y), et droites liées & la géométrie de la scéne et aux sauts de texture (7, U7Tp).
Comime nous le verrons dans les cas canoniques, les droites artefacts peuvent tromper la perception
de la scéne, mais peuvent parfois I’améliorer : elles réalisent de la complétion.

Ce corollaire a été obtenu pour un choix particulier de filtre ¢. On pourrait examiner d’autres
choix, et 'on pourrait annuler ou amplifier certains termes du développement (4.1), en réglant les
moments et les dérivées aux bords du filtre 1. La question du choix du filtre 9, en tenant compte
de ce type de contraintes, pourrait faire I’objet de travaux futurs.
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—1.5 —
/\92‘\/%[]3]\/'[{'71772(0) Q7210gQX
1 1 (z-09)(2(00)-05)+1 _
XE ><2 _[ }((acﬁOL)OZqu)(wfzc()Go)).goL7x'00 = S0
(objet)
—Q 752 /7 [Pk, x = 2(6)
’1/,/—\'; (201 )(2(61)-01)+1 _
g 2 Pl e @& 01 =

FIGURE 12. Contributions d’'une courbe I' = I'y(z, [fo, 01]) pour le filtre de Ram-
Lak. A gauche : contribution de (6,s) € T' en & = 2() € S,, selon que I'objet
est au-dessus ou en-dessous de I' dans P. A droite : contribution d’une extrémité
(0,s) elenxzeT,\{2(0)} tel que -0 =s.

_ (203 ) (205 )+1
[P] ((z-95)2+1)(172)495‘ ’

x-00 = Sso0,x # z
Q2 1log Q%
—f:ol [V- (PWV%)} df,z =z

(z-61)(2-671)+1
[P] <<w-0f)12+1><alcfz><9f

, o0 =s1,0# 2

Fiaure 13. Contributions d’une courbe I' = T'y(z, [fo, 61]) pour le filtre de Ram-
Lak : contribution de I en x = z € Sy, et contributions des extrémités (0,s) € I" en
x €Ty \ {2z} tel que -0 = s.

—2 P _
Q™" log Q2% 7((”9%)2“)%9%,1:.01 =R
P _
7((149&)2+1)I'95,x.00 =R
Q_1‘52 /%P,.T:'f’g ‘P IQOI—R
- ) ((z-03)2+1)x-05 B
X3 X3 ~Garrmeer ot 0= R

FIGURE 14. Contributions d'une courbe I' = I';(r, [6p, 01]) pour le filtre de Ram-
Lak. A gauche : contribution de (0,s) € ' en z = 76 € S.. A droite : contribution
d’une extrémité (0,s) € ' en x € 7.\ {rf} tel que x -0 = s (selon r = £R).

P26,
————min__ p .0 = S
.01 2 min L
QO 2los O 1+(x-05 )27 Pz-0L%, 0 —
0og X 1+(z,91_ )27 max — 91
Pa-6L. fax

————min__ 2. fin = So
oL 2 min
4+ (205,) _ P"‘C'exJﬂax
1+(z-0L

max

F1GUure 15. Contributions d’une courbe I' = T'y(0, [so, s1]) pour le filtre de Ram-
Lak : contributions des extrémités (0,s) € T' en & € Ty tel que z -0 = s (selon
0= emina gmax)-

21

)27m'9max:<90
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5. BANC D’ESSAI

On étudie des cas canoniques de tomographie réflective, & la lumiére des résultats de cet article.
En plus, on montre la pertinence de ’approximation asymptotique a 'aide de résultats numériques.

5.1. Généralités.

5.1.1. Théorie. Pour spécifier un test, on doit péciser la géométrie 0O, la physique f, la plage
angulaire O, et la demi-largeur d’écran R. Le réflectogramme P s’en déduit, puis la reconstruction
R*[P x 1q] est déterminée deés que le filtre ¢ est fixé. Concernant Iexpérience, on considére dans
cette section une scéne sur fond noir, en supposant :

flow =0, flag > 0, (et dW = {|z| = R}, avec R > R).

Concernant le filtrage, on considére le cas du filtre de Ram-Lak; on appliquera donc les Corol-
laires 4.5 et 4.6. Chaque cas test sera spécifié en ajoutant plus d’hypothéses sur (©, R, 95, f|ss). On
en déduira I’ensemble des courbes G puis 'asymptotique de reconstruction heuristique R*[P * ¢q].

Pour simplifier, on tiendra compte du support de P et de I’éventuelle 2m-périodicité. En effet,
en examinant la décomposition (3.2), on voit que si P = 0 sur un morceau X, alors pour tout
' € G avec I' C 0% de type ¢) ou d), I' ne contribue pas; ceci permet de supprimer de tels T de
G puisqu’ils ne jouent aucun réle. De méme, sous des hypothéses de 27-périodicité, les courbes de
type d) peuvent étre supprimées de G, tandis que certaines courbes de type a), b) ou ¢) peuvent
étre “recollées”, ce qui annule U'effet de certaines extrémités. (On peut aussi poser tous les calculs,
et remarquer qu’effectivement, certaines contributions se compensent, et certaines sont nulles.)

5.1.2. Validation numérigue. On accompagne les résultats théoriques de tests numériques.

Pour calculer numériquement RFBP, on utilise le schéma numérique d’ordre 5 présenté dans
I’Annexe D : on calcule Ho(z) = R*[P*1q)(z) + O (27°). En particulier, Ho(z) et R*[P*1](z)
coincident & l'ordre 2.

Les tests présentés illustrent la tomographie réflective. Pour chaque exemple, on calcule la re-
construction RFBP sur un rectangle, avec fréquence (Q fixée. Le point de reconstruction x parcourt
une grille de points de la forme : = x;; := x¢ + (ih,jh), 0 <i<n1 —1,0<j <ng—1;h >0 est
le coté d’une maille, et x¢ est le coin sud-ouest de la grille. On choisit © et h vérifiant Q = ;5. Le
résultat d’un tel calcul est une matrice : [Hq(z;)], que I'on représente sous la forme d’une image.
On constatera que cette image est qualitativement en accord avec 'analyse asymptotique.

En plus, on vérifie numériquement ’exactitude de certains développements asymptotiques : ordres
dominants et constantes asymptotiques. Pour cela, pour différentes valeurs de z, ou différentes
valeurs de Q a différentes échelles, on compare la reconstruction calculée Hq(x) avec la valeur
prédite par asymptotique théorique de R*[P * ¢q](x).

5.2. Objet convexe régulier. On détermine l'ordre dominant de la tomographie réflective d'un
objet convexe régulier.

5.2.1. Théorie. On suppose que 05 est le bord d’un objet convexe S régulier, de courbure k > 0;
plus précisément 0S5 = {7(0),0 € [0,27]}, oit v est une fonction réguliere 2m-périodique, telle que

A(0) = W;)GL avec k(6) > 0. On suppose que I’écran est assez grand pour observer 9SS et que I'on

tourne sur un tour complet : S C {|z| < p} avec p < R et © = S'. On suppose que f est aussi
réguliere que nécessaire et que 6 — f(0,-) est 2m-périodique. La forme du réflectogramme P est
représenté a gauche de la Figure 16.

R Py o(Q?)

i’ 2 Q132w (f(0,2) + TO T 7 2))/w(0), = 7(6)

FIGURE 16. Cas d'un convexe 0S = {7(0),0} de courbure x(#). A gauche : réflec-
togramme P. A droite : asymptotique de I'heuristique R*[P x 1q)].



ANALYSE ASYMPTOTIQUE ET GEOMETRIQUE DE LA TOMOGRAPHIE REFLECTIVE 23

Puisque P(6,s) =0 pour p < s < R, il n’est pas nécessaire de considérer les courbes de type ¢) ;
et par périodicité en 6, il n’est pas nécessaire de considérer les courbes de type d). En les éliminant
de G, alors les courbes de G proviennent uniquement des hyperplans d’appui de S :

g = {Fa(’)/v 9)7 Fa('Y(' + 7T)a @)},

Evidemment, S, = 08 et Sy, Ty, Se, T, Tq sont vides. Dans D, P > 0 est réguliére périodique entre les
courbes de G, P = 0 en-dessous de I', (7, ©), et au-dessus de I', (y(- —i—7r) ©). Par périodicité T, ne joue
aucun role. La reconstruction est O (Q27%) sur ISNES, et est O (272) sur Eg \83 Plus en détails,

pour z = y(0,) € dS N ES, avec 0, € O, A[L4(7,0)](x; Q) = 2¢/7Q 10 f (04, 2)\/K(02) + 0 (2710)
et A[Lo(v(- + 7),0)](z;Q) = 2¢/7Q 12 f(0, + m,2)/k(05) + 0 (271°). Au total, on obtient (voir
Figure 16) :

VI(f(0z, ) + f(0 +7,2))\/K(0:) +0 (1), sizedSNES,

QYRI[P x yol(z) = {O(Q —05) sixe ES\0S.

Il s’agit d’une sorte de formule d’inversion. Asymptotiquement, & une constante multiplicative preés,
indépendante de la scéne considérée, on reconstruit la moyenne des valeurs prises par la physique f
sur les bords de la silhouette de 'objet (sur les hyperplans d’appui), pondérée par la racine carrée
de la courbure de 1'objet. En particulier, si f est contrastée (varie), la reconstruction est contrastée.
De plus, l'intervention de la courbure tend & accentuer les zones les plus courbées.

5.2.2. Controle qualité. Soit lellipse 0S = {E(t) = m + (acost,bsint),0 < t < 27}, de centre
m = (0.5,0.2), d’axes a = 1, b = 0.5, et d’excentricité e = va? —b%/a. On pose flgs = 1. La
fonction 7 est une autre paramétrisation de 95 : y(0) = E(¢(0)), avec t(f) vérifiant I’équation :

E(t()) -0 = —asint(8) cosf + bcost(h) sinf = 0.
A un mutliple de 7 prés : £(6) = to(6), ot I'on a posé :

t (9) - arCtan(gtan9)7 si ‘COS 9| > 07,
N arctan( tan(f + 5)) — 5, sinon.

On calcule donc E(t0(0))(0) - 0 et E(to(0) + m)(0) - 0; la plus petite des deux valeurs donne s1(0) =
~v(0) - 0, et 1a plus grande des deux valeurs donne so(6) = y(6 + 7) - 0. Le réflectogramme P pour ce
test est tracé sur la Figure 16. Les courbes 'y (7, [0, 27]) et Ty (y(- +7), [0, 27]) sont paramétrées par
s1 et s9. On applique donc ici le schéma numérique de calcul de RFBP, a partir d’un seul morceau
I1, délimité par s; et s2, sur [fg, 61] = [0, 27].

Sur la Figure 17, onatrace Ha(zx), avec x parcourant les x;; = (—1+ih, —1+jh) € [—1,2]x[-1, 1],
pour h = 276 et Q = 155 On constate que Hgq est bien une reconstruction heuristique de 85
Iellipse apparait plus intense.

Figure 17. Cas de l’elhpse £ de courbure k. A gauche, reconstruction Hq pour

Q= 2% A droite, (o) L2Hq 0 & avec Q = 210, et (-) asymptotique /.

4/

b _ 1
a? (1—e2 cos2t)3/2"

A droite de la Figure 17, on a tracé, en fonction de t € [0, 27] : 4f7-lg(€( )) pour Q = 219 et son

Plus quantitativement, en x = v(0) = £(t), la courbure de 9S en z est k() =

asymptotique théorique /k(6). Ce graphique confirme numériquement, : fR* [P * q)(y(0)) ~
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VK(0). A gauche de la Figure 18, on a posé z = () = £(t) € 95 avec t = Z, puis on a tracé
%Hg(w) — /k(0) en fonction de log, 2, pour Q = 2¢,0 < i < 15. On observe, comme attendu :
2\;;R*[P*¢Q]($) —VkK(9) = O‘(l). Enfin, & droite de la Figure 18, on a posé x = (1,1) ¢ 95, et
on a tracé Q?Hq(x), pour Q = 24,0 < i < 15, en fonction de log, Q. Les résultats vont dans le sens
de Q2R*[P % q](x) = O(1).

0.6 . .
o 20
o =]
0.4} o 0
0z2r o o 10 e}
000 o
ol = D0 000
o o D000
-0.2F 0 o o]
0 5 10 15 0 5 10 15
, . ~ 9145 .
FIGURE 18. Cas de lellipse £ de courbure . A gauche, 4ﬁHQ($) — /K en fonction

de log, 2, pour x € 95 fixé. A droite, Q>Hq () en fonction de log, 2, pour x ¢ 95
fixé.

5.3. Polygone strictement convexe. On détermine 'ordre dominant de la tomographie réflective
d’un polygone strictement convexe (et uniforme).

5.3.1. Théorie. On suppose que 05 est un polygone strictement convexe & n sommets : 95 =
(a1,...,ay) (parcouru dans cet ordre dans le sens trigonométrique), strictement contenu dans le
disque || < R. On tourne sur un tour complet : © = S!. On suppose que flgs = 1; en particulier,
chaque image s — P(0,s) est binaire et présente exactement deux discontinuités : voir Figure 19.
Pour simplifier les notations, on étendra l'indexation par périodicité : e;1p, = ;. k € Z,1 < v < n.
La longueur du coté [a;—1, a;] est notée ¢; := |a; — a;—1|; la normale & ce coté, pointant vers l'intérieur
a;—G—1 ) L

l; :

7

du polygone, est 0,,; := (

i _R

a; 0 27
FIGURE 19. A gauche : polygone convexe (ay,as,...,a,). A droite : silhouette P associée.

Comme précédemment, on élimine certaines courbes de G en exploitant la périodicité et le support
de P; on obtient G, constitué de 2n courbes de type b) : G = {I'g;,I'q;,1 < i < n},on: Iy; =
F(ai,®g7i) avec @g,i = [9971,9g7i+1], et Fd,i = I’(ai,@d,i) avec ®d,i = 9971' + 7. Le Iong de Fgﬂ‘,
resp. I'g;, a; est projeté au niveau de la discontinuité de gauche, resp. droite, des projections.
Evidemment, S,,7q,Se, Te, Tq sont vides, et donc aucun point n’est exclu de I’étude : E; = R2.
D’autre part, Sy = {a;,1 < @ < n} est l'ensemble des sommets, et T, = (J;;c, (@i, ait1) est
I’ensemble des droites contenant les c6tés du polygone 95 '; sur la Figure 20, Sy, est en gras et 7, est
en pointillés. Sur T, D Sp, la reconstruction est O (Q‘Q log Q) :sur R?\ Ty, elle est O (Q_Q). On va
préciser le développement sur 7.

Examinons les contributions algébriques de I'y ;. Le support de A[l'y;| est constitué des droites
contenant les cotés du polygone adjacents au sommet a; : * € (a;—1,a;) U (a;,a;41). Si x = a; € Sp,
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oQ-2) ”‘?Z’.ﬂé{“”"“

i 202 log

WA (1= Xi)ai + Niai1

),I:ai

FiGUuRrE 20. Géométrie et asymptotique de la reconstruction pour le polygone de la
Figure 19.

L lay

."*“n__ 1
;20%log O (7 tr

1
+1

on obtient :
- Ve _9 Vo 0 a; -0+
A[P 71'](%;{2):9 QIOgQ/ V- dd+ o (2 “log), avec V - ="
’ 0 Vel ( ) Vel 90 (a;-6+)2+1

@i - G;iﬂ @i - eji 2
: — : +0(Q2 %logQ), x=a;.

=0 21logQ (

Si @ € (ai—1,a;) \ {ai}, on obtient (extrémité gauche de I'y;) :
(x- G;i)(ai . 9;2-) +1
(e 0307 + Dz —a) -0,
Six € (aj,ai+1) \ {a;}, on obtient (extrémité droite de I'y ;) :
(z - 9;i+1)(ai : 0:{,i+1) +1
(- 0,50)2 + D)@ —a;) - 05,4
On fait de méme pour I'z;. On montre que l'obtient les mémes contributions; donc la somme des

contributions de I'y ; et I'q; est obtenue en doublant celles de I' ;. Il reste & additionner I’ensemble
des contributions 2A[I' ;] pour 1 < ¢ < n.

ALy )(z; Q) = Q0 2log +o0 (Q*Q log Q) , x € (aj—1,a;) \ {a;}.

A[Fg,i](xQ Q) = _9_2 10g Q + 0 (Q_2 log Q) , T E (CLZ', CLZ‘+1) \ {CLZ}

o Soitz € Tp\Sp: € (ai,ai11) \ {ai,ai+1}, 1 < i< n;on suppose que (a;,ai+1) est la seule
droite de Ty contenant z, comme sur la Figure 20. En coordonnées barycentriques,

xr = (1 — /\Z)al + Xiai+1, avec \; € R\ {0, 1}

On obtient alors en = deux contributions, celle en provenance de I'y; U'y; en tant que point de
(ai,ait1) \ {ai}, et celle en provenance de I'g ;41 UT'g ;41 en tant que point de (a;, air1) \ {@i+1} :
02 R(P % o (1) = (- 0551)(ai - ‘9;%1) +1 (= 9¢i+1)(ai+l : Q;i—i-l) +1
2log Q2 ((z- 6;:i+1)2 + DAiliv1 ((x - 9;_,2'4-1)2 + 1)(1 — X\)litq

1

=—F—+0(1).
Ai(l — )\i)ei—I—l ( )

Sur la droite contenant l’aréte [a;, a;+1], excepté aux sommets a; et a;+1 (et en d’éventuels points
appartenant a (aj,aj+1) avec i # j), la constante asymptotique obtenue est inversement propor-
tionnelle & la longueur ¢; 11 de Paréte, est strictement positive si, et seulement si, x appartient a
Paréte, et décroit comme O ()\;2) quand la distance (normalisée) \; de x au sommet a; tend vers

+o(1)

I'infini. Elle explose comme )\i_l, resp. (1 — A\;)™!, quand le point = approche le sommet a;, resp.

Ai+1-
e Soit x € Ty \ Sp qui appartient a exactement deux droites (a;, aij1+1) et (aj,ajy1) avec i # j.
I faut sommer la contribution des deux arétes :

T = (1 — )\l)al + )\iaiJrl = (1 - Aj)aj + )\jajJrl, avec )\Z‘, )‘j eR \ {0, 1}, ) 75 j,
02 1 1
R*[P =
2log P al() Ai(1 = Ai)lia " Aj(1 = Xj) 41

e [Enfin, soit un sommet x € Sp : * = a3, 1 < ¢ < n. On obtient en z trois contributions, celle
en provenance de I'g; UI'y; en tant que point critique a;, celle en provenance de I'y;_1 UT'g;_1 en

+o(1).
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tant que point de (a;—1,a;) \ {ai—1}, et celle en provenance de I'g ;11 UT'g;41 en tant que point de
(@i, aiv1) \ {ait1} :

R*[P T) = gt — 5L
2log (2 P val(r) (a; - 9;_,72—1—1)2 +1  (ai- 9;1‘)2 +1
N (a; - 05 (ai—1 - 0;) +1
((ai : 03"2)2 + 1)5Z
ai - 05 N aigr 05 ) +1
+ ( g,z—i—l)( +1 g,l—i—l) +o (1) '

((a; - Giz‘H)Q + 1)liya
Comme a;_1 - 9;-’@- =aq;- 9;2- +4; et ajyq - G;iﬂ =a;- 0;-,”1 — f;11, on obtient simplement :

0? 11
* P N —
QIOgQR [ *wg](az) Ez * Ei—&-l

+o0(1).

En somme, pour un polygone strictement convexe uniforme, la tomographie réflective met en
évidence les droites contenant les cotés. En plus, vues les expressions asymptotiques, en sélection-
nant les valeurs positives de la reconstruction (max(R*[P % ¥q](z),0)), alors on met en évidence
uniquement le polygone lui-méme! Il s’agit 14 d’un cas ou I’ensemble T, compléte convenablement
Iensemble S, : Ty \ Sp apporte une information pertinente pour pouvoir extraire I’objet dans la
reconstruction.

5.3.2. Controle qualité. On suppose que 0S est le triangle (a1, az2,a3) avec a; = (0,0), ag =

(\/\51’ \/§i1)’ et ag = (0, 1). La silhouette P s’obtient a I’aide des normales intérieures, représentées
%

ici par les angles 6,1 =0, 02 = 5 et 0,3 = °F.

A gauche de la Figure 21, on a tracé Hq(x), avec o parcourant les z;; = (—1 + ih, —2 + jh) €
[—1,3] x [-2,2], pour h = 275 et Q = %=. On constate que les valeurs intenses positives de Hq
forment une reconstruction de 95. A droite de la Figure 21, on met en évidence 'asymptotique le

0.04 =

1

]
At i
=}
5 0 5

-2

-1

-2
-1 0 1 2 3

FIGURE 21. Cas du triangle (ay, as, a3). A gauche, reconstruction Hq pour = 215—3

A droite, (o) A — QQHQ((;;);‘)SQH‘GI) avec Q0 = 2% et (-) asymptotique ponctuelle

1
A= ANaaal

long de la droite (a1, a2) : QQR;[f;;‘éﬂ](m) ~ (17)\))\1‘%7@', pour x = (1 — Nag + Aag, A € [-5,0.2] U

[0.2,0.8] U[1.2,5].
- 270 %
A gauche de la Figure 22, on met en évidence l'asymptotique au sommet aq : w —

)logQ = O(1). Enfin, a droite de la Figure 22, on teste 'asymptotique en un
Q2R*[Pxpg](z)
2

1 1
(|a1—a2| T far—asl
point fixé sur la droite (a1,a2) : © = (1 — Nag + Aaj, A = 0.1; on obtient :

1 _

5.4. Concavité. On examine le cas d’un objet présentant une concavité, avec des sauts.
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o 1 © Lo0foo000q
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FIGURE 22. Cas du triangle (a1, az, a3). A gauche, o Hﬂ(al)

Q22Ho(0.9a24+0.1a1) logQ
2 0.9-0.1]a1 —az2]|

1 1
(|a1*a2\ + |al*f13\)logQ

en fonction de log, Q. A droite, en fonction de log, 2.

5.4.1. Théorie. On suppose © = S' et R > 1. On considére un objet S qui a la forme d’un
croigsant, obtenu par réunion du morceau de parabole P = {(tQTfl,t)7 —1 <t < 1}, et du demi-
cercle C = {|z| = 1,21 < 0} : S = P UC; voir Figure 23. On fixe tyg € (—1,1) et trois valeurs
(distinctes) fi, fa, f3; puis on définit f|ss : pour y € C, f(0,y) = fi; pour y = (tQT_l,t) e P,
f(0,y) = fasi—1<t<ty, et f(f,y) = fgsito<t< 1. Ainsi, le long de 95, f|gs saute aux points
de raccord de P et C : z; = (0,1) et z_; = (0, —1), et en un point de la concavité : zg = (t2_1 ).
L’angle entre I’horizontale et la corde (zp, z41) est ay; — 5 = arctan * il Le réflectogramme est a
droite de la Figure 23. Sur cet exemple, on ne peut pas espérer reconstrulre exactement la concavité :
en remplagant P par la ligne polygonale (z_1, 29, 21), avec f = fa sur [z_1, 20] et f = f3 sur [2o, z1],
alors on obtiendrait exactement le méme réflectogramme.

Z_1 0 o-1 ar =X 27

IVIE]

FIGURE 23. A gauche : croissant S = C U P et sa physique f|ss. A droite : réflec-
togramme P associé.

La encore, il suffit de focaliser sur les courbes de type a) ou b). On obtient 11 courbes, créées par
la portion convexe C et les points de coins et/ou saut zp, z_; et 2 :
G ={T1:=T4(0 — (cosb,sinb),[Z,35]), Ty :=T4(0 — —(cosb,sinb), [, Z]),

F3 = Fb(Z]_, [O) 2]) F4 - Fb [% })7115 = Fb(Z]_, [alv ]) FG : Fb(Z]_, [7T7 3771’})7

L7 :=Ty(2-1,[—F,0]), s :=Ty(2-1,[0,a—1]),Tg := Tp(2-1, [a—1, §]),

[1o0 = Ts(2-1,[5, 7)), T11 := Ty(20, [a—1, 1)) }.
L’¢tude n’exclut aucun point : Eg = R2. S, = C est la portion convexe de la scéne, et T, = {xg = +1}
contient ses tangentes aux extrémités. S, = {29, 21, 2—1} contient les trois points de coins/saut, et
To = {xo = £1} U {x1 = 0} U (20,21) U (20,2-1) : T contient g, les cordes (zp,z+1), et la droite
x1 = 0, qui est tangente a ’enveloppe convexe de 9S. S., 7., Tq sont vides. La reconstruction est
O (Q19) sur €, O (2 %1log Q) sur T, \ C, et O (272) dans R?\ (CUTy). Sur la Figure 24, S, U S,
est en gras, 7, en pointillés, et quelques contributions sont indiquées. Nous focalisons sur quelques

contributions modéeles.
e Sur la partie convexe : pour x € C,

R*[P « bl (x) = A1) (23 Q) + A[Ta] (2 2) + 0 (271)

JaSeyrai+o(1), siz=(0,+1),
QAT o), sizec)\{(0,£1)}

g
(21
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. O —2
(f3—=f2)Q2" " logQ = Azo + (1 _ /\)Zl

A(1=X)[z0—=1] ’

2
W r=X_1+ (1= Nz

FIGURE 24. Géométrie et asymptotique de la reconstruction pour le croissant de la
Figure 23.

e Sur une droite tangente a une extrémité de C : zo = 1, représentée dans le réflectogramme par
les points (3,1) et (32, —1). Pour @ = (z1,1) avec 1 # 0 tel que & (20, 2-1), alors les différentes
contributlons se compensent :

RIPxyal(x)= > A0 +0(Q77)
1€{1,2,3,4,6}
h+h-fs+(fs—fi)—h
(22 + )2y
=0(Q7%), x=(x1,1),21 # 0,2 & (20, 2-1).
e Sur la droite qui compléte S pour en faire un convexe : 1 = 0, représentée dans le réflecto-
gramme par les points (0,0), (7,0) et (2m,0). Pour z = (0,x2), avec zo # %1, alors :
RPxial(z)= > Al +0(Q7)
i€{3,5,6,7,8,10}
— 0 2log o2z t+ f2) f2)
1 —
f3+ f2
03 J2
20(1 =)

e Sur une corde issue du point de saut : (zp,21). Pour x = Azg + (1 — )z, avec ¢ C et
A ¢ {0,1}, on lit les contributions dans le réflectogramme en (0, s) = (a1,20 - @1 = 21 - 1) ; alors :

R Pxpol(z) = > A](z:0) +0 (27?)

i€{4,5,11}

=0 "21ogQ

+0(Q7?)

+0(Q7%)  @=(0,z2),|z2| #1

=0 2log +0(Q7%), z=X1+(1-N=n

f3—f2

=0"?1og
SN = N 20 — 21

+0 (9_2) , x=Xz+ (1 =Nz, 2 ¢ CU{z}.

e Enfin, en x = 2z,

R¥ [P x vo)(z) = Z ADi[(z;2) 4+ O (972)

i€{4,5,8,9,11}

=072 1log U f3 — fo) (

Au final, on s’attend & une reconstruction intense sur la partie convexe C, sur la droite d’appui
x1 = 0, et sur les cordes (zg, z+1). Sur ces droites, la constante asymptotique change de signe en
traversant 'un des points critiques zg, z+1 ; et elle indique que 'information la plus intense devrait
se trouver prés de ces points critiques zg, 24+1.

1 1
lzo — 21| |20 — 2-1]

>+om2y o= 2.

5.4.2. Controle qualité. On pose tg = —0.5, fi = 0.5, fo = 2, f3 = 3.5. A gauche de la Figure 25,
on a tracé la reconstruction Hq(z) sur une grille de pas h = 276, avec Q = 155 ; pour une meilleure
lisibilité, on a effectué au préalable un changement d’échelle. L’allure obtenue est en accord avec la
géométrie asymptotique de la Figure 24.
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. A . 6
FicUure 25. Cas du croissant. A gauche, reconstruction r o Hg pour = 21—;,
ou r(u) := sign( )\/|u| change l’échelle. Au centre, en fonction de logy ) :

(0) Q"Hq(cos 2F 4, sin —) 4y f1, (+) Q45Hg(0,1)—24/7 f1. A droite, en fonction de
log, €2 : (o) Q2HQ(0.321+0.7z0)—M, (+) Q%M (0.321 0.7z ) — U2 oa?

0.3:0.7]z0—z1|
() QHa(~1,1), (x) Q*Ha(z0) - (£ - L521) 1080

Au centre de la Figure 25, on controle 'asymptotique en deux points du demi-cercle C : pour
x = (cos ZF,sin ZF 3 ™), Qb 5R*[P*1/}Q]( ) —4ymfi = 0(1), et pour z = (0,1), QMR*[P % 1q](x) —
2,/ f1 = 0(1). A droite de la la Figure 25, on observe les asymptotiques dans différentes situations :

o QR[P x o) (2) — 5l log @ = O (1) pour & = (1 = A)z1 + Az € (20,21),A = 0.7;
o Q’°R¥[Pxa)(z) — 2§3Irf§\) logQ = O (1) pour z = (1 — A)z1 + Az—1 € (2-1,21),A =0.7;

[
[
o O2R¥|
[

[€
P xg|(x) = ()pourx:( 1,1) € {xg = 1};
o O2R*[P *a|(z

) — ( s—fo _ _f3— >1OgQ O (1) pour x = 2.

lzo—z1]  |z0—2- 1|

5.5. Occultations. On étudie un cas canonique de tomographie réflective avec des occultations.

5.5.1. Théorie. Soient r1,ro >0 et d > % On suppose que 35 = C; UCq est réunion des cercles
C1,Cy, de rayons et centres respectifs r1,7r2 et z; = (—d,0), 2o = (d,0); voir Figure 26. Soient
f1, f2 > 0 deux nombres distincts. On suppose : f|c, = fi;, © = S, et R > d + max(ry, o).

FIGURE 26. A gauche : scéne composée de deux cercles Cp,Co avec physique fi, fo.
A droite : réflectogramme P associé. Les intersections des courbes de type a), en les
angles indiqués & droite, correspondent aux tangentes communes & C1,Ca, tracées en
pointillés & gauche.

Apres élimination des courbes de type ¢) ou d), les courbes de G sont définies a 1’aide des quatre
droites tangentes aux deux cercles a la fois : les droites de type Do = (21 + rio, o), oil v est 'un

des angles ay = (%, \/1— (%)2» ap = (%,— 1-— (%)ﬂ Les courbes de G sont

en effet de la forme T',(z, [fo, 61]), out z parcourt un morceau de cercle et les #; sont orthogonaux
a l'une des tangentes communes D,. Ici, E; = R2, S, = 0S = C; Uy contient toute la scéne,
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To = Ua=a. ,ar Do contient les tangentes communes a Cy et Ca, Sp, Ty, Se, Te, Ta sont vides. Au final,
la reconstruction est O (Q71%) sur 95, O (2 21log Q) sur T, \ 95, et O (Q72) sur R? \ (S U To,).
On précise quelques constantes asymptotiques modéles, résumées sur la Figure 27.

{2

ST P SRR 5t UL RN L R \ T VRl

22 CQ

+ Q7 2log
TRy = (L e Az

Fiqure 27. Géométrie et asymptotiques de reconstruction pour la scéne de Figure 26.

e Sur 0S5, pour des raisons de symétrie, on focalise sur z = z1 +r1 8 € C; avec 8 € [0, 7|. Pour
B € 10,a4) U (a_,n], la situation en z est complétement similaire & celle ou le convexe C; serait
seul (sans occultation). Pour § € (a4,a_), a cause de l'occultation de C; par Cy pour les angles
0 € [oy, a_], une seule courbe de G contribue (au lieu de deux sans occultation), et la pondération
& considérer devient f; — fo. Enfin, pour S = a4, on obtient trois contributions de type extrémités,
avec pondérations fi, fi et fi — fo. Au total :

\/’IT 4f1—|—(9(].), SiBG[0,0é+)U(OZ,,7T],

1 X :

WQI'E’R [Pxyql(x) =< 2(fi— fo)+o(1), sife€(ay,a ), pour x = 21 + r13.
3fi—fato(l), sifB=ax,

e La droite D,_, tangente a I’enveloppe convexe de 05, intersecte Ci, resp. Co, en zj_ =
21+ ra—, zom = zg +roa—. Soit x = (1 — N)z1— + Aza— € D, avec A € R\ {0,1} tel que D,
est la seule droite de T, qui contient x. On lit les contributions en provenance des intersections des
courbes de G, aux angles a_ et a_ + 7. Aprés simplification :

0? Ji+ f2
R*[P * T) =
log Q [P * val(z) |21 — 20| A(1 = A)
Cette expression explose quand x approche I'un des points de contact z1_,z29_ et au contraire,
elle tend vers zéro quand x s’en éloigne. On voit également qu’elle est positive lorsque = est dans
Penveloppe convexe de 95 (0 < A < 1), et négative sinon.

+0(1), xz=(1-=XNz1—+ Azo_.

Remarque. Cette expression, I’expression sur la droite de complétion du croissant en un convexe, et
Pexpression sur une droite contenant un ¢6té d’un polygone, sont de la méme forme. "

e Ladroite D, est tangente a Cy, resp. Co, en 214 = 21 + iy, 224 = 22 — raay ; elle pénetre
dans I’enveloppe convexe de 95. Soit x = (1 — A)z14 + Azay € Dy, avec A € R\ {0,1} tel que D,
est la seule droite de 7T, qui contient x. On lit les contributions en provenance des intersections des
courbes de G, aux angles a4 et ay + m. Aprés simplification :

Q2 Ji+ fo
R*[P ¢Q xTr)=—
log Q2 [ Iz) 214 — 224 A(1 = A)
On obtient une expression similaire a celle de la droite D, _, mais avec un signe moins. En particulier,
Partefact obtenu ici est négatif dans I'enveloppe convexe de 0.5, mais est positif & I'extérieur.

+0(1), x=(1-Nz14+ Azo4

Au final, on reconstruit ici les objets convexes de la scéne, avec comme artefacts les tangentes
communes aux objets. Les constantes asymptotiques donnent des informations supplémentaires,
comme le signe et le comportement des artefacts.

5.5.2. Controle qualité. On considére les cercles C; et Cy de centres z; = (—2,0) et 2o = (2,0), de

?
=

rayons r1 = 1.5 et 79 = 1.3, et intensités f; = 1 et fo = 2. La reconstruction Hq avec €} = 21)5,
représentée a gauche de la Figure 28, est fidéle & la Figure 27. A droite de la Figure 28, on controle

Pasymptotique le long d’une droite artefact : %R* [Pxtal(Azar + (1= N)z14) ~ _%’

en tracant chacun des membres pour A € [—5,—0.2] U [0.2,0.8] U [1.2, 5], avec = 215
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-0 :
-5 0 5

FIGURE 28. Cas des cercles C; et Cy. A gauche, reconstruction Hq pour 2 = Lg
A droite, en fonction de X : (o) logQHQ(A22+ + (1 — N)z4) avec Q = 215 (-)

fi+fo

asymptotique T Teig—za AIN)

A gauche de la Figure 29, on met numériquement en évidence les asymptotiques de la forme
QLSR*[Pxpg](w) — | /= C = 0 (1), pour = € Cy, et C une constante asymptotique associée. A droite

de la Figure 29, on met en ev1dence les asymptotiques de la forme Q?R*[Px1q](z)—Clog Q = O (1),
avec x fixé sur I'une des tangentes (214, 224 ) et (21—, 22_), et C' une constante associée.

15 30—+
* [a]
10§
T+, * 20
*
ar *x *
. x;ﬁf* 10
ar, 23523******“ & 4o
oo i 0 2 2 0000000
-5t +0 $$_|_+_'_+.|__|_.|_.|___
++
-10 -10 +
0 5 10 15 0 5 10 15

FIGURE 29. Cas des cercles C; et Co. A gauche, en fonction de log, 2, QM5Hq(z) —
20, 2=z +nrpB €C avec: (o) B = T C=4fi,(y) B=5,C=A4f, (.)

B=a,C=3fi—fo,(® B=0r,C=3fi—fo, (¥) f="5"=,C=2fi— f)
A droite, en fonction de log, Q, Q?Hq(x) — C'log €, pour : (o) x = 0.3z + 0.723_,

_ fitf _ _ —(fit+f2)
C = 0~3~0.7|12172—227\’ (+) © =0.3214+ + 0.7294, C = 043,0.7‘;1+222+|.

5.6. Troncature angulaire. On étudie un cas canonique de tomographie réflective en angle limité.

5.6.1. Théorie. On suppose que la scéne est un cercle : S = {v(0),0 € [0,2x]}, avec v(0) =
(—2,0) — 30 d’intensité f|ps = 1, avec un écran assez grand : R = 5.5. Mais, on suppose que 'on
tourne autour de I'objet sur une portion limitée : 'angle de projection ¢ parcourt © = [0, §]. Le
réflectogramme P est représenté sur la Figure 30.

On peut éliminer de G les courbes qui n’intersectent pas l'intérieur du support de P. Mais,
contrairement aux cas précédents, la périodicité est perdue, donc on ne peut pas éliminer de ’étude
toutes les courbes de type d). Il reste & examiner les contributions des courbes de :

g= {Fa(77 @)a Fa(FY(' + 77)7 6)7Fd(07 [_5? 1])a Fd(gv [_47 2])}

L’¢tude contient tous les points : E; = R2. On reconstruit deux portions limitées du convexe

08, avec des artefacts le long des tangentes aux extrémités : S, = {7(6),7(0 + 7),0 € [0, %]},

To = {21 = =5} U{z1 = 1} U {3a1 + Ly = 4} U {Ia + Ly = 2} = To. 1di, 8, T, Se, Te
sont vides. On obtient une reconstruction d’ordre O (9_1‘5) sur Sg, O (Q‘Q log Q) sur T, \ Sq, et
O (9_2) sinon. A droite de la Figure 30, S, est en gras, et T, est en pointillés. On précise quelques
contributions canoniques.
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FIGURE 30. A gauche : réflectogramme P d’un cercle, limité an angle. A droite :
géométrie et asymptotique de la reconstruction heuristique associée.

e Sur Sy, en v = y(a), avec a € [0, ] U [m, 7+ §], on obtient une seule contribution, & cause
de la limitation en angle :

2 /% +o(1 1 0.m\uU T
QISR P % ] (v(a)) = \/ﬂ§+ (1), st € ( ’,f”) (m;+ 5,
\/§+o(1), siac{0,5,m,m+ 5}
e Sur 7,, en z = (1,22) avec o # 0 tel que 1 = 1 est la seule droite de 7, contenant xz, on

somme les contributions de A[[',(y(- + 7),©)] et A[['4(0,[—5, 1])], obtenues en (#,s) = (0,1) dans
le réflectogramme :

Q2 -1 i)
[P 1 =
g [P val(t,22)

1
— o(l)=——+0(1).

Ici, la réduction de la plage angulaire réduit la reconstruction de I’objet aux parties visibles sur les
bords des silhouettes, et ajoute des artefacts sur les tangentes aux bords des morceaux reconstruits.

5.6.2. Controle qualité. A gauche de la Figure 31, pour § = 1 5, la reconstruction Hq a la forme

prevue par I’ asymptothue A droite de cette Figure, on obtient numériquement ’asymptotique sur
: QMRH[P * a](y Cf = 0(1) pour a = §,0, C' = 2,1; ainsi que 'asymptotique sur un
artefact Q*R* [P*¢Q](1 my) + 182 = (9 (1) pour 3 = 0.5.

8 -
-
6 -
4 .
ot . P
4‘ a

0 +++$$$¢@$ﬁa$®$$$$$e

T o]

=]

-, ] . . .

1] 5 10 15

FIGURE 31. Cas de troncature angulaire. A gauche reconstruction HQ pour Q=
27 A droite, en fonction de logy © : QM5 Hq (v C’f pour (o) a =%, C =2,

(+) a=0,C=1,et (.) BHo(1,z2) + L2 pour x5 = 0.5.

5.7. Troncature spatiale. On étudie un cas canonique de tomographie réflective d'un objet coupé
par le capteur.
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5.7.1. Théorie. On suppose que la scéne est un cercle : 9S = {v(0),0 € [0,2x]}, avec v(0) =
(—2,0) — 30 d’intensité f|ps = 1, et que le tour est complet : © = S'. Mais, on suppose R = 4, ce
qui tronque la projection de I'objet 0S pour certains angles. Le réflectogramme P est représenté
sur la Figure 32.

3773
R

To(R, [25, 47)) o Ta

2 O,
Le(=R,[~5.5]) *‘73(&1) O @ = A+ (1= A)b

FIGURE 32. A gauche : réflectogramme P d’un cercle, avec limitation en espace. A
droite : géométrie et asymptotique de la reconstruction heuristique associée.

Par périodicité, il n’est pas nécessaire de considérer les courbes de type d). Mais, & cause de la
troncature en espace, on doit prendre en considération des courbes de type c) : celles qui intersectent
I'intérieur du support de P. Il reste ainsi & examiner les contributions de :

g {F (77 [% ?ﬂ-]) Fa('}’(' + 77)7 [_2%) %])vr\c(_llv [_%’ %])arc(47 [2%’ 43?])}

Alors EG = R2. La reconstruction principale, d’ordre O (9_1'5), contient une portion de la scéne :
Sa = {7(0),0 € [Z, 2]}, et une portion de cercle artefact : S, = {—4(cos0,sin6),0 € [—Z, Z]}. Les
tangentes aux extrémités de ces morceaux sont données par 7, = {23:1—1— ‘2[3:2 —4}U{%x1 —@m =
—4} = T.. Dans T, \ (S, U S,), la reconstruction est O (2 2log(?). Enfin, la reconstruction est

O (27%) dans R? \ (S, US,UT,). On donne quelques contributions modéles.
e Pour x =~(0) € S, \ S, la reconstruction vérifie :

T s T 5
3 ) 3

e Pourx=—-ROecS.\S,,

QLR P+ ) (~ RO) = {4¢§ +o(1), si0e(-5.5)

e Pour x € T, vérifiant : x = Aa + (1 — A\)b, avec 6 := (cos §,sin §), A € R\ {0,1}, a := ()
et b := —Rf. On suppose que {z -0 = —R} est la seule droite de T contenant x. En lisant les
contributions en (0,s) = (7/3,—R) et (0,s) = (47/3, R) dans le réflectogramme, on obtient aprés
simplifications :

Q? 2
R*[P S —
g [Pxval@) = —Sa— = +

0(1), z=2Xa+(1—\b.

Ici, la troncature liée au capteur réduit la reconstruction de ’objet. Le morceau disparu est
remplacé par un arc de cercle. A celd s’ajoutent des droites artefacts, tangentes a la fois a I'objet
et & cet arc de cercle; avec une constante asymptotique dont la forme a déja été discutée.

5.7.2. Contréle qualité. A gauche de la Figure 33, pour Q = 1 2h, la reconstruction Hq a la forme
prévue par 'asymptotique. A droite de cette Figure, on vérifie numériquement 1’asymptotique sur la
portion de cercle artefact : QM°R*[P x ¢q](—Rcosa, —Rsina) — C\/% = 0 (1) pour a = =%, —%,
C = 4,2 ainsi que 'asymptotique sur une droite artefact : Q>R* [P*¢Q](Aa+(1—)\)b)+% =
O (1) pour A = 0.5.
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FIGURE 33. Cas de troncature spatiale. A gauche, reconstruction Hq, pour 2 = 21%7.
A droite, en fonction de logy Q : QM Hqo(—Ra) — C/% pour (o) a = —%, C =4,

(:) a=—F% C=2 et (+) Q*Ha(0.5a + 0.5b) + 585

6. CONCLUSION

6.1. Synthése. Ces travaux constituent une consolidation mathématique de la tomographie réflec-
tive, & I’aide d’une analyse asymptotique. Les résultats obtenus permettent de relier la géométrie de
la scéne & imager avec la reconstruction heuristique, par I'intermédiaire des courbes de singularité du
jeu de données. Les ordres de reconstruction les plus élevés apparaissent sur les ensembles suivants.

e Sur des portions convexes de la scéne, et sur des points isolés comme des coins; ces parties
sont associées & des courbes de singularité. Cet ensemble est pertinent : il est inclus dans
I’ensemble des points & reconstruire.

e Sur des droites, associées & des points d’intersection de courbes de singularité; ces droites
peuvent servir de complétion pour les ensembles précédents et étre en partie pertinentes, mais
sont en général des artefacts.

e Sur des arcs de cercles, artefacts issus de la troncature spatiale.

Nous avons présenté et illustré numériquement différents exemples canoniques : objet convexe ou
non, objet régulier ou avec coins, texture réguliére ou avec saut, scéne avec ou sans occultation ; et
nous avons illustré 'impact de la limitation en angle ou en espace. Plus généralement, les résultats
de cet article apportent une forme de justification/quantification de la tomographie réflective, pour
de nombreuses configurations possibles.

6.2. Perspectives. Pour aller plus loin sur le plan mathématique, une piste a explorer est celle de
Pécriture d'un développement asymptotique uniforme, au lieu de ponctuel ; voir par exemple [4]. Cela
permettrait d’avoir une expression asymptotique pour ’ensemble de la reconstruction, au lieu de la
reconstruction calculée en un point. Une autre piste & explorer est celle de I'analyse microlocale :
déterminer les ensembles de singularité d’une reconstruction par tomographie réflective, dans 'esprit
de [6,10]. On peut s’attendre a ce que les ensembles d’ordre les plus élevés susmentionnés jouent un
role fondamental dans une telle analyse.

Concernant les applications, nous avons obtenu différents résultats structurels et quantitatifs sur
le volume de données et sur la reconstruction heuristique associée. L’auteur espére qu’ils ouvri-
ront la voie pour perfectionner les reconstructions de tomographie réflective, ou pour accélérer les
algorithmes de calculs.

ANNEXE A. ASYMPTOTIQUES D’ INTEGRALES DE FOURIER

Nous présentons la formule de type phase stationnaire utilisée pour déterminer ’asymptotique
mono-fréquentielle. Elle est basée sur le résultat suivant, issu de [5] :

Théoréme A.1. Soit A\ > 0. Soit f une fonction N fois contindment différentiable sur |a,b]. Soit
© une fonction dérivable telle que ¢’ : x + (x — a)Pa=1(b — x)Pr~Loi(z) avec pa, pp = 1 et @1 une
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fonction strictement positive qui est N fois contindment différentiable sur [a,b]. Alors :

/ ’ f(@)e?@dz = A(N) + B()),

avec u”* 1= p(x) — p(a), k(u) := f(a:)@,

N-—1
1 1 —jrntl  _ntl -
B( _ 1)\g0(b Z (n + > l(")(())e 2 N P 4+ 0O <A Pb) ,

n!
o 'V:Pb

dx
avee v = (b) — p(a),1(v) = f(2)
On en déduit expression d’une transformée en cosinus (avec un déphasage) :

Corollaire A.2. Soit A > 0. Soit f une fonction N fois continiment différentiable sur un intervalle
la,b]. Soit ¢ une fonction, supposée assez réguliére, et telle que les solutions a;,1 < j < J —1 de
o' () = 0 dans (a,b) déterminent une partition de [a,b] : a = ap < a1 < -+ < ay = b. Sur chaque
), ajia], on suppose e’ (x) = (x — )P~ ajpr — 2)P1 7 (), avee p; > 0 sur [aj, aj4],
p; = 1 Uordre d’annulation de ¢ — (), et g5 = sign i) (a;) = (=1)P+1 sign i1 (ajyq).
Soit une constante réelle C'. Alors

J _ng1 _N
/f ) cos(Ap(x) + C)d ZMJ . avec M;( ZK” %i 87 /\)—i—(’)()\ Pj),

j=0

/N

correspondant & la contribution du point crititique o, K" = T

i — —"ﬂ), et les fonctions s”(\)
nepj Pj J
déterminées par les relations (A.1), (A.2), et (A.3).

Démonstration. On se rameéne au Théoréme sur chaque [, ajy1] -

b J—-1 ) i1 A
/ f(z) cos(Ap(z) + C)dz = Z %e‘ajc/ ’ fx)e?ei?@dg;
a j=0 aj
sur le morceau [aj, aj11], il ne reste ainsi que les contributions des bornes «; et a1 :
o N-l n4l _ntl _N
Aj(0) = RerCePere) 3™ grpm 0)e T AT s 4o <)\ >
n=0
o dx
avee u = &5(p(e) — plag)), ki) = f(2) T
X i N-1 imntl  _ ntl __N
Bj(A) = —RelFiCeleivl@in) N7 g (1 (0)e T i AT h 40 (A pj+1> ,
n=0

Pj+1 dz
avec v := gj(p(aji1) — @(x)), () = fla)

et donc :

_ntl

N-1 ni1 nt1 N
= Z Kj”k](”) (0)\ % cos <)\g0(ozj) +e5m 5 + C> +o0 ()\ Pj) ,
n=0 J

n+1

n 1 —N
Z K 1l( ) 0)A i+t cos <)\g0(ozj+1) —5j7r;l+ +C) +o0 ()\ pj+1> .

Pj+1
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La contribution de 'extrémité gauche a = «p, resp. droite b = ay, est My(A) = Ag(N), resp.
Mj(X) = Bj—1(X). La contribution globale d'un point intérieur o;,1 < j < J — 1 est M;(\) =
A;(X) + Bj_1()\). Chaque M;()) a la forme attendue, avec :

sg(\) ::kén)(O) cos (/\go(a) EO(;L;;I)W + C’) (A1)
S50 1= = 17, (0) cos (Ap(b) — =T 1 ), (A.2)

s (A) :zkj(”)(()) cos (/\go(aj) 4 M + C)

— 1", (0) cos (Ap(ay) - % +C),1<i< -1

Pour simplifier s7()), 1 < j < .J — 1, on montre d’abord que kj(-n) (0)=(-1)"~ 1l(”)l( 0). On pose

J
n(z) = (@) gimg@ (2) = 2P = 0(05)) _ gimalelay) — ()
IR O ) e CET (o =y
17# 1— L
Alors sur [y, aj1], 3 = p]% et sur [aj_1,q ], 9 = —pj% En posant Fy(z) :=

1 1

ij(l’)%, et Frp1(x) := p;F)(x )%, on montre (récurrence) : k™ (u) = F,(z(w)), et

J
1) (v) = (—1)" 1 Fy(2(v)), dou k7 (0) = (~1)"~ 1", (0) en choisisant u = v = 0. On a donc :

j—1
n ; 1 i 1
si(A) = k:j( )(O) [cos <)\cp(aj) + gimnt1) + C> (—1)" cos <)\<p(aj) gmmin+1) + Cﬂ ,
20, 2p;
et donc
0 , pj Pair, n impair,

Qk](-n) (0) cos <)\gp(aj) + £ ("+1) + C’) , pj Dair, n pair,

1<j<J-1), s\ = n et D A3

(1< b S5 —2/{:3(. )(0) sin (Ap(a;) + C) sin EJ(Q:);D ; pj Impair, n impair, 49
2k‘](-n) (0) cos (Ap(aj) + C) cos (n;_p?ﬂ , pj impair, n pair.

O

Ce résultat donne la forme asymptotique de fab f(x) cos(Ap(x)+C)dx, a1’aide de contributions en
provenance uniquement des bornes ag = a et oy = b de 'intervalle et des points critiques intérieurs
aj,1 < j < J — 1. Pour chacun de ces points «;, la contribution du terme d’indice 0 <n < N —1

de la somme est
n+1

KJPX™ 7 sT(N).
La structure de ce terme dépend de la forme de s?()\) qui est une fonction : oscillante, constante,
voire identiquement nulle.

A.1l. Point intérieur de phase nulle mais non stationnaire. Soit o;j,1 < j < J — 1, un point
intérieur d’annulation de phase avec phase non stationnaire : p(a;) = 0 et ¢'(a;) # 0, i.e. pj = 1,
alors pour tout entier n, on obtient s§n)(A) = 0 : un tel point o ne contribue pas (et, en fait, n’est
pas critique).

A.2. Point critique intérieur d’annulation de phase et de ses dérivées. Soit un point in-
térieur aj,1 < 7 < J — 1 en lequel la phase s’annule et les dérivées s’annulent jusqu’a l'ordre
pi—1>1:¢p(a;)=¢ (o) == pi~D(a;) = 0. Les fonctions s sont alors constantes.

Si pj est pair, alors s7(A) = 2]4:(-”)(0) cos (Ej(nﬂ) + C) n=2p : seuls les termes d’indice n = 2p
pair contribuent. Cette contribution est nulle si le cos est nul : (n+1)7r +C=02m+1)3

Si p; est impair, alors s7(\) = ij(- )(0) [cos (n;;) cos(C) =2y — 6] sin (";_p? sin(C) Lp=2p+1]- Si

C = mm, seuls les termes d’indice pair contribuent, tandis que si C' = (2m + 1)7, seuls les termes
d’indice impair contribuent. Par ailleurs, la contribution d’un terme d’indice pair n = 2p s’annule si
n = (2m+1)p; — 1, tandis que celle d’un terme d’indice impair n = 2p+1 s’annule si n = 2mp; — 1.
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A.3. Point critique intérieur avec dérivées de phase nulles, mais phase non nulle. Soit
un point intérieur o, 1 < j < J — 1 en lequel la phase ne s’annule pas, mais les dérivées s’annulent
jusqu'a Pordre p; —1 > 1 : ¢(a) # 0 et ¢(a;) = --- = i~V (a;) = 0. Les fonctions s sont
génériquement oscillantes.

Si pj est pair, % = 2k](-n) (0) cos <)\gp(aj) + ’(nH)W + C) n=2p : seuls les termes d’indice n pair
contribuent.

Si p; est impair, s} = k(n)( 0)[cos (n+1)7r cos(Ap(a;) + C)llp=gp — €jsin (";pi)ﬁ sin(Ap(ayj) +

C)y=2pt1]. Ici, la contrlbutlon du terme d indice pair n = 2p s’annule si n = (2m + 1)p; — 1,
tandis que celle du terme d’indice impair n = 2p + 1 s’annule si n = 2mp; — 1.

A.4. Bornes. Si la phase s’annule en la borne inférieure a : ¢(a) = 0, les s sont constantes :

sp = k;(()n) (0) cos (eow("ﬂ) + C), constante qui vaut 0 si n vérifie %ﬁjl) +C = (2m+1)%. De

maniére similaire, si la phase s’annule en b : ¢(b) = 0, s} = —1571_)1(0) cos (—E"’+(Jn+1) + C) est

constante, constante qui vaut 0 si —%(:H) +C=02m+1)%

Si g(a) # 0, s§ = k(()n)(O) cos </\g0(a) so(nH) —i—C) est en général oscillante. De méme, si
o(b) #0, s = —lf,ri)l(O) cos ()\go(b) - %(;LH) + C) est en général oscillante.
A5, Synthése. Le développement asymptotique de f(ffcos()\ga + C) est une superposition de
contributions provenant des bornes, et des points intérieurs d’annulation de la dérivée de phase.
Chaque contribution effective est de la forme KA "s(\) avec K et k > 0 des constantes, et s
une fonction ; la constante x est de la forme k = ntl avec m > 0 un entier, et p — 1 > 0 'ordre
d’annulation de la dérivée de phase.

ANNEXE B. ASYMPTOTIQUE PAR TRANSFORMATIONS DE MELLIN

L’asymptotique multi-fréquentielle a été obtenue & ’aide de la méthode des transformées de
Mellin, présentée abondamment dans [4] et ses références. Nous en rappelons les grandes lignes.

Définition B.1. La transformée de Mellin d’une fonction localement intégrable f est définie, lorsque

celd a un sens, par :
D
= / f()t=tdt.
0

Si f(t) = tg)O (t) et f(t) = t_(>900 (t77), avec a < B € R, alors lintégrale M[f, 2] est absolument

convergente et est holomorphe dans la bande a < Rz < .

Proposition B.2. Sous les hypothéses de la définition, dans une bande o < Rz < B de convergence
absolue, st a < ¢ < C < B, alors :

Sup{|]\4[f;a7 =+ ly” RS [Ca C]} — 0.
y—+oo

A titre d’exemple, on trouve dans les tables :

e la fonction d’Euler M[e™?, 2] = I'(2) converge absolument et est holomorphe dans 0 < Rz ;
o Mle", z] = limp_oo My 7y, 2] = e'27T(2), égalités valables pour 0 < Rz < 1.

On remarque que le membre de droite de la derniére égalité permet de prolonger M e, z] en une
fonction holomorphe sur 0 < Rz. Plus généralement, avec des hypothéses supplémentaires sur f,
il est possible de prolonger analytiquement la transformée de Mellin & l'extérieur d’'une bande de
convergence absolue. Par exemple, sans entrer dans les détails : si f est oscillante, resp. & décroissance
algébrique et monotone, a l'infini, alors M|f, z] peut étre étendue en une fonction holomorphe, resp.
méromorphe, dans un demi-plan & droite, et 'on peut déterminer son comportement le long des
verticales.

La formule de Parseval transforme l'intégrale réelle d’'un produit de fonctions, en une intégrale
d’un produit de transformées de Mellin, sur une ligne verticale :

Théoréme B.3 (Formule de Parseval). Soient des fonctions f et h, et un réel ¢ tels que :

(i) f et h sont localement intégrables,
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(i) M[f,1—z] et M[h,z| convergent absolument dans une méme bande o < Rz < f3,
(113) Rz = ¢ est une droite dans cette bande : o < Rz = ¢ < f3,

(iv) y— M[f,1—c—1iy| est intégrable sur R.
Alors :

/ f(t) C—iriOOM[f,l — z|M[h, z]dz.

27“ c—ioco

Définition B.4. Lorsque celd a un sens, la h-transform de f est :

2> 00 /oo FORAL
0

Pour obtenir un développement asymptotique de la h-transform de f, avec A — oo, on applique
la formule de Parseval a f(t) et h(At) (avec M[h(At), z] = \"*M[h(t), z]). Puis, on repousse la ligne
verticale d’intégration, vers une ligne située plus a droite. Pour justifier ce procédé par théoréme des
résidus, et dominer le reste, ceci nécessite en général de déterminer les prolongements analytiques
de M[f,1— z] et M[h, z], ainsi que leur comportement le long des droites verticales :

Théoréme B.5 (Asymptotique de la h-transform de f). Soient f, h et ¢ satisfaisant les hypotheéses
de la formule de Parseval. On pose P(z) = M[f,1— z]M]|h, z]. Soit C > c. Si

(i) P(z) est méromorphe dans une bande contenant ¢ < Rz < C,

(i1) P(z) posséde un nombre fini de poles dans la bande ¢ < Rz < C, et la droite Rz = C ne
contient pas de péles de P(z),

fiii) sup{|P(z + iy)| , @ € e, C} —— 0,
y—Foo

() y+— P(C +1y) est intégrable sur R,
alors pour A > 0, la h-transform de f vérifie :

c+ioco B . 1 C+ioco .
/ F(@®)h(At)d 2771 . A?P(2)dz = — Z Res(\ P(Z)>+2m/0—ioo A?P(z)dz,
c<Rz<C
=— Z Res(A™*P(z))+ O ()\_C),
c<Rz<C Ao

ot la somme porte sur les poles de P(z).

Les deux résultats suivants précisent deux prolongements utilisés dans la preuve de Proposi-
tion 4.3.

Proposition B.6. Soit f une fonction réguliére sur [0,00), nulle sur [1,00). Alors M[f,1 — z|
converge absolument dans Rz < 1, et s’étend en une fonction méromorphe dans le plan complere.

(G-
Ses poles sont les entiers j > 1 tels que fU—1 ( ) # 0 un tel pole est simple et de résidu —f(;.ji)(!o),

Enfin, si c < C < k avec k € N, alors :

sup{|M[f:1 -z —ig]l,z€le,Clh= g (™).

y—+oo

Démonstration. La bande de convergence absolue provient des comportements de f en 0 et en 400.
Le prolongement méromorphe s’obtient & partir du développement de Taylor de f en 0. Enfin, par
. . . . . . . . (k) —

intégration par parties successives (et continuation unique), on a aussi M|[f,1 — z] = %

Par Proposition B.2, on déduit le comportement & I'infini dans la bande ¢ < Rz < C.

Proposition B.7. Soient des réels n > 1,w # 0,a, et g(t) = t7"cos(wt + a)Ly>1. Alors Mg, 2]
est holomorphe dans Rz <n. Mg, z] s etend en une fonctwn holomorphe dans le plan complexe, et
pour tout k € N, pour tous ¢ < C' < k +n,

sup{|M|g; z + iy]| ,xz € [¢,C]} = O (]y|k) .

y—+oo
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Démonstration. On pose g, := g. Dans Rz < n, Mg, , 2] converge absolument, est holomorphe,
et par proposition B.2, sup{|M|g,.a;x +iy]|,z € [c,C]} = 9 (1). On étend M|gy.q, 2] par
y—+o0
intégration par parties :
csw+a—3) -—n-—z-1
w w

M[gnyﬂﬂ z]=— M[gﬁ+1,a—7r/27 z];

on étend le membre de gauche & partir du membre de droite qui est holomorphe dans Rz < 1 4 7.
Puis, on itére pour obtenir I'extension dans Rz < k + 1. A chaque itération, un facteur z sort, ce

qui permet de montrer la croissance en O (|y\k> sur z € [¢, C]. O

ANNEXE C. CALCULS DE TERMES DOMINANTS

On précise quelques expressions permettant d’obtenir les termes dominants des développements
asymptotiques ; pour une courbe & phase constante, puis pour un point critique isolé.

Proposition C.1. Soient ' € G,x € Eg,A >0, > 1

a) SiT' =T4(z,00), de normale vy, telle que v, - (0,1) < 0, et si 2(0),0 € §O©, parcourt un morceau
de cercle de centre x, de rayon |®| > 0 ou p(0,s) = ® le long de I, alors

hra(z;A) = A terasri(\),  sra(A) = sin(A®), krq = — / [P]d6.

b) SiT =T(2*,00), avec x = z*, de normale vs, telle que vy, - (0,1) <0, alors hr 1 =0 et

th(.ﬁU; )\) = /\72HI‘,23F72(/\)7 SRQ(/\) = —1, Kr2 = |: ( >:| do.
50 Vel?
¢) il =T.(r,00) et x =0, alors
hra(z; A) = )\_llﬁ[‘jlsp’l()\), sp1(A) = —sin(Ar), k1 = — sign(r)/ Pdé.

60

Démonstration. a) Cg et T' sont tangentes donc les normales Vg et vy sont colinéaires, et comme
ch (0,1) et vs-(0,1) ont méme signe, alors Vo-vs, = [Vo| = /1 + (z-01)2 = /1 + (2(0) - 01)2 =
donc Hp, = —[P] dzv puis kp1 = — fF[P]‘é—zdf.

b) Hro = [ (PWV;D‘Q) TVSD;TZZ’ avec, de maniére similaire a a), TV‘ZTQZ = ‘—1% = d£7 d’ou krp =
o[V (Pge)] dhae
c) vs = (0, 51gn(r)) et Vo = (0,—1), alors Hp; = Plvv‘P 7= —Psign(r)9%, d'ott kr ;. O

Proposition C.2. Soient x € Eg;, I' € Gy, et (0%,5%) = (0(€%),s(£*)) € I', un point critique avec
ordre fini p* > 1. On pose e* = sign @\¥")(¢*), T*p = (v‘p'ygz) (9*,5*)W> et K(p*) =
20 e+

[Vl
()7 T (1/p")
p* ’
1. Si (6%, s*) est une extrémité de T, i.e. £* € {0,|T'|}, alors :

hi g 0) = K () PO, 5N 1 )T 40 (A1)

avec
€* sin #, st (0*,s%*) =0 et £* =0,
ey (—1)P" * sin 57 st (0%, %) =0 et £* =T,
S =
L0 €" sin 575 cos()\go(ﬂ*, s*)) + cos 35 sin(Ap (6%, s)), st p(0*,s%) #0 et £* =0
(—1)P" * sin TS cos(Ap(0*, s*)) + cos 57 S (Ap(0%,5%)), sip(0*,s")#0 et =T

2. Sinon, (0%, s*) est un point intérieur stationnaire de T', i.e. 0 < £* <|T| et ¢'(£*) =0, et alors :

i a(: ) = —2K (07 [PY(0, A s oW T 0 + 0 (3717
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avec
" sin 57, si (0, s*)
. 0, si (67, s%)
81’0()\) ) e*sin & cos(Ap(0*, s*)) + cos QZ* sin(Ap(0*,s%)),  s1 (0%, %) #0 et p* = 2p,
(67, s%)

2p*

cos 5= sin(Ap(67, s7)), 51

1 1
Démonstration. 1l s’agit de préciser hf (z;\) = K()‘/Q’{OSTO()\))\_1_ka +o0 (/\_1_7*>, a laide de
la preuve de Proposition 3.12. D’abord, Kj = %. Puis, k], s’exprime a partir de k7, =

* | * |

1/p* 1/p*
* o\ P _J* _ * k) — P _ Vs
HRI(@ ) S ) <|¢(p*)(e*)|> ou ll,O - HF,l(e )8 ) (|¢(p*)(4*)|> ; avec HFJ - [P] Vo2

Enfin, s], s’obtient immédiatement selon les cas.

Proposition C.3. Sous les hypothéses de la Proposition C.2, avec I' = T'y(z, [6o, 01]), avec normale
vy, telle que vy - (0,1) < 0.
1. Ou bien x € (2(6%),0%).

a) Six = 2(0"), alors, p* =2, 87 = gsign k(0%), T*p = \/|k(6%)].

b) Sixe (2(0%),0%)\ {2(6%),z(0%)}, alors p* =2, T = /|c(0%)] et

2 2
510(A) = Sign(ﬁ(@*))\g cos(A(x — z(0%)) - 0%) + \2[ sin(A(x — z(0%)) - 6%).
¢) Six=x(0") alors p* = 3, et 57 est de la forme s7 o(\) = STy cos(A(x — 2(07)) - 0" + ajy).
(

(2-0* 1) (2(6%)-0*L)+1 .
((2-0*1)2+1)[(w—2(0%))-0+ |

a) six € (2(0%),00)\ {2(6%)}, s10= +sign(z — z(6*)) - 0%+ ;
b) six ¢ (2(0%),0%) U (2(67),0),
s1,0(A) = L cos(A(z — 2(0%)) - 0%) sign(x — 2(0%)) - o*+.
Démonstration. 1. Cas de phase stationnaire, extrémité ou point intérieur.

2) 9l07,5) = 0, p* =2, 570 = L2, FI(E) = by B(0%)2 avee B(E7) = (1+ (=(67) - 0°1)2) 7112,
e* = sign k(0%). Cyp- o+) est tangente a I' en (6%, s*), alors Vi = & [Vo|vs. Comme vy - (0,1)
et Vi - (0,1) ont méme signe, alors Vo - vs = [Vo| = (1 + (z - 6)2)/2 = ()71, puis
e = /[r(6%)]

b) Comme a), mais cette fois, p(6*,s*) = (x — 2(0*)) - 6* # 0.

c¢) Rien a signaler.

2. Ou bien 0* =0y et x & (2(0%),0%). Alors p* =1, T"¢p = t

2. Cas d’extrémité avec phase non stationnaire.
a) p(0*,s*) =0et p* =1, J(l) = g—z(x — 2(0)) - 6+, avec j—z > 0, ¢* = sign(z — (%)) - 0*+.
La normale vérifie vs; = £3%(-45 1) = 9%(2(9) - 6+, -1) (vs - (0,1) < 0), puis T*p =

(@074 ~1)-(2(0°)-0°+ —1) o oy L
(@074, —1)| | (@—2(6%))-0+L | Pour 6% = 6o, 01, s7(A) =", —¢".

b) Comme 2.a), mais, s7 o(\) = £&* cos(Ap(0%,5%)), avec p(0%, s*) = (z — 2(0%)) - 0" # 0.

O

Proposition C.4. Sous les hypothéses de la Proposition C.2, avec I' = T'y(2*, [0y, 01]), avec normale
vy, telle que vy, - (0,1) < 0.
1. Ou bien x € (2*,0%) \ {z*}. Alors p* =2, T*p = L

ST,O()‘) = sign((z* — x) - 0*)? cos(A(z —2")-0") + ? sin(A(z —2%) - 07).

(.Z’-Q*J‘)(Z*ﬁ*l)-‘rl

2. Ou bien 0" =0y et x & (2%,0%). Alors p* =1, T*p = (@t D))o 1] ©

t

a) six € (2%,05)\ {*}, 87 = Esign(z —2*) - o+ ;
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b) six ¢ (2,6%)U (25, 0), s10(A) = L cos(A(x — 2%) - 0) sign(z — 27) - o+
Démonstration. 1. Cas de phase stationnaire non nulle avec p* = 2. Analogue & Proposition C.3.1.b).
F) = B (e — ) 0%, B = (L4 (27 0NV & = sign(zt - a) - 0, et
Vo vy = Vel = (1+(z-05)) 2 =67
2. Cas d’extrémité avec phase non stationnaire. Analogue & Proposition C.3.2.
O
Proposition C.5. Sous les hypothéses de la Proposition C.2, avec T' =T(r, [0y, 01]), avec r = +R.
1. Ou bien x € (0,6%) \ {0}.

a) Six=r0* p" =2 Tp= Sig\n/(ﬁ_r), 87 = sign(-7)

b) six e (0,6°)\{0,r0"}, p* =2, T*go—s\l%%

S0 = (- -0%) 2 cos(\w -0 1)) + L sin(Aa- 0" ).

IS

2. Ou bien 0* =0y et x ¢ (0,0%). Alors p* =1, T"p = 1;(5;“.;;*(1))2 \x-el*L|’ et

a) six € (ro*,0*)\ {ro*}, s, = £sign(x - 0*1)
b) six ¢ (r0*,0°) U (0,0%), s o(X) = £sign(z - 0*F) cos(A(x - 0* — 1)),

Vevs _ _—sign(r)
Vel TH@o R

1. Cas de phase stationnaire. p* = 2, ¢"(¢*) = —0(0)%z - 0* = —x - 6*, e* = sign(—x - 0*), T*p =
— sign(r) 1

F @002 Jlwr|
a) p(0*,s*) =0,z -0*=r, 3?0 =e*¥%

b) s70(A) = 5*\[ cos(Ap(0*,s%)) + ‘f sin(Ap(0*, s*)), p(0*,8*) =x - 6* —r # 0.

Démonstration. T' C 0¥ est de normale vy, = (0, sign(r)), alors

S o

2. Cas d’extrémité avec phase non stationnaire. p* = 1, @'(£*) = 8(0)z - " = z . 9*+, & =

sign(e - 0°), T*¢ = 5 e gy
a) p(0*,s*) =0, s]y = £e*.

b) s7p(A) = £e* cos(Ap(6*, %)), avec p(0*,5*) =z - 6* —r # 0.

[l
Proposition C.6. Sous les hypothéses de la Proposition C.2, avec I' = T'y(0*, [so, s1]), avec 0% =
Omin,max- Alors s* € {so,s1}, p* =1, T"p = % (resp. pour 0 = Omin max), €t :
a) six € (s*0*,0*L), sty = F1 (resp. pour s* = s9,51);
b) six ¢ (s70%,0"1), sio(N) = Feos(\(x - 0% — s%)) (resp. pour s* = sq,51).
Démonstration. Cas d’extrémité non stationnaire. I C 82 est de normale vy, = (1,0), avecn = —1,1
. 9*L ~
sif= Hmin,max Alors ‘Vvtp 722 = 1_,’_77(:;,9*1_)27 (P/(E) =-qg=-"lLe"=-1¢et
a) (0%,8%) =0, s79=—1,1si 8" = s0,51;
b) s79(A) = F cos(Ap(0*, s*)) selon s* = sg, 51, avec @(§*,s") =z - 0" —s* #0.
[l

ANNEXE D. DISCRETISATION

On présente le schéma de discrétisation de RFBP utilisé pour les tests numériques du banc d’essai.

L’étape de discrétisation de RFBP est plus difficile qu’elle ne le parait et nécessite quelques
précautions. D’abord, RFBP est une intégrale triple avec un intégrande possédant des discontinuités.
De plus, une des dimensions du pavé d’intégration est grande : 22 ; ou, de maniére équivalente apres
changement d’échelle, le domaine est un pavé de taille fixée, mais l'intégrande contient un facteur
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fortement oscillant : cos(Qo(z - 0 — s)). Pour obtenir un résultat précis rapidement, le calcul par
force brute (intégration numérique sur tout le pavé) est donc exclu.

On décompose © x [—R, R] en des morceaux II tels que P|r réguliére, et de la forme suivante :
IIT={(0,s):60p <0 <b1,51(0) < s <s200)},

ou : [0p,01] C O, s1 et so sont deux fonctions réguliéres. Bien sir, un tel découpage s’obtient
facilement & l’aide des morceaux ¥; et des courbes de G. Le but est de décomposer REBP sous la
forme :

01
RePwalle) = 3 [ Pl0.s)unta 0 - s)asa0 - > / oo (0)a

avec P|r réguliére, et

s2(0)

52(6) 1 Q o . .
g.0.0(0) = / PO, s)bo(z -0 — 5)dsdd = — / () / P0, s)e=7*ds 70 do
51(0) 20 J_q Q" S0

1 s2(0) . .

= §R/ 1/1(0‘)/ P(0,5)e"95ds &0,
0 s1(0)

Pour évaluer une intégrale comme gr o, (6), on utilise souvent la transformée de Fourier rapide

(FFT) pour intégrer par rapport a s, et son inverse (IFFT) pour intégrer par rapport a o.

Pour les tests effectués dans cet article, P|r est constante, et ¢(0) = |o| (Ram-Lak). En utilisant
ces hypotheses, on effecte le calcul de gr1 0 »(#) analytiquement ; on obtient :

gee(9) = PQH[G (Qz -0 — 52(0))) — G (Qz -0 — 51(0))) |, avec G(u) := M_

La fonction G, prolongée par 0 en 0, est réguliére ; donc la fonction gr o, aussi. Numériquement,

u

. . . 4
pour plus de précision, pour |u| < 0.05, en tirant profit de 'encadrement 1 — g—? + 47— %—T < cosu <

ub

U2 u4 u6 ’LL8 u u3
1— S+ ar iG] + 51> on approchera G(u) par.—g + 51— 730"
Par régularité de g o, on peut évaluer précisément son intégrale sur [0, 61] par une formule de

quadrature. Avec la méthode de Simpson de pas hip = %, d’ordre 4 en hry, on obtient :

01
/ gm,0,2(0)do

0o

. By " Ohyy "]
_ . . 4
= ?(gn,ﬂ,xwo)wn,ﬂ,m(91))+§ ; gn,ﬂ,x(90+lhn)+7 ZZ; 911,0,2(00+(i+0.5) hir)+O (hiy) -

Pour pouvoir mettre en évidence des termes d’ordre Q271° O 2logQ, 272, on choisit un pas hy
. . . . .. 1.25
tel que l'erreur d’intégration numérique O (h4H) soit © (9*2). En choisissant nyp = (gffeo], alors

I'erreur du schéma numérique pour le calcul de fH Pyq est O (hﬁ) =0 (Q*‘r’).
Enfin, on applique ce schéma & chaque morceau II = {(0,s) : 6y < 0 < 01,51(0) < s < s2(0)}, et

Pon somme sur les différents morceaux. On obtient RFBP a lordre 5 : R*[P * ¢ql(z) = Ha(x) +
O (27°) avec

h
Ha(x) = Y~ Homaa(o) + gnar(0h)
I
+hnnil (6 + ih )JrQthi_:1 (0o + (i + 0.5)h1)
3 £ a11,0,z\v0 I 3 £ 911,0,2\%0 O)hir).

Dans cet article, nous utilisons ce schéma Hq pour calculer et tracer RFBP a 2 fixé, sur une
grille de points x. Et nous l'utilisons pour comparer RFBP et son asymptotique, pour différentes
valeurs de z, et différentes échelles de 2.
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