Le couplage de Landau phonon-roton revisité pour I’hélium 4 liquide et étendu aux
gaz de fermions superfluides
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Aussi bien dans I’hélium liquide que dans les gaz d’atomes froids fermioniques de spin 1/2, il existe
dans la phase superfluide deux types distincts d’excitations, les phonons d’une part, les rotons ou les
excitations fermioniques par brisure de paire, qui présentent une bande d’énergie interdite, d’autre
part. Dans la limite des grandes longueurs d’onde, en reprenant, corrigeant et généralisant la théorie
de Landau et Khalatnikov initialement développée pour I'hélium [ZhETF 19, 637 (1949)], nous
obtenons des expressions universelles de couplages & trois et quatre corps entre ces deux types
d’excitations. Nous en déduisons les taux d’amortissement correspondants des phonons a basse
température et les comparons a ceux d’origine purement phononique dans I’hélium liquide & haute
pression et dans les gaz de fermions en interaction forte, pour ouvrir la voie & une observation

expérimentale.

PACS numbers: 03.75.Kk, 67.85.Lm, 47.37.-+q

Introduction — Un superfluide spatialement homogéne de
particules en interaction a courte portée, lorsqu’il est re-
froidi & une température T suffisamment basse, admet
comme seuls degrés de liberté microscopiques les excita-
tions phononiques ¢. Dans cette limite universalisante,
tous les superfluides de ce type se réduisent & un gaz de
phonons en interaction faible et de relation de disper-
sion quasi linéaire, que les particules sous-jacentes soient
bosoniques ou fermioniques, en interaction faible ou en
interaction forte. L’amortissement des phonons dépend
alors uniquement de leur relation de dispersion au voisi-
nage du nombre d’onde nul (pente et dérivée troisiéme) et
de leur couplage non linéaire, déduit de la seule équation
d’état du systéme grace a 'hydrodynamique quantique
de Landau et Khalatnikov [1].

En réalité, dans les expériences, la température n’est
pas toujours suffisamment basse pour qu’on puisse ré-
duire la dynamique a celle des phonons, et d’autres exci-
tations élémentaires viennent enrichir le probléme. Nous
pensons ici aux rotons bosoniques et sans spin dans le cas
de I’hélium 4 liquide et aux excitations fermioniques avec
spin de type BCS (par brisure des paires de Cooper) dans
les gaz atomiques de fermions froids de spin 1/2, excita-
tions que nous appellerons génériquement v et qui pré-
sentent dans les deux cas une bande d’énergie interdite de
largeur A > 0. De fagon remarquable, comme "ont mon-
tré Landau et Khalatnikov, le couplage des phonons ¢
aux rotons, et plus généralement & toutes les excitations
a bande interdite comme nous le verrons, ne dépend a
l'ordre dominant en température que de quelques para-
meétres de la relation de dispersion de ces derniéres, a
savoir la valeur du minimum A et sa position ky dans
I’espace des nombres d’onde k, leurs dérivées par rapport
a la densité, ainsi que la masse effective m, des excita-
tions v au voisinage de k = ky. Cependant, nous avons

découvert que 'expression du couplage ¢p—~ donnée dans
la référence [1] n’est pas exacte, fait qui semble étre passé
inapergu. L’objectif du présent travail est de compléter le
résultat de Landau et Khalatnikov, et d’en déduire quan-
titativement I’amortissement des phonons dii au couplage
¢—y en fonction de la température, ce qui est a priori non
trivial dans les systémes en interaction forte considérés
ici. Notre étude est ici restreinte au régime faiblement
collisionnel wqT, > 1 et wqTy > 1, oll wq est la pul-
sation propre du mode de phonon de vecteur d’onde g
considéré, et 7., et 74 sont les temps de collision typiques
respectivement d’une quasi-particule v thermique et d’un
phonon ¢ thermique. Elle pourrait étre directement éten-
due au régime hydrodynamique wqry S 1 ou wqry S 1
a Paide d’équations cinétiques [2]. Une vérification expé-
rimentale de nos résultats semble tout a fait & portée de
main, soit dans I’hélium 4 liquide, en prolongement des
travaux récents de la référence [3], soit dans les gaz de
fermions froids spatialement homogénes que la révolution
des piéges a fond plat [4] permet désormais de préparer
au laboratoire [5] et d’exciter acoustiquement par une
modulation spatio-temporelle de potentiels optiques la-
ser [6, 7].

Landau-Khalatnikov revisité — Rappelons briévement
Pargumentation de la référence [1] pour obtenir le cou-
plage phonon-roton dans I’hélium 4 liquide ou, par exten-
sion de notre fait, le couplage phonon-excitation fermio-
nique dans un gaz non polarisé de fermions de spin 1/2.
On traite d’abord en premiére quantification le cas d’un
roton seul ou d’une excitation fermionique seule, consi-
déré(e) comme une quasi-particule v de position r, de
quantité de mouvement p et de spin s = 0 ou s = 1/2.
Dans un superfluide homogéne de densité p, son hamilto-
nien vaut simplement €(p, p), fonction de p invariante par
rotation telle que p — €(p, p) soit la relation de disper-



sion de la quasi-particule . En présence d’ondes sonores
(c’est-a-dire de phonons), le superfluide acquiert une den-
sité p(r) et une vitesse v(r) non nulle qui dépendent de
la position. Si la longueur d’onde des phonons est suf-
fisamment grande devant la longueur de cohérence |[§]

de la quasi-particule v, ici sa longueur d’onde thermique

1/2
2 .
Wf’;:;T , et la pulsation des phonons

est suffisamment faible devant son énergie « interne »
A, on peut utiliser une approximation d’homogénéité lo-
cale [9, 10] et prendre comme hamiltonien de la quasi-
particule 7 :

de de Broglie!

H =e(p,p(r)) +p-v(r) (1)

Le dernier terme est un effet Doppler refiétant la diffé-
rence des énergies dans le repére du laboratoire et dans
le repére en mouvement avec le superfluide [1]. Pour une
faible perturbation phononique du superfluide, on déve-
loppe le hamiltonien jusqu’au second ordre en les fluc-
tuations de densité dp(r) = p(r) — p :

p)8p°(r)
(2)
en oubliant provisoirement la non-commutation de r et
p- Les phonons sont les quasi-particules bosoniques asso-
ciées au développement de dp(r) et de v(r) sur les modes
propres des équations de 'hydrodynamique quantique li-
néarisées autour de la solution homogéne au repos :

(%)) = v 2 (b0 (L2 Jita] oo o

Les opérateurs l;q et I;L annihilent et créent donc un pho-
non de vecteur d’onde q d’énergie hwq, et satisfont aux

1
H =~ e(p, p) + 0pe(p, p)dp(r) + p-v(r) + 53,36(1)

relations de commutation habituelles [bq, I;L,] = 0q,q’- On
a pris ici des conditions aux limites périodiques dans une
boite cubique de volume V), et on rappelle I'expression de
la pulsation propre wq = cq et des coefficients modaux
1/2

hc
2mpq

— [ hpg
Pa = \ 2me

d’une particule du superfluide et ¢ la vitesse du son.

1/2
et vq = ) q, ot m est la masse

Dans le cas d’un nombre arbitraire de quasi-particules
v, nous passons en seconde quantification et récrivons

1. Pour un nombre d’onde de phonon thermique, ceci impose
kT < msc?, une condition qui reste pertinente méme dans la
limite CBE des gaz de fermions ou kg = 0, au contraire de la
conditlion naive et pas nécessaire d’une longueur d’onde de phonon
> kg

I'équation (2) sous la forme 2 3

H= Zﬁk’%ig”?ka
k,o
Ak, q; K)o+
+ Z 1 V1/2 ) (Wl/U'Ykobq + h‘C‘)(Sk"rq,k’
k.k/,q,0
As(k, q; k', q)

+ V '711/0'7k<76k+q k’'+q’
k.k',q,q9’,0

x [bfbg + = (b_q,b +he)] (4)

oll Yko €t ﬁld sont les opérateurs bosoniques (rotons,

s =0, 0 =0) ou fermioniques (s =1/2, o0 =1,]) d’anni-
hilation et de création d’une quasi-particule v de vecteur
d’onde k = p/h dans la composante de spin o, obéis-
sant aux relations de commutation ou d’anticommuta-
tion habituelles. La premiére somme au second membre
de l’équation (4) représente I’énergie des quasi-particules
~ dans le superfluide non perturbé, avec la notation abré-
gée ex = €(hk,p). La seconde somme, qui provient du
terme Doppler et du terme linéaire en dp dans ’équa-
tion (2), décrit des processus d’absorption ou d’émission
d’un phonon par une quasi-particule v, caractérisés par
'amplitude

!/

Al k) = p, 20t O TR )
ol q et k sont les vecteurs d’onde du phonon et de
la quasi-particule v incidents, et k’ le vecteur d’onde
de la quasi-particule v émergente. L’écriture invariante
par échange de k et k’ dans I’équation (5) provient de
Iécriture symétrisée des différents termes, de la forme
[f(p)eldT + el9T f(p)]/2, qui assure que la forme quan-
tique correcte de I’équation (2), avec r et p opérateurs
canoniquement conjugués, est hermitienne. La troisiéme
somme dans I’équation (4), provenant des termes quadra-
tiques en dp dans 'équation (2), représente la diffusion
directe d’'un phonon sur une quasi-particule v, décrite par
amplitude elle aussi symétrisée

2 2
8pek + 8p€k/

As(k, q; X', q") = pepy 5 (6)

ot les vecteurs d’onde primés sont ceux des quasi-

particules émergentes. Elle décrit aussi des processus
d’absorption et d’émission & deux phonons, négligeables

2. Dans un gaz de fermions de spin 1/2, la différence des
nombres d’excitations fermioniques 1 et | est conservée lorsque la
différence des nombres de particules 1 et | ’est, ce qui est le cas
ici et explique pourquoi o est conservé dans 1’équation (4).

3. La mise des termes bb' sous forme normale conduit & un dé-
placement d’énergie des quasi-particules v que nous absorbons dans
une redéfinition des €.



ici. Comme Davait bien compris la référence [1], Pampli-
tude effective de la diffusion ¢ — v s’obtient en ajoutant
a l'amplitude directe (termes de H quadratiques en 13)
celle des processus d’absorption-émission et d’émission-
absorption a un phonon (termes linéaires en I;) traités au
second ordre de la théorie des perturbations :

AT @) = B+ T R

k,q; k X, q: K
~ Ak g K, q) + Ak, qsk +q) A1 (K, 9 kK + q')
hwg + € — €itq
Ak —q',q;k)Ai(k — ', q; k)
ek—hwq/—ek,q/

+ (7)
o1, dans le second (troisiéme) terme, la quasi-particule
~ absorbe un phonon ¢ (émet un phonon q’) avant
d’émettre un phonon q’ (absorber un phonon q). Jusqu’a
présent, ceci est en accord avec la théorie de Landau et
Khalatnikov, si ce n’est que la dérivée premiére de A par
rapport & p dans 'équation (5) a été négligée dans la
référence [1], car on la pensait & I’époque anormalement
faible dans I’hélium 4 & pression nulle.

L’expression (7), issue d’une approximation d’homo-
généité locale, n’a de sens qu’a l'ordre dominant dans
une limite de basse énergie (elle ne vaut aussi que sur la
couche d’énergie, c’est-a-dire pour des processus de dif-
fusion conservant I’énergie totale ex + hwq = ex + hwg/,
avec k’ = k+q—¢’, 'hydrodynamique quantique n’étant
qu’une théorie effective [16]). Nous passons donc a la li-
mite 7" — 0 avec les lois d’échelle

q=T, k—Fky~TY? (8)

qui refletent le fait que I’énergie thermique typique d’un
phonon est hcq =~ kT, et que ’énergie cinétique effective

typique ex — A d’une quasi-particule v est ~ kg7, et
tiennent compte du développement
2 (k — ko)®
A = ———~ 1 0k-k)? 9
“k k—ko 2me, + ( 0) 9)

Les amplitudes de couplage A; et les dénominateurs
d’énergie dans I’équation (7) doivent étre développés jus-
qu’aux corrections relatives d’ordre T, c’est-a-dire jus-
qua Pordre T3/2 pour A; et T2 pour les dénominateurs
d’énergie, ¢’ se déduisant de q, k et q'/¢’ par conserva-
tion de I’énergie. 4 ® En revanche, il suffit de développer

h(k—ko)g(u—u )[1+h(k ko)u’ }_"_hq (u—u')? +

myc myc 2myc

4. Tl vient g—¢q' =

O(T®/2) ou u et u' sont définis aprés I’équation (10). On vérifie
aussi que l'inclusion d’un terme cubique o ¢® dans wq ou, ce qui
est moins évident, d’un terme de gauchissement o< (k — k)3 dans
€k, donne une contribution sous-dominante a Agff (k,q; X', q").

5. L’erreur relative commise par 1’hydrodynamique quantique
utilisée ici est d’ordre T2, puisqu’on néglige les corrections en ¢>
a wq = cq et en ¢®/? a pq et vq. Nous nous attendons a ce que
l’approximation d’homogénéité locale introduise aussi une erreur
relative d’ordre T2. Aussi les corrections d’ordre relatif 7' mention-
nées dans le texte devraient-elles étre exactes.

I'amplitude A5 & I'ordre dominant 7". Nous obtenons ainsi
le résultat central de I'article, 'amplitude effective de la
diffusion ¢ — v & l’ordre dominant en température®

- hg |1 (hpk{)?  R%k3
eff ! 2 A 0 0
k,q; k ~ ZpPA ) 2 R0
A3 (kg K, ) T—0 mcp 27 + 21, + 21,
2 , ,
pA’ pPA ’ , Pko 2m..c
(ﬁck()) +h " [(u—i—u) U " + hkow
* K/
Lo c(u+u)w+u2u'2 p—o(u2+u'2) (10)
hko ko
Ici, A', k{, A" sont les dérivées premiéres et seconde de
A et ko par rapport a p, et u = c(‘ﬂi‘, u = ‘:,’é‘, w=214

sont les cosinus des angles entre les vecteurs d’onde k,
q et . Dans le résultat (3.17) de la référence [1], les
termes en A’ ont été négligés, comme nous l'avons dit
plus haut, mais le dernier terme entre les accolades inté-
rieures dans ’équation (10), contenant le facteur pk(/ko,
a été carrément oublié. *

Ajout dans la version corrigée-augmentée
L’expression (7) de Uamplitude de couplage est incom-
plete car elle ne tient pas compte de linteraction entre
les phonons. Cette lacune se répercute sur l’expression
(10) de Uamplitude effective, l'intégrale angulaire donnée
en note 9 et les courbes tiretées des figures 1 et 2.
L'erratum [42] qui corrige cet oubli est reproduit ici en
annexe, voir en particulier les équations (20) et (21),
et nous l'augmentons d’une vérification du résultat final
par une approche microscopique fondée sur la théorie de
Bogolioubov avec un potentiel d’interaction quelconque a
courte portée. — fin de I’ajout.

Taux d’amortissement — Une application directe de 'ex-
pression (10) est le calcul par régle d’or de Fermi
du taux d’amortissement I‘giﬁ' des phonons de vecteur
d’onde q par diffusion sur les quasi-particules 7. Les
quasi-particules v sont a I’équilibre thermique, avec des
nombres moyens d’occupation de Bose ou de Fermi
Ny x = [exp(ex/kpT) — (=1)*]71, de méme que les pho-
nons dans les modes q' autres que g, avec les nombres
moyens d’occupation de Bose fp o0 = [exp(fwg /kpT) —

6. Ce résultat (10), et plus généralement nos expressions pour
les taux d’amortissement, valent méme dans le cas kg = 0 (réalisé
physiquement dans la limite CBE d’un gaz de fermions), a condition
de les prolonger par continuité.

7. Les auteurs de la référence [1] posent directement k = ko dans
le calcul de Agﬁ (k,q;k’,q’), ce qui a priori ne tient pas compte de
la loi d’échelle (8) mais ce qui est justifié a posteriori par notre cal-
cul puisque le résultat final (10) ne dépend pas de k a I’ordre consi-
déré. Compte tenu de leur hypothése A’ = 0 et de ’approximation
quadratique (9), ils peuvent alors poser dpex = 0 dans Pexpression
de A1 (k, q; k+q), mais pas Opexiq = 0 puisque |k+q| # ko ; c’est
pourtant bien ce qu’ils font.



1]7%; le mode q contient initialement un nombre arbi-
traire np q de phonons, par exemple sous l'effet de 'exci-
tation par une onde sonore. En incluant la contribution
du processus de perte q + k — q' + k’ et du processus
inverse de gain q' +k’ — q+k, avec les facteurs d’ampli-
fication bosonique associés, on trouve apres sommation
sur k, q/, o et passage a la limite thermodynamique que

dtnb q= —Fdlﬁ(nbyq — ’I_Ibyq) avec 8
. 2 dgkd3
Fdlﬁ —— 2 1 eff k k/ !/
4= s ) [ A k)]
Mb,q/ Ty i [1+ (—1)%7, 1

X 5(61( —+ hwq — €/ — hwq’)

Np,q

(11)

et k' = k+ q— q'. Comme notre théorie de basse éner-
gie ne vaut qu'a kT < A, le gaz de quasi-particules ~y
est non dégénéré et n,x ~ exp(—ex/kpT) < 1 au nu-
meérateur de I'équation (11). En prenant la limite 77— 0
a heq/kpT fixé et en posant AST = %f, ou la quan-
tité sans dimension f dépend seulement des cosinus des
angles, nous obtenons I’équivalent

7A/kBT kQ

1/2
S SmakpT)V2I  (12)

AL i o (25t 1S
ou lintégrale I = [d*Qy [d?Qq f?(u,v/,w) sur les
angles solides de direction k et ' ne dépend pas de 2.9

Nous procédons de méme pour le calcul du taux
d’amortissement I'® des phonons de vecteur d’onde g
par les processus d’absorption q + k — k' ou d’émis-
sion k/ — q + k par les quasi-particules v a 1’équilibre
thermique. La régle d’or de Fermi conduit &

ae 2 dgk 1./\12
I‘q = -}{-(25 =+ 1) J/piziggyg[J4l(1(7(lalg )
X §(hwq + € — €)My )k = My pe) - (13)

avec k¥ = k + q. Le caractére non dégénéré des
quasi-particules vy noté plus haut, joint & la conser-
vation de l'énergie, permet d’écrire n,x — Ny =~
exp(—ex/kpT)/(1+ 7 q). Cependant, la conservation de
I’énergie conduit ici & une loi d’échelle sur k différente de

celle de I’équation (8) car elle contraint le nombre d’onde

8. Nous avons utilisé la relation bien connue sur la loi de Bose
ou de Fermi, 1 4 (—1)2° ¢/kBTf, ainsi que la conservation de
I’énergie, pour transformer la différence entre les facteurs de gain
et de perte incluant les effets de statistique quantique.

2,2
9. Le calcul donne I/(47)2 = ( h”ko )2i—%+28 o2 +

n=e

2m . mc2 25
282 +A(———)+A2+46B(——f)+B2(5—%0‘—#2%-#
2 2 A
4B)—|—4*3B3—|——] avec o = O,B_ZL’;‘UC A:%—i—az,
B= A

hckg ®

k a étre sur un flanc de la relation de dispersion des quasi-
particules v, & une distance non nulle de ky méme dans
la limite de basse énergie des phonons : lorsque ¢ — 0 a
k fixé, le Dirac dans I’équation (13) devient

dék
hw ) ~ 1 dk
B + e — i)~ (hea)” 5( hc) (14)

Ceci impose a la vitesse de groupe %%Llj de la quasi-

particule v incidente d’étre supérieure en valeur absolue
a celle ¢ des phonons, ce qui n’est pas sans rappeler le
critére de Landau et restreint les nombres d’onde k£ & une
partie D de Rt ne contenant pas kg. Dans la limite de
faible ¢, c’est-a-dire pour ¢ beaucoup plus petit que les k
contribuant significativement a 1’équation (13), mais sans
rien supposer sur le rapport ficq/kgT, nous écrivons A,
dans 1'équation (5) & I'ordre dominant ¢'/? en ¢ et obte-
nons, aprés intégration sur la direction de k, I'expression
suivante

we  (2s+1)p [ dkk? e—x/keT h2ck
Tq"= dmme Jp |9k| 14 npq ekt —ae, (15)
dk ’ dk
(25 + 1) pk? 8, ¢y 4 ks * kpTe k- /koT (16)
~———— |0,€
70 A7th2me3 PR s 1+ npq

dont nous avons donné en seconde ligne un équivalent
lorsque T' — 0 & heq/kpT fixé, k. étant 1'élément de la
frontiere de D (% |4—p, = n.he, n. = £) d'énergie ¢
minimale (dans le cas dégénéré on il existe plusieurs tels
k., il faut sommer leurs contributions). Comme e, > A,
le taux d’amortissement par diffusion 'emporte sur le
taux par absorption-émission dans la limite mathéma-
tique T' — 0; nous verrons cependant qu’aux tempé-
ratures expérimentalement accessibles, ce n’est pas tou-
jours le cas.

Pour étre complets, nous donnons aussi un équivalent
a basse température du taux d’amortissement des quasi-
particules v de vecteur d’onde k par les phonons a 1’équi-
libre thermique, avec k — kg = O(T'/?) comme dans
léquation (8) :

2o, ® _(ksT)" (17)
k750 42 (hept/3)6

ot le facteur 2s+1 n’apparait plus (il ne faut plus sommer
sur o) mais ou I est la méme intégrale angulaire que dans
léquation (12). Cet équivalent est imposé bien entendu
par les processus de diffusion : en dessous d’une certaine
température, k est assez proche de kg et les processus
d’émission k «+ q + k’ sont interdits par la conservation
de I’énergie, ceux d’absorption k + q <> k’ ne conservent
I'énergie que pour *° ¢ > ¢, ~ 2m..c/h et sont donc écra-
sés par un facteur e~ "a-/k8T T expression (17) permet

10. La valeur de ¢« donnée est exacte dans la limite k — ko >
2myc/h lorsque la relation de dispersion des phonons est linéaire
et celle des quasi-particules v est parabolique.
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F1GURE 1. Taux d’amortissement des phonons de pulsation
wq = 27 x 165 GHz (¢ = 0, 3A71) dans I'hélium 4 li-
quide & la pression P = 20 bar, en fonction de la tempéra-
ture. Trait plein : amortissement purement phononique I'gg
dl aux processus de Landau-Khalatnikov & quatre phonons
[1, 6, 16]; le taux dépend du paramétre de courbure v tel
que wq = cq[l + %(%)Q + 0(¢g")], ¥ = —6,9 par interpola-
tion des mesures de P +— ~(P) des références [20, 21|. Ti-
reté noir/tireté-pointillé : amortissement dit aux processus
phonon-roton de diffusion/absorption-émission, voir 1’équa-
tion (12)/(15). Tireté rouge : formule originelle de la référence
[1] pour le taux d’amortissement par diffusion phonon-roton.
Les différents paramétres des rotons sont déduits des mesures
de leur relation de dispersion k — e a différentes pressions
[22] : AJkp = 7,44K, ko = 2,058 ", m./m = 0, 11, pkl)/ko =
0,39, pA’/A = —1,64, P> A" /A = —8,03, pm/, /m. = —4,17.
Dans l'équation (15), Papproximation parabolique (9) a été
utilisée (d’ou e, /A ~ 1,43). La vitesse du son ¢ = 346,6m/s

et le paramétre de Griineisen g}“c = 2,274, qui intervient
np

dans I'gy, sont déduits de I’équation d’état (Al) de la ré-
férence [23]. Les valeurs trés faibles de 22 = 0,13 et de
’jfj < 1072 justifient notre usage de I’hydrodynamique quan-

tique.

de vérifier que les figures 1 et 2 & venir sont bien dans
le régime faiblement collisionnel wq7, > 1. En effet, &
basse température, la densité des quasi-particules v est
O(e=2/k2T) les interactions entre elles deviennent négli-
geables, et leur temps de collision thermique se réduit a
Ty~ 1/ Fz“b. De méme, nous avons vérifié que wqry > 1
sur les figures.

Application a I’hélium — Dans ’hélium 4 liquide & trés
basse température (kT < mc?, A), des mesures précises
de I’équation d’état (liant p a la pression) et de la relation
de dispersion des rotons a différentes pressions ont été ef-
fectuées. Ceci permet d’accéder aux paramétres kg, A et
leurs dérivés, ainsi qu’a m.. La vitesse du son mesurée
est en excellent accord avec la relation thermodynamique
me? = pfl—‘;, ol i est le potentiel chimique du liquide a
température nulle. Ceci nous permet de représenter les
taux d’amortissement des phonons en fonction de la tem-
pérature, pour une valeur fixée de la pulsation wq, voir
la figure 1. A la valeur élevée de la pression choisie, la
relation de dispersion des phonons est concave a faible ¢,
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q q
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FiGUurRE 2. Taux d’amortissement des phonons de nombre
d’onde ¢ = mc/2h dans un gaz d’atomes froids fermioniques
non polarisé, spatialement homogéne [5] et a la limite thermo-
dynamique, en fonction de la température. (a) Limite unitaire
a”! = 0, ou la plupart des paramétres des phonons et des
quasi-particules fermioniques ont été mesurés (voir le texte).
(b) Du co6té de la limite de BCS 1/kra = —0,389, ces pa-
ramétres sont estimés par la théorie de BCS (u/er ~ 0,809,
A/u >~ 0,566, pu'/u =~ 0,602, pA'/A ~ 0,815, p?A” /A ~
-0, 209, gh‘:c ~ 0,303). Dans les deux cas, le paramétre de
courbure y défini dans la légende de la figure 1 est estimé par
la RPA [37]. Trait plein : amortissement phonon-phonon (a)
¢ <> ¢¢ de Beliaev-Landau (v > 0) selon les équations (121)
et (122) de la référence [16] (indépendantes de |vy|) et (b)
¢¢ < ¢¢ de Landau-Khalatnikov (v ~ —0,30 < 0) [6, 16].
Tireté/tireté-pointillé : processus phonon-quasiparticule fer-
mionique de diffusion/absorption-émission, selon 1'équation
(12)/(15). Dans I’équation (15), on a pris pour € (a) la forme
proposée par la référence [34] (d’out €, /A ~ 1,12) ou (b)
celle de la théorie de BCS (d’ou €, /A ~ 1,14). p est le po-
tentiel chimique du gaz & T'= 0, et les quantités représentées
sont en fait 'inverse des facteurs de qualité des modes. Ici
ksT/mc* > 0,03 contrairement & la figure 1, sur laquelle
kBT/mc2 < 0,01 : les atomes froids sont en réalité plus loin
de la limite 7" — 0 que I’hélium liquide, d’out 'inversion de la
hiérarchie entre T& et T3¢,

ce qui & basse température rend énergétiquement interdit
le processus d’amortissement & trois phonons ¢ <> ¢¢ de
Beliaev-Landau [11-16] et rend dominant celui & quatre
phonons ¢¢ + ¢¢ de Landau-Khalatnikov [1, 6, 16]. La
valeur élevée de la pulsation wq choisie, accessible expé-
rimentalement [17, 18], conduit a des taux d’amortisse-
ment I'q pas trop faibles, donc a des longueurs d’atteé-
nuation du son 2¢/T'y assez courtes pour étre mesurées
dans des cellules centimétriques. Comme on le voit sur la



figure 1, amortissement du son est en fait dominé par
les processus & quatre phonons jusqu’a une température
de T ~ 0,6 K; travailler a d’aussi basses températures
permettrait d’observer pour la premiére fois I’amortisse-
ment de Landau-Khalatnikov des phonons par les pho-
nons. Les mesures d’atténuation du son de la référence
[19] dans I'hélium & 23 bars, a une pulsation plus faible
wq = 27 x 1,1 GHz, sont en effet limitées & T' > 0,8 K,
ou 'amortissement est encore dominé par les rotons.

Application aux fermions — Dans les gaz d’atomes froids
fermioniques, les interactions ont lieu seulement dans
I’onde s, entre particules de spin opposé. De portée négli-
geable, elles sont caractérisées par la longueur de diffusion
a, ajustable par résonance de Feshbach [24-29].

Des mesures précises des parameétres kg et A des exci-
tations fermioniques ont été effectuées a la limite uni-
taire a=! = 0 [30]. L’invariance d’échelle du gaz uni-
taire [31-33] fait que ko est proportionnel au nombre
d’onde de Fermi kp = (372p)Y/3, ko ~ 0,92kp [30], et
A est proportionnel & I’énergie de Fermi ep = h;:l%,
A ~ 0,44er [30], ce qui fixe leurs dérivées par rapport
a p; de méme, I'équation d’état mesurée & T" = 0 se ré-
duit & p = e, on £ ~ 0,376 [29], et la température
critique vaut T, ~ 0, 167er/kp [29]. En revanche, pour la
masse effective des excitations fermioniques et leur rela-
tion de dispersion & k — kg non infinitésimal, nous devons
nous contenter des résultats d'un développement dimen-
2 (k% —k3)®

Sm*k%
[34]. Nous devons aussi faire confiance a la RPA d’An-
derson [35, 36] lorsqu’elle prédit, a la limite unitaire, une
dérivée troisiéme de la relation de dispersion phononique
positive en ¢ = 0 [37]. Les taux d’amortissement corres-
pondants des phonons de nombre d’onde ¢ = mc/2h sont
représentés en fonction de la température sur la figure 2a.
La contribution dominante est celle des processus & trois
phonons ¢ <> ¢¢ de Beliaev-Landau, ici énergétiquement
autorisés ; elle est calculée dans ’approximation de 1’hy-
drodynamique quantique, ou elle est indépendante de la
valeur de la dérivée troisiéme.

Dans la limite de BCS kra — 07, la branche d’exci-
tation phononique devient concave [38]. Comme on le
voit sur la figure 2b, 'amortissement phonon-phonon,
qui est maintenant celui de Landau-Khalatnikov men-
tionné plus haut, est beaucoup plus faible et I'emporte
sur I'amortissement ¢ — v seulement & trés basse tem-
pérature. Aux températures usuelles T > 0,05ep/kp
[39], amortissement est dominé par les processus ¢ — v
d’absorption-émission qui, contrairement au cas de ’hé-
lium liquide, 'emportent sur les processus ¢ — 7y de dif-
fusion & cause d’une plus faible valeur de e, /A ; bien
que les facteurs de qualité correspondants wq/I'q restent
impressionnants, les durées de vie I'j I des modes sont au
plus de l'ordre de la seconde dans un gaz de °Li de tem-
pérature de Fermi typique Tr = 1uK, donc n’excédent
pas celles déja observées dans un condensat de bosons

sionnel en € = 4—d, m,/m ~ 0,56 et ¢, ~ A+

[40]. Nos prédictions sont cependant moins quantitatives
que sur la figure 2a, car elles s’appuient sur la théo-
rie approchée de BCS, aussi bien pour I’équation d’état
que pour la relation de dispersion des excitations fermio-
niques €, ~ 25 = [(% — )2+ A% )12, 1 et toujours
sur la RPA pour la dérivée troisiéme de wy en ¢ = 0, dont
la valeur précise importe ici. Ceci nous permet d’écorner
au passage la référence [41] : méme dans approximation
de BCS, sur laquelle elle s’appuie, son expression de I'g®
est en désaccord avec la notre.

Conclusion — En suppléant I'approximation d’homogé-
néité locale de la référence [1] par un développement sys-
tématique a basse température, nous avons obtenu ce qui
devrait étre, a 'ordre dominant, ’expression définitive du
couplage phonon-roton dans I’hélium liquide ou, par gé-
néralisation de notre fait, du couplage phonon-excitation
par brisure de paire dans les gaz fermioniques. Les pro-
grés expérimentaux incessants dans ces systémes donnent
désormais accés aux parameétres microscopiques gouver-
nant ce couplage et en rendent envisageable une vérifica-
tion & court terme. Notre résultat permet aussi de préci-
ser dans quel régime de température et de force des inter-
actions 'amortissement purement phononique ¢¢ <> ¢
de Landau-Khalatnikov du son dans un superfluide, non
observé a ce jour, serait le processus dominant.
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Erratum : prise en compte de ’interaction a trois
phonons.

Les résultats du texte principal sur 'amplitude effec-
tive de diffusion ¢ — et le taux d’amortissement associé,
basés sur le hamiltonien de rotons (voir les équations (1)
et (4)), ne tiennent pas compte de I'interaction entre les
phonons décrite, a ’ordre le plus bas en ¢, par le hamil-
tonien [1] :

A3 5 (ar, a2; a3)
yi/2

(3
Hé2¢: Z Oas +az.qs

q1,92,93

d1 "qz2

x (BT b, b +h.c.) (18)

11. Pour p > 0, la théorie de BCS donne donc A = Agcs,
« _ A _
T = et me = 2B0S Powr p < 0, A = (42 + Ajeg)!/2,

— (WP+AReg)!?

_ ma
ko=0et e ol



avec 'amplitude ¢ + ¢ < ¢ [16] :

2 73
2651 oy mc® [BPqiqaqs
AT (ar, az;q3) = 272\ Samics

dl . . .
><<2 HC_1+Q1 Q2+Q1 Q3+Q2 Q3) (19)

dlnp q1492 Q143 q2q3

Ast (k, q; k', o

R ]

Ak, g;k +q) A (K, 9 k' +q')

oll on l}tilise le parameétre de Griineisen gﬁ:; = (pu /i +
1)/2. A Tordre dominant, ceci rajoute deux diagrammes
médiés par ﬁf_)(b a Péquation (7) :

e e e Sl

Al(k q,q9:k)A;(k—d,q; k')

= Az (k,q; k', q') + R E—
q
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2A§fé(q, q)Ai (K, d' - q; k)
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20
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A Dordre dominant, les dénominateurs d’énergie des deux nouveaux diagrammes sont égaux a —hwq—q (voir la note
4). 11 faut donc ajouter a équation (10) le terme —(hg/mep)(pA’/2)(2dIne/dInp — 1 + w) pour obtenir :

A (k, q; K,

2
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Ceci modifie aussi 'intégrale angulaire donnée en note 9 :

212
I/(47)? = (gotos 2k — 0 4 8424 28 +A(———)+
A244BB(L —2)+ B2(Z —da 202 L 50y 2ips | B

ainsi que la définition de A = (FZZ—J)z[pQA” —i— pA'(

2dInc/dInp)] + o?. Par conséquent, les courbes en ti-
reté noir sur les figures 1, 2a et 2b doivent étre multi-
pliées respectivement par 0,46, 0,78 et 0,85. Notons que
le paramétre de Griineisen apparait déja dans la référence
[43], avec laquelle nous demeurons cependant en désac-
cord pour les coefficients des mondmes uu’ et w dans

eff
AST.

Vérification microscopique de I’amplitude de
couplage effective

Pour vérifier 'expression (21) de Pamplitude de cou-
plage effective obtenue par I’hydrodynamique phonon-
roton, nous la recalculons par une approche microsco-
pique dans le cas particulier d’un gaz de bosons en inter-
action faible. Dans ce cas d’école, le spectre d’excitation

hg |1 pA" [ dlnc
/ ~ 4 ) QA//_ 2 _1
q)THO mcp{?p 2 dlnp +

(hpkp)?
2me

h2k3
2Mmey

/ /_p_ké myC
u—i—u)(uu ko) g }
o n Pky, o 2
s C ’ ’
—i—hko(u—i—u)w—i—uu "o (u® +u') (21)

prend la forme de Bogolioubov

h2k? [ h2k?

= \/ 2m ( 2m

ou Vi est la transformée de Fourier du potentiel d’in-
teraction. Ce spectre admet des phonons comparables &
ceux de I'hydrodynamique (¢, = hicg + O(¢®)) a condi-
tion que Vy > 0 et que 9xVi|r=o = 0. Il admet un mi-
nimum A = ¢, de roton en £ = ko a la condition que
Oker|k=k, = 0 et que O7ex|p—r, = h?/m. > 0, ce qui est
toujours possible en choisissant bien la fonction k — V.
On utilise ensuite les amplitudes de couplage a 3 et 4
quasiparticules issues de la théorie de Bogolioubov (voir
les équations (E18), (E19) et (E20) de la référence [16])
et on calcule 'amplitude effective de diffusion au second
ordre de la théorie des perturbations comme prescrit par
Péquation (105) de [16] (en y posant q1 = q, g2 = k,
a3 = q et g = k') et en faisant tendre ¢,q" vers 0.
Comme le résultat attendu (21) ne dépend pas de k a
Pordre dominant, on pose en plus k£ = kg ce qui sim-
plifie grandement le calcul microscopique. Comme dans
I’approche hydrodynamique, on élimine ensuite k’ en uti-
lisant la conservation de I'impulsion et la norme de q’ en
utilisant la conservation de I’énergie (a la différence qu’il

2ka) (22)



faut aller jusqu’a l'ordre ¢ dans le calcul de ¢ — ¢’ car
I'amplitude de diffusion du modéle microscopique diverge

e / !/ !/ 3 !/
mlcro( ’ q’ ’ q ) T—0 1liA3mcp{ ko m*c2 u ko mc |: (u + " ) +

hko

*

— 4B} A? {4(112 +u?) +w—1+

hkq

mc

—2A3Ey,

ot Ey, = h?k%/2m. Ce résultat se compare avec succeés a
Pexpression hydrodynamique (21) particularisée en utili-
sant la relation de dispersion de Bogolioubov (22) pour
exprimer k{, A’ et A” en fonction de ko, A et m, :

k/ _ m*koEko A, _ AQ - Ezo AN _ thokéEko _A_/Q
0 mpA 2pA mpA A
(24)

et I’équation d’état de Bogolioubov i = pVj pour obtenir
W =Vy ety =0.
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