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Résumé — Dans cet article, on considere le probléme de reconstruction en tomographie 3D a rayons X en utilisant une approche bayésienne
avec un modele a priori hiérarchique (HHBM: Haar based Hierarchical Bayesian Method). La loi de Student généralisée est utilisée pour imposer
la structure parcimonieuse des coefficients de la transformation multi-niveaux de Haar sur le volume. Des comparaisons avec 1’état de I’art sont
présentées, montrant que la méthode proposée donne des résultats de reconstruction plus précis et une convergence plus rapide. Des résultats de
simulation sont également fournis pour montrer I’efficacité du modele proposé pour une reconstruction avec un nombre limité de projections.

Abstract — In this paper, we consider the 3D X-ray CT reconstruction problem by using the bayesian approach with a hierarchical prior model
(HHBM: Haar based Hierarchical Bayesian Method). A generalized Student’s-t distributed prior model is used to enforce the sparse structure
of the multilevel Haar Transformation of the image. Comparisons with some state of the art methods are presented, showing that the proposed
method gives more accurate reconstruction results and a faster convergence. Simulation results are also provided to show the effectiveness of the
proposed hierarchical model for a reconstruction with a limited number of projections.

1 Introduction

La Transformée de Radon (RT), présentée en détail dans [1],
est 'une des modélisations les plus utilisées en reconstruction
en tomographie a rayon X :

o(r.6) = Rf(z,y) = /L fy)dl, )
¢

ou f(x,y) représente le coefficient d’atténuation, 7 est la lon-
gueur perpendiculaire a partir du point central de la coordonnée
et ¢ est I’angle du rayon X considéré. L, 4 est la longueur du
rayon (7, ¢) qui passe a travers 1’ objet.

Il existe différentes méthodes analytiques pour la recons-
truction, par exemple la rétro-projection filtrée (FBP : Filte-
red Back-Projection) [2]. Les méthodes statistiques donnent
des résultats plus robustes et plus précis par rapport a FBP, en
particulier dans les situations de faible dose ou temps limité
d’acquisition, conduisant a des données incompléetes.

Dans de nombreuses méthodes algébriques et statistiques, on
considere le modele discret suivant :

g=Hf+e @

ot g € RM*! représente les données de projection, f € RV*1
est I'objet, € € RM*! est le bruit additif qui correspond aux
incertitudes et a 1’erreur de mesure, la matrice H € RM*N

est le systtme de projection linéaire. Dans les méthodes de

régularisation, le résultat de la reconstruction est obtenu en op-
timisant un critére qui combine un terme d’attache aux données
et un terme de régularisation : J(f) = |lg — Hf||> + AR(f),
ou R(f) est le terme de régularisation et A est appelé le pa-
rametre de régularisation. La méthode des Moindres Carrés
(MC) est avec R(f) = 0 et n’est pas stable. La régularisation
quadratique (QR) est lorsque R(f) = ||Df|*. La méthode
variation totale (TV) [3] est lorsque R(f) = | Df|,, ou
R(f) = >, [|D,f||; sous forme anisotrope ol 7 est I'in-
dice de la coordonnées du fantome. L’ apparition du terme non
différenciable L; conduit a des difficultés pour le calcul du gra-
dient de contraintes. De nombreuses méthodes ont été étudiées
pour ce probleme d’optimisation, par exemple la méthode de
Split Bregman [3].

Notons que dans toutes les méthodes de régularisation sus-
mentionnées, il existe un parametre A a fixer. Il existe différentes
méthodes pour choisir une valeur appropriée pour A, par exemple
les méthodes de validation croisée (CV) et de L-curve, avec les
détails présentés dans [4]. Cependant, le calcul pour le choix
de ce parametre doit étre fait pour chaque simulation et chaque
donnée différente, ce qui n’est pas pratique.

Les méthodes bayésiennes sont alors souvent utilisées pour
estimer les parametres et les variables simultanément grace a
un choix approprié de modele a priori. En utilisant la formule
de Bayes, la solution complete du probléme inverse est fournie



par la distribution a posteriori :

p(f,0lg) = p(g|f,0)p(f|0)p(0)/p(g), 3)

ou 0 représente les parametres inconnus. Elle est ensuite uti-
lisée pour déduire a la fois f et 6.

2 Méthode proposée (HHBM)

La méthode HHBM présentée dans cet article est une exten-
sion des travaux présentés dans [5]. Au lieu d’estimer seule-
ment la variable cachée et obtenir le fantdme reconstruit avec
une transformation inverse, ici un modele plus général est pro-
posé. Les simulations sont appliquées au cas 3D.

Typiquement, la parcimonie des coefficients de la transfor-
mation Haar multi-niveaux est imposée en utilisant trois types
de lois a priori : les distributions Gaussiennes Généralisées, les
mélanges Gaussiens et les distributions a queue lourde.

La distribution standard de Student a une queue lourde, mais
a partir de la définition de variance, on peut facilement com-
prendre qu’il existe une limite inférieure de variance : Var(f) =
—5 > 1, (v > 2). Cette limite implique que cette distribution
ne peut pas avoir une variance tres petite, donc la parcimonie
ne peut pas étre entierement imposée. Dans cet article on utilise
une généralisation de la loi de Student (St,) :

Sty(flov ) = / N(f10.0)TG (o, B dv. (4

Cette généralisation ajoute un parametre supplémentaire qui
permet de mieux contrdler le niveau de parcimonie de la distri-
bution.

2.1 Modele bayésien hiérarchique de HHBM

Le bruit additif est modélisé par la loi Gaussienne avec une
moyenne égale a zéro et une variance inconnue v, : p(€|v.) =
N(€0,V,), ou V. = diag|v.] est une matrice diagonale.
D’apres le modele linéaire direct présenté dans 1’équation (2),
on obtient une expression de vraisemblance : p(g|f,v.) =
N(glHf, V).

Dans les applications considérées, généralement 1’objet a re-
construire est homogene par morceaux, étant donné qu’il est
constitué de plusieurs matériaux différents. Avec cette propriété,
une information qui peut étre considérée comme une connais-
sance a priori est la parcimonie des hautes fréquences spec-
trales.

La représentation parcimonieuse d’une image continue par

morceaux utilisée ici est la transformation de Haar multi-niveaux.

Le vecteur z représente les coefficients de transformation de ni-
veau I : f = Dz + £ ou D représente 1’opérateur inverse de

transformation de Haar multi-niveaux, & I’erreur de modélisation

définie par une loi Gaussienne i.i.d.. La loi a priori de f sachant
z estalors : p(f|z,ve) = N(f|Dz,V¢) ot V¢ = diag [v¢]
etve = [vg,, -+, U] estla variance de €.

Le vecteur z = [z1, 29, - , 2] est parcimonieux. Comme
mentionné ci-dessus, la loi Student généralisée est utilisée pour

caractériser cette parcimonie. En utilisant la propriété de mar-
ginalisation de Inverse Gamma-Normal, Eq.(4), la loi a priori
pour z est :

p(Z|’UZ) = N(Z|07 Vz)a V. =diag [vz]
p(vzlaz,, Bz) = HjV:1 ZG(vz; |z B2o)

ou les éléments du vecteur v, sont i.i.d.

D’autre part, pour les variances des deux bruits : v, et v,
en sachant qu’ils sont positifs, et que la majorité des valeurs
sont petites, on choisit la distribution Inverse-Gamma pour la
modélisation : p(ve|ae,, Be,) = vail ZG(ve,| ey, Bey ) €1-
p(vﬁlafov Bio) = Hj\;l Ig(véj |O‘Eo ) 550)'

Avec toutes les distributions a priori proposées, le modele
contenant toutes les variables inconnues est :

plglfiv) < [V Fexp |-L(g—H)T V' (g— HF)
p(flz.ve) o [Ve| 2 exp |~L (f — D2)" V1 (f - Dz)

&)

(
p(zlvz) o [V.| 72 exp 12TV 'z2],
N _(()‘z0+1) . 1
p(vz‘azo’ 6'20) o Hj=1 Uz exp ﬁzovz]' )
(
(

M —(aegt1 _
b U6|a60’ﬁ60) X Hi:l Uei(a ! )exp [_ Goveil] ’

N | —(ogy+1) -1
p(velagy, Be,) oc [T v, " exp {*ﬁsovgj } :

(6)
Le graphique acyclique dirigé (DAG) correspondant au modele
proposé est représenté dans la figure 1.

a20 ) BZO

’a§ov 5&0

p(vz) =
ZG(vzjlazgy, Bzg)

p(vg) =
I1 Ig(’”gj \0450 ) 550)

p(ve) =
[1ZG(ve, laeqy s Beg)

p(flz,ve) =
N(fID=z, V)

p(glf,ve) =
N(glHFf, Ve)

FIGURE 1 — DAG du modele proposé illustrant toutes les va-
riables inconnues (cercle), les hyper parametres (rectangle) et
les données (double cercle).

2.2 Inférence bayésienne

Par I’inférence bayésienne, la loi a posteriori est obtenue a
partir de la vraisemblance et des lois a priori en utilisant (3) :

p(f,z,’ve,'l)g,'szg) OCp(g‘f7’UG)p(f|z7vﬁ)p(z|vZ)
~p(ve)p(ve)p(vs)

A partir de la distribution a posteriori obtenue, différentes

méthodes d’estimation peuvent €tre utilisées. Il existe princi-
palement deux options : la moyenne a posteriori (PM) et la
maximisation a posteriori conjointe (JMAP) [6]. La PM peut

)



étre calculée soit par des méthodes MCMC, soit d’ Approche
Bayésienne Variationnelle (VBA) [7]. Cependant, le colt de
calcul de ces méthodes reste encore trop élevé pour les applica-
tions 3D. C’est la raison pour laquelle nous utilisons la méthode
JMAP dans cet article pour estimer itérativement toutes les va-
riables.

2.3 [Estimation

Le calcul du JMAP vise a estimer itérativement et alternati-
vement les variables et les parametres en maximisant la loi a
posteriori :

(f,?, Ve, Vg, @) = argmax

f.zv vev.

{p(fv Z, Ve, Vg, Uz|g)} .
(3)

A cause de la taille énorme des données, 1’algorithme de des-
cente de gradient est utilisé car le calcul de la solution exacte
nécessite d’inversion une matrice de tres grand taille, ce qui est
cofiteux. La regle de mise a jour itérative est :

. ~(k+1) k) o (k)
iter : f =f - Wj(ck)Vj(f );

iter : 2(FtD = z(0) _ %MVJ(EUC));

35) /(a=, +3/2), Vjell,N];

1
2
= (Bt g (0 [H7])") S o #3720, vic i u
1
2

(&)
ou

I =1 Hv:% (g - Hf)

2

3

2 1 _1
+5HV§ 2 (f_Dz)

2

1 -1 R | _1
7@ =5 vt a-pa| 45 |vits|

= (fea ) (|90 + sl )

30 = ([vr&[) s ([repvaen| « [-vae)|*).
(10)

OUY, = V.2, Y=V eY, = Vi2. V() estle
dérivé de J(-). 45 et 7, sont obtenus en utilisant la stratégie
de longueur de pas optimisée [8]. Les initialisations des hyper-
parameétres a et 8 sont : a,y = ey = g, = 2+ €1, B2y =
Bey = Be, = €2 Ol €1 et €7 sont de petites valeurs proches de
zero.

3 Simulations

Dans les simulations, le fantome de Shepp Logan de taille
643 est utilisé comme objet de test. Il se compose de plusieurs

zones homogenes, chacune correspondant a un matériau différent.

Les projections sont appliquées pour des angles uniformément
distribués de 0° a 180°. La performance de la reconstruction
est mesurée en fonction de I’erreur quadratique moyenne nor-
malisée (NMSE) ou de I’erreur relative ¢¢, définie par 6 =

- 2 -
NMSE = Hf - fH /1 £117. ot ¥ est le fantdme reconstruit.

Nous comparent notre méthode a QR et TV. Les simula-
tion de TV sont réalisé en utilisant 1’algorithme de Split Breg-
man [3]. L’algorithme d’optimisation de descente de gradient
est utilisé dans la méthode HHBM comme mentionné dans
I’équation (9).

Afin de traiter les données 3D, compte tenu de la taille im-
portante des données, nous utilisent des GPU. Plusieurs boites
a outils sont accessibles pour I'utilisation des GPU par MAT-
LAB. Nous avons utilis¢ ASTRA [9].

Figure 2 montre une zone de la tranche centrale des recons-
tructions effectuées.

FIGURE 2 — Zones des tranches au milieu du fantdme recons-
truit en utilisant différentes méthodes avec 1/4 de projections
avec SNR =40dB. Gauche : QR, milieu : TV, droite : HHBM.

Nous calculons le NMSE pour les différente méthodes com-
parées. La figure 3 montre le NMSE du fantdme de Shepp Lo-
gan reconstruit de taille 64° en utilisant 64 projections, lorsque
SNR = 40dB et 20dB. Lorsque le bruit est a un niveau bas,
la méthode HHBM converge beaucoup plus vite et donne un
résultat plus précis; quand il y a un bruit plus important, la
méthode TV reste robuste, mais la méthode HHBM converge
encore plus vite que les autres. La figure 4 compare le NMSE
du fantdme reconstruit de taille 642 avec 32 projections. Lorsque
les données de projection sont insuffisantes, la méthode HHBM
reste robuste et la convergence est efficace. Cette propriété de
la méthode HHBM est importante dans les applications ou le
cotit de calcul est important et les résultats doivent étre obtenus
en quelques itérations.

Plus de résultats sont donnés dans Tab.1, ou erry et errg
sont respectivement le NMSE des fantdmes reconstruits et des
projections estimées apres 30 itérations. La valeur T'c indique
le temps de calcul pour chaque itération. A partir de la table et
des figures, on peut voir que, méme si le temps de calcul pour
une itération de HHBM est plus long que la méthode TV (en-
viron 2 fois), le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre
la convergence en utilisant HHBM est moindre que la méthode
TV.

4 Conclusion

Nous avons proposé d’imposer la parcimonie du coefficient
de la transformation Haar multi-niveaux des images continues
par morceaux en utilisant une loi de Student généralisée, et
d’utiliser I’approche bayésienne pour estimer 1’image et les co-
efficients de transformation simultanément. Nous avons com-
paré la méthode HHBM proposée avec une méthode de régula-
risation quadratique et la méthode TV. A partir des résultats des



TABLE 1 — Comparaison des NMSE des reconstructions avec 30 itérations globales, chacune ayant 20 itérations de descente de
gradient pour I’estimation de volume, et temps de calcul de chaque itération globale pour les différente méthodes comparées.

phantom size : 64*64*64

. 64 projections 32 projections
30iter 40dB 20dB 40dB 20dB
QR [ TV [HHBM| QR | TV [HHBM | QR | TV |[HHBM| QR | TV _ HHBM
erry  0.1138 0.0598 0.0228 0.1354 0.0636 0.0739 0.1537 0.1296 0.0696 0.1799 0.1333 0.1080
errg  0.0020 0.0013 0.0005 0.0046 0.0060 0.0105 0.0015 0.0030 0.0019 0.0030 0.0077 0.0102
Tc 02561 0.7681 1.8336 0.2346 0.7880 2.1800 0.2287 0.7526 1.6044 0.2121 0.7185 1.5533

iteration

ERE
o.s AR
0.4 =TV 4
o.13 HHBM | |
ERES
— o
o
oo |
oos |
e “;S\SSSG‘SG‘:
006 | = — = = = = -
iteration
(b)

FIGURE 3 — Comparaison du NMSE du fantdme de Shepp Lo-
gan reconstruit de taille 643 en utilisant différentes méthodes
avec 64 projections et SNR (a) 40dB et (b) 20dB.

iteration

(b)

FIGURE 4 — Comparaison du NMSE du fantéme de Shepp Lo-
gan reconstruit de taille 64> en utilisant différentes méthodes
avec 32 projections et SNR (a) 40dB et (b) 20dB.

simulations, nous avons vu que la méthode HHBM est plus ro-
buste pour les cas avec peu de projections. La vitesse de conver-
gence est plus rapide que les deux autres techniques. Dans des
travaux futurs, différentes bases de représentation parcimonieu-
ses seront comparées et 1I’estimateur de la moyenne postérieure
(PM) par VBA (Approximation Bayésienne Variationnelle) sera
utilisé.
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