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RÉSUMÉ. L’optimisation multidisciplinaire (MDO) adresse le processus de conception des matériaux
et des structures qui doivent tre conformes à plusieurs critères, parfois antagonique. D’ailleurs, dif-
férents critères qui peuvent résulter de différents modèles, couplés ou pas. En raison de la nature
de la concurrence des critères, des méthodes raisonnables non-arbitraires devraient tre employées
pour conduire le MDO, et clairement le paradigme de la théorie des jeux offre un tel cadre. Dans ce
papier, nous présentons un cas d’étude de MDO en aéronautique, où le concepteur aérodynamique
intéragit avec le concepteur structural dans le cas du jeu de Nash et de Stackelberg. Les algorithmes
développés ainsi que les résultats numériques de l’optimisation seront présentés.

ABSTRACT. Multidisciplinary optimisation (MDO) adresses the design process of materials and
structures that must comply with several criteria, sometimes antagonistic. Moreover, different crite-
ria may be derived from different models, coupled or not. Due to the competing nature of the criteria,
rational non-arbitrary methods should be used to drive the MDO, and clearly game theory paradigm
offers such a framework. In this paper, we present a case study of MDO in aeronautics, where aerody-
namics designer interacts with structural designer in a Nash and Stackelberg games. The developped
algorithms as well as numerical results of optimization are presented.

MOTS-CLÉS : Optimisation multidisciplinaire, Théorie de jeux, Analyse structurale, Aérodynamique,
Voilure d’avion

KEYWORDS : Multidisciplinary optimization, Game theory, Structural analysis, Aerodynamic, Airfoil
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1. Introduction

Des recherches considérables ont été menées en optimisation multidisciplinaires (MDO)
en aéronautique. Le papier de synthèse [2] donne un aperçu général, on cite aussi d’autres
travaux plus récents [3][5]. L’une des applications des techniques d’optimisation multi-
disciplinaire est le couplage d’optimisation aérodynamique et structurale, en particulier
pour une aile d’avion ou une configuration complète d’avion. Le couplage entre ces deux
disciplines, aérodynamique et structure, est très fort dans le sens que la première fournit
le chargement nécessaire à la deuxième pour déterminer le champ des déplacements, le
tenseur des contraintes. En revanche, la structure modifie légèrement le calcul de l’écou-
lement en raison de la faible déformation de forme.

On s’intéresse dans cette étude à un problème d’optimisation de forme couplé entre
l’aérodynamique et la structure (coque mince) dans un régime où le critère aérodyna-
mique est primordial. Le but est d’améliorer la forme initiale vis-à-vis des critères aéro-
dynamiques et structuraux en faisant appel à la théorie des jeux. Les deux optimisations
communiquent parallèlement par l’intermédiaire des paramètres de conception en utili-
sant un jeu symétrique de Nash. Une telle approche à été utilisée par d’autres auteurs
dans le cadre de l’MDO, on cite par exemple [9][3][10].

2. Formulation du problème d’optimisation

Le problème d’optimisation se formule généralement comme suit :

min
Y

J(Y ) (1)

avec Y est le vecteur de conception dont les composantes sont les paramètres d’optimi-
sation, et J est la fonctionnelle coût. Pour l’aérodynamique, on note J = JA, et pour la
structure, on note J = JS .

Le problème (1) consiste, pour J = JA, à minimiser la fonctionnelle côut JA, pour
un jeu de paramètres, vis-à-vis des contraintes aérodynamiques et géométriques. On note
que chaque évaluation de la fonction coût se traduit par la résolution des équations d’Euler
compressible par la méthode de volumes finis en maillage non-structuré. Quant à l’optimi-
sation structurale, il s’agit d’améliorer la géométrie initiale pour qu’elle ait une meilleure
tenue mécanique possible en minimisant une fonctionnelle coût pour la structure. Chaque
évaluation de la fonction coût JS passe par la résolution des équations de coque minces
linéaires par des éléments finis DKT .

3. Représentation de forme

On utilise comme technique de paramétrisation la méthode des boîtes englobantes
(Free-form Deformation), qui à été proposée à l’origine par Sederberg et Parry [1], et qui
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consiste à déformer l’espace contenant la forme, plutôt que la forme elle même. Autre-
ment dit, pour tout noeud q du maillage, on pose :

mq = mq
init +

l∑
i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

Bl
i(sq)B

m
j (tq)B

n
k (uq) δpijk (2)

où mq (resp. mq
init) représente les coordonnées de q dans le maillage courant (resp. dans

la configuration initiale), δpijk sont les paramètres de conception qui servent à manipuler
la déformation, et tq = (sq, tq, uq) représente les coordonnées FFD du q dans la boîte
englobante. Dans cette expression Bk

n(t) représente le polynôme de Bernstein, on obtient
ainsi une représentation de Bézier tensorielle de la déformation.

Figure 1. Exemple d’une boîte englobant la forme dans le cas d’une représentation de
Bézier de degré 6-1-1 : avant déformation et aprés déformation

4. Algorithme de couplage : jeu symétrique de Nash

On décompose le vecteur des paramètres de conceptions en deux sous vecteurs :
Y = (YA, YS). On choisit le sous vecteur YA comme la stratégie du joueur A "Aerodyna-
mique", et YS comme la stratégie du joueur S "Structure". On note par JA (respectivement
JS) la fonction coût pour le joueur A (respectivement le joueur S).
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1) Soit (Y (k)
A , Y

(k)
S ) la paramétrisation initiale, et P (k) la pression aérodynamique

associée.
2) On fixe Y

(k)
S , et on minimise JA par rapport à YA. i.e :

min
YA

JA(YA, Y
(k)
S ) → (Y

(k+1)
A , Y

(k)
S )

3) On fixe Y
(k)
A , et on minimise JS par rapport à YS en appliquant P (k) comme

chargement par noeud. i.e :

min
YS

JA(Y
(k)
A , YS) → (Y

(k)
A , Y

(k+1)
S )

4) k = k + 1 ; retour à (1)

5. Expérimentation Numérique

5.1. Données aérodynamiques

Dans ce cas test, on optimise une aile d’avion 3D en écoulement transsonique. Les
conditions d’écoulement libre sont les suivantes : le nombre de Mach est 0.83 et l’angle
d’incidence est 2◦. Notre solveur utilise un maillage non-structuré composé de 31124
noeuds et 173445 éléments, et qui est adapté à un écoulement transsonique avec un raf-
finement à l’emplacement du choc. L’écoulement est calculé en résolvant les équations
d’Euler compressible avec une méthode de volume finis décentrée (Solveur de Roe) pour
la discrétisation du flux convectif avec une extension au second ordre en utilisant l’extra-
polation MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservative Laws).

La procédure d’optimisation consiste à réduire le coefficient de la traînée CD avec une
contrainte sur la portance CL qui ne doit pas diminuer de plus de 0.1%. Cette contrainte
est imposée par une pénalisation :

JA =
CD

CD0

+ 104 ·max

(
0, 0.999− CL

CL0

)
(3)

avec CD0
et CL0

sont respectivement la traînée et la portance de la configuration initiale.

5.2. Données structurales

On utilise le Code Aster, développé par EDF, comme un outil d’analyse. C’est un
code général d’analyse par éléments finis qui étudie les comportements mécaniques.
Pour plus de détails sur les principes de fonctionnements et les règles d’utilisations, voir
http ://www.code-aster.org.

L’étude concerne une coque mince dont la surface moyenne correspond à un maillage
surfacique d’une aile d’avion, encastrée à l’emplanture, avec une epaisseur de 5mm. Le
matériau utilisé pour la structure de l’aile est un alliage d’aliminum de module de Young
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68948 MPa et de coefficient de Poisson 0.33.

Soit K1 et K2 deux constantes de pénalisations, VA et SA sont respectivement le
volume et la surface de l’aile aprés une optimisation aérodynamique. La fonction coût
pour la structure est définie comme suit :

JS =

∫
S

||σ.n||dS +K1 ·max

(
0, 1− V

VA

)
+K2 ·max

(
0,

S

SA
− 1

)
(4)

où σ est le tenseur des contraintes et n est le vecteur normal. Les deux contraintes sur le
volume et la surface de l’aile servent à réduire l’amplitude de la déformation géométrique.

Par application d’un chargement par noeud (par exemple un champ de pression aé-
rodynamique), Le champ des déplacements et le tenseur des contraintes sont calculés en
résolvant les équations de coques minces linéaires en utilisant des éléments finis DKT .

5.3. Résultats

Dans le cas test, on initialise l’algorithme de couplage par une forme déjà optimisée
par un critère purement aérodynamique, le but est d’améliorer ses performances struc-
turales avec une possible dégradation de ses performances aérodynamiques qui doit être
modérée. On montre dans la figure (5.3a) les courbes de convergence des critères JA et
JS . On constate que les deux courbes présentent des sauts à chaque échange d’information
entre les disciplines. Ces sauts illustrent l’intensité du couplage et le grand nombre d’ité-
rations nécessaire pour atteindre l’équilibre. Dans la figure (5.3b) on montre le champ et
les iso-valeurs de Mach respectivement sur la surface et à l’emplanture de la forme initiale
et à l’équilibre de Nash.

Figure 2. a)(en haut) : Les courbes de convergence des critères JA et JS , b)(en bas) :
Champ de Mach associé à la forme initiale (à droite) et à la forme à l’èquilibre (à gauche)
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6. Conclusion

Un cas d’étude d’optimisation multidiscplinaire à été présenté dans lequel on a opti-
misé la forme d’une voilure d’avion d’affaires, où le concepteur aérodynamique intéragit
avec le concepteur structural dans le cas d’une stratégie de jeu de Nash. Les résultats
numériques montrent la difficulté du problème qui est dû principalement à la nature du
couplage, car aucune des deux disciplines ne tient compte des propriétés physiques de
l’autre, l’échange se fait seulement par l’intérmédiaire des paramètres d’optimisation. On
pourra par la suite choisir un partage judicieux des paramètres entre les deux disciplines
afin de minimiser l’influence de la déformation structurale sur les performances aérody-
namiques. Cette question de partage des territoires à été évoquée par [3] dans un autre
contexte, et analysée récemment par [4][6][7][8][11] en consistance avec notre approche.
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