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1. INTRODUCTION

Soient p un nombre premier, N > 1 un entier premier a p, Yy(N) la courbe modulaire affine
lisse sur Z, espace de modules de courbes elliptiques avec structure de niveau de type I'o(IV).
Soit Q le schéma formel affine sur Z, qui ind-représente les familles de courbes elliptiques sur
des bases artiniennes & fibres géométriques ordinaires. Notons @ = QU8 sa fibre générique au
sens de Raynaud : c’est un ouvert de Yy(IN)*", I'espace analytique rigide sur Q,, associé a la fibre
générique de Yp(IV). La représentation de monodromie donnée par le quotient étale du groupe
de Barsotti-Tate de la courbe elliptique universelle ordinaire sur Q, induit par passage a la fibre
générique une Z,-représentation de rang 1

p: m(Q,T) = Z,
du groupe fondamental algébrique 71 (Q,Z) de @ et ol T est un point géométrique de Q fixé.
D’apres Igusa, la représentation de monodromie p est surjective. On dit que la représentation p est
surconvergente si elle se prolonge a des couronnes d’épaisseur non nulle des disques supersinguliers
ou plus précisément s'il existe un voisinage strict (voir définition 2.8) V' de @ dans Yp(IN)*" tel
que p se releve a w1 (V,T). On se propose de montrer que

Théoréme 1.1. Sip > 3, la représentation de monodromie p est surconvergente.

Dans ce travail on traitera le cas général de I’espace de module A, y de variétés abéliennes de
dimension g principalement polarisées avec structure de niveau N, N > 3.

La preuve du théoreme 1.1 utilise la ré-interprétation de p comme solution de ’équation diffé-
rentielle de Gauss-Manin. On dispose sur Q d’un relévement canonique ¢g: Q — Q du Frobenius
de Q ® F,, et donc de la notion de F-cristal sur Q au sens de Dwork (c¢f [28]). Soit £ la courbe
elliptique universelle sur Y5(N), la cohomologie de de Rham relative H}g (£/Yo(N)) fournit un
F-cristal F de rang 2 sur Q. D’apreés Dwork, il existe un sous-F-cristal unité U de rang 1 dans
F et suivant Katz, les sections horizontales de U/ fournissent une Z,-représentation de rang 1 du
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2 BRINON, O. AND MOKRANE, A.

groupe fondamental algébrique 71 (Q,T) et qui n’est autre que la représentation de monodromie p.
Notons qu’a contrario le F-cristal unité U ne surconverge pas (plus précisément la connexion ne
surconverge pas, contrairement au Frobenius, ¢f [14] et [15]) ce qui se réincarne encore par le fait
que le relevement de p & 71 (V,T) ne se prolonge pas en une représentation du groupe fondamental
d’un modele formel de V, ou que le groupe de Barsotti-Tate T, (€)% ne se prolonge pas en un
groupe de Barsotti-Tate sur un modele formel de V. On dispose par contre d’une notion plus faible
de surconvergence fournie par la théorie du sous-groupe canonique de Lubin et Katz (cf [27]).
Le premier ingrédient clé de la preuve est la surconvergence du Frobenius du cristal unité de
Dwork, on utilise pour cela I'existence du relévement excellent de Dwork (¢f [27] pour le cas el-
liptique, [2, 17] pour le cas général). Le second ingrédient est le développement d’une théorie des
périodes p-adiques relative et entiere ad hoc. 1l s’agit d’une variante « non géométrique » et sur des
bases normales non lisses (ni semi-stables) de la théorie des périodes p-adiques relative de Faltings
adaptée a notre contexte. On prouve en particulier que pour un choix adéquat du voisinage strict
V' de 'ouvert d’ordinarité de AZ?N’ le faisceau étale associé au prolongement de U a V est lisse
de rang le rang de U sur . La démonstration suit de pres la preuve du théoreme de comparaison
entre cohomologie étale p-adique et cohomologie cristalline utilisant le complexe syntomique (cf
25)).

Le théoréme 1.1 a un intérét intrinséque dans le triptyque groupes de Barsotti-Tate/cristaux/re-
présentations p-adiques. Il complete le théoreme de Dwork sur la surconvergence du Frobenius
du cristal unité de la famille de Legendre et les résultats de Lubin et Katz sur le sous-groupe
canonique. Mais c’est surtout en vue de développer la théorie des formes modulaires p-adiques
surconvergentes pour les variétés modulaires de Siegel dans 'esprit de [27], qu’on a été conduits
a traiter cette question et chemin faisant a considérer des F-cristaux unités ayant une propriété
de surconvergence. Les résultats clés de ce travail seront utilisés dans [12] pour la construction de
familles de formes modulaires de Siegel surconvergentes prolongeant ainsi le cas elliptique étudié
par Coleman (c¢f [13]) mais aussi la théorie des formes p-adiques ordinaires de Siegel développée
par Hida (¢f [22]).

Les auteurs remercient J. Tilouine pour son soutien constant durant 1’élaboration de ce travail,
V. Pilloni qui leur a permis de préciser la notion de relevement surconvergent de Frobenius et
Y. Tian qui leur a signalé la référence [33]. Ils sont reconnaissants envers M. Kisin, P. Scholze,
B. Stroh et le rapporteur anonyme pour leur avoir signalé des erreurs dans une premiere version
de ce texte, et envers A. Abbes, C. Breuil, L. Fargues et A. Genestier pour d’utiles discussions.

Le premier auteur a en outre bénéficié de I'hospitalité de la Graduate School of Mathematical
Sciences de I’Université de Tokyo, ou il a eu 'opportunité de présenter le contenu de ce travail
dans un cours : il remercie chaleureusement les auditeurs pour leurs remarques, et particulierement
T. Saito, a l'origine de cette invitation.

2. NOTATIONS ET RAPPELS

2.1. Soient k un corps parfait de caractéristique positive p > 0 et W = W(k) 'anneau des
vecteurs de Witt (de longueur infinie) & coefficients dans k. Pour tout entier naturel non nul n,
W,, = W/p"W est 'anneau des vecteurs de Witt de longueur n. On note K le corps des fractions de
W et o 'automorphisme de Frobenius agissant sur k, W, W,,, K. On fixe K une cléture algébrique
de K et on note W la normalisation de W dans K. Si w € Q, p* désigne un élément de K
de valuation w. Si w € QNJ]0,1] et X est un schéma formel sur W[p*], on note X, le schéma
X Qwpw) k.

Notation 2.2. (1) Si A est un anneau de caractéristique p, on note o4 le morphisme de
Frobenius sur A.
(2) Si S est une W-algebre, on pose Sk = S[p~!].

Notation 2.3. (1) Si J est un groupe profini et n € Ng, on note Repg /,nz(J) (resp.
Repy (J)) la catégorie des Z /p" Z-modules (resp. Z,-modules) libres de rang fini, munis
d’une action linéaire et continue de J.
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(2) Si X est un schéma formel p-adique, on note BT(X) la catégorie des groupes p-divisibles sur
X, dont les objets sont les systémes projectifs (Gr)nen.,, ot G, est un groupe p-divisible
sur X @w W,, pour tout n € N+g. On note BT®"(X) la sous-catégorie pleine constituée des
groupes p-divisibles étales sur X'.

2.4. Rappelons qu'une W-algebre admissible est une W-algebre plate, séparée complete pour la
topologie p-adique, topologiquement de type fini au sens de [10]. On note € la sous-catégorie pleine
de la catégorie des W-algebres admissibles qui sont noethériennes, integres et normales.

Pour toute W-algebre admissible R, on note Xp = Spm(R) le spectre maximal de Ry muni
de sa structure d’espace rigide. Rappelons que si A est une K-algebre affinoide, on dispose de la
norme |.|sup sur A définie par |flsup = sup |f(x)]. On pose alors A° = {f € A, |flsup < 1}

z€Spm(A)
D’apres [24, Proposition 3.3], A° est une W-algebre admissible, qui fournit un modele formel de

A.
Lemme 2.5. Soit R une W-algébre admissible et normale. Alors R = (R )°.

Démonstration. D’apres le théoréme de normalisation de Noether, il existe un morphisme injectif
et fini de k-algebres ¥: k[X1,..., X4] = Ry := R®w k. Soient fi,..., fq € R tels que ¥(X;) =
f; € Ri. On releve i en ¢: W{X1,...,Xq} — R en posant 1)(X;) = f;. D’apres [9, 6.4, Theorem
1], la finitude de ) implique celle de .

Si f € Rk, alors f est entier sur W{Xy,..., Xq}x : soit f¥ + a1 f" 1 +---+ay =0, avec
a; € W{Xy,...,Xq}k pour tout i € {1,..., N}, une relation de dépendance intégrale. On a

alors | flsup = 1I<nii}§v|ai‘;‘<é en vertu de [9, 6.2.2, Proposition 2]. Il en résulte que f € (Rg)° si

et seulement si |a;|sup < 1 et donc a; € W{Xy,...,Xq} (¢f [9, 5.1.4, Corollary 6]) pour tout
i€ {l,...,N}. Ainsi, (Rg)° est la cléture intégrale de W{Xi,..., X4} dans Rk : c’est donc R
vu que ce dernier est normal. O

Lemme 2.6. Si R est une W-algébre admissible, alors R est excellent, donc (universellement)
japonais.

Démonstration. D’aprés [36, Theorem 9], "anneau W{T1, ..., Ty} est excellent. Il existe un mor-
phisme surjectif f: W{Ty,...,Ty} — R : I'anneau R est donc de type fini comme W{Ty,...,Ty}-
algebre, ce qui implique que R est excellent (¢f [19, Scholie 7.8.3 (ii)]), donc universellement
japonais (cf [19, Scholie 7.8.3 (vi)]). O

Soient L une extension finie de K, © € Xg(L) et 7,: Spf(Or) — Spf(R) le morphisme qui
lui est associé par adhérence schématique et normalisation (appelé dans la suite prolongement
de z). Posons X = Spf(R), on note py , l'idéal premier de R défini par 7,. On désigne par
T.: Spec(Or/pOr) — Spec(R/pR) la réduction de 7,, modulo p.

Un schéma formel admissible sur W est un schéma formel séparé quasi-compact sur W locale-
ment spectre formel d'une W-algebre admissible.

On dispose de la notion d’éclatement admissible dans la catégorie des schémas formels admis-
sibles sur W, voir [10]. D’aprés Raynaud [10], & tout schéma formel de type fini X sur W, on
associe un K-espace rigide X8 par passage a la fibre générique. On dispose d’une équivalence de
catégories entre la catégorie des schémas formels admissibles sur W, localisée en les morphismes
qui sont des éclatements admissibles et la catégorie des espaces analytiques rigides quasi-compacts
sur K.

2.7. Suivant Berthelot [6], pour tout schéma formel X sur W de fibre générique X, on dispose
d’une application continue sp: X — X appelée spécialisation. Si Xg = X ®g k désigne la fibre
spéciale, on notera aussi sp: X — X 'application induite par sp par passage a la fibre spéciale.

Pour Z un sous-schéma de Xg, on pose |Z[x= sp~!(Z), c’est un ouvert de X appelé tube de
Z dans X. Si Z est fermé et si localement, il est défini par les équations f; = --- = f, = 0 ou
fi,.oos fr €T(X,0x) relevent fq,..., f,, alors

Z[x={z e X/(Vie{l,...,r})|fi(x)| <1}
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de plus dans cette situation, on définit pour tout n €]|n|, 1], le tube ouvert de Z de rayon n par

1Z[xn= {x eX/(Vie{l,...,r})|fi(z)] < 77}

1Z[x,, ne dépend pas des f; et la construction est donc globale (cf [6, 1.1.8]). On note Y I'ouvert
complémentaire de Z et on pose U, = X—]Z[x , on a une double inclusion d’ouverts : Y [xC
U, CX.

Définition 2.8. Un voisinage strict du tube ]Y[x est un voisinage V tel qu'il existe n < 1 vérifiant
YixCcU,CcV

2.9. Soit X un schéma formel p-adique plat sur Spf(W), dont la fibre spéciale X}, est normale,
réduite, irréductible et quasi-compacte. Supposons en outre X muni d’un endomorphisme ¢ indui-
sant le morphisme de Frobenius sur la fibre spéciale. Notons Crisét(Xk) la catégorie des cristaux
étales sur AXj. Elle est équivalente a celle des faisceaux localement libres de rang fini M sur X
munis d’un isomorphisme F': p*M — M. D’apres [27, Proposition 4.1.1], par passage a la limite,
on a une équivalence de catégories

K: Cris®(X;) = Repg, (m1(Xk,z))

ou x est un point géométrique de Xj.
Le module de Tate fournit une équivalence de catégories

: ét ~
T: BT*(X) — Repg, (71 (X, )
Par ailleurs, le foncteur de Dieudonné induit une équivalence de catégories
D: BT*(X) = Cris® ()
Proposition 2.10. Le carré

BT (X) T Repz, (71 (X, @)

Dl |

Cris® (X;,) —> Repy, (71 (X, @)
est commutatif.

Démonstration. La réduction modulo p induit une équivalence BT®(X) = BT (X;). Soit G €
BTét(Xk). Si feT(G) = HomBT(Xk)(Qp/Zp,G), on dispose de D(f): D(G) — D(Qp/Zp) =
Ox, et donc d’'un accouplement T(G) ®z, D(G) — Ox, et donc d’'un morphisme A: D(G) —
Ox ®z, T(G)" dans Cris®(X;). Comme K(Ox ®z, T(G)Y) = T(G)", il s’agit de voir que A
est un isomorphisme. Cela se vérifie modulo p. La question est locale sur X} : on peut supposer
Xir = Spec(R) ou R est une k-algebre intégre et normale. Notons R™ la réunion des sous-R-
algebres finies étales de k(z) (on a m (X, x) = Gal(R™/R)). Par descente étale, il suffit de vérifier
que A ® R™ est un isomorphisme. Comme G ®r R™ ~ (Q,, / Z,)h., il suffit de traiter le cas ol

nr’

G =Q, /Z,, pour lequel D(G) = Ox et T(G) = Z, sont triviaux. O

3. CRISTAUX UNITE SURCONVERGENTS

3.1. F-modules, hauteur de Hodge. Ce paragraphe est une formalisation de la définition 3.1
et du lemme 3.3 de [4]. o
Soit X un W-schéma formel admissible integre. On pose M = M ®z, F,,.

Définition 3.2. Un F-module sur X est un couple (M, F') ot M est un Ox-module localement
libre de rang fini et F': M — M un endomorphisme semi-linéaire :

(VA € Ox) (¥m € M) F(Am) = NP F(m).

On dispose d’une notion évidente de suite exacte de F-modules.
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On note det(F)Ox 1'idéal de Ox engendré localement par le déterminant d’une matrice de F,
cet idéal ne dépend que de F' et pas de la matrice représentant F'.

Définition 3.3. On appelle hauteur de Hodge de (M, F') et on note H (M) le nombre réel
min { inf {w € Q, p* € det(F)Ox},1}

Par définition H(M) = 1 si det(F)Ox = 0, sinon, on a H(M) € [0,1]. Si H(M) = 0, on dira que
(M, F) est ordinaire.

Définition 3.4. Soient L une extension finie de K et x € X™8(L), on appelle hauteur de Hodge
de (M, F) en = et on note H;(M), la hauteur de Hodge de 75M.

Notons que si la hauteur de Hodge vérifie H, (M) < 1, alors H, (M) n’est autre que la valuation
p-adique du déterminant de F' vu comme élément de L. On retrouve donc la définition de la hauteur
de Hodge introduite dans [2].

Lemme 3.5. Supposons X normal, alors H(M) = sup H.(M) et il existe z € X" tel que
zEXrie

Démonstration. Si ¢ € X, soit 7,: Spf(Or) — X son prolongement, il est clair que si p* €
det(F)Oy, alors p¥ € det(F)(Or/pOL) donc H(M) > H,(M) d’on

H(M) > sup Hy(M)
mexrig
Pour montrer I'inégalité inverse, on peut supposer X = Spf(R) affine avec R normal tel que
p¥ € R, M libre sur R et fixer h € R un relevement du déterminant de F' pour une base de M
fixée. Supposons w > H, (M) i.e. |p*| < |h(x)| pour tout € Spm(Rk). Cela signifie que h € Ry
et que pPh~! € (Rk)°. Comme R est normal, on a p*h~! € R d’aprés le lemme 2.5, et donc
H(M) <w.

La derniére assertion résulte du principe du maximum appliqué a la fonction = — h(z). O

Corollaire 3.6. H(M) € Q.
Lemme 3.7. Soit 0 - N — M — L — 0 une suite ezxacte de F-modules, alors
HWM)<HWN)+H(L)
et. HWN)<H(M), H(L)<HM)

Démonstration. Le lemme est une conséquence directe des définitions et de la formule du déter-
minant pour les matrices par blocs. O

On note F-Mod(X) la catégorie abélienne des F-modules sur X et F-Mod(X)" la sous-
catégorie pleine des F-modules de hauteur de Hodge < w. Du lemme ci-dessus, on déduit que
F-Mod(X)"™ est stable par sous-objet et par quotient.

Lemme 3.8. (¢f [4, Lemma 3.3] et [5, §5.2]) Supposons X normal. Soient (M, F) un F-module
sur X et w € QNI0,1[. Il existe un unique schéma formel admissible 1, : X¥ — X tel que

(1) X est normal;

(2) o5, M est de hauteur de Hodge < w ;

(2) iy est universel pour les propriétés (1) et (2).
De plus X™ est un ouvert d’un éclatement admissible de X @y W [p*].

Démonstration. D’aprés (3), la construction se fait localement : supposons X = Spf(R) et notons
h € R un relevement de det(F). L'idéal Z = (p®,h) ne dépend pas du relévement : soit X
Péclatement de X @w Wip™] le long de cet idéal. Le schéma formel X" est alors le complété
formel p-adique du normalisé du plus grand ouvert de X sur lequel Z est engendré par h. O
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3.8.1. p-modules surconvergents. Soient X un schéma formel sur W et Q un ouvert de X de
complémentaire non vide.

Définition 3.9. Un voisinage formel strict de Q est un ouvert ¥V d’un éclatement admissible de
X tel que

(1) Q est disjoint du centre de l’éclatement ;

(2) limmersion Q — X se reléve en une immersion ouverte Q < V;

(3) 'immersion ouverte Q < V est stricte en fibre générique.

La définition qui suit est une version raffinée de [2, Définition 7.1].

Définition 3.10. Un relévement surconvergent du Frobenius absolu Frobggr, de Q @ F), est la
donnée d’un triplet (V,¢, ) ot ¢: ¥V — X est un voisinage formel strict de Q et ¢: V — X un
morphisme tel que pjg: Q — X se factorise a travers pjo: Q@ — Q, tels qu'il existe u € QNI0, 1]
avec :

(1) p* € Oy

(2) @@ (Oy/p'7H0y) = (L& (Oy/p'7"Oy)) o Froby, _,.

Remarque 3.11. Les applications ensemblistes sous-jacentes & ¢ et ¢ sont les mémes (cela résulte
de la définition 3.10 (ii)). En particulier, si Spf(R) C X et Spf(S) C V sont des ouverts affines tels
que ¢(Spf(S)) C Spf(R), on a aussi ¢(Spf(S)) C Spf(R).

Définition 3.12. On fixe un relévement surconvergent (V, ¢, ) du Frobenius absolu Q@ ® F,,. Un
p-module surconvergent sur X (le long de X'\ Q), est la donnée d’un Ox-module localement libre
M muni d’un morphisme linéaire
D: "M — M

tel que ®[1/p] soit inversible.

D’apreés la définition 3.10 (2), le module t* M /p'~#1* M est muni de I’'endomorphisme semi-
linéaire induit par ® @ (Oy/p!=HOy).

On appelle hauteur de Hodge du ¢-module M et on note H(M), la hauteur de Hodge de
(M, ® @ (Oy/p'~+Oy)) (cf définition 3.3, en remarquant qu’ici, on a H(M) € [0,1 — p]).

Remarque 3.13. (1) Par définition, H(M) ne dépend pas du choix du relévement surcon-
vergent de Frobenius.
(2) Pour la suite, il est utile de noter que ¢* M est aussi un p-module relativement au relévement

(pri,pra): Vo V==V

Définition 3.14. Un p-module filtré surconvergent sur X (le long de X\ Q) est la donnée d’un
triplet (M, @, Fil(¢* M)) ot :

(1) (M, ®) est un p-module surconvergent sur X le long de X'\ Q;

(2) Fil(+*M) est un sous-Oyp-module localement facteur direct de ¢* M tel que

@(Frobf,l_u Fil(t*M)) =0
dans * M /p' = M.

Remarque 3.15. Si M correspond a la cohomologie de de Rham d’une famille de variétés abé-
liennes sur un voisinage du lieu ordinaire ou le sous-groupe canonique existe, alors M vérifie les
conditions (1) et (2) de la définition 3.14 (c¢f section 6).

3.16. F-cristaux surconvergents, théoréme principal. On reprend les notations du numéro
3.8.1. On fixe un relévement surconvergent (V,¢,¢) du Frobenius absolu Q ® F,, (¢f définition
3.10).

Définition 3.17. Soit U un ouvert de la fibre spéciale X} de X. Un épaississement formel a
puissances divisées de U est une immersion fermée U — Z de W-schémas formels p-adiques,
définie par un idéal & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées canoniques sur
pW).
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Rappelons qu’étant donnés un cristal .# sur Xy, et (U, Z) un objet du site cristallin (Xg/W)cyis
(i.e. un épaississement & puissances divisées U — Z, ou Z est tué par une puissance de p), on
peut évaluer # en (U, Z) (c¢f [7, Definition 6.1]). En passant & la limite, on peut aussi évaluer .#
en un épaississement formel a puissances divisées.

Définition 3.18. Un F'-cristal surconvergent sur X est la donnée d’un cristal localement libre .#
sur (Xj/W)eris €t d'une isogénie de cristaux ®: o*. 4 — o*.4 sur (Vow (W [pH]/p—*W[p"]) /W)

Cris
Remarque 3.19. Supposons donnés ) un schéma formel p-adique formellement lisse sur W, et
Xy — Y une immersion fermée de W-schémas formels. Soit D ()) le faisceau sur X, (complété
p-adique) de l’enveloppe & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées sur pW) de
Oy relativement a l'idéal définissant Xy — V.

D’apres [7, Theorem 6.6], les trois catégories suivantes sont équivalentes :

(i) la catégorie des cristaux sur (Xg/W)eris ;

(i) la catégorie des Dy ())-modules munis d’une hyperstratification & puissances divisées for-
melle (en tant que Oy-module), compatible & 'hyperstratification & puissances divisées
canonique sur Dy (V) ;

(iii) la catégorie des Dy (Y)-modules munis d’une connexion formelle (en tant que Oy-module)
intégrable et quasi-nilpotente, compatible & la connection canonique sur Dx(Y) .

Définition 3.20. Un F'-cristal surconvergent de Hodge sur X est la donnée d’un triplet
(A, @, Fil ay)

ou (A ,®) est un F-cristal surconvergent sur X, et Fil .#, C A4y := * #x un sous-Oyp-module
localement facteur direct, tels que (#x, @, Fil .#),) soit un p-module filtré surconvergent sur X (cf
définition 3.14). La hauteur de Hodge H(.#) € [0,1 — ] de (.#, ®,Fil .#) désigne alors celle de
(Mty) Fil My, 2 (O /pt~HOy)) (cf définition 3.12). Un morphisme de F-cristaux surconvergents
de Hodge est un morphisme de cristaux compatible aux Frobenius et aux filtrations.

Remarque 3.21. Si A — X est un schéma abélien, le cristal de Dieudonné du groupe de Barsotti-
Tate associé est muni d’'une structure de F-cristal surconvergent de Hodge, la filtration étant
fournie par la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham (cf §6.5).

Soit (4 ,®,Fil.#y) un F-cristal surconvergent de Hodge. Zariski-localement sur V, les Oy-
modules Fil.#, et .4\ / Fil .4 sont libres. Dans une base 9B adaptée, la matrice de ® est de la

forme .
_(pTHA B
Matm(®) = (1118 D) € Mu(Ov)

Définition 3.22. Supposons X lisse. Le F-cristal surconvergent de Hodge (., @, Fil .#y,) est dit
isotrivial si, Zariski-localement sur V), il existe une base adaptée B telle que la matrice Matoy ()
soit & coefficients dans Oy et det(D) soit un produit de coordonnées locales sur X.

Théoréme 3.23. Supposons p > 3. Soient X un schéma formel connexe, quasi-projectif et lisse
sur Spf(W), Q un ouvert de X et i, : V — X un relévement surconvergent du Frobenius absolu de
Q®F, tel que V soit connexe. On suppose 1 < zl) Soit (A ,®,Fil A\) un F-cristal surconvergent
de Hodge isotrivial sur X tel que

1 1—p
HMWA) < -———
( ) 2pr+2}jp:11

(cf définition 3.20), ot 7 est le rang de Ay Fil A, Alors si V' est la fibre générique rigide de
Vo X,V et T un point géométrique de V', il existe une représentation
Y

pv: m(V,Z) = GL.(Z),)

fonctorielle en (v, ) et en (M, P, Fil.#y), et telle que si V est formellement lisse, p: V — V est
un relévement de Frobenius, et H(.#) = 0, alors py(—1) est la représentation associée a la partie
unité de A (cf [28, Theorem 4.1]) par la correspondance de Katz (cf [27, Proposition 4.1.1] et

§2.9).
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Remarque 3.24. Les auteurs ignorent si la condition d’isotrivialité (intervenant uniquement dans
la preuve, technique, du théoréme 4.28) est réellement nécessaire.

3.25. Description locale : les présentations. Fixons R une W-algebre formellement lisse pour
la topologie p-adique.

Définition 3.26. (1) Soit S une R-algeébre admissible avec p* € S. Une R-présentation de
S est la donnée d’un homomorphisme de R-algebres surjectif 7' — S, ou T est une R-
algebre formellement lisse (pour la topologie p-adique). On dira aussi que 7" — S est une
R-présentation. Un morphisme entre deux R-présentations u: T'— S et v': T" — S’ est un
diagramme

T T

§ s
de R-algébres qui est commutatif modulo p'~#.
(2) Soient (t,¢): Spec(S’) —= Spec(S) un relévement surconvergent du Frobenius absolu (on

a p* € S’) correspondant & des morphismes (vg,ps): S—=—= 5" et u: T — S une R-
présentation. Un Frobenius sur u est la donnée de deux morphismes de R-présentations
v=(vr,vs): (T 5 8) = (T S et o= (pr,0s5): (T 5 8)— (T 9.

Définition 3.27. Si u: T — S une R-présentation, on note D(u) le séparé complété, pour la
topologie p-adique, de I'enveloppe & puissances divisées (compatibles aux puissances divisées ca-
noniques sur (p)) de T relativement & I'idéal Ker(u). C’est une T-algébre (et donc une R-algeébre),
et u induit un morphisme surjectif de R-algébres D(u) — S. Par fonctorialité des puissances
divisées, cela définit un foncteur de la catégorie des R-présentations dans celle des R-algebres.

Notons que si (v, ) est un Frobenius sur u, on dispose, par fonctorialité, de morphismes
(v,0): D(u) == D(u') au-dessus de (vg,ps): S =5’ . Ce sont des morphismes de R-algebres
a puissances divisées. Dans ce qui suit, on notera D(u), (resp. D(u'),) le groupe D(u') muni de
la structure de D(u)-module donnée par v (resp. par ¢).

Example 3.28. Soit Spf(R) C X un ouvert affine, h € R un relévement de det(F'). Supposons R
noethérien, excellent, integre, normal, et que le fermé de Spec(R/pR) défini par h soit un diviseur
de Cartier réduit a composantes principales. D’apres le lemme 3.8 et la proposition 7.1, on a
Spf(R)Y = Spf(Sy) ou Sy est le complété du normalisé de Rp {p }. Posons T = R{X} :
I’application
w: T — Sy
pw
X = —
h

est une R-présentation de S,,. Si w’ | w (avec w = mw’), on a un morphisme de présentations
Uy — ul, donné par le morphisme de R-algebres :

Vot s I — T
X = pmixm

Supposons w < 1 et R muni d'un endomorphisme © relevant le Frobenius modulo p : on dispose
du morphisme v = Uy /p.w: U — Uy/p- Ecrivons ¢(h) = h? + pg : on a ¢(h) = hp(l + %g).

/
Comme w < 1, ’élément 2 —p est topologiquement nilpotent dans S, /,, de sorte que

w w/p l/p 1 w/p\p 2 1/p« pm
()= (5) 0+ (50)") = (5) e (57) e s
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si bien que le morphisme ¢ se prolonge en ¢: Sy, — Sy, /,. Ce dernier se reléve aux R-présentations
par

Onm: T =T
X — XPf

w/ / _
ou f € T est un relevement de (p - p)p(l + (plhp )pg) ! par u,,/,. Cela fournit un Frobenius sur
Uny -

3.29. Cristaux, ¢-cristaux.

Définition 3.30. Soit u: T'— S une R-présentation.

(1) Un cristal sur w est la donnée d'un D(u)-module projectif de rang fini M muni d’une
connexion intégrable topologiquement quasi-nilpotente V: M — M ®T§T. Soient X1,..., X4
des coordonnées locales de T'. Pour i € {1,...,d}, posons D; := V(d/d X;). C’est une W-
dérivation continue. La connexion V est intégrable si et seulement si les D; commutent
deux & deux. Elle est topologiquement nilpotente si et seulement s’il existe e € N tel que
D¢(M) C pM pour tout i € {1,...,d}.

(2) Soit (v, ) un Frobenius sur u. Un ¢-module sur u est la donnée d’un D(u)-module M et
d’un opérateur de Frobenius ¢pr: M — D(u'), ®pyy M qui est @-linéaire c’est-a-dire tel
que ¢pr(Am) = p(A) ® par(m) pour tout A € D(u) et m € M. Cela équivaut & se donner
I'application D(u’)-linéaire 1 ® ¢ar: D(u'), @pw) M — D(u')y @pu) M.

(3) Un g-cristal sur u est la donnée d’un cristal (M, V) sur u et d’un opérateur de Frobenius
én: M — D(u'), ®puy M qui est horizontal, i.e. tel que le diagramme

M v M QT QT
[ l(t’M@LPT
d®1+19V a
D(v')y ®puy M ———— (D(u')y ®p) M) @17 Qp
est commutatif.
Proposition 3.31. (1) Une R-présentation u: T — S étant fizée, la donnée d’un cristal sur

Spec(S/p'=+S) est équivalente d celle d’un cristal sur u.
(2) Supposons donnés vg,ps: S — S’ les morphismes d’anneauz associés a un relévement
surconvergent de Frobenius (cf définition 3.10), et (v,¢) un Frobenius sur u (avec v =

(vr,vs): (T = S) — (T v, S et o = (pr,05): (T = S) = (T v, S")). La donnée
d’un F-cristal surconvergent sur Spf(S) est alors équivalente a celle d’un p-cristal sur .

Démonstration. Cela résulte de ’équivalence rappelée dans la remarque 3.19. O

4. PERIODES

4.1. Construction d’anneaux de périodes. Soit S € €. Fixons Eg une cloture algébrique de
Frac(S), et notons .#s ’ensemble des sous-S-algebres finies S’ de Es qui sont normales, et telles
que Pextension Sk C S soit étale. On pose alors

S = s
S'eSs
Rs = ££n 7/])5
TP
S = lim S/p"S
neN

Gs = Gal (EK/SK) = ﬁl(Spec(SK),Spec(E))

-~

Le groupe Gg agit sur S et donc sur Rg et S.
Proposition 4.2. (1) Le Frobenius S/pS — S /pS est surjectif.
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(2) L’application naturelle
=N
{@™),cn €5 /(¥n € N) (a"D)" =2} o R

est bijective (par la suite, on les identifie implicitement).

Démonstration. Pour (1), on raisonne mot pour mot comme dans la preuve de [11, Proposition
2.0.1]. Pour (2), ¢f [18, IT 1.2.2]. O

Notations. e Pour € Rg (resp. € Rz,) et o € Z[p~ ] (resp. a € Q), on dispose de z* € Rg.
Par abus, on écrira souvent [z]* au lieu de [z%*] € W(Rs).
e Sin € N, on écrit n = (p — 1)g(n) + r(n) avec ¢(n),r(n) € N et r(n) < p — 1 la division
euclidienne de n par p — 1. En outre, on note s(n) la somme des chiffres de I’écriture de n en base
p:on aalors n = (p— 1)v,(n!) + s(n), en particulier ¢(n) = v,(n!) + g(s(n)) > vy(n!).
e Si A est un anneau, I C A un idéal & puissances divisées, z € I et n € N, on notera =" la
n-ieme puissance divisée de .

On pose :

0: W, (Rs) —>§/p"§
(xg,21...) = Zp x(")

C’est un homomorphisme surjectif de W-algebres, Gg-équivariant, de noyau l’idéal principal en-
gendré par £ = [p] — p ([11, Proposition 5.1.1 & 5.1.2]), ot p € Ry est tel que p(® = p. 1l induit
un homomorphisme S-linéaire

0s: S @w W(Rs) — 5

L’anneau Rg étant parfait, W(Rg) est sans p-torsion. Comme S est plat sur W, il en est de
méme de S @y W(Rg) : on peut donc voir W(Rg) et S @y W(Rg) comme des sous-anneaux des
K-algébres W(Rs)[p~!] et Sk ®w W(Rg) respectivement.

Définition 4.3. e On note W(Rs)PP (resp. W(Rs)EF) I'enveloppe a puissances divisées (com-
patibles avec les puissances divisées canoniques sur l'idéal engendré par p) de W(Rgs) (resp.
S @w W(Rg)) relativement a I'idéal Ker(6) (resp. Ker(fs)). On note alors AY,, (S) (resp. Aeris(S))
le séparé complété de W(Rg)PP (resp. W(Rs)2Y) pour la topologie p-adique.

e On note W(RS)DP (resp. W(RS)]S?P) lenveloppe & puissances divisées (compatibles avec
les puissances divisées canoniques sur 'idéal engendré par p) de W(Rg) (resp. S @w W(Rs))

relativement a 1'idéal 6~ (p 1’1/p§) = Ker(# ) + PITYPW(Rs) (resp. Og' (p'~1/PS) = Ker(0s) +
(12[p]*"1/?)S@w W(Rs)). On note alors AY S) (resp. Acris(S)) le séparé complété de W(RS)DP
(resp. W(RS)EP) pour la topologie p-adique.

cris (

S) et AC“S(S) (resp. Acris(S) et Aeis(S)) sont des W-algebres (resp des
S-algebres) munies d’une action de Gs. On a des applications naturelles AY,; (S) — ACNS(S ) et
Acris(S) = Ais(9).

On note o le Frobenius des vecteurs de Witt W(Rg) : il se prolonge a AV, (S) et AC“S(S)
car o(Ker(6)) C Ker(@) +pW(Rs) (resp. o([p]'~/?) = [p|P~') ont des puissances divisées dans
AZis(S) (resp. AZii(S)).

Les anneaux AY. (

Définition 4.4. Le morphisme 0: W(Rs) — S s'étend en 0: AY.(S) — 5 et 0 AmS(S) -5,
Notons JIAY. (S) et JI JAY
sances divisées de AV, (S) et Acm(S) respectivement fermés pour la topologie p-adique. Pour
r € N, on note JI'TAY. (S) (resp. JI"] AY

JHAY, (5)).

cm(s) les noyaux de ces applications. Ce sont des idéaux a puis-

S)) la r-ieme puissance divisée de JIU AY. (S) (resp.

cris (
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Onagrt = (F17) —p'S (771 (—p) P2 = p (1) P —p S () (—p)i

=1 =1

de sorte que

& (0 - D7) + W(Rs) € W(Rs)™

&t
p

-1

S). Bien entendu, on a H(Epp grt

) =0, de sorte que o a des puissances

définit un élément de ACm(

—_—~—

divisées dans W(Rg) et ACHS(S ). Pour n € N, on pose
n} _ £p=1\ la(n)] _ ¢ ——
¢ ( P ) 5 q(n)!p a(n)pa(n) < W(RS)

et on note son image dans A S) de la méme manieére.

Crlb(

Remarque 4.5. Pour tout n € N, on a " = % = %ﬁ"} € pa(sm)tupla(n)h Z; ¢lnd
n)lpd(n)

parce que v, (L2E) = v, (g(n)!) + ¢(n) — v,(nl) = v,(a(n)!) + q(s(n)).

S), Aeris(S), Avic(S) et Aeris(S) n'ont pas de p-torsion.

Proposition 4.6. Les anneauz Ams(

Démonstration. Cela résulte de ce que W(Rg)PP et W(Rg) " (resp. W(Rs)EF et W(RS)EP)
sont des sous-anneaux de W(Rg) i (resp. Sk @w W(Rg)) qui n’a pas de p-torsion.

Proposition 4.7. (1) L’idéal J'T A ~Cm( ) (resp. JUTAY. (S)) est l'adhérence, pour la topolo-
gie p-adique, de l’idéal de AC“S( ) (resp AV ..(8)) engendré par {€17} )5, (resp. {€M} 5, ).
(2) Pour tout r € N, on a gr” Ams( ) _Sf{r} et gr” AV, (S) ~S¢l]

(8) On a un isomorphisme

crls(S)/p Acrli(s) = Rs[gm}mEN/(i?ila 6fn)m€N
(Tesp‘ AZrls(S)/p Acrls(S) ~Rg [5m}m€N/(ﬁ)7 6;)m€N)

ot 6, désigne l'image de ~y ( ) (resp. vy HL(€)), ou y(z) = 2P /p.
(4) Les filtrations {J"] AC“S( )}reN et {JI AV, (S)},en sont séparées.

Démonstration. (1) Posons A = W(RS)[é{”}]neN C W/(%/S)DP. Il s’agit de montrer que cette

inclusion est une égalité : il suffit pour cela de montrer que I'idéal J A engendré par (5 {"})n EN-o

est & puissances divisées dans A. Soient donc n,i € Nsg : on a

(et il _ & _ q(nd)!p?
g7~ () pio
Comme ni = (p — 1)g(n)i + r(n)i, on a g(ni) = q(n)i + q(r(n)i) de sorte que

q(ni)!p?™) _ q(r(n)i)! q(ni) a(r(n)i)
il(g(n)!)ipatn)i il <q<n>, ..,q(n>,q<r<n)z‘>)p & N>o

q(ni)

(car il!(q(n)”_”q(n)’q(r(n)i)) € N+ est le nombre de partitions de {1,...,¢(ni)} en i parties a g(n)
éléments et d’une & ¢(r(n)i) éléments), ce qui montre que (£{™}) 2
résultat sur JI'! KCHS(S) (resp JITAY. (S)) s’en déduit (resp. est évident).

(2) D’aprés (1), on a JU! ACHS(S) W(Rg) + Jir+1l AC“S(S) : Papplication # induit donc un
isomorphisme gr” AZiS(S) —>S§{’”}. De méme, on a gr” AV (S ):>§£M.

(3) D’apres (1), on a

W(Rs)™ = W(Rs)[EM],
W(Rs)[6m]men/ (pdo — P i — 6r)

€ A et I’égalité recherchée. Le

12
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—1
(ol &, s’envoie sur ’ym(%)). En réduisant modulo p, il vient

ALis(8)/pAZ(S) = W(Rs)™ /pW(Rs)"" = Rsldmlmen/ (", 65 Jmen
On montre de méme le second 1som0rph1sme N
(4) Pour N € N, l'image de JI(P~ P A A (S) dans Ams( )/pAzis(S) est l'idéal engendré par

{6mYtm>y :ona () JU AC“S(S) C pAmS(S). Mais d’apres (2), si ¢ € AZiS(S), on a pr €
reN

Jlr ACHS(S) =z Jrl ACHS(S) (carS n’a pas de p-torsion). Cela implique donc () JI" ACHS(S) -
reN

N " AL (S) = {0}, vu que AY, () est séparé pour la topologie p-adique. On raisonne de méme
neN

pour {J Crls(S)}TEN' U

Proposition 4.8. Les anneaux ACHS(S) AY,

oris(S) nont pas de &-torsion.

Démonstration. Six € AC“S( )\ {0}, il existe 7 € N tel que z € JI"! XZiS(S) \ Jlr+1 ACHS(S) son
image dans gr Amb(S’) est de la forme A\é{"} avec A €S (c¢f proposition 4.7 (2)). Alors 'image de
¢x e JUHUAY. (S) dans gr' T AL (S) ~ S¢lr+1) appartient & Noo A1), Comme S est plat

sur Z,, cette image est non nulle, de sorte que £z # 0. On raisonne de méme avec AV, (S). O

Soient S € ¥ et u: T — S une R-présentation de S. On dispose du composé

T &w W(Rs) “2% S o W(Rs) 258

que I'un note #,,. Comme u et 65 sont surjectifs, il en est de méme de 6,,.

On note (T Qw V\T(ﬁ;))DP Penveloppe a puissances divisées (compatibles aux puissances divi-
sées canoniques sur (p)) de T@w W(Rg) relativement a I'idéal 9;1(p1—1/p§) = (1P ?)(Tow
W(Rs))+Ker(6y,), et Acis(u) le séparé complété de (T @y VW\@))DP pour la topologie p-adique.
Proposition 4.9. A(u) est une D(u)-algébre, munie d’une action D(u)-linéaire de Gs.

4.10. Propriétés locales. Dans ce numéro, on fixe une R-présentation u: T — S et on suppose

que T est formellement étale sur W{Xj,..., X4} pour la topologie p-adique, ou (X7,..., Xs) est

un systéme de coordonnées étales de R/W (on a6 < d). Comme 6: W(Rg) — S est surjectif, pour
tout i € {1,...,d}, il existe s; € W(Rg) tels que 0(s;) = u(X;). On a alors X; ®1—1®s; € Ker(6,,).
Posons u; = X; ® 1 —1® s;. On note encore u; son image dans Ais(u). Remarquons que Apis(u)
est une AV, (S)-algtbre, comme les u; ont des puissances divisées dans Acus(u), et comme ce
dernier est séparé et complet pour la topologie p-adique, il existe un unique homomorphisme de
Aﬁv.‘(S)—algébres :

o f Acrls(S){<u17 .- ud>} - Acris( )

(on AC“S(S’){<u1, ... uq)} désigne le complete p-adique de I'anneau des polynémes a puissances
divisées en uq, ..., uq a coefficients dans ACHS(S).)

Proposition 4.11. f est un isomorphisme.
Démonstration. Posons Top = W{X,..., X4} et A:= ACUS(S){<U1, ..., Ug)}. Soit
g: To @w W(Rg) = A
X, ®1— s+ u;
(W(Rg)-linéaire). L’application 6 4: A —>§; u; — 0 prolonge 6 et 'application f o g est I'applica-
tion naturelle. Si n € N+, on a le diagramme commutatif :
T/p"T —5/p"S

An
T TG.A n
N

To/p" Ty — A/p" A
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Comme Ker(64) et pA sont des idéaux a puissances divisées, il en est de méme de Ker(64,,) =
(Ker(64) + p™A)/p™ A, qui est donc un nilidéal. Comme Ty/p"Ty — T/p"T est étale, il existe
une unique application A,: T/p"T — A/p™ A (en pointillés dans le diagramme) qui prolonge le
morphisme structural A, : Tp/p"Ty — A/p™A. En particulier, g se prolonge de fagon unique en un
morphisme g: TQw W(Rg) — A tel que 8, = 0409 : comme g(Ker(6,)) C Ker(6.4), le morphisme
g s'étend de fagon unique en g: Aqis(u) — A (par la propriété universelle des puissances divisées
et de la complétion p-adique).

Comme f o g: To @w W(Rs) — Agis(u) est Papplication naturelle, il en est de méme de
fog: T @w W(Rs) = Acris(u) par unicité, de sorte que fog=1Id; ()’ Finalement, on a

fox g
A= Acris (u) = A
flu)=Xi®1 -1 s;+ (s; +u;) — 8, =y

par KZiS(S)—linéarité, ona fog=1Idy et f est un isomorphisme. O

Définition 4.12. Le morphisme g s’étend en un morphisme surjectif 0g: A cris(u) — § On
pose JUI Acris(u) = Ker(fg). C’est un idéal & puissances divisées de Kms(u), fermé pour la to-
pologie p-adique. Si r € N, on note JU] Acris(u) sa r-ieme puissance divisée. Il résulte des pro-
positions 4.7 et 4.11 que c’est 'adhérence, pour la topologie p-adique, de 'idéal engendré par
{f{"O}u[lnl] e u([ind} }neNd+1, et que le gradué pour la filtration ainsi définie est :

|n|>r

gr” Xms(u) ~ @ §§{n0}u[1n1] . ’“Ejnd]

neN¢H!
|n|=r

Notons (AZT le module des différentielles continues (pour la topologie p-adique) de T'. Comme T’

est formellement étale sur W{Xj,..., X4} pour la topologie p-adique, alors (AZT = @le TdX;.

On munit Agis(u) de I'unique connexion Vi Acig (1) — Acris (1) @7 Q7 qui est KZiS(S)—linéaire,

continue pour la topologie p-adique, et telle que V(u;) = d X; pour i € {1,...,d}. Remarquons que
cette connexion ne dépend pas du choix des coordonnés (X;)1<i<q, car elle est aussi caractérisée
par le fait qu’elle AY

cris
Al

canonique d: 7' — Q7.

(S)-linéaire, continue pour la topologie p-adique et prolonge la différentielle

4.13. Fonctorialité. Soient 51,5 € € et f: S1 — S2 un morphisme injectif. Notons Eg, une
cloture algébrique de Frac(S;) pour i € {1,2}, et soit f: Eg, — Eg, un morphisme au-dessus de f.
Si A € Fs, (i.e. A est une sous-Sy-algebre finie de Eg, telle que S1, x — A soit étale), 'anneau
S2,x @8y k A est fini étale sur Sy i par changement de base : c’est un produit d’extensions
finies étales et integres de So x (¢f [20, Exposé I, §10]). Si N désigne la normalisation de Se dans
Frac(AS;), on a N € .Zg,. Cela implique que f(A) C N C S, si bien que f(S;) € S5. En
particulier, Papplication f induit des morphismes d’anneaux Rs, = Rs, et donc
AV (S1) = AV (S2) et AN (S1) = Avi(Sa)

cris cris cris

compatibles aux Frobenius et aux actions de Gg, (via le morphisme canonique Gg, — Gg, qui n’est
autre que 71 ( Spec(S2, i), Spec(Es,)) — m1 (Spec(St, k), Spec(Es, ))).

Soient ui: Ty — S7 et ug: Ty — So des présentations, et f,: u; — ug un morphisme de
présentations (donné par un morphisme v: 77 — T» au-dessus de f. On dispose alors du diagramme
commutatif
v@W(f)

T; @w W(Rs,) T; @w W(Rs,)

| Jo

§1 §2

hy
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qui implique que v@ W(f) envoie 6, ! (p'~1/#S;) dans 0} (p' ~1/2S5), et induit donc un morphisme
Acris(ul) — Acris(u2>

compatible au morphisme Acm(Sl) — Kzis(Sg), a Paction du groupe Gg, et aux connections (ces

derniéres étant induites par les différentielles canoniques d: Ty — Qp, et d: Ty — Q).

Supposons maintenant que (v,¢): (T % S) — (T" %+ S’) soit un Frobenius sur u, avec
vs: S — 5 injectif. D’apres ce qui précede, on dispose des morphismes v: ACHS(S) — ACHS(S’)
et v: Ams( ) — Ams( ). D’apres 3.10 (2), on a le diagramme commutatif

1 X0
T ow WRs) —2Y L 7 o W(Rs) —22%% T/ @ W(Rs)

S
6, mod pll/”i ¥ i@u/ mod plfl/p
§/p1—1/p§ gz/p1—1/p§/ Frob g//pl—l/pgf

(ou o désigne ’endomorphisme de Frobenius des vecteurs de Witt W(Rg-)). Cela implique que le

= =/
composé ¢: T @w W(Rs) — T' @w W(Rs:) envoie 0, ' (p' ~'/2S) dans 6, ' (p'~'/2S ). En passant
aux enveloppes a puissances divisées et aux complétés p-adiques, il induit un morphisme

@: :&cris(u) — :&cris(u/)
au-dessus des morphismes ¢: D(u) — D(u') et voo: Acm(S) — ACHS(S’ ) par construction.

Remarque 4.14. Notons Ags(u) le séparé complété pour la topologie p-adique de l'enveloppe
a puissances divisées de T @y W(Rg) par rapport a I'idéal Ker(6,) (on a un morphisme naturel
Agis(u) — Kcris(u)). Comme ¢g ne se factorise via le Frobenius que modulo p' ™ et pas modulo
p, lapplication ¢ n’induit pas d’application Acyis(u) = Aeris(u’). Cest la raison pour laquelle on
travaille avec Kcris(u) plutdt quavee Acpis(u).

4.15. Sections horizontales.

Lemme 4.16. (cf [26, Proposition 8.9]). Soient A une Z,-algébre plate, séparée et compléte pour
la topologie p-adique. On note o = A{{uy,...,us)} le séparé complete pour la topologze p-adique,
de l'anneau des polynémes d puissances dzmsees Auq, ..., us), et Q= ng/A = @Z L du
le module des différentielles continues (pour la topologie p-adique) de o/ sur A. Soit M un o -
module pmjectzf de rang fini muni d’une connexion intégrable topologiquement nilpotente NV : M —

M R gy Q. Le A-module de ses sections horizontales .#V=C est alors projectif de méme rang que
M. En fait on #NTC ~ M |IH ou I C o est l'adhérence, pour la topologie p-adique, de l’idéal
a puissances divisés engendré par uq, . ..,us. En outre, 'application naturelle

oA @4 MV = A
est un isomorphisme de modules a connexion.

Démonstration. Pour ¢ € {1,...,d}, posons D; = V(d/du;): 4 — A : c’est un opérateur

A-linéaire topologiquement nilpotent. Si n = (ni,...,ns) € N°, posons ul?l = H?Zl ugn] et

Dz = Hle D}". La somme
P=2 I

neN?

converge vers un endomorphisme A-linéaire de .#. Si f € & et m € .#, on a P(fm) = f(0)P(m).
On a donc I.# C Ker(P). Comme P(m) =m mod I.#, on a en fait Ker(P) = I.#. Par ailleurs,
comme D; o P =0, on a Im(P) C .#V=°, et donc Im(P) = .#V=" parce que P, 4v-0 =Id_4v-o.
Il en résulte que P est le projecteur sur .# V=0 parallelement & I.#, et P induit un isomorphisme
MIT M= V0.

Notons a: & ®4 # V=" — _# Dlapplication naturelle : sa réduction modulo I est un isomor-
phisme. Comme I C rad(A) (parce que 7 est complet pour la topologie p-adique), le lemme de
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Nakayama implique la surjectivité de a. Les o/-modules &7 ®@ 4 4 V=0 et .# étant projectifs de
méme rang, cela implique que o est un isomorphisme. O

~ Si (M, V) est un cristal sur u (¢f définition 3.30), on dispose du Acris (u)-module & connection
Acris (u) ®D(u) M

Proposition 4.17. Le Acm(S) module ( Acris (1) Op () M) V=0 st égal a

(Acrls( )®D(u) M)/I( cr1s( )®D(u) M)

(ou I est l’adhérence, pour la topologie p-adique, de l’idéal d puissances divisés engendré par
U, ..., uq). Il est donc projectif de méme rang que celui de M sur D(u). Il est libre si M 1’est. En
outre, ’application naturelle

)V:O g

Kcrlb( ) ®AV (5) (Kcris (u) ®D(u) M — Acris (u) ®D(u) M

cris

est un isomorphisme.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.11 et du lemme 4.16 appliqué & A = ACrlS (S) et
M= ACI‘IS( ) ®D(u) M. g

En appliquant la proposition 4.17 au cristal trivial (D(u),d), on en déduit :
Corollaire 4.18. Ai(u)V=0 =AY, (5).

Cris

Sur le ACHS(S) module M := ( Acris (1) @p(u) M) V:O, on définit deux filtrations décroissantes
en posant JIAM = Jl] A S) ®zv ) Met FiI" M = (J[’“] Kcris(u) ®D(u) M) V=0 pour r € N.

crm

Crl&(

Proposition 4.19. Pour toutr € N, on a :
(1) Fil" M = JIIM ;
(2) gr" M := Fil' M/Fil' ™ M ~ gr" AT, (S) @5 (S @p(uy M).

Démonstration. On a déja JI'I M C Fil” M pour tout r € N. Comme la filtration {Fil” M},en est
séparée (car cest le cas de {J") Agis(u) }ren), il suffit done, pour montrer (1), de vérifier que Iap-
plication f,.: JIIM/JIrTUM — Fil” M/ Fil"t' M induite sur les gradués est un isomorphisme.
On a le diagramme commutatif a colonnes exactes :

0 0
J[T+1] AC1ris(u) ®D(u) M L) J[T] Acris (U) ®D(u) M Q7 QT

i

J[r] Kcrlb( ) ®D( ) M L> J[T_l] ;&Cris(u) ®D(u) M ®T QT

i L

crlﬂ; (U) ®D(u M H gl" -1 :&cris (U) ®D(u) M Q7 QT

(i) )

0

(ot Vapplication d s sur gr” Kcris(u)@m(u) M est déduite de d: gr” Kcris(u) — gr ! Kms(u) T (AZT
en tensorisant par M au-dessus de D(u), i.e. I'action sur M est triviale). Le lemme du serpent
fournit un homomorphisme injectif Fil” M/ Fil"t* M — Ker(dy;). Comme M est plat sur D(u),
on a Ker(dy) = Ker(d) ®p(y) M. Comme

gI‘ CI‘]b @ Sf{n‘)} [na] e "U/Elnd]

neN<+!
|n|=r
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(¢f définition 4.12), on a Ker(d) = Sf{r} = gr” Acm(
-2 Fil" M/FI' M — g AV (S) @py M =~ JIIM/ITHI M

(le dernier isomorphisme provenant de la platitude de M sur D(u)). On a g,-o f = Id jir) pq ir+11 015
donc f, est bien un isomorphisme, ce qui prouve aussi (2). O

S), de sorte qu’on a une application injective

Soient maintenant (NN, V) un cristal sur u et fg: S ®p(y) M — S @py N un homomorphisme
S-linéaire entre les évaluations des cristaux associés en (Spf(59), Spf(S)). On note N le Acm(S)
~ V=0
module (AcriS (1) ®p(w) M)

S)-modules filtrés f: M — N dont

Proposition 4.20. fg induit un unique morphisme de Acm(

le gradué est Idgr. ZY(s) ®sfs (cf proposition 4.19).

Démonstration. Comme M est projectif sur D(u) et D(u) — S surjectif il existe fD(u M — N

relevant fg. Ce dernier induit un morphisme L(fp(u)): M ®p(a) L(Q ) = N ®p(u) L(Q ) entre les
linéarisés des complexes de de Rham (¢f [7, Construction 6.9]), et donc un morphisme f: M — N
en prenant le H® (¢f [7, Theorem 6.14]), ce qui montre 'existence. L'unicité est immédiate. O

Soit (v, ) un Frobenius sur u (avec v = (vr,vs),¢ = (o1, ¢s): (T = S) — (T" LN S’)). On
dispose alors d’un morphisme de Frobenius (v, ©): Acps(u) = Acpis(u').

Définition 4.21. Un (v, ¢)-module sur Acm(S) est la donnée d'un A
rang fini M et d'un opérateur de Frobenius ¢ M — AYi (S),

S)-module projectif de

Crlb(
®ZY (s M qui est @-linéaire
c’est-a-dire tel que qu()\m) ©(A) ® pa(m) pour tout A € Acm(S) et m € M. Cela équivaut a

se donner P'application Acm(S )-linéaire 1 ® dq: CrlQ(S’) Av (8) M — Acm(S’)U M.

Remarquons que, puisque ¢ = o owv, cela munit v*M := AC“S(S’) BV _(s) M d’une structure de

AY.L(S)

cris

o-module (au sens usuel, ¢f définition 4.23) sur Acm(S’ ).

)V:O

Proposition 4.22. Soit (M,V,¢n) un @-cristal sur w. Alors M = (:Acris(u) ®p(uy M est

n (v, ¢)-module sur Acm(S).

Démonstration. Le Acris(u)—module A connexion .4 = Acris(u)y ®p(u) M est muni d’un opérateur

de Frobenius ¢_y: A — Acris(u’)v ®

X () A dont le linéarisé n’est autre que

Kcris(u/)v ®(1®oum): Kcris(ul)ap @D (u) M — Kcris(ul)v @D (u) M

Comme D(u) = Agis(u) 2 Agis(u') = D(u) 2 D) = Aais(u) (cf section 4.13), ce dernier
est une application

Acris (’UJ,)@ ®Xcris(u) M —— Kcris (u/)v ®~Cris(u) M

Acris (1) B3y (o) M Acris(W)o B3y () M

(¢f proposition 4.17). Comme ¢y est horizontal pour la connexion V de M, il en est de méme de

¢.4 pour la connexion de .#. En particulier, le AY, (S)-module .#V=C est muni de opérateur
de Frobenius induit par ¢_z . O

Définition 4.23. (1) Un o-module sur ACHS(S) est un Acm(S)—module projectif de rang fini
M, muni d'un opérateur de Frobenius ¢ M /\/l — M qui est o-linéaire c’est-a-dire tel que

dm(Am) = o(A) ® pa(m) pour tout A € Ams(S) et m € M.

(2) Soit p € QNI0,1[. La hauteur de Hodge d’'un o-module (M, ¢rq) sur AY S) est

cris (

H(M) =inf {1 - p,w € Q, 7 € det(ppm) Ao (S)/[0]" " Alis(S)} € 0,1 — 4]
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Si (M, ) est un (v, p)-module sur Kcvris(S), on munit M’ = KZiS(S’)v BV (5) M d’une

structure de o-module sur A, (S’) en posant

cris

damr: ALie(S)e @5

cris

neY U
(S) M — Acris(S )U ®Xzis(s) M

a®@m > o(a) @ pam(m)

En particulier, si (M, V, ¢) est un p-cristal sur u et M = (Kms(u) ®D(u) M) V=010 (v, p)-module

associé, on dispose du o-module Ay (S'), BV (5 M sur AY, (S).

cris

4.24. Soient (.#,®) un F-cristal surconvergent sur X et Spf(S) C V, Spf(S’) C V, x ,V (avec
X

S, 5" € C) des ouverts affines tels que ¢(Spf(S’)) C Spf(S) et p(Spf(S’)) C Spf(S) (¢f remarque
3.11). Soit u: T — S (resp. v': T" — S’) une W-présentation, et posons Z = Spf(D(u)) (resp.
Z' = Spf(D(u'))). Alors (A=, ®) est décrit par un @-cristal (M (u), V, ¢pr(yy) sur u. Posons alors

M(U) = (gcris(u) ®D(u) M(u))VZO

(d’apres la proposition 4.22, c’est un (v, p)-module sur AY. (S)). I définit une structure de o-
module sur

n _ AV /
M(u ) - Acris(S )’U ®Kcvris(s)

(Pégalité provenant de la proposition 4.17 en étendant les scalaires par v: Acps(u) = Acps(u') et
en prenant les sections horizontales).
Par ailleurs, posons

Ms = lim B((Spec (S/p'~V/75)/ Spec(Wn) s i spi(s) )

n€Nso

c’est un Zp-module muni. Par fonctorialité, le morphisme ®: ¢*.# — 1*.# induit un morphisme

o*Ms = lim HO((Spec (S"/p'~1/?5") ) Spec(W,,))

neN~o

= lim HO((Spec (§'/p1—1/P§’)/Spec(Wn))Cris@*//zlSPF(S,))
nEN~o
2, lim HO((Spec (S'/p'~1/?S")/ Spec(Wy))

neN-o

Frob* U*% Spf(s’/)>

cris’

cris’

A st(S'))

= Mg
i.e. un opérateur de Frobenius o* Mg — Mg:.
Proposition 4.25. Avec les notations de 4.24, on a un isomorphisme canonique
Hu: M(u) = Mg
compatible aux Frobenius.

Démonstration. On a S /p'~'/PS = h_H)l A/p'=1/P A, de sorte que
AeIs
pl/pGA

Ms = lim lin H((Spec(A/p'~"/74)/ Spec(Wy)) .. #sefs))
neNso Ac.Ig
pl/"EA
Soit A € Zg telle que p*/P € A. 1l existe un morphisme surjectif f: (T/p"T)[ X551, .., Xm] —
A/p'=YPA : notons D4 Penveloppe & puissances divisées de Ty := (T/p"T)[Xs41, ..., Xm] re-
lativement au noyau de f, compatibles aux puissances divisées sur D(u). L’anneau D4 est une
D(u)-algebre, et d’apres [7, Theorem 7.1], la cohomologie de .Z|syf(s) est canoniquement donnée
par I’hypercohomologie du complexe de de Rham a puissances divisées

M(U) ®D(u) DA ®TA Q;“A/Wn
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Comme Spec(A/p'~1/P A) est affine, on a en fait

H° (( Spec(A/p'~1/PA)/ Spec(Wh)) 00 spf(S)>
5 Ker (M(u) ®D(w) Dy &) M (u) @D (w) Da @71, QTA/W")

(ot V4 est la connexion déduite de la connexion V sur M(u)). On a

ryyw, =Ta®r Qr & P TadX,
i=0+1

de sorte que

HO (( Spec(A/p' ™"/ 4)/ Spec(Wa) s - spi(s))

= Ker (V M(u) @D(w) Ey— M(u) @D (w) Eq®r ﬁT)
ot B4 = Ker (DA — @ 51 DAdXZ-), si bien que

Ms; m Ker (V: M(u) D (u) hﬂ Ey— M(u) XD (u) hﬂ Es®7 ﬁT)
n€ENsq AeIs AeIs

Comme dans [11, Proposition 9.3.2], on a l_n; Ej = Agis(u)/p™ Acis(u), si bien que
AeIs

~ v=0

Mg — (Acris(u) ®D(w) M(u))
(rappelons que M (u) est projectif sur D(u)). O
4.26. Le sous-cristal presque unité.

Proposition 4.27. (Théoréme de décomposition). Soit (M’, ) un o-module sur ACHS(S’)
muni d’un sous- Acm(S )-module Fil M’. On suppose que :

(a) FIM' et M'/Fil M’ libres sur ACHS(S) de rang s et r respectivement ;

(b) dru (FILM') C [p]'7# M’

(c) HM' /Fﬂ/\/l') =w e QN[0,1 — u[ (cf définition 4.23) ;

(d) w< +2p T

Alors M' := FilLM’ + + [Pl M’ est un sous-o-module de M', libre de rang v+ s sur AY
existe un unique sous-o-module (U', ¢yyr) de M’ sur ACHS(S) tel que :

(1) HU') = ((p = Dr + Dw

(2) M' =u' ®FilM'.

En outre, U’ ne dépend que de (MV’, dmr) et pas du sous-module FilM'.

(S"), et il

cris

Démonstration. Soit B = (e1,...,€s,€54+1,--.,€rts) une base de M’ adaptée a Fil M’. Alors M
est libre sur ACHS(S’)7 de base (e1,..., €5, [P]Yest1,---, D) erts)-

Existence et unicité de U’. 1l s’agit essentiellement d’adapter la preuve de Dwork sur Pexistence
du sous-F-cristal unité ([16, Theorem 4.1], [28, Theorem 4.1]). Dans la base B, la matrice de ¢/
est de la forme :

1—p
(08 6) <mer ()

ott A€ M, (AY4(8"), BEM,, (Acm(S’)) CeM,, (AL(S) et D € M, (AY;(S"). Tl s’agit

de trouver une matrice n € M, (Acm(S’ )) telle que le sous-module U’ de M’ engendré par

M’/ Fil M’ n’est pas un o-module sur Xcvris(S’), mais ¢ induit un opérateur de Frobenius sur sa réduction
modulo [p]'~#.
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[ZA’]MI oul, € M, est la matrice identité) soit stable par ¢ o o*. Comme
" 11, € M,(Z) est 1 ice identité) soit stabl é * C
oneoa) (1) = (1ot +
2t [pI'~#Bo(n) + [p)"* D
on en déduit que c’est le cas si et seulement s’il existe D e M, ( CrlS(S’ )) telle que
[P Ao (n) + [7°C =nD
[PI'*Bo(n) + [p)"D = [p]* D
La matrice de ¢y dans la base de U’ ainsi construite est alors
— [ Boln) + [V D
= [TV D(L, + [ D Bo(n))
Soient D* la comatrice de D et § = det(D). On a 6! = a[p]™* avec a € ACHS(S’), et
D = [p|*~V¥D(1L, + a[p]'*~ P+ D* Bo(n))
= DU )
avec
U( ) =1, + ar']l—/t—(p-&-l)wD*Bo_( )
Comme 1 —p— (p+1)w > 0 et p est nilpotent dans ACHS(S’)/p ACHS(S’) la matrice U(n) — I, est

nilpotente modulo D, de sorte que U(n) est inversible dans M, (ACHS(S ! )) car inversible modulo p.

On a de plus det (D ) [p]P~ D det(D) det(U(n)), de sorte que
HU)=(p—-1rw+HM)=(p—1)r+1)H(M)
Ainsi, il s’agit de voir qu’il existe nn € My - (Ams(S')) unique telle que

(%) [5]' " Ao (n) + [P C = n[p] "~ DU (n)
Comme U(n) € GL, ( CHS(S')), équation () peut de rééerire n = ([p]*~#~ P~V Aq(n) +
[p]“C)U(n)~*D~1, soit
n="¥(n)
avec

U(n) = a([p]' PV Ao(n) + C)U(n) "'D* € My, (AJ(S))

Comme [p|P~! = pl([p]*~ /)Pl € pAY..(9), lanncau AY, (') est séparé et complet pour la

topologie [p]-adique : il suffit de prouver que l'application ¥ est contractante.
Soit 1,2 € M . (Amb(S’)) Posons
U=U(n)
V= [p]' " Ao (n) + C € My, (AT(9)))
W = —alf] T D Bo(a)U ()t € [p' T PTI ML (AG(S)

U(n+z)—U(n) = a((V+ [P P Ao(z))(U —WU)" = VU )D
= a((V + 5  Ar@)U (L = W)~ = VUT)D

oo

= o[ AU (V4 [ Asa)U Y W) D

m=1
c [ml—u—(p-&-l)w Ms,r (KV"(S/))

Cris

Comme 1 —p— (p+ 1)w > 0 (vu que w <

pr +2P : PH

< —=E par hypothese), opérateur ¥ est bien

contractant : il admet donc un unique point ﬁxe ce qui acheve la preuve de I’existence et I'unicité

de Uf'.
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Indépendance par rapport & Fil M’. La famille des vecteurs colonne de la matrice

(i )

construite plus haut est une base du ACHS(S’)—module M adaptée a la décomposition en somme
directe. Dans cette base, la matrice du Frobenius ¢ est de la forme

Y= (ﬁﬂl_#_w}{ 9) € Ms-‘rr (AYris(S/))

B D
avec det(D) | [p)((P=Dr+Dw Si n e Ny, la matrice de @'k est alors

So(8) - o (3) = (W““’*'“ﬂ"1>(1‘“‘W>A0<A> o A) 0 )

[plp" A-n—wip Do(D)---o" (D)

(avec Apyq = [p|Hpt+p" " D-n=w) Bg(A)...o"(A)+[p]P" 1=1=2) Do (A, ) pour tout n € Nsg).
Cela implique que

i (FiLM) € " 000 ()
[23](1+p+~-»+p"*1)((P—l)“rl)wu/ C ¢ (U')

si bien que
[@T =L (p—Dr+D)w W, ( )OM/ (mp H1—p—w)—

Comme w < prJlr%’ ona lim p”*1(1 —p—w) — p;__ll ((p—1)r + 1)w = +o0 : comme Ay, (")

p—l

((p—D)r+1)w Fil M ) au

est séparé et complet pour la topologie []3] ad1que le Acm(S’ )-module
ul _ n [ﬂ p T ((p 1)7+1)w¢n ( )mM/

n€Nxo

ne dépend que du o-module M et pas de Fil M’, ce qu’on voulait. O

Plagons-nous sous les hypothéses du paragraphe 4.24. Supposons en outre que (.#, ®) est un F-

cristal surconvergent de Hodge isotrivial sur X', de hauteur de Hodge < %, et que Fil Aspe(s)
p—1

et Msps(s)/ Fil Mspi(s) sont des S-modules libres (de rang s et r respectivement). Remarquons que

le Frobenius Mg — Mg induit un endomorphisme semi-linéaire ¢g: de Mg . Pour € € QNI0, 1],

notons pr,: Mg — Kcvris (8 ® KV (S’ (MS//[ZB]EMS/); m +— 1 ®m le morphisme de réduction

oris (S7)-linéaire),

modulo [p]¢ (notons qu’il n’est pas AY
Théoréme 4.28. (1) Le sous- ACHS(S')—module
MS’ = prf,# (Ker(l ®$S’)) + [mw/\/ls/ C MS’

est libre de rang r + s (ot ¢g désigne la réduction de ¢/ modulo [p]*~*).
(2) Il existe un unique sous-o-module Us: C Mg: sur Acm(S’) tel que :

(i) Us: soit libre de rang r, facteur direct dans Mg ;
(ii) HUs') = ((p— D+ LH(A).

Par unicité de Ug:, ce dernier est stable par l'action de Gg/ sur Mg .

Démonstration. On peut supposer que u et v’ sont des R{X }-présentations, ou la structure de
R{X}-algebre de S et de S’ est donnée par X — p'/N, avec N € Ny tel que p*/N € S,5 et
assez grand tel que Nu, NH(.#) € N. Fixons (v,¢): u ——Z % un Frobenius sur u. On suppose
que v est une inclusion T' C 77, et que p(X) = XP. On dispose alors (¢f proposition 3.31) de

Srr(uy: D(U')y @puy M(uw) = D(u')y @puy M(u).
Fixons une base B = (e1,...,e.15) de M(u) ('évaluation de .# en Spf(S) — Spf(D(u)))
telle que la base u(B) de .#syf(s) soit adaptée a la filtration Fil.Zsy¢(g) et telle que la matrice
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1—pn
by = (glﬂé ZB;) € Mgy (S") de @ vérifie les conditions de la définition 3.22. On note alors

Fil M (u) le sous-D(u)-module de M (u) engendré par {ei, ..., e} : il releve Fil Asyf(g).
Relevons maintenant la matrice @5 dans M,.4(D(u')) en posant

xN1-mA B
(I)D(u/) = XN(l—[L)a D
(ot A B et C sont des relévements de A, B et C respectivement). Cela fournit un morphisme de

D(u')-modules D(u), ®puy M(u) = D(u')y @p(y M(u) = M(u') (distinct de ¢pr(y a priori).
D’apres la proposition 4.20 et sa preuve, le morphisme

CI‘IS(SI) Avris(s/) M(u/) _> M(u/)

induit par ce dernier sur les sections horizontales coincide avec I’opérateur induit par le Frobenius
.

Soient X, ..., X5 un systéme de coordonnées locales de R/W et X;541,..., X4 un systéme de
coordonnées locales de T'/R{X}. D’aprés la proposition 4.11, on a

Acris(u') = AL (S (w0, ur,s - . ua)}

ollug = X — [ﬂl/N, u; = X; —[3;] o $; € Ry est tel que Eﬁo) = u(X;) (¢f proposition 4.17). Pour
1 <1i <4, on peut prendre s; = )N(Z avec )?Z € Rg. Comme (.#,®) est isotrivial, on peut en outre
supposer que det(D) = X; --- X; avec t < 0.

Rappelons que

M (') = (Aeis(W) @pgury M(W)) /T ( Acris(u') @pury M(u'))

= (Acris(ul)v ®D(u) M(u))/ll( Acris(u)v ®D(u) M(u))

ou I’ est I'adhérence pour la topologie p-adique de idéal & puissances divisées de Acm( ") en-
gendré par uo,...,uq. On a p(ug) = XP — [p|P/N € I' et pour i € {1,...,5}, on a pu;) =
or(X;) — [0(E)P] = XP — [5:]P mod XNO-WA i (u') et donc p(u;) € (uo,u77 [DI1H) A s (0),

ce qui implique que @(I) C I’ + [p]* #Aeis(u/) : la base B de M(u) induit une base B
(Pl®e1),...,PQl®erys)) sur M(u'), dans laquelle la matrice du Frobenius est

— [ﬁ]l*ug E
“\ve b

(parce que c’est vrai modulo [p]!~# d’aprés ce qui précede) avec det( ~) =[X;--- X;] mod [p]' A (u).

Par hypothése, on a det(D) | p* donc det(D) | [p]* avec w <3 . On note

=
Fil M(u') = (Acria(u')y ®p(u) Fil M (1)) /T’ ( Aeris () @p(u) Fil M (u))
le sous Acs(1/)-module de M (/) engendré par I'image de {ey,...,e}. On a
O(FilM(u')) C [p]* *M(u).
Via 2, (¢f proposition 4.25), le sous-module Mg correspond au sous- CHS(S') module
M) = pri’, (Ker(1@ G pqr))) + [P1"M(W)
ol on note encore pr;_, le morphisme M(u') — AV (9 BV (s1) (M@)/[pI* " M(u')) de ré-

duction modulo [p]!=* et olt 1®$M(u/) désigne la linéarisation du Frobenius sur M (u')/[p]* =* M (u').

La matrice de ce dernier dans la base B déduite de B est

= () ) & Mers (R8I REu(5)
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Si X = (;1) € Myjsr (KZiS(S')/[fﬂl_“ KZiS(S')), on a ®X = 0 si et seulement si BX; = 0
2

et DX5 = 0. Comme det(D) | [p]”, cela implique X5 € [p]1=#~* M, (AziS(S’)/[ﬁ]l’” :&Cvris(S’)).

Ainsi, on a

Fil M(v') € M(u') C FilM(u') + [p]* M(u')

(parce que w < 1 — u — w), de sorte que
M(u') = FIM() + [p]" M(u')

La proposition 4.27 appliquée au o-module M (u') muni de Fil M(u) fournit un sous-o-module
U') C M) = FilM(u') + [p| M(u'), qui ne dépend que de u’ et pas de Fil M(u'). Posons
alors

Us: = Ew (UW))

1l reste & montrer que Uy est indépendant de u’.
Soient u): T{ — S" et uh: Ty — S’ deux R-présentations. On dispose alors de la présentation
u) @ ub: TI®rTy — S’ : considérons le diagramme

TI&RT)

Idjy YMT/
1 2

T wou, T}

! ’
uy Uy

S/
Comme .# est un cristal, on en déduit des isomorphismes

. Muew)
/ \

D(u} ® uj) @puy) M(u)) D(u} ® uy) @puy) M (us)

Les modules Fil M (u}) et Fil M (u}) définissent deux filtrations de M (u) ® u}).

En étendant les scalaires a Acis(u) ® uh) et en prenant les sections horizontales, on a des
isomorphismes

<~ Vv=0
(Acris (U] ® uh) @purouy) M (u) @ ub))
/ x
-~ V=0 ~ V=0
(AcriS(ull ® “/2) ®D(u’1) M(“/l)) (Acris (ull ® ulz) ®D(u’2) M(ulz))

Notons que d’apres la proposition 4.17, on a Acris(ug) XY (51 M(ul) = Kcris(u;) ®p(uy) M(uj),

cris

de sorte que

KcriS(u/l ® uj) ®KV.‘(S’) M(uz) = Acris (u1 ® up) OD(u)) M (uz)
et donc M(u}) = (Kcris(u’l ® ) @p(ul) M(u;))vzo pour ¢ € {1,2}. On a donc les isomorphismes

canoniques
M(uj ® uy)
/ \
M(uz)
La proposition 4.27 appliqué & M(u}), M(u5) et M(u} ® uh) fournit des sous-o-modules U (u}),

U (uly) et U(uh @ub) sur AV, (S") (remarquons qu'ils ne dépendent pas des sous-modules Fil M (u})

M(ur)
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et Fil M (u}) d’apres la proposition 4.27). Par unicité dans la proposition 4.27, on en déduit des
S’

isomorphismes canoniques de o-modules sur Acm(

Uy @ up)

= A

U(uy) U(us)
On a alors le diagramme suivant :

U(uh) ——— M(u})

i \L Eu/l
~ ~
Eu’l ®u’2

qui permet de conclure. O

Remarque 4.29. (1) D’aprés Dwork (c¢f [15]), pour le relevement excellent de Katz-Lubin du
Frobenius, le Frobenius du cristal unité de la famille de Legendre surconverge, mais ce n’est
pas le cas pour le relevement naturel p(A) = AP. Il en résulte que le théoréme précédent
n’est pas valide au niveau de cristaux sur Spf(.S).

(2) Bien siir, les modules M (u') et U(u') dépendent de u/ et ne sont a priori pas munis d'une
action de Gg: pour laquelle =,/ serait équivariant.

4.30. Données de recollement. Placons-nous sous les hypotheses du paragraphe 4.24 dont on
conserve les notations.

Soient Spf(Sy) C Spf(S1) C V deux ouverts affines, avec Sy, Se € €. D’apres le paragraphe 4.13,
si on fixe un morphisme Esl — FEg, au-dessus du morphisme injectif S; — S, on a des morphismes
S1 — Sy et ACHS(Sl) — ACHS(SQ). En particulier, on a un morphisme S;/p'~%/?S; — S5/pS,
qui, par fonctorialité de la cohomologie cristalline, induit un morphisme Mg, — Mg, et donc,
par Acrls(Sg)—linéarité, un morphisme

Fonst Age(S2) ® BV (5) Ms1 = Ms,

compatible aux Frobenius ainsi qu’a 'action de Gg,.

Proposition 4.31. L’application fs, s, est un isomorphisme, et sous les hypothéses du paragraphe
4.18 pour Sy, elle induit un isomorphisme

fS2751: ‘Z‘ZN(Sé) AV (8D Z/[Si - usé

Démonstration. Soient ui: T1 — Sy et ug: To — So des présentations et v = (vp,vg) un mor-
phisme de présentations. On suppose Spf(S;) assez petit pour que les Si-modules Fil .Zsy(s,)
et Mspf(s,)/ Fil Msye(s,) soient libres. Le morphisme v induit un morphisme D(u1) — D(uz), et
comme . est un cristal, on a un isomorphisme

D(’LLQ) ®D(u1) M(ul) :) M(UQ)

De méme, on dispose d’un morphisme Kcris(ul) — Kcris(ug) (¢f paragraphe 4.13) : en étendant
les scalaires & Acyis(uz), on en déduit un isomorphisme

ACrlb(u2) ® Acris(u1) (Kcris(ul) ®D(u1) M(ul)) :> Kcris(uQ) ®D(u2) M(UQ)

Comme on a Xcris(ul) ®zv M(uy) = Kcris(ul) ®D(uy) M (u1) comme modules & connexion, on

cris (S1)
a

~ ~ V=0 ~
(Acris(UQ) ®Xcris(ul) (Acris(ul) ®D(u1) M(ul))) Acrls(SQ) ACV“S(SI) M(Ul)
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et I'isomorphisme précédent induit un isomorphisme

SQ) M(ul)g./\/l(ug)

CrlS( Av (S )

en prenant les sections horizontales. Via les isomorphismes =, et =,,, on a le diagramme com-
mutatif

CI‘]b(SQ) AV (S1) M(ul) - M(Ug)

cris

1®Eu, l Buy

~ fs9,5,

ACI‘lb(S2) cm(Sl) Mg 4>M52

ce qui prouve que fg, s, est un isomorphisme.

Le fait que fs, s, induit un isomorphisme AZiS(SQ) v (s Us; — Usg, résulte de I'unicité de

Us; (cf théoréme 4.28). O

L’ouvert V est connexe et réduit donc irréductible : soit §2 une cléture algébrique de son corps
des fractions. Si Spf(S) C V est un ouvert affine avec S € ¥, on note Fg la cloture algébrique de
Frac(S) dans Q.

Soient Spf(S) et Spf(S2) deux ouverts affines de V. Comme X est quasi-projectif, I'intersection
Spf(S1) N Spf(S2) = Spf(S1,2) est affine. Supposons Sy, Se € € et Spf(S1) et Spf(S2) assez petits
de sorte qu’on dispose de présentations wu;, us et uy 2 de Si, Sy et S; o respectivement telles que
Fil Aspfs,) et Msprs,)/ Fil Mspi(s,) soient libres sur S; pour i € {1,2}. Par construction. on
dispose de morphismes compatibles Es, — Es, , et Egs, — Eg, , : on dispose des isomorphismes

f51251 f51252 e
/
uS' > S' ACI‘IS( )®

ey
Acris( 1 )®Av (S/) A(Y:s(sl)usé

cris

et donc d’un isomorphisme de transition

-1 AV ~ XV
fS2,S1 = fSLQ,Sg OfS1,2751: Acris( 1 )®AV (Si)usi %Acris(siz) AV (S/)Z/{S’

cris cris

Soit Spf(S3) C V avec S3 € € tels que les S3-modules Fil Zspe(g,) et Msyf(s,)/ Fil Msp(s,) soient
libres. On a la relation de cocycle

e 1®fs,,8, Y
Ais(S12,3) ®Kzi5(51) Usy ———— A (S123) ®3v (81 Us:

reYv
Acris(Si,Q,S) ®AV ( Z/{S/

cris

Remarque 4.32. On peut penser que le site de Faltings est le cadre naturel pour traiter le pro-
bleme de recollement. N’ayant besoin que de techniques cristallines, nous nous sommes contentés
de faire les choses a la main.

5. LE MODULE SYNTOMIQUE

5.1. Définition du module syntomique. Soit (M, ¢) un o-module sur AY. (S).

(1) Si A est une ACHS(S)—algébre séparée et complete pour la topologie p-adique et n € N, on
note JI™MA Padhérence, pour la topologie p-adique, de I'idéal de A engendré par {¢{™} Fm>n.
C’est un idéal a puissances divisées.

(2) Soient A, A’ deux Acrls(S)—algébres séparées et complétes pour la topologie p- adique7 et
©: A = A’ un morphisme o-linéaire (i.e. tel que p(a)) = o(a)p(N) pour a € AC“S(S) et
A € A, ou o désigne ’endomorphisme de Frobenius de KZiS(S)). Supposons en outre A’ sans
p-torsion.
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On a o([p]) = [p)F = (£ +p)” = & + p*n = p(v(§) + pn) avec 1 € Z[¢] (ol v désigne
lapplication x — P /p), donc

o(6) = (o)) — )™ = B (1E) +pn — D™

b)) = m —a(m) = vp(a(m)!) = (p — 2)g(m) + r(m) — Lr=slalm)
(p—2- p—il)q(m) +r(m) > q(m) +7(m) > 0 (car p > 3), on a @(JMA) C pA’ : comme A’

est sans p-torsion, on peut deﬁnlr I’application o-linéaire

Comme v, (

o1 JHA = A
A= p(A)/p
(3) Soit de plus v: A — A’ un morphisme ACHS(S )-linéaire. On dispose alors d’un morphisme
syntomique
[1] P1®P—v®L s
TN Ry (5 M = ARy, 5 M

qu’on note . (v, ¢, (M, ¢)) (o, par abus, on note 1 le morphisme Idaq). Il est Z,-linéaire,
et si A, A’ sont munies d’une action continue de Gs et si v,y sont Gg-équivariants est
continus pour la topologie p-adique, il en est de méme du morphisme syntomique. Le module
syntomique
V(v,¢,(M,9)) := Ker (S (v, ¢, (M, 9)))

est alors un Z,-module. Si M est en outre muni d’une action semi-linéaire continue de Gg,
qui commute & Paction de ¢, le Z,-module V (v, ¢, (M, ¢)) est muni d’une action linéaire
continue de Gg.

. Quelques propriétés de AV, (S) et Ams(S) Fixons une suite ( = (C(")) eW" de
racines primitives p™-iemes de I'unité, telles que (( (n+1) ) = ¢ pour tout n € N, de sorte que
¢ €Rw C Rs. On pose w = [45?/7;171 =1+ [QYP + -+ [P € W(Rs) : cest un générateur
de Ker(8) C W(Rs), de sorte que £ € wW(Rg)™, et

e —l)n_l
t=102l] = > TV (10 - 1)1 € Aunn(®,) € A%u(9) € AL(9)
n=1

rappelons que (t) = pt et P71 /p € Acis(Z,) ([35, Corollary A3.2] et [18, Théoréme 5.2.7]) : on
pose alors

tn
t{n} _ tpfl [(I(")]tr(n) —
( /p) pQ(")q(n)!
En outre, t{"} divise t/" dans AV, (S) (¢f [35, Sublemma A3.8]). Si r € N, on pose
r] AYTI@ {x E ACrlg(S)’ (vm E N) (p ( ) E Fllr AYI’IQ(S) J[T] AZI‘I@(S)}

On a I[O] AYI"IS(S) AYTIS(S)’ et

IMTAY. (S) = { Z ant™, (Vn >1r)a, € W(Rs), nl;n;o ap = O}

n=r

(¢f [18, Proposition 5.3.1] et [35, Proposition A3.20]).
Lemme 5.3. On a [(] — 1 € tAY,(S).

. i X yn-1 g1 P Vg(n—1)!, {n_1}
Démonstration. On a [(] —1 =exp(t) — 1 = t( > Y ) Comme ‘- = E—L2—2qin—li ¢
n=1

qin — ) Z, 11 (car n — 1 = (p — Dvp(n!) +s(n) — 1> (p— Dv,(n!) = g(n — 1) > vy(n!)) et
lim v,(g(n —1)!) = 400, la série de terme général tt: converge dans AV (S). O
n—00 H

Lemme 5.4. On a A, (S) = W(Rg) + IP~HAY . (S).
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Démonstration. Comme AY,; (S) = T AV, (S) = Z W(Rg)tt™ + 1= AV (), il s’agit de

montrer que pour tout n € {0,...,p — 2}, on a t{™} 6 W(RS) + 1P~ AV . (S). D’apreés le lemme

cris
5.3, on peut écrire [(] — 1 = at avec a € AY...(S). On a alors

t = log([¢]) -1+ Z -1n"

=[]-1+ Z(—l)"_l(n —Dler = [¢]—1+b

avec b e T21AY

cris

(S).Sin<p—1,on adonc
A == (- 1+ = —1”+Z(>WMJ

On a b/ € IPTAY, (S) (car ITTAY, (8).IFIAY, (S) c I+31 AV . (S) en vertu de [35, Lemma

cris cris

A3.10 (1)]), donc b/t e T+l AY . (), de sorte que

cris

e ([ = )" + 1P AT (S) € W(Rs) + 1M AT (S)

OH pOSG I{P 1} Acrli {I € J[p 2] Acrli(S)v (Vm € N>0) 90 ( ) € J[p 1] Acrl%(S)}
Lemme 5.5. On a W(Rg) N TP~ AY. (S) = ([¢] — 1)P~2([¢]V/? — 1) W(Rs).

Démonstration. Observons déja que W(Rg) N ItP—1} ACrls = {z € FilP2W(Rg), (Vm €
N.o) 9™ (z) € FilP~* W(Rs)} : cela résulte de I'injectivité de gr” W(Rg) = S{’“ — gr” ACUS(S) =
Setrt pour tout r € N (cf prop051tion 4.7 (2)).

Soit € W(Rg) N IP~1AY. (S). On a bien sir z € IP- Q]W(RS) ([¢] = 1)P~ 2W(RS) :
écrivons x = ([¢] — 1)P~2y avec y € W(Rg). Pour m € N+, on a ¢™(z ([C ) o™ (y).
Ona ([CFP" =1)"" = ([(]-1)7~2a?~2 = @P=2([(]"/r—1)P~2a7 2 avec a = 1+[C] QP de
sorte que ([(]pm — 1)p_2 € FilP 2 W(Rg) \Fil’ ' W(Rsg) (car 0(([¢] YP—1) Ja) = (¢ —=1)p™ #0).
On a donc ¢™(y) € Fil' W(Rg) pour tout m € Nsg, i.e. o(y) € INW(Rg) = ([ | —1)W(Rs),
d’ott y € ([(]'? — 1) W(Rs), et donc z € ([¢] — 1)P~2([¢]Y/? — 1) W(Rs).

L’inclusion réciproque est évidente. O

Proposition 5.6. L’application naturelle W(Rg) — A S) induit un isomorphisme

Cr]b(
W(Rs)/([d - 1)p—2([<—]1/p - 1) W(RS> - Acrls( )/[{p YA Acrls(s)
Démonstration. Le fait qu’on ait une telle application et son injectivité résultent du lemme 5.5.

Comme [P—1] AYriS(S) Iir—1} AV s(S) : le lemme 5.4 implique que

AV (S) + TP~ AY. (9) = W(Rg) + TP~ AY. (9)

CrlS( Crls(
Pour montrer la surjectivité, il suffit donc de prouver que Ams(S) AV (S) 41t~ 1 ACMS(S)7 i.e.
que pour tout m € N, ona £{m € AV, ($)+1{P—1} AY, (S). Comme (™} = (¢l 1])[q( )}fr(m),
et comme ¢ € wW(Rg)*, il suffit de voir que pour tout n € Nsq, on a (w{p_l})[n] € AZm(S) +
I{p 1} ACTIS(S)
L’image de @ dans Rg est (C1/P —1)P~! :on a @ = ([¢]'/? — 1)?! mod pW(Rs), donc
2= (Y7 = 1)V mod pW(Rs) = ([ — 1P 217 mod p W(Rs)
= (=127 = 1) mod pW(Rs)

ce qui implique qu’il existe z € W(Rg) tels que wP~! = px + ([¢] — 1)P~2([¢]'/? — 1). Comme

@,[¢] — 1 € Ker(f), on a aussi € Ker(f) (car S n’a pas de p-torsion), ce qui implique que z a
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des puissances divisées dans AY;(S). Pour n € N, on a donc cw®=17 = 37 prn—igln=il (([¢1-
=) (e — 1) drou
(e = ginl 4y
avec y = > p (([¢] — l)p_2)[i]([d1/p — 1)’z[n=9, Montrons que y € IP=1} AY. ().
Ona ([¢]—1)P~2([¢]"/? —1) = @P~2([¢]"/? = 1)P~. Comme ([¢]'/? ~1)P"! = @ mod pW(Rs),
il existe z € W(Rg) tel que ([¢] — 1)P72([(]'/? — 1) = @P~ + pzewP~2. Pouri € {1,...,n}, on a

P (1] = 1P (VP = 1) = pi (e + prwP )l

=p Z (wp—l)[ﬂ (p2)i=d (ewP~2)li=l
=0
7
— (w{p—l})[J]Zi—j(wp—2)[i—j] e Jr=2 &Y ()
=0

ce qui implique que y € JP—2 :&CvriS(S). Par ailleurs, si m € Ny, on a
e (7 (16 = 1772 (M = 1) = 7 ([ = 1) e - 1
e LD yyipy)

ilp?
e (@I W(Rs) c JFUATL(9)
(car [(] = 1] [¢]P" " —1eti>1), et donc p™(y) € Jr=1 KZiS(S), ce qu’on voulait. O
5.7. L’anneau A, (S).
Définition 5.8. On pose
Ao(8) = W(Rs)/([¢] = DP*([M" = 1) W(Rs)
D’apres la proposition 5.6, on a
Ao(8) = Ag(8)/ 1771 AL, (S)
Comme [{P—1} INXCvriS(S) C Ker(#), ’homomorphisme 6 induit un morphisme 6: Ag(S5) —S. L'an-
neau Ag(S) est muni d’un endomorphisme de Frobenius et d’une action de Gg induits par les struc-
tures correspondantes sur W(Rg). Comme Ker (§: W(Rg) = S) = ¢ W(Rs), on a JHAH(S) =
EAo(S5).

Corollaire 5.9. L’application Rs — S/pS; x — x1 induit un isomorphisme
Ao(8)/pAo(S) 3 Rs/(CYP — )P V' Rg 3R /P Rs 35 /pt=1/P§

m

Démonstration. D’apreés la proposition 5.6, il suffit de voir que application f: Rg — S/pS; x —
x1 induit un isomorphisme Rg/ (/P — 1)(1’_1)2735 5 8 /pt=1/PS. Lapplication f est surjective,
et son noyau est I'idéal engendré par pP. L’anneau Rz, est de valuation : notons vg la valuation
normalisée par vg(p) = 1. On a vg({ — 1) = T}Lr&p"v(g(”) — 1) = p%l, de sorte que vE((Cl/p —

1)(1’*1)2) =p—1=wvg(pP~!), ce qui implique que (¢1/P — 1)(7)*1)2 € ]37”17'\’,;10. O
Lemme 5.10. 01(§) est inversible dans Ay(S) ~ KZiS(S)/I{”_l} KZiS(S).

Démonstration. On a o1(§) = PP 1= _1— ¢l mod pAY, (S) et £ a une image nilpotente

D cris
dans AY. (S)/pAY..(S), de sorte que oy (€) est inversible dans AY.. (S) (ce dernier étant complet
pour la topologie p-adique), et a fortiori dans AZiS(S) et dans Ag(S). O

Dans tout ce qui suit, on fixe un relévement u € W(Rg) de l'image de o01(§) dans Ag(S) =
W(Rs)/([¢] = 1)P72([¢(]Y/? — 1) W(Rs). D’aprés le lemme 5.10, I'image de u modulo (p, ([¢] —
1)P=2([¢]*/P — 1)) est inversible, il en résulte que u € W(Rg)*.
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Lemme 5.11. L’anneau Ao(S) = W(Rs)/([¢] — 1)P2([¢(]"/? — 1) W(Rs) n’a pas de p-torsion.

Démonstration. Soient z,y € W(Rg) tels que pr = ([C] 1)P~2([¢]V/? — 1)y. Modulo p, on en

déduit (¢V/7 — 1)®=D*y = 0, i.e. pP=ly = 0. Comme § n’a pas de p-torsion, I’anneau Rg n’a
pas de p-torsion, de sorte que 7 = 0. On a donc pr € p([¢] — 1)P~2([¢]"/? — 1) W(Rs), et donc
z € ([¢] - 1)P2([¢]? — 1) W(Rs) vu que W(Rg) n’a pas de p-torsion. O

Lemme 5.12. Si o € Q- ¢, anneau Ao(S)[T] n'a pas de ([p|*T — p)-torsion.

Démonstration. Soit f = Zg:o anT™ € Ao(S)[T] tel que ([p]*T — p)f = 0. On a donc pag = 0
et pan+1 = [p]|*a, pour 0 < n < N. Le lemme 5.11 et une récurrence immédiate impliquent que
a, = 0 pour tout n € N, et donc que f = 0. O

Si @ € QN[0,p — 1], posons
Aa(S) = Ao(S) [Ta] / ([T~ = = —1)P2([] P L
a(8) = Ao(8) L]/ (1" Ta=p) 80(8) [Ta] = W(Rs) | | /(G1-1) ("= W(Rs) |

C’est une A
peut écrire [p|P~! = p!([ﬁ]lfl/p)[p] de sorte que

[P~ =pA
avec A = (p — 1)!([p]'~ 1/p)[p € Ams(S). On note encore A son image dans Ag(S) : on a

p(PIP~ 7 = NTL) = )P 7 (p — [P1°Ta) = 0

Crls(S)—algébre munie d’'une action de Gg. Si & > 0, elle a de la p-torsion. En effet, on

dans KQ(S).
Lemme 5.13. Si« € [0,p—1[, le noyau de la multiplication par p dans KQ(S) est l’idéal engendré
par [p|P~17 = \T,.

Démonstration. D’apres les lemmes 5.11 & 5.12, Panneau A = Ag(5) [Ta] n’a pas de p-torsion et
pas de ([p]*T, — p)-torsion : on a le diagramme commutatif & lignes exactes :

[P“Toa—p e

0 A A A(S) ——0
ip lp lp
0 PRt Aa(S) ——0

et la suite exacte 0 = A & A — (Rg/PP~'Rs)[Ta] — 0 (¢f corollaire 5.9). Le lemme du serpent
implique donc que

Ker (p: KQ(S) — KG(S)) = Ker (ﬁaToﬂ (Rs/ﬁpilRS)[Ta] — (Rs/ﬁpilns)[Ta])
=P (Rs /PP Rs)[Ta]

vu que Rg n’a pas de p-torsion et o < p — 1. Comme

PP Y(Rs /PP I R)[Ta] = 5P (A/pA)

= 7" (Aa(9)/PAa(S))

(car [p]P~1=([p]*T, — p) a une image nulle dans A/pA) : I'inclusion

(PP~ = ATw)Aa(S) C Ker (p: Au(S) = Aa(S))
est donc une égalité. O

Définition 5.14. Si o € QN[0, 1], on note A, (S) le séparé complété, pour la topologie p-adique,
du quotient de A, (S) par sa p-torsion. D’apreés le lemme 5.13, on a

Aa(S) = 1im Ao (S)[Ta]/([P1*Ta — p, [P~ 7% = ATa, p") Ao (S) [ Ta]
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(remarquons que la notation est consistante pour « = 0). Etant le complété p-adique d’un anneau
sans p-torsion, A, (S) est sans p-torsion.

L’homomorphisme 0: W(Rg) — S induit 0: Ao(S) — S. On prolonge ce dernier a Ag(S)[7%]
en posant 0(T,) = p'~®. On a alors [p|*T, — p, PP~ — AT, € Ker(6), de sorte que ce dernier
induit un homomorphisme de AV, (S)-algebres 6: A, (S) 5.

Posons

_ l-a :i
=T T =g

On a &, € Ay (S) et 8(¢,) = 0. Pour n € N+, 'homomorphisme 6 induit
On: Aa(S)/p"A(S) — S/p™S

Lemme 5.15. Sia € QNI[0,1] et n € NsgU{+o0}, on a
Ker(6) = €a (Aa(S)/p"Aa(S))

et Eala(S) NP"Aa(S) = p"Eaha(S).

Démonstration. On a bien stir &, (Ao (S)/p"Aa(S)) C Ker(6,,). Par ailleurs,

(8a(8)/P"Aa(9)) /60 (Aa(S)/P"Ma(S)) = Ma(S)/(P", Ea)Aa(S)
= Mo (9)[Ta] /([P)*Ta = p, [P~ = ATa, [P]' ™ — T, p™) Ao () [ T
= Mo(8)/(&p")Ao(S) = S/p"S
(car O([p]P~2 — \) = 0) ce qui prouve I'égalité lorsque n € Nsq. Le cas n = +00 s’en déduit en

passant a la limite.
Comme A, n’a pas de p-torsion, on a le diagramme commutatif a lignes exactes

n

p

0 Ay (S) Aa(S) — Ao (S)/p"Au(S) —= 0
ook p
0 5" .3 S/p"§ ———=0

Le lemme du serpent fournit la suite exacte
0 = Eaha(S) 25 Eaha(S) = An(S)/p"Au(S)
ce qu’on voulait. O

Lemme 5.16. Sip >3, on a A = w[p|P~2 + pp avec w € Ag(S)* et u = (2w + 1)[p]P~3 + [p]P 2
mod pAg(S). En outre, on a w — 1,w? +w +1 € Ag(S)*.

—1 . p—1 _ .
Démonstration. On a X = % = 5Pp o > (pzl)pl_lﬁp_l_l tona
i=1

ot (p - 1D+ pEer = mod p?A(S)

= €2 (- )P~ plo— 2P PP mod p?Ag(S)

L - DEP 2 - plA7 ™ mod pPA(S)

A

(car p > 3). Etudions maintenant I'image de % dans Ag(S). Comme w et € sont des générateurs
de Ker(#) dans W(Rg), il existe v € W(Rg)™ tel que £ = vw.
Ona (X —1)P = X? — 1+ p(X — 1)A(X), et donc (X — 1)P~1 = &=L + pA(X) avec A € Z[X]
(on a A(1) = —1). On a donc ([¢(]/? — 1)P~! = @ + pA([¢]*/P) d’'ott
@ = (V7 = )PP = AV = )P mod pP W(Rs)
= ([¢]V7 = 1) = p? A7)t mod p” W(Rs)
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Comme ([(]V/ = 1)7 = [¢] = 1+ p([¢]'/? = DA([(]'/?), on a

(VP = 1P~ = ([ = )P +plp — DATYP)([]P = 1) (¢ — 1P
N———— N—————
=([¢]-1)P=2)([¢]*/P-1)w =([¢]V/P—1)P—2gP—2
+p (751 AP ([P = 1)* ([ = 1)P° mod p® W(Rs)
N———

=([¢]1/P~1)r-3zr=3

ie. ([(JVP = P = ([¢] = DP2)([VP = Dw + pA(VP)([CY? = P ((p — DwP ™2 +
pA([(]V?)wP~3) mod p® W(Rg). Comme

(V7 =P H((p = D@2 + pA([(") =) = (@ + pA(IYP) ((p — VP~ + pA([(]VP)w" )
=(p—1Dw’! mod p? W(Rs)
on a en fait
([¢]V7 =)= = ([¢] = 1)P7)((¢]V7 = D + plp — DA )@ ™" mod p® W(Rs)
et donc
@’ = ([¢) = P2V = Dw + plp — DA(YP)w" " = p?A([]/7)w?"! mod p’ W(Rs)
— P2V = 1w — pA([(]VP)=”" mod pPw W(Rs)
(parce que p? W(Rs) NKer(f) = p>w W(Rs)). On a donc

2 = p (G - PGV~ 1)~ A ) mod p? AT (5)

ertr=13 AY,(S)

de sorte que WZI = —A([¢]'?)@P~2 mod p?Ao(S). Cela implique que

S = vrThE = A mod pAo(S)
= —v A7) ([E72 = p(p = D[FP?)  mod pAo(S)

On a donc

A= —vA(YP) (PP + 200 77) + (p— D[P = pl[pP™  mod p®Ag(S)
= w[pP? + pp

avec w = —vA([C(]MP) =1 et p = —(2vA([C]YP) + D)[p]P~2 + [p]P~2 mod pAy(S).

Il reste donc & montrer que w,w — 1, w? + w + 1 € Ag(S)*. Comme Ag(S) est complet pour
la topologie p-adique, il suffit de le montrer modulo p. Comme ¢'/? — 1 est nilpotent dans
Ao(S)/pAo(S), il suffit en outre de le montrer modulo [¢]'/? —1. Ona w = —vA([(]/?)-1=v—1
mod ([¢]*? —1) W(Rs) parce que A(1) = —1. Tl suffit donc de montrer que v—1,v—2, v —v+1 €
W(Rs)*. Comme ¢ = vw, on a p = p(¢Y/P — 1)P~1 dans Rg/pPRs. On dispose de l'iso-
morphisme d’anneaux 6;: Rg/pPRs —S/pS; x + x1; on a 61(p) = p*/P et 0,(¢V/P) = ¢,
ce qui implique p'/? = 0, (7)(¢?® — 1)P=1 : il suffit de montrer que si = = ﬁ,
r—1,2—2,22—z+1 € §%. Comme (¢ —1)? = (M —14p(¢?® —1)A(¢?®), donc (¢ —1)P-1) =
(€0 =177 = p(C ~ DAY ~ 172 mod p25, et (¢~ 1P = pAcD), on a

alors

_ (2) _1yp(p—1) _ _
rP = o = A = (¢ = DA = 1P mod pS
=—-1 mod (¢ -1)8
(parce que A(Cﬁl)) = —1 mod (¢ —1)8, vu que A(1) = —1). Cela implique que z¥ = —1
mod () — 1)S dott z = —1 mod (¢ — 1)S, et donc linversibilité de = — 1, z — 2 et de

22—z +1, car p & {2,3}. O
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Proposition 5.17. On a

.. (Rs/P" " Ro)IT]
Aa(S)/PAa(S) ~ 5aTaFRS/§P—1—aS7€S)[Ta]

Sia < %, le noyau de la multiplication par &, sur Ay (S)/pAs(S) est lVidéal engendré par pP—=.

Démonstration. On a
Aa(S)/pha(S) = Ao(S){Ta} o (Rs/P"'Re)[Ta] _ (Rs/p"~'*Rs)[Ta]

- (2 [P1*Te = p, ATa =[PP ) (PO ey AT — pP=170) V)
parce que AT, a une image nulle, puisque divisible par p®T,, en vertu du lemme 5.16 (rappelons
que o < 1).

. 0
Supposons a < 3, et soit @ € An(S)/pAa(S) tel que {uz = 0. Ecrivons 2 = Y 2, T avec
n=0

9 € Rs/PP 1Ry et x, € Rs/P*Rs si n > 0, nul pour n assez grand. On a « 5 1 — «, donc
o0

pr=T, = 0, si bien que p'~ %z = p' =z, donc {ux = pr~%wg — Y. 2, T = 0. Cela implique
n=0

que p*~%wg = 0 dans Rg/pP~1~*Rg, i.e. que zg € PP 2Rg/pP 1~ *Rs, et que x,, = 0 pour n > 0.

On a donc x € pP~2(Ao(S)/pAo(S)). Réciproquement, on a &,pP~2 = pP~172 — pP=2T,, = 0 dans
Ao (S)/pAs(S), d’apres ce qui précede (rappelons que p > 2). O

Proposition 5.18. Sia < %, on a

ga(Aa(S)/pAa(S)) = fa(Rs/ﬁp_l_aRS) & EaTaKa
avec Ko = (Rs/D*Rs)[Tw]. En outre, la multiplication par &, induit un isomorphisme
Rs/P’*Rs = Ea(Rs /PP~ Rs)
Démonstration. La premiere assertion résulte de la proposition 5.17. Pour la deuxiéme, soit x € Rg
tel que £,2 a une image nulle dans A, (S)/pA(S) : d’apres la proposition 5.17 on a p' =%z —Tpx €
P°To(Rs/PP~ 17 2Rs)[Ta], ce qui équivaut & p'~“x € pP~1"*Rg et z € p*Rs. Comme Rg n’a
pas de p-torsion, cela équivaut donc & x € pP~2Rg. O
5.19. Le module syntomique sur A, (S5). Si a € [0,1/p[, le Frobenius ¢ sur W(Rg) passe au
quotient modulo ([¢] — 1)P~1, et induit un morphisme o-linéaire
©: Ao (S) = Apa(5)

tel que ¢(Tn) = Tpa (car ¢([p]*) = [p]P*). On dispose en outre du morphisme naturel v: A, (S) —
Apa(S), qui envoie T, sur [ﬁ](pfl)“Tpa. Ce dernier ainsi que ¢ sont continus pour la topologie

p-adique, et Gg-équivariants. Si (M, ¢) est un o-module sur Xcvris
morphisme syntomique

FalM) = S (0,0.(M.0) s THA(S) @3y o M TET Apa(8) 857 (o M

(rappelons que A,, est sans p-torsion) et le module syntomique
Vo (M) := Ker (o (M))
c’est un Zpy-module topologique muni d’une action continue de Gg.
On a JMAG(S) = €Ag(S) donc JHAL(S) = EAL(S) = [P]“€aMa(S) (lemme 5.15), et

@(ga) = mp(l_a) —Tpa = Tpa (@ - ) = Tpaal(f)

Comme A,,(S) n’a pas de p-torsion donc pas de T,-torsion, on peut définir

(S), on peut donc définir le

%2
S W
9017 Tpa D

Siz e Ay(S) ®Xcvﬂs(5) M, ona

(P10 ® ¢ = [p]"0 @ 1)(§ax) = 01(§) (¢ @ ¢)(2) = E(v @ 1)(z) = (1 @ ¢ —v @ 1)(Ex)
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de sorte que le diagramme

JmAa(S) R~v M

A (S) \%
ol Aral9) @3, (5) M

_ 01,006~ [p]"v®1
Salla() B3y (5 M T

Posons

V(M) = Ker(pr,0 @ ¢ — [0 ©1) C &aha(S) @3v ) M

v

Si M est plat sur KcriS(S ), la multiplication par [p]* induit donc un isomorphisme

VL, (M) SV, (M)

(An(S) n’a pas de [p]*-torsion parce qu’il n’a pas de p-torsion et [p|*T, = p dans A,(S)).
Le but de la majeure partie de ce qui suit est de montrer que, lorsque M est libre de rang 7,
de petite hauteur de Hodge, et o est convenable, le Z,-module V(M) est libre de rang r.

Remarque 5.20. L’intérét du Z,-module V! (M) réside dans le fait qu’il se préte plus au dé-
vissage que V(M) (c¢f proposition 5.21). Comme ’a également observé le rapporteur, lorsque
a # 0, 'énoncé du lemme 5.15 est faux si on remplace &, par €.

v

Ces constructions s’étendent de fagon immédiate au cas ou M est un Kcris(S)—module (pas

nécessairement projectif) muni d’un endomorphisme o-linéaire.

Proposition 5.21. Soient o € QN[0,1/p[ et (M, dpq) un o-module projectif sur Ay (S). Pour
tout n € Nxg, la suite

0 = Vi (M/p" M) = Vi (M/p" T M) = Vi, (M/pM)
est exacte.

Démonstration. Comme Ao (S) C Aa(S) et Apa(S) sont sans p-torsion par construction, on a
les suites exactes

0— faAa<S)/pn§aAa(S) 2 §ocAa(S)/pn+1§aAa(S) — gaAa(S)/pgaAa(S) =0

et 0= Apa(S)/P"Apa(S) > Apa(S)/P" Apa(S) = Apa(S)/PApa(S) = 0

Par ailleurs, on a

(gaAa(S)/pnfaAa(S)) Qxv (S) M =€ Aa(5) ®XCV“S(S) (M/pnM)

cris

en vertu du lemme 5.15 : comme M est projectif sur AY,;.(S), on a le diagramme & colonnes

exactes :

0 0
J/ 1,a®@¢—[p]*v®1 J/
SalalS) O3 ) (M/P"M) s M () B3y () (M/p"M)
{v {v
1,a®@¢—[p]*v®1
Eala(9) ®Xcvns(5) (M/p"+IM) PLaBeT I Ve Apa(S) ®K¥;S(S) (M/p" M)
| |
1,0@6—[p]*v®1
fala(S) @3 ) (M/pM) - & Apa(S) @3y (o (M/PM)
¥ ¥
0 0

et la proposition résulte du lemme du serpent. O
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5.22. Etude de V/ (M /pM). Soient r € N+g, A € M,.(S/pS) et
fa: (8/pS)" = (S/pS)"
X Ao(X) +p*/PX
L’application f est F-linéaire. Soit 8 € QN[0, p(p 2) [ Ona
fK<p (1+/3)/pX) = pP- 1- 'BAU( )—|—p1 ﬂ/pX :pl—ﬂ/p (pp_2_(1_1/p)ﬂZa(X) + X)
de sorte que f7 induit un homomorphisme F,-linéaire
fag: (S/pt= ARG — (5 /pt=P/PS)T.

Lemme 5.23. Supposons p > 3. Soit A € M (S/pS) telle que p° € det(A) avec € € [0,1/p].

(i) Pour tout Y € (S/pS)", l'ensemble = Y(Ao(Y)) est non vide;

(i) si B € QNI0,2[, on a dimp, (Ker(fAﬁ)) T
Démonstration. (i) En effectuant le changement de variable Z = X — Y € (§/pS)", il s’agit de
résoudre 1’équation
1) Ao(Z) +p7(Z +Y) =0
dans (S/pS) Comme p° € det(A), il existe B € M (§/p§) tel que BA = p° Id.

1l existe S € s tel que pl/p,p €S5,ABeM (S/pS) et Y = [yili<i<d € (S/pS)". Choisissons
des relevements A, B € M,.(S) et ¥ = [Jil1<i<a € 8™ et posons

hgg; She — Sh
Z s AZW 4P (7 4Y)
(out Z®) = [2P]1<;<, pour tout Z = [zi]1<;<, € S[p~1]"). On a
U=p < BAecld+p'~°M,(S) C GL.(S)
vu que S est séparé et complet pour la topologie p-adique. Pour Z € S[p~!]", on a alors
g_lhgy(z) =20 L pl/r=sJ-1B(Z +Y)

Ecrivons U~1B = [cijli<ij<r € l\/lr(g) et posons

T
A=5Zi<i T/(ZP Vr==N" e (7,475 )
[Zili<i< i TP ;C,J( i+ ;) 1<i<r
C’est une §-algébre libre de rang p". En particulier, elle est séparée et complete pour la topologie
p-adique. La matrice jacobienne du systéme d’équations (Zf +pl/rEN (2 + @)) e
1<:<r
est égale a
Ja=pD+p/P=U'B
ou D = diag(Z?™",..., ZP~1). On a donc
J4A = pt/P(1d+p'~V/PDA)
Comme A est complet pour la topologie p-adique, I'image de Id+p'~1/ PDA dans M, (A) est
inversible, de sorte que I'image de J4 dans M,.(Ag) est inversible : la Sk-algébre Ag est étale.

Il existe donc p” morphismes de S- algebreb A — Sk, qui correspondent & p” vecteurs colonnes Z
dans S%, qui satisfont Z®) 4 pl/r==U-1B(Z +Y) = 0, ce qui équivaut a hs (Z) = 0. Posons

alors vp(Z = sup {x eqQ,p 27 ¢ ST}. Ce n’est pas une valuation, mais on a

vp(ZP) = puy(Z) =1/p — e+ up(U—lﬁ(Z +Y)) > 1/p—e+0,(U'B) +inf {v,(2),v,(Y)}
et donc pvp( ) > 1/p—e+min {vp ),0} vu que Up(U_IE) >0et vp(f/) > 0, et donc UP(E) > %
i.e. Z € 8". Les réductions modulo p des Z sont des solutions de (1) dans (S /pS)".
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(ii) Supposons désormais Y = 0. D’aprés ce qu’on vient de voir, ’ensemble E4 de solutions de
I’équation hZo(X ) = 0 dans S est de cardinal p", et est inclus dans S”. La réduction modulo

p'~(+A)/PS fournit une application

pp: Eq— Ker(f75)

Montrons que c’est une bijection si 8 € QNI0,2[. B
Surjectivité de pg. Soit Z € Ker(f7 ;) C (S /p'=(+A)/PG)" 11 faut montrer que Z peut se

relever en une solution de I'équation h 4 O(X ) = 0 dans S”. L’application h3 , est une application

polynomiale a coeflicients dans ST on applique I'algorithme de Hensel. Quitte & agrandir § on
peut supposer que Z € (S/p'~1+A/PS)" Posons § =1 — (2+ 8)/p. On a § € Q- parce que
p > 5 et § < 2. Par construction, il existe Zy € ST qui releve Z et tel que h/\ (Zo) € pl- B/pgr.
Soient n € N et Z, € 5" relevant Z, tels que hA,o(Zn) € pl-A/ptnigr, Ecrlvons hA,o(Z”) =
p'=A/Ptndy, On a alors

h;l\o(Zn +p1_(1+5)/p+n5X) = pl—ﬁ/P+n5Yn + pl—(1+5)/p+"5JA(Zn)X mod p2(1—(1+5)/1’>+n5)§7“

Comme 2(1—(1+8)/p+nd) = 1—B/p+(2n+1)8, on a f(Z, +p'~1+B/pnd X) g pl=B/p+(n+1)s gr
si et seulement si p'=A/PH70Y, 4 pt=(4B)/pind J (7 VX € p'=B/pHn+1)ogr 4 ¢

PYPY, + Ja(Z,)X € pt/rrosT
Comme on I'a vu plus haut, on a p'/? € det(J4(Z,)), donc J4(Z,) € GLT(§[p_1]) et Ja(Z,) e
p~ VP M,.(S). Ainsi, f(Z, + p'~(AFA/Pnd X)) ¢ pl=B/p+(n+1)3 QT i ef seulement si

= —pPJ4(Z,)" Y, mod p’S”

en particulier, si Z, 11 = Z,—p' /Pt J4(Z,)7Y,, € ST ona Zpi1 = Z, mod pt=(1+A8)/pinigr
(de sorte que Z, 11 releve Z) et f(Zp41) € ]91*5/’”("+1 38" La suite (Zn)nen converge pour la
topologie p-adique dans S™ vers une solution Z de hA (X ) = 0 qui reléve Z, ce qui montre que
pp est surjective.

Injectivité de pg. Soient X7, Xo € S™ de méme réduction modulo pl=(1+A)/PST : on peut écrire

Xo=X +Y avec Y =p? Y € §" et f/ > 1~ (1+8)/p. On a alors hso(X2) = hy (X1) +
PP JA(X1)Y" mod p*f 5" Si tho(Xl) = hA‘yO(XQ) =0, on a alors
Y € p? Ja(X,) 8 c p? ST
d’apres ce qui précede, si bien que v,(Y) = 8’ +v,(Y’) > 28" — 1/p. Comme
B=uv,(Y)>1-(1+8)/p>1/p
vuque p > 5 et f <2, on en déduit v,(Y) = 400, c’est-a-dire Y = 0, ce qu’on voulait. O
Remarque 5.24. (1 ) Le lemme 5.23 implique que pour tout 8 € QN[0,2[ et Y € (S/pS)",
Pespace affine f (Aa( )) est de dimension r sur F,.
(2) L’ensemble des solutlons de (1) dans (5§ /pS)" est infini (si Y = 0, il contient p'~/?(S /pS)")
c’est seulement sa réduction modulo p'~'/? qui a p” éléments.

Soit (M, ¢) un o-module libre de rang 7 sur Ag(S)/pAo(S). Si a € QNI0,1], on dispose du
morphisme syntomique

SM,a J[l] (A0<S)/pA0(S)) ®AO(S) (ﬂ/iﬂ’—l—QM) M (M/ﬁp_l_“ﬂ)

Proposition 5.25. Supposons p > 3 et que pP° € det(1 ® ¢5;) avec € € [0,1/p[. Alors on a
(i) p*M C Im(¢yz) = Im (Sﬂ,o) ;
(i1) Si o € QNI0, 1], le F,-espace vectoriel Ker (Sﬂ,a) est de dimension r. Il est muni d’une
action continue (pour la topologie discréte) de Gg.
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Démonstration. On a JH(Ag(S)/pAo(S)) = £(Ao(S)/pAo(S)) (en vertu du lemme 5.15), de sorte
que

JH(Ao(S) /Ao () @an(s)/pro(s) M =DM C M
Par hypothése on a pP¢ € det(l ® ¢zp) : on a pM C pP*M C Im(¢y;) (rappelons que o est
surjectif sur S/pS d’aprés la proposition 4.2), de sorte que SFA.0 (ﬁﬂ) = (01(§) ¢z —p1d) (M) -
Im (¢7) (car 01(€) a une image inversible dans Ag(S)/pAo(S) ~ Rs/PPRs d’apres le lemme

5.10). Montrons 'inclusion réciproque.
Rappelons qu’on dispose de 'isomorphisme

Rs/p""'Rs =8 /p' /7S

(l'o,xl, .. ) = X1

qui envoie p sur ptt) = pl/».

Soient e = (e1,...,e,) une base de M sur S/p'~1/7S et A € M,.(S/pS) relevant la matrice de
—01(§) 7 dans la base e. Par hypothese on a p° € det(A) (car 01(£) a une image inversible dans
Rs/PPRs). Soient z € M et (x1,...,z,) € (S/p'~'/PS)" ses coordonnées dans la base e. Si X
est le vecteur colonne dont les composantes sont 1, ..., x4, les coordonnées de sﬂ’o(ﬁx) dans la

base e sont les composantes du vecteur —(Ao(X) + p/PX).

Soient y € M, (y1,...,y,) € (§/p*~'/PS)" ses coordonnées dans la base e et Y le vecteur
colonne dont les composantes sont y1,...,y,. D’apres le lemme 5.23 appliqué avec f = 1 + «,
’équation Ao (X) + p'/PX = Ac(Y) admet exactement p” solutions dans (S /p'~(+e)/rg)r,

Avec a = 0, cela prouve I'inclusion Im ((;Sﬂ) C 5710 (ﬁﬂ), c’est-a-dire 1’égalité (i). Par ailleurs,
cela implique que Ker (Sﬂ,a) est un F,-espace vectoriel de dimension 7. Ce dernier est muni de
Paction induite par Gg (parce que cette derniére commute au Frobenius). Elle est continue pour
la topologie discréte car elle Pest sur (S /p'=1/7S)4 : cela prouve (ii). O

Proposition 5.26. Supposons p > 3. Soit (M, o) un o-module libre de rang r sur Kcvris(S).
Supposons que p*® € det(1 ® ¢x;) avec € € [0,1/p[. Alors Vg (M/pM) est un Fp-espace vectoriel
de dimension v, muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gg.

Siae QN[0,1/p[, on a

Ker (€a(Aa(S)/pAa(S)) @xy o M LueBere]

Y.(5) (Apa(S)/PApa(5) @3 (5) M)

~ Vo (M/pM) @ £, T, Ker (¢ @ ¢| Ko BV (5 M/pM)

Démonstration. La premiere assertion résulte de la proposition 5.25 appliquée a

M= (Ao(S)/po(S)) B5v o M

D’apres les propositions 5.17 et 5.18, on a
£a(Aa(S)/PAa(S)) = ga(RS/ZA’inliaRS) ® aTuKa
avec Ky = (Rs/p*Rs)[Tu] et

Apa(S) /Phpa(S) = (RS/%;ZZSS)[TM

Par ailleurs, on a

(P10 @ ¢ = [PI"0 @ 1)(€ar @ m) = 1 (§)p(x) @ ¢(m) — Eu(z) @ m

de sorte que 1.4 ® ¢ — [p]*v ® 1 envoie &, (Rs /PP~ *Rs) ®XV.‘(S) M dans le facteur

—1—pa
(RS/ﬁp P RS) ®KCV“S(S) M

M dans le facteur Tyo(Apa/PApa) ®xv o M.

de (Apa/pApa) ® eris (9)

Y. (5 Mot LaTola @3y ()
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Via les isomorphismes

JU(Ao(8)/pAo(S)) = E(Rs/IP~'Rs) < Rs /PR ~= £a(Rs /P~ Rs)
(¢f proposition 5.18), on a

Vo (M/pM) S Ker (91,4 ® ¢ — [p]*0 @ 1|€a(Rs /PP " Rs) ®xv

cris(s) M)

Enfin, si z € K, ®~+v

M, on a
Acris(s) ’

(Wl,a ®@ ¢ — [p]*v ®1)({aTnz) = 01 (g)Tpa(‘P ® P)(2) — fﬁp_l)ana(U ®1)(2)
= 01(§)Tpalp ® @)(2

car ETpo = &pap?* Tpa = 0 dans Ay /pApa. O

~—

Remarque 5.27. Ce qui précéde montre qu’en général, Ker(p1,, ® ¢ — [p]*v ® 1) (et a fortiori
v (./\/l /p./\/l)) est un Fp-espace vectoriel de dimension infinie. Néanmoins, la proposition qui
suit va impliquer que seul le facteur naturellement isomorphe a Vg (/\/l / p./\/l) va compter dans le
dévissage (c¢f preuve du théoréme 5.40).

\ .. . .
Lemme 5.28. Sous les hypothéses de la proposition 5.26, si o > ﬁ, on a

Vix (M) n Ta(gaAa(S) ®XV

%5 M =P Ve (M)

Démonstration. Comme p = [p|*Ty, dans A,(S), on a bien stir

PV (M) € Vi (M) N Tal€aha(S) @3

M tel que z == £, Tz € V), (M) On a alors

M)

Réciproquement, soit x € Ao (S) ®@zv )

71(&)Tpa(p ® ¢)(z) = E[p PV Tpa (v @ 1)(2)
c’est-a-dire
(0@ ¢)(x) = 01(&) " &GaPI PP (v @ 1)(2)

dans Apq ®zv M (rappelons que Ap,(S) n’a pas de p-torsion, donc pas de Tp,-torsion, et que

exis (5)
M est libre sur Ay, (9)).

cris

Apres le choix d’une base de M, cette égalité se traduit matriciellement par

Ap(X) = 01(6) &pa [PV (v © 1)(X)
(ot X € Ay (S)" est le vecteur colonne des coordonnées de ). Modulo p, cela implique

)

AXY = 04(6) " pap @ V(0 @ 1)(X)

Comme pr® € det(1 ® ¢g7), il existe une matrice B € M,.(Ag(S)/pAo(S9)) telle que BA = pr< 1d,,
de sorte que
XY = 01(6) pab® VBlo @ 1)(X)

Cela implique X € ﬁ(gp;l)a “(Aa(8)/pAa(S))". Comme o > 5, on a @ —e > a, dou
z € ([, p)Aa ®%Y () M, de sorte que Tox € pAa(S) ®xv ) M (car T,[p]* = p dans Ay (S)).

) M :on a z=pf,y. Comme

Ecrivons T,z = py avec y € Aq(S) ®5v

cris

(s
(P10 ® ¢ — [p]*v @ 1)(ay) = (P16 ® P — [P|"v®1)(2) =0

et comme Ap, @3v o M 1’a pas de p-torsion, on a &,y € V! (M), et donc z € pV,(M). O

cris (S)
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Proposition 5.29. Sous les hypothéses du lemme 5.28, on a

V(M) V(M) S T (VL (M) = €ahalS) 857 o M/ETuha(S) @37 o M)
En particulier, on a une application
ta: VA(M)/p Vi (M) = Vo (M/pM)
T — £
dont le noyau est inclus dans limage de & ([p]P~2,p)Aa(S) XY (s Msia<i
Démonstration. La premiére assertion résulte du lemme 5.28. Soit z € A, (.5) ®xv (s) M tel que

£ar € V(M) et 14(£,T) = 0 (ot T désigne 'image de 2 modulo p). Alors £,7 a une image nulle
dans

1,a®¢—[p]"v®1
Ker (£a(Aa(9)/PAa(9)) @3y (g M T (Apa(9) /A pa(9) PRV

(proposition 5.26 et lemme 5.28) : 'élément T appartient au noyau de la multiplication par &,

dans Ao (5) ®3v ) M), d.e. z € ([p]P72,p)Aa(S) ® M en vertu de la proposition 5.17. O

5.30. Interlude : relévements & W(Rg). Rappelons qu’on a fixé un relévement u € W(Rg)*
de 'image de o1(§) dans Aq(S).

Soient M un W(Rg)-module libre de rang fini r et @ox: D — 9 un endomorphisme p-linéaire.
Posons M = M /pMN. En réduisant modulo pP~ 1, on dispose de 'application

M)

AV (5)

2 L o
Comme W(Rs)/(p, [P]P") W(Rs) = Ao(S)/pAo(S) (corollaire 5.9) et JHAG(S) = €Ao(S) (cf
lemme 5.15), cette application s’identifie a
(Ao (S)/pAo(S), (/PP I, Gon))

Supposons maintenant que pP° € det(1® ¢g;;) avec e € QNI[0,1/p[ et p > 3. Grace a la proposition
5.25 appliquée & M = M/pP~ 1M, on a

(a) PPEO/pP =190 C Tm (90/pP =200 2205 Ot /pr—19)) ;

(b) Ker (ﬁ/ﬁ’”ﬁ Lomp, ﬁ/ﬁ"_lﬁ) est un F,-espace vectoriel de dimension r muni d’une

action continue (pour la topologie discréte) de Gg.

Lemme 5.31. Sous les hypoNthéses qui précédent, on a
(1) PO C Tm (M 222 97)
(2) Ker (M M M) 5 Ker (M/pP—2M M IM/pP~1IM) est un Fp-espace vectoriel de
dimension r muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gg.
Démonstration. Soit y € M. D’apres (a), il existe 2, € M tel que
(ugon — p)(x1) = pP°y  mod pF—'M
Soient n € Nxg et z,, € M tels que

p2—3p+1)p" " lip___

(
(U¢£m - i)))(xn) = ﬁpsy mod p p—1

@2 =3p+1)p" " 14p

Ecrivons (ugon — p)(x,) = DPy + P Pl Zn et posons

(% =3p+1)p" 141

Tyl =Ty +P p—1 Zn
on a alors
e _@2=3p+1)p"T14p Ap(p2—3p+1>p"*1+1 ~<1n2—3p+1)p”*1+1+1
(upon — P)(Tn+1) =Py +Dp r-1 Zn + up Pl dom(zn) — P =1 Zn
__(P®—3p+1)p"+p
=p"y+p T Zaq
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avec Zp41 = P (2,). Comme p > 2, la suite (2, )nen., est de Cauchy pour la topologie p-adique,
donc converge dans le Rg-module libre de rang fini 9. Sa limite x € 9 vérifie

(udon — p)(z) = Py

. . L. _(®%—sp+)p" Tl
ce qui prouve (1). Remarquons que la suite (2, )nen., vérifie ,41 =2, mod p p—1 ,

si bien que z, = x; mod PP~ pour tout n € N+, et donc z = x; mod pP~2M. 1l en résulte
que 'application naturelle

Ker (T 227, ) — Ker (T/5 2000 “42 2, 300/~ 1)

est surjective. Pour prouver (2) il suffit, grace a (b), de montrer qu’elle est aussi injective. Soit donc

z € Ker (M Lo P, 9M) d’image nulle dans 90T/pP~290. On peut écrire x = pP~2z avec z € M.

Comme uggn () = pa, on a donc up? P~ doy(2) = PP~ 12 i.c.
z = uﬁp(p—3)+1¢m(2)

Comme p > 2, cela implique facilement que z = 0 pour des raisons de divisibilité par p dans le
Rs-module libre de rang fini 91. O

Proposition 5.32. Sous les hypothéses qui précédent, l’application
ﬁ[ﬁ_l] upom —p ﬁ[ﬁ—l]

est surjective. Son noyau est isomorphe a Ker (ﬁ Luomp, ﬁ) : c’est un Fp-espace vectoriel de
dimension r, muni d’une action continue (pour la topologie discréte) de Gg.

Démonstration. Soient A € Qs et # € M tels que p~*z € Ker (M[p~1] uom=p, Mp~']). On
a alors up P pon(x) = pt 2z d.e. upm(z) = p*TP~DAz. Soient e une base de M sur W(Rg) et
AeM, (W(Rs)) la matrice de g9y dans la base e. Si A désigne la réduction de A modulo p et
X € RY le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de x dans e, 1'égalité qui
précede s’écrit

WAs(X) = pr-DA%

On a donc o(X) = u*1ﬁ1+(p’1))‘z_1Y. En particulier, on a pvg(X) > 1+ (p — 1)\ — pe + vg(X)
(car pPe € det(A)), de sorte que

1—pe
> A
1

UE(Y) Z A +

Cela implique de x est divisible par 7 dans 9, et donc que lapplication naturelle
Ker (M 222 001) — Ker (W[5 '] “22-2 N[5 1)

est bijective : 'assertion sur le noyau de ﬁ[ﬁ’im M[p~?] résulte donc du lemme 5.31 (2).
Montrons la surjectivité. Si A € Qs et z € 9, on a

(udon —B)(p ) = 5 (udm(x) — 7"V a)
=p P ((upon — P)(x) + p(1 — pP~D)z)

Comme pPEIN C (ugpon — ﬁ)(ﬁ) d’aprés le lemme 5.31 (1), on en déduit que pPEPAIM C (udon —
@(ﬁ‘Aﬁ) modulo p*~PAOM. En appliquant ceci & A = n%7 un récurrence sur n € N montre

alors que
~1— pe)an ~pl=PE —
Pt TOATPINT  (ugoy — p)(p " P M)

pour tout n € N, ce qui prouve la surjectivité (rappelons que 1 — pe > 0). O
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Remarque 5.33. D’apreés la proposition 4.2 (1), l’anneau§[p_1] est perfectoide (¢f [34, Definition
5.1 (i)]). On a donc les équivalences de catégories

Slp ™ ter S[p Vter ® Rs[p et

en vertu de [34, Proposition 7.4 & Theorem 7.12], de sorte que 71 (Spec(Rs[p])) = {1}, ce qui
implique directement les deux premieres assertions de la proposition 5.32. Cela dit, nous aurons
besoin de I'isomorphisme

Ker ([ 22225 9R[p1]) 5 Ker (/P20 22222, 55t /pP~ ' 900)
dans la suite (¢f preuve du théoréme 5.40).
Proposition 5.34. Sous les hypothéses qui précédent, pour tout n € N~q, Uapplication
~ upom —& ~
W, (Rs[p7']) @w(rs) M ———= W, (Rs[p']) ©wrs) M

est surjective, et son noyau V, (M) est un Z [/p" Z-module libre de rang r, muni d’une action
continue (pour la topologie discréte) de Gg.

Démonstration. On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 résultant de la proposition 5.32.
Comme M est libre sur W(Rg), on a le diagramme suivant

P

V. (9M) Vi1 () Vi(Mm)
0——= W, (Rs[p™)) @wire) M ——> Wni1 (Rs[p!]) Ow(rs) M m 0
upom —& upom —§ udan—p
0——W, ('Rs[ﬁ*l}) ®W(Rs) m 41)) Wn+1 (Rs[ﬁil]) ®W(Rs) m m 0
Cn b C’n+1 Cl

dont les deux lignes du milieu sont exactes. Le lemme du serpent implique alors que la suite
0=V, LV, (M) = V(M) = Cp = Crypg = C1L—0
est exacte. Par hypothése de récurrence, on a C,, = C; = 0, de sorte que Cj,+1 = 0 et la suite
0= V,(0) 5 V() — Vi(9) =0

est exacte : 'application

~ uPs -p ~
Wort (Rs[p7']) @wire) M = Wopr (Rslp ') @wirs) M

est donc surjective et son noyau V,,;1(90M) est libre de rang r sur Z /p"*! Z. O

Corollaire 5.35. Sous les hypothéses qui précédent, 'application

~ upom —& ~
W (Rs[p™1]) ®wrs) M ——> W (Rs[p™']) @w(rs) M
est surjective, et son noyau V(M) est un Zy,-module libre de rang v, muni d’une action continue
(pour la topologie p-adique) de Gg.

Remarque 5.36. L’application naturelle W(Rs){[p] ™'} — W (Rgs[p!]) est un isomorphisme
modulo p. Comme la source et le but sont séparés et complets pour la topologie p-adique et sans
p-torsion, c¢’est un isomorphisme. En particulier, on a W (RS ['ﬁ*l]) Qw(rs) M= Sm{[f)]’l}
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5.37. Descente a A, (S). Pour m € Ny, notons ¢y, = [f’_p

m

pTe
1—pe”

Proposition 5.38. Sous les hypothéses qui précédent, on a

v(m) c 9.71{[]9} cm{[p]~"'}.

’p’] 2¢e,m P

Démonstration. Pour j € N, posons ag = 0 et a; = (j + 1)cem 1};? —e.0Onaa —ay =

1—pe

p'f’L
- 1—pe _( 1—pe
2]Cs,m o a; = (] - I)Cs,m P

2Cem —e2ceeta; —aj_1 = Cem 1;55 > ¢ pour tout j > 1. En outre, pour j > 0, on a

— oy P
sm)cj;]zmw.

D’apres la proposition 5.32 et sa preuve, on sait que V1(9) = Ker (ﬁ “"‘”—"3 zm) 11 suffit
n—1
de vérifier que tout élément du F,-espace vectoriel V1(9) peut se relever dans Z m

[]7+

p”fm{[ﬁ]_l} pour tout n € Nsg (le cas n = 1 étant évident) et de 'appliquer & une base de
V1 (9). On procede par récurrence bur n.

Supposons n > 1 et soit zy, (ugon — &) (zn) € p"M[[p]~]. On peut écrire

T, = [p|~*~tm, avec m, € zm, et donc
(udom — &)(wa) = ulp] P~ Gan(ma) = £~ my, € [p] P M

Cela implique que (ugon — &) (z,) € p™[p] P19 : on peut écrire (upon — &) (zy) = p™[p] P 1yy
avec y, € M. Cherchons un relevement de x,, de la forme

Fur = 20 + " “"znezimma,

avec z, € MM a déterminer. On a

(udon = )(zna) = p" B (B ==y + udon(z0) — €617V 2,)

de sorte que (ugon — &) (zn41) € p"TIM{[p] 7'} si et seulement si la réduction modulo p de z, est
solution de I’équation

() Py, +ugm(z) — POV =0

dans 9T = M /pIM. - B
Posons g, o = ¥,,- D’apres le lemme 5.31 (1), si j € {0,...,nc. ;n} et g, ; € M, il existe Z, ; € M

tel que pP°y,, ; = (ugon — P)(Zn,;), si bien que
*p(an—aw 1)+i(1- ps)@w _5p5sm+a(1 Pe) (u¢sm P)(Zn.;)

:u(bgm(p BPSe,m+i(1—pe)+15

P Zn) D Zn,j
ol Og .y = Gy, — Ap—1 — € > 0. On a alors

ﬁp(an—an—l)ﬂ(l—m)ymj +u¢m(z)—51+@_1)“”z — ﬁp(a"_a"‘1)+(j+1)(1_”5)yn,j+1+uq§gm(z')—ﬁH(p_l)a" P

. (1—pe) _ sl—pe _ .
avec 2/ = z + oot Znj et Tp o1 = (“(p D(an—0be,m—j =) _ 1)2’n,j- Le rationnel

1 —pe 1 —pe ~1—pe
an_(se,m_.] P =ap-1+e—)] P :(ncs,m_]) P

p p p
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NCe,m

. (1—pe)
est positif, et nul lorsque j = nce y,, si bien que y,, ,,._ 4 = 0. Posons z,, = > ﬁ65~m+3 P Zn,j-
m =
D’aprés ce qui précéde, si on pose 2/ = z + Z,,, ’équation (x) est équivalente a
wban(+') = PHF—De = 0
qui admet la solution nulle : Z,, est solution de (%) et on a fini. O

Remarque 5.39. (1) Lorsque € =0, on a ¢.,, = 0 : on a l'inclusion (évidente par dévissage
a partir du lemme 5.31) V(90t) C 9.
(2) La proposition 5.38 implique que V(90) est « surconvergente » de rayon re ,, =

o
2¢e,m (1—pe)?
i.e. que ses « périodes » vivent dans A(SO’TE"’”] (cf [3, §4])-

(3) Sie € QNJ0, % [Lona lim 2c.,p, 1;,’? = 2¢ : pour tout @ € QN[2e,1/p], il existe m € Nsq
m— o0

tel que 2¢. 1};’35 <a<1/p.

Théoréme 5.40. Supposons p > 3. Soit (M, ¢) un o-module libre de rang r sur KZB(S) tel que

pPe € det(l ® ¢) avec € € [O, % [ Alors pour tout o € Q ﬂ[Za, Il] [, le Z,-module V(M) est libre
de rang r, muni d’une action continue de Gg.

Lemme 5.41. Sous les hypothéses du théoréme 5.40, pour tout n € Nsq, le Z /p™ Z-module
V! (M)/p" V. (M) est libre de rang .

Démonstration. Sin € Nsg, posons
Va(M/p" M) =Tm (V, (M) = Vi, (M/p"M))
Choisissons 9t un W (RS)—module libre de rang r tel que

Ao(S) @ag,, () M = M/ ([¢] = )" (7~

et ¢on un endomorphisme ¢ linéaire de 9 qui releve ¢ (pour en construire, il suffit de choisir

une base de 91 et de relever dans M,. (W (Rs)) la matrice de ¢Ao(S)®~v m dans la base déduite
Acris(s)

en réduisant modulo ([¢] — 1)p_2([§]1/P —1)). D’apres le corollaire 5.35, ’application

W (Rs[p']) @w(rs) M LA (Rslp™']) Ow(rs) M

est surjective, et son noyau V(9) est un Z,-module libre de rang 7.
D’apres la proposition 5.38, on a V(9M) C im{ L

[5] 2ce,m 1;#

} pour tout m € Nsg : si m est
tel que QCg’m% < a < 1, la réduction modulo I'idéal engendré par ([¢] — 1)P=2([¢]'/P — 1),

composée avec la multiplication par £, induit une application V(9) — V/ (M). On dispose alors
du diagramme

0 V,.(0) Vr1(9) Vi (ON) 0
0 — V(M) /p" Vi, (M) == V(M) /p" VI (M) —= V(M) /p Vi, (M) | 0
- - . \
Vo (M/p" M) ——> Vo (M/p" M) ——= Vo (M/pM) Vo(M/pM)
/
0 —— Vi, (M/p" M) ——= Vi (M/p"+ M) V4L (M/pM)

ol L, est application de la proposition 5.29, et ¢ 'application induite par la multiplication par &
(c¢f §5.30). La derniere ligne est exacte en vertu de la proposition 5.21 : Papplication

Vo (M/p"M) L Vo (M/p"TIM)



42 BRINON, O. AND MOKRANE, A.

est injective. La premieére ligne est exacte d’apres la proposition 5.34. La deuxiéme l’est parce que
V., (M) est sans p-torsion (étant un sous-Z,-module de £, A, (S) ®av. (s)M qui est sans p-torsion
parce M est libre).

Par ailleurs, si 9T = M /pMN, Papplication composée

V. (O0) % VIR ) = Ker (T/5 200 222 5/ 13%) % Vo(M/pM)

s’'identifie & ¢. C’est un isomorphisme d’apres le lemme 5.31 et la proposition 5.32. L’application
Lo est donc surjective.

Lemme 5.42. Sous les hypothéses du théoréme 5.40, 'application i, est un isomorphisme.

Démonstration du lemme 5.42. On sait qu’elle est surjective. On a % > % > a > 2 > ppa

T

d’apres la proposition 5.29, son noyau est inclus dans I'image de &, ([p]?~2, p)Aw(S) ®Av () M.
Soit € Ay (5) ® M tel que £y € VL, (M) soit d’image nulle dans V(M /pM) : on peut
écrire x = [ﬂp’zy +pz avec Y,z € Aa(S) @zv () M. On a alors

1) (FPP 2 (0@ d)(y) + p(e ® 6)(2)) = £(FP (v @ D(y) +p(v © 1)(2))
On a [pP~! = pA, et £[pP~2 = [p|P~! — pmp 2 = p(A — [p|P~?) : divisée par p (rappelons que
Ao (S) est sans p-torsion et M projectif sur Acm(S ), ’égalité précédente donne :
2 a@@E A e 9)y) + (v 9)(2) = A= B ) (v 1)(y) +Ev e 1)(2)

et donc

(3) a1(€)(p @ )(2) = (@ - PP (v @ 1)(y) + plv @ 1)(2)

modulo p (car p > 3, ot w € Ag(S)™ est I'unité du lemme 5.16), d’ott 01(€) (¢ ®@)(2) = p(v®1)(2)
s (Ao (9)/ (9. 717 () 955 o) M. Limage de &z dans (Aa($)) (. [ )0 (5)@5v
M fournit donc un élément de V(M /pM) : comme ¢, est surjective, on peut supposer, quitte

A soustraire a £,z un élément de p V. (M), que z € (p,[p]P2)An(5) BV (s) M, soit encore

x € ([p]P~2,p?)Aa(S) ®K¥;S(S) M : on peut en fait supposer que z € pA,(S) ®AZ‘S(S) M. L’équa-
tion (3) s’écrit alors (W — 1)pP~2(v @ 1)(y) = 0 (dans (Apa(S)/pApa(S)) ®XZ;S(S) M). Comme
Ao (S)/PApa(S) =~ (RS/gi%;;;ZZS)[TP“] (¢f proposition 5.17), et comme w — 1 € Ag(S)* (cf
lemme 5.16), on en déduit (v ® 1)(y) € ([p]* P, Tpa)Apa(S) ®ZY (s) M, et donc

v € (17, 1A (8) @5y M
Comme p | [p]P~2T,, on peut supposer que y € [p]* "P*A,(S) ®XY () Met z € Ay (S)® AZ,S(S) M.

En appliquant de nouveau 1’étape précédente, on peut de nouveau se réduire au cas ou z €

PAL(S) ® 9) M : écrivons y = [p]' 7Py et z = pz’. L’équation (2) s’écrit alors

A

a1(&) ("> AP PP (09) (8 ) +p(929) (<) = (A=[BIP )] P (v@1) (¥ ) +pE(v@1)(2')
D’apres le lemme 5.16, on a A = w[p|P~! + pu dans \o(S), on a donc (A — [p|P=2)[p]* P> =
(@ — DI + pulp] 7. Dans Apa(S), on a [FP~7" = ATy = (WP + p)Tye =
p(WPP~27P* + T,q). 11 en résulte que (A — [p|P~2)[p]' P> = pd avec § = (w — 1)(w[p|P~27P> +
Wlpe) + plp]t P> € Apa(S). En divisant 1'égalité qui précede par p, on obtient :

a1 (&) (P ABDP PP P (e @ 9) () + (p @ 9)(2) = 8(v @ )(Y) +E(v @ 1)(2)

Comme p > 5, I’équation précédente donne :

(4) a1(§)(p ® 9)(2') = (v @ 1)(y') + plv ® 1)(2)

modulo p (ou la barre désigne la réduction modulo p). D’apres le lemme 5.16, on a @ = (2w +
1)A7° 3 4+ pP72, de sorte que filpe = 0, et § = W(w — 1)pP~27P* + (2w + 1)pP—27P* 4 pp=1-po =
@ +w+1 +17)13p 27 dans Apa(S)/pApa(S). L’équation (4) montre que I'image de &,2" dans
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(A (S)/(p, [PP27P*)An(S)) Y (s M fournit donc un élément de Vo(M/pM) : comme ¢,

cris

est surjective, on peut supposer, quitte & soustraire a £,z un élément de p V' (M), que 2’ €
(p, [P]P~27P*)Au(S) ®XY (9 M. Ainsi, [Pl(v®@1)(2), (¢ @ ¢)(2) € pPApa(S) @xw ) M (parce que

p(p —2 —pa) > p—2 —pa, et ¢f proposition 5.17), et ’équation (4) impliquecr(]fue
@ +w+ )PP v 1)(y) =0

Qs (Ao (5)/Phpa(8) 9555 M. Comne Ay (S)/phpa () = (RS/pp(%l;"ﬁs”T’“] et w? 4wl €
Ao(8), ona (v @ 1)(y") € ([p): Tpa)Apa(S) B39 (o) M, dott y" € ([P, Ta)Aa(5) @ M et
Mpuisque p—1—a <

done & € [F- 17 (7, ) = (777, 12D € pAo(8) &

AYL(S)

cris

AY(S)
p — pa et [p)P717% a une image nulle dans A, (S)/pA.(S). On peut donc écrire x = px’ avec
'€ Ap(S) ® xY.(9) M, et £z € V(M) = Eua' € V(M) (parce que Apo(S) @ AV M n’a
pas de p-torsion). On a donc ,x € p V., (M), ce qu’on voulait. O

Suite de la démonstration du lemme 5.41. L’injectivité de ¢, entralne celle de 71, qui est donc
bijective. Le composé
V(M) = V(M) /p Vi (M) = Vo (M/pM)
est m 01,1 o1 : c’est un isomorphisme, ce qui implique la surjectivité du composé
V(9N) = V(M) = Vo (M/pM)

la surjectivité de a,, en résulte.

Soient maintenant x € Ker(a,,) et & € V. (M)/p" 1V (M) tel que x = m,41(2). Comme 7
est un isomorphisme, I'image de # dans V., (M)/p V. (M) est nulle : on peut écrire & = pjj avec
9 € VL (M)/p" VL, (M), de sorte que z = m,11(2) = pm,u(§) € Im(p). Cela implique I'exactitude
de la suite B _ _

0= Va(M/p" M) L Vo (M/p" M) 2% Vo (M/pM) — 0
Comme V, (M/pM) =~ F},, une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, le Z /p" Z-
module V,, (M /p™ M) est libre de rang r, et que Papplication m,, est un isomorphisme. O

Remarque 5.43. Il résulte de ce qui précede que la représentation auxiliaire V(90) est en fait
indépendante du choix du relevement 1.

Démonstration du théoréme 5.40. Le Z,-module V| (M) est séparé et complet pour la topologie
p-adique (parce que c’est le cas du AQ(S) module libre £, A, OV (g ) M, et parce que @1, ® ¢ —

eris (8
[P]“v @ 1 est continu pour la topologie p-adique) : on a V. (M) = lim V., (M)/p" VL (M). Il est
donc libre de rang 7 en vertu du lemme 5.41. La multiplication par [p]® induisant un isomorphisme
VI (M) S Vo (M) (cf §5.19), le théoréme en résulte. O

Proposition 5.44. Sous les hypotheses du théoréme 5.40, soit f € Q ﬂ[m % [ Alors lapplication
naturelle Ao (S) — Ag(S) induit un isomorphisme Gg-équivariant

V(M) = V(M)
Démonstration. L’application naturelle A, (S) — Ag(S) fournit un diagramme

Va(M) V(M)

EAa(8) @3, (5) M= A5 @37, (5) M

qui induit le morphisme V4 (M) — Vg(M). Il est Gs-équivariant (parce que A, (S)®
Aﬁ R~
5.41), et les Z,-modules V(M) et Vg(M) sont de type fini. O

M —

M Vest), et c’est un isomorphisme parce que c’en est un modulo p (preuve du lemme

AYL(9)
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5.45. Preuve du théoreme 3.23.
e On peut supposer que T = Spec({2) est au-dessus du point générique de V. D’apres le théoréeme
4.28, si Spf(S) C V est tel quon est dans les conditions du paragraphe 4.24, on dispose d’un
unique sous-o-module libre Ug: C Mg sur Kcvris(S’ ), dont la hauteur de Hodge est H (Us, ¢u, ) =
((p —r+ 1)w ot w = H(.#) (avec les notations du paragraphe 4.24). D’aprés la section 4.30,
le choix de Q) fournit des données de recollement

Fonsit Alss(S2) ®XY g,y Us; = Us,

cris

pour Spf(Sy), Spf(Sz) C V.

Onap>3etpr® € det(1® ¢y, ) avec € € QH[O, ﬁ[vu quepe =((p—Dr+Dw < ((p—Dr+
1)%197"-1;725—*1 < % : on peut choisir a € Q 0[25, % [ Pour tout n € Ny, le théoreme 5.40 appliqué
au o-module (Us:, ¢, ) sur AZiS(S”), fournit une représentation ps.: Gs» — GL.(Z /p" Z), et
donc un revétement fini étale Vs, — (V% , Spf(S)) . en fibre générique, de fibre GL,.(Z /p" Z).

X

D’apres la proposition 5.44, les représentations ps, et donc les revétements Vs, ne dépendent
pas du choix de a.

Les données de recollement de la section 4.30 induisent des données de recollement pour les
revétements Vg, — (V¢ ;<( . Spf (S)) o On en déduit un revétement global fini étale V,, — V', de

fibre GL,(Z /p™ Z). Par construction, la famille {V,, = V},en., est une tour de revétements, qui
fournit la représentation py recherchée.

e Soit (A, ®,Fil #4y) ER (A', ' Fil #,) un morphisme entre deux F-cristaux surconvergents de
Hodge vérifiant les hypotheses du théoreme 3.23. En vertu du théoreme 4.28, on dispose localement
de sous-o-modules Us: C Mgr et U, C MY,. Par unicité, le morphisme f induit un morphisme
Us: — Ug,, et donc un morphisme V(UL ) — Vo (US), de sorte que la représentation py est
fonctorielle en (., ®, Fil .#y).

e Supposons désormais V formellement lisse, que p: V — V est un relevement de Frobenius,
que H(#) = 0, et montrons que py(—1) est la représentation associée a la partie unité de
(A, Fil ) par la correspondance de Katz. Cela se vérifie localement : on peut supposer que
V = Spf(S) ou S est formellement lisse sur W, de sorte que .# est décrit par un S-module M
muni d’une connexion intégrable V: M — M ®g (AZS et d'un Frobenius ¢pr: ¢* M — M horizontal
et d’un sous-module Fil M. On peut supposer que Fil M et M/ Fil M sont libres sur S. On dispose
alors du cristal unité de Dwork (U, ¢y7), tel que M = U @ Fil M comme @-cristaux sur S et U est
étale (c¢f [28, Theorem 4.1]). Par unicité, on a U = (Kcris(S) ®s U)VZO. Remarquons qu’ici, on a
w = 0 vu que U est étale. En particulier, on peut prendre o = 0 (¢f proposition 5.44) : il s’agit
de voir que V(AY..(5),U) = K(U)(1).

On a K(U) = (g—‘; Qs U)U®¢U:l7 c’est un Z,-module libre de rang . On a Snr Aqis(S) C
Acris(S), et donc SRl C Acis(S)@sU. Siz € K(U), on a p(x) = z, et comme ¢V = V¢, on a
¢(V(z)) = V(z). Comme ¢(Qs) C pQs, on a nécessairement V(z) = 0, et donc = € Y. Ainsi, on a
K(U) C U, et donc tK(U) C JWU. Comme (¢ —1)(tz) = t(¢p—1)(z), on a tK(U) C V(AL (S), U).

D’aprés la proposition 5.26, modulo p, cette inclusion induit I'inclusion ¢ ((Snr /pS™)®s U) gRe=L -

V(gZiS(S ),U/pU) entre deux F,-espaces vectoriels de dimension r : ¢’est un isomorphisme. On a

donc tK(U) = V(KV (S),U), ce qu’'on voulait.

cris

Remarque 5.46. Contrairement au cadre algébrique, les données de recollement sont nécessaires
pour la construction du revétement rigide (cf [29]).

6. APPLICATION AUX ESPACES DE MODULES

6.1. Pureté de Zariski-Nagata pour certains espaces rigides. Dans ce qui suit, les revéte-
ments d’espaces rigides considérés sont finis étales au sens algébrique, i.e. localement de la forme
Spm(S) — Spm(R) ou R — S est un morphisme fini étale de K-algeébres affinoides.
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Si X est un schéma formel admissible sur W, de fibre générique Xx et de fibre spéciale X,
on dispose d’une application continue et surjective sp: Xx — A} appelée spécialisation. Lorsque
X = Spf(A) avec A une W-algeébre admissible, et p C A est un idéal premier non ouvert tel que
?imm/f;) =1, 0na sp(pxc) = Ker (A@w k — (A/p) @w k — (Afp) @w b/ rad((A/p) @w k) (cf
8, §8.3]).

Théoréme 6.2. Soit X un W-schéma formel admissible, X = Xk sa fibre générique, C' C X un
sous-schéma de codimension supérieure a 2 de sa fibre spéciale et Ty un revétement fini étale de
U =sp 1 (X \C). On suppose X régulier. Alors Tyy se prolonge de facon unique en un revétement
fini étale de X.

Démonstration. On suit de prés la preuve du théoréme de Zariski-Nagata (¢f [21, Exposé X,
Théoréme 3.4]). L’unicité est évidente par normalité. Soit U le schéma formel restriction de X &
X \ C. On note j: U — X l'immersion ouverte et jx: U — X sa fibre générique.

Si dim(A%) < 1, il n'y a rien & faire : supposons désormais dim(X%) > 2. Le revétement fini étale
Ty — U est donné par un faisceau By de Opy-Algebres localement libres de rang fini. Notons %,
le faisceau en Oy-Algebres normalisation de Oy dans Zy. D’apres le lemme 2.6, le faisceau %y,
est cohérent (rappelons que Oy est cohérent).

Montrons que & := (j.%u )k est un Ox-Module cohérent. D’apres [1, Corollary 6.9.11], il existe
un faisceau cohérent % sur X' qui prolonge %By,. Soient Spf(A) C X un ouvert affinoide (avec A une
W-algeébre admissible) et I C A un idéal non ouvert relevant I’idéal définissant C'NSpec(A @ k).
Le faisceau cohérent € correspond & un A-module de type fini M. Soit © € Spec(Ax) \ V(Ik)
tel que ¢(z) := codim (mﬂ Y,m) =1 (¢f notations de [21, Exposé VIII, 2.1], relativement au
fermé Y = V(Ig)). Comme = ¢ V(Ik), le point = correspond & un idéal premier ¢ C A tel que
Ix ¢ qi. Comme Ak /qk est affinoide donc un anneau de Jacobson (c¢f [9, Theorem 6.1.1/3]),
et comme l'image de I dans Ak /qx est non nulle, il existe un idéal premier p C A tel que px
soit maximal dans Ay, contienne qx et pas Ix. On a donc q C p, I ¢ p et dim(A/p) = 1. Si
x1 € Spm(Ag) désigne le point correspondant a px, on a donc sp(x1) & C, et donc que M, est
un Ay-module libre de rang fini. En localisant, cela implique que M, est un Ag-module libre de
rang fini : on a prof(¢) := prof(My) = dim(A,) = ht(q) > 0 (parce que ¢(xz) = 1). Comme c’est
vrai pour tout z tel que ¢(x) = 1, le théoréme de finitude (¢f [21, Exposé VIII, Corollaire 2.3])
implique que (j. %)k est cohérent.

Montrons par récurrence sur n = dim(X}) que £ définit un faisceau d’algeébres étales sur X. Soit
zo € sp~}(C). Fixons un ouvert affinoide Spm(Ax) C X contenant xo (avec A une W-algebre
admissible). Ce dernier correspond a un idéal premier p C A tel que dim(A/p) = 1l et p & p.
Comme zg € sp~'(C), on a I C p @w k. L’anneau A, est régulier (car X Dest). Par ailleurs,
C N Spec(A @w k) = V(I), avec ht(I) > 2 par hypothése. Posons m = Ker(4 — A/p — k(A/p))
(ot k(A/p) désigne le corps résiduel de anneau local A/p) : c¢’est un idéal maximal de A.

Casn =2. On a ht(p ®w k) > ht(I) = 2, donc ht(p @w k) = 2 et p Qw k est un idéal maximal
de A ®w k. Par maximalité, on a ht(m) = 3, de sorte que ht(p) = 2, et p est un idéal premier
minimal contenant Ix. Montrons que prof(Z%,,) > 2 : on peut se restreindre a Xy := Spec(4,).
Par construction, la restriction de # a X est I'image directe d’'un Ox;-module, ot Xy = Xo\{zo}.
D’apres [21, Exposé I, Corollaire 2.11], cela implique que H, (%) = H, (%) = 0, de sorte que
prof(#,,) > 2 en vertu de [21, Exposé III, Proposition 3.3]. D’aprés le théoréeme d’Auslander-
Buchsbaum (cf [31, Theorem 19.1]), dimproj(#,,, ) +prof (#,,) = prof(A,). Comme A, est régulier
de dimension 2, on a prof(A,) = 2, ce qui implique dimproj(#,,) = 0, et donc que %, est libre
sur A,. Comme c’est vrai pour tout z, il en résulte que % définit un revétement fini et plat de
X.

L’idéal discriminant A de % prolonge Ay, qui est inversible. Il est localement principal : quitte
a se restreindre a des ouverts, on peut supposer A engendré par une section locale f de Ox.
La restriction fjiy de f a U est inversible. Le théoréeme de Hartogs (principe de Koecher rigide
analytique, ¢f [30, Satz 2] & [23, Proposition 2.10]) implique que f|?11 se prolonge (uniquement)
en une fonction g sur X. Par unicité du prolongement, on a fg =1 (parce que c’est vrai sur U) :
I'idéal A est inversible, ce qui montre que B définit un revétement fini étale T — X.
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Cas n > 2. Notons {PB, ..., B, } I'ensemble (éventuellement vide) des idéaux premiers de A @y k
qui sont de hauteur 2 et qui contiennent I. Supposons que p @y k C Ule ‘Tﬁ?z : d’apres le lemme
d’évitement des idéaux premiers, il existe i € {1,...,s} tel que p ®w k C B, de sorte que
ht(p @w k) < 2. Comme p & p, on a n = ht(p) < ht(m) : d’apres [31, Theorem 13.6], on a
n < ht(p ®w k), et donc n < 2, ce qui est contradictoire. On a donc p @w k ¢ J;_, B, : on peut
choisir ¢ € p \ p? de sorte que t € B, pour tout i € {1,...,s}.

L’élément t est un parametre régulier dans 'anneau local régulier A, : l'anneau (A/tA), est
régulier. Comme (A/tA)k est excellent (c¢f lemme 2.6), le lieu Reg((A/tA)k) est ouvert dans
Spec((A/tA)k) : quitte & se restreindre & un ouvert affine Spf(A) plus petit, on peut supposer
(A/tA) i intégre et régulier. Posons q = Ker(A — (A/tA) k), c’est un idéal premier de A contenant
t. Quitte a se restreindre a un ouvert plus petit, on peut en outre supposer que q = tA. N’ayant
pas de p-torsion 'anneau A/q est une W-algébre admissible (¢f [8, 7.3 Corollary 5]).

Supposons qu’il existe u,v € A tels que tu = pv. Comme q = tA est premier et p & tA (parce que
tepdpetpe AY), ona v =twavec w € A, et donc t(u — pw) = 0 et donc u = pw € pA. Cela
implique que ¢ n’est pas diviseur de zéro dans A®y k. Ce n’est pas non plus une unité (ce n’est pas
une unité dans A qui est p-adiquement complet) : on a donc dim((A/q) @w k) = dim(AQw k) — 1.
Soit P € V(I)NV(q@w k) = CNSpec((A/q)@w k). SR &€ {Py, ..., B, }, alors ht(P) > 3, de sorte
que ht(B/q @w k) = ht((P + tA@w k) /tA@w k) > ht(P) — 1 > 2. Si P =P,, alors t € P, donc
ht(P+tARw k) > ht(P) = 2, et ht(B/q@w k) = ht((P+tARw k) /tARw k) > ht(P)—1 > 2. Dans
tous les cas, on a ht(P/q@w k) > 2, ce qui implique que C NSpec((A/q) @w k) est de codimension
> 2 dans Spec((A/q) ®w k). L’hypothése de récurrence appliquée au schéma formel admissible
Spf(A/q) et a la restriction du faisceau & a sa fibre générique montrent que cette restriction
définit un faisceau d’algébres étales sur Spf(A/q)™e : si B = ['(Spf(A)"8, %), la A /t Ax-algébre
By /tBy est finie étale. Cela implique que le morphisme @m A [t Ak — ]&nm By /t™ B est
fini étale. Aprés changement de base par 1'£1m Ag [t A — ﬁp (ou Ep désigne le complété de
l’anneau local A,), le morphisme Ep — Br®a, ﬁp est fini étale. Par fidele platitude du morphisme
Ap — Ep, le morphisme Ay, = Br ®4, A, est fini étale, de sorte que le faisceau d’algebres % est
fini étale en xy. Comme c’est vrai pour tout zo € sp~1(C), on a fini. O

Corollaire 6.3. Sous les hypothéses du théoréme 6.2, notons Et(X) (resp. Et(U)) la catégorie
des revétements finis étales de X (resp. U). Alors le foncteur de restriction Et(X) — Et(U) est
une équivalence de catégories.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du théoréme 6.2. Comme C' est de codimen-
sion supérieure & 2 dans Xy, ’homomorphisme naturel Oy — 7.0y est un isomorphisme (c¢f [21,
Exposé X, lemme 3.5]). En inversant p, on en déduit un isomorphisme Oy [p_l] — 7.0y [p_l].
Comme dans loc. cit., cela implique que si .# et ¢ sont deux faisceaux en Oy [p‘l] -modules locale-
ment libres de rang fini, I'homomorphisme naturel Hom,, [p_l](ﬁ,%) — j«Homgy | [p_l](gﬂu, Yu)
est un isomorphisme. Soient maintenant 77 — X et 75 — X deux revétements finis étales. Ils cor-
respondent & des faisceaux %, et %y de Ox-Algebres localement libres de rang fini. Notons %4 x
et %, x les normalisations de Oy dans ces derniers. On dispose des faisceaux Zariski % x [p’l]
et HBo x [p’l]. Ce sont des Oy [p’l}—Modules localement libres (qui ne sont autres que les res-
trictions de %1 et B & Xy zar via le morphisme de spécialisation). Ces derniers sont localement
libres de rang fini, de sorte que I’lhomomorphisme naturel Hom, 1] (%27 Py [pfl} , B x [pfl]) —
j*l-k)imou[pfl](%gyu [pfl},ﬂlyu [pfl]) est un isomorphisme. Mais par normalité, on a 1’égalité
Homo, (%2, %#1) = Homo , [p-1] (,@27;{'[}771],%17/\/[1)71]) (et de méme sur U) : cela montre que
Homx (T1,Ts) ~ Homo, (%2, 1) ~ Homoy, (Baju, %1 v) ~ Homy (Ty x x U, Ty xx U), et donc la
pleine fidélité. L’essentielle surjectivité résulte du théoreme 6.2. O

Remarque 6.4. (1) La pleine fidélité appliquée aux revétements triviaux 73 = To = X re-
donne le théoréme de Hartogs (invoqué au cours de la preuve du théoréme 6.2).
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(2) Bien qu’induisant un isomorphisme au niveau des sections globales (en vertu du théoréme
de Hartogs , le morphisme naturel Ox — jg.Op entre les faisceaux de fonctions rigides
n’est pas un isomorphisme.

6.5. Sous-groupe canonique et monodromie p-adique. Supposons p > 3. On commence par
rappeler quelques résultats et donner quelques compléments sur la surconvergence du relévement
du Frobenius du lieu ordinaire de la variété modulaire de Siegel (¢f [2, §8]).

On fixe des entiers g > 2, N > 3 et un nombre premier p ne divisant pas N. On note Ay n
l’espace de module sur Z, des variétés abéliennes de dimension g, principalement polarisées et
avec structure de niveau N et A‘glf}{}’ le schéma abélien universel.

Notons &' le complété formel p-adique de Ay y et Q l'ouvert ordinaire, dont la fibre réduite
parametre les variétés abéliennes ordinaires.

On considere le probleme de module Agfj‘{, qui associe a tout Z,-schéma localement noethérien
S dans lequel p est localement nilpotent, ’ensemble des classes d’isomorphisme

AT (S) = {(B, X, 0n)}/~

ou (B, 0n) € Agn(S) telle que toutes les fibres géométriques de B — S sont des variétés
abéliennes ordinaires. Alors Agf]‘{, est ind-représentable par Q. Soient f: A — Q le schéma abélien
formel universel, \: A — A sa polarisation principale et § sa structure de niveau N. Soient A[p]
le noyau de la multiplication par p, A[p]** son plus grand quotient étale (cf [32, IT Proposition
4.9]) et A[p]° le noyau du morphisme naturel A[p] — A[p]**. Le quotient B = A/A[p]° est
un Q-schéma abélien formel dont toutes les fibres géométriques sont ordinaires. La polarisation
principale de A et la dualité de Cartier entre A[p] et A[p] induisent un accouplement parfait
Alp] xg Alp] = pp Xspf(z,) Q, pour lequel A[p]® est totalement isotrope. Par conséquent A induit

une polarisation \': B — B.
Soient Frobg, le Frobenius absolu de Qy et Aép ) — Q. le changement de base de Ay — Qy

o

par Frobg, . Les Q-schémas en groupes formels A[p]° et A[p]° relevent les noyaux des isogénies

de Frobenius A — A,(cp ) et ;&k — ;&lgp ) respectivement. Donc on a des isomorphismes canoniques

B, ~ A,(Cp) et ﬁk ~ Kip) de 9j-schémas abéliens. Sous ces identifications, la polarisation X®ZP F,
de By, est I'image inverse par Frobg, de la polarisation A ®z, F), de Aj. Le morphisme canonique
A — B induit un isomorphisme A[N] ~ B[N], donc une structure de niveau ¢’ sur B. Le triplet
(B, XN, ¢') induit alors un morphisme
Q%0

L’universalité de X et I'isomorphisme By ~ A,(Cp ) (compatible aux polarisations et structures de
niveau) montrent que g reléve Frobg, .

La fibre générique rigide Q = Q"% associée, au sens de Raynaud, au schéma formel Q est un
ouvert admissible de X = X", La surconvergence du relévement ¢o du Frobenius de Qy peut se
résumer dans le théoréme suivant (c¢f [2, Th 8.1.1] et [17, Théoreme 8 (2)]) :

Théoréme 6.6. Il existe un voisinage strict V de Q) dans X et un morphisme pyv:V — X qui
prolonge ¥ 5°: Q — Q.

Théoréme 6.7. La représentation de monodromie associé a A[p™]° est surconvergente.

Démonstration. Le voisinage strict V' du théoréme 6.6 admet un modéle entier normal ¢: V — X
(défini sur une extension, éventuellement ramifiée, de Z,). Par conséquent, le morphisme ¢y
s’étend en ¢: V — X. D’apres [17, Théoreme 4 (3)], (V,t,¢) est un relévement surconvergent du
Frobenius absolu de Qy, (¢f définition 3.10).

Soit .# le cristal de Dieudonné sur le gros site cristallin (V/W)cris associé au schéma abé-
lien universel A% (i.e. au groupe de Barsotti-Tate A\ [p™]). La cohomologie de de Rham
Hlg (Ay/V) est Iévaluation .#), de .# en l'immersion triviale V < V : elle est munie de la
filtration de Hodge Fil .#y, C .#y. D’aprés [17, Théoréme 4 (3)], le Frobenius cristallin fait loca-
lement du quadruplet (.#,®,Fil .#)) un F-cristal surconvergent de Hodge, de sorte que .# est
un F-cristal surconvergent localement de Hodge.
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D’apres le lemme 3.8 et la proposition 7.1, il existe un ouvert d’un éclatement admissible de V
et voisinage formel strict du lieu ordinaire tel que la restriction de .#y,/ Fil .#y ait une hauteur
de Hodge inférieure & la borne du théoreme 3.23. Quitte a remplacer V par cet ouvert, on peut
supposer qu’on est sous les hypotheses du théoreme 3.23 modulo la condition d’isotrivialité.

D’apres [33, Théoreme 3.4], cette derniére est remplie au voisinage des variétés abéliennes Ag
sur F,, telles que a(Ag) = dimg (avp, Ao[p]) < 1. Le complémentaire C' de ces points est un sous-
schéma de codimension supérieure & 1 de la fibre spéciale V. Si V' =V, xx, V, le théoreme 3.23
fournit alors une tour de revétements finis étales {Ty,, — U = sp~1(V}, \ C)}, (correspondant a
une représentation m1(U,ZT) — GL,(Z,)). D’aprés le théoréme 6.2, cette tour se prolonge en une
tour de revétements finis étales {T,, — V'},, correspondant & la représentation m (V,Z) — GL,(Z,)
recherchée. O

6.8. Tours d’Igusa surconvergentes. Soit V' un voisinage strict de @ tel que la représentation
de monodromie se prolonge a V. On dispose sur V' d’un systéme compatible de faisceaux étales lo-
calement constants finis (£,,),, localement isomorphes & ((Z /p" Z)? )n Ils prolongent les faisceaux
étales (A[p™]®)"e sur Q. Pour n > 1, on pose :

T,y = Isomy, (L, (Z /p" Z)7)

C’est un revétement étale galoisien de V' dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe
a GLy(Z /p™ Z). La famille (Tn,V)n est la tour d’Igusa surconvergente au-dessus de V. On pose
Ty = l&nn T,,v. De méme, soit

T, = Isomg, ((A[p"*)", (Z /p" Z)7)

la tour d’Igusa classique. On note pry : Too v — V (resp. pr: T, — Q) la projection.
Soit N le sous-groupe algébrique des matrices unipotentes supérieures de GL,. On définit I’espace
des formes modulaires p-adiques de Siegel par :

M, = HO (Q, pr, 57':5%))
ol le chapeau désigne le complété de Op, = lim 07, pour la norme définie par Il = sup |f(¥)]
" YET,

(notons que T, est quasi-compact et que O, est un faisceau de Banach fini sur 0g).
Si Q C V! CV est un voisinage strict de @ dans V, on a Teo v» = Too,v Xy V'. Notons
MV’ g Ho (V/,prvl*ﬁATN(zf’))

le sous-espace des sections localement analytiques relativement & ’action de GL4. On définit I’ espace
des formes modulaires surconvergentes de Siegel par :

M= lim My
QCV'CV

Les inclusions To, C T,y induisent une inclusion
MV — M,

On munit MT de la topologie limite inductive. On dispose d’une action continue de T(Z,), et
d’un opérateur de Dwork U, induit par 'opérateur de Hecke U, sur M,, (¢f [2, Prop. 7.5]).

Soit W l’espace des poids, c’est un espace analytique dont les Cp-points sont Homeont (T(Z,), Cyp).
Pour u € Q. , notons U, I'ouvert de VW constitué des caracteres de T(Z,) qui se prolongent ana-
lytiquement aux disques centrés sur T(Z,) de rayon p~—*. La famille {{/,}, est un recouvrement
admissible de W. L’espace MT fournit un T'(Uy,, Oy, )-module de Banach orthonormalisable muni
de 'action de l'opérateur U et des opérateurs de Hecke. L’étude spectrale de 'opérateur U agissant
sur ces modules de Banach permet de construire des familles de formes modulaires surconvergentes
interpolant les formes classiques. C’est ’objectif de [12].
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7. APPENDICE : NORMALITE DES MODELES FORMELS DES VOISINAGES STRICTS

Proposition 7.1. Soient A un anneau noethérien, excellent, intégre, normal, o € A premier,
r € Nsg et f1,...,fr € A. On suppose que pour tout i € {1,...,r}, lidéal p; = aA + f;A est
premier de hauteur 2, et f; € p; st j #i. St f = fi--- fr et n € Nxg, le complété a-adique de

a”

A [T] est normal.

Commengcons par observer que « est régulier dans A/ f; A pour tout ¢ € {1,...,r}. En effet,
comme ht(p;) =2, on a f; € @A : si ax = fiy avec z,y € A, on a y € aA puisque « est premier,
si bien que z € f;A.

Posons A = [7] = A[X]/(a™ — X f)A[X].

Lemme 7.2. A est un sous-anneau de A[ﬂ, donc integre.

Démonstration. Soit A: A[X] — A[ﬂ le morphisme d’évaluation en o™/f : il s’agit de montrer
que Ker(A\) = (o™ — Xf)A[X]. Soit P(z) = ag + a1 X + -+ + ay X" € Ker()\). On a agf" +
ara N7+ 4 ana¥™ = 0 donc agfV € a”A. Comme A/aA est intégre, que les images des
fi dans A/aA sont non nulles (vu que ht(p;) = 2), celle de f est non nulle, donc non diviseur de
zéro : comme A est intégre, on a ag = a"by € a™A, de sorte que P(z) = (o™ — X f)bg + (fbo +
a1)X +axX?+ - +an XY = (a® — X f)bg + XQ(X). On a alors Q € Ker()\) : on peut conclure
par récurrence sur deg(P). O

Lemme 7.3. Pouri€ {1,...,r}, posons pACA Ona:
(1) lidéal pZA est premier dans Aet AN pZA =p;;

(2) Uanneau A pid €8t de valuation discréte, en particulier ht(pZA) =1;

(3) f; A est plA -primaire ;
(4) une décomposition primaire de fA est fA=f1AN---Nf.A;
(5) pour tout m € N, on a Assy (fA) ={pmA,....p-A}.

Démonstration. (1) On a % = A[X]/(a™ — X f)A[X] donc A/p; A ~ (A/p;)[X] est intégre. En
outre, on a Ker (A — A/p; A~ (A/p;)[X ]) =p;.
(2) Posons B, = p; A[X] = Ker(A[X] — A/p;A ) (car @™ — X f € p;A[X]). On a alors

A, 5= A®ap (AX]g, = (AX])g, /(" = X F)(A[X])y,

donc Zpig/aﬁ ~ o (A[X))s, / (o, X F)(A[X])g,. Comme ht(p;) = 2, on a X & P, et f; & Ps

piA T I 0
pour j # i, dE sorte que ApiZ/OéApiX ~ (A[X])spi/(a,fi)(A[X})qgi = Ek(*B;) est un corps. Il en
résulte que ozAp_ 7 est I'idéal maximal de I'anneau local Ap_ 7 Comme cet idéal est non nul et A

donc Zp’_ 4 est noethérien, ce dernier est un anneau de valuation discréte en vertu de [31, Theorem
11.2).
(3) On a A/f;A ~ (A/(a™, f;)A)[X]. L’idéal premier p;(A/f;A) = a(A/f;A) est nilpotent : on a

nil(A/f; A) = p;(A/f;A), si bien que \/ng =pA

Soient P,Q € (A/f;A)[X] tels que PQ € a(A/f;A)[X] i.e. que PQ =0 € (A/p;)[X] : comme p;
est premier, on a P € a(A/f;A)[X] ou Q € oA/ f; A)[X]. L’élément o étant régulier dans A/ f; A
donc dans (A/f;A)[X], cela implique que si PQ € a™(A/f;A)[X], alors il existe m € {0,...,n}
tel que P € o™ (A/fiA)[X] et Q € a""™(A/f;A)[X]. Modulo o, il en résulte que si zy = 0 dans
A/fid,onaz e amA/fZA et y € a® ™A/ f;A avec m € {0,...,n}. En particulier, si z est un
diviseur de zéro et y € A/f; A\ {0} est tel que zy =0, on a m > 0, donc z € A/ f; A. L’ensemble
des diviseurs de zéro dans g/ flg coincide donc avec le nilradical de sorte que fig est primaire.
(4) Soit j # 4. On a f; Epid (sinon on aurait f; € AN piA = p;, ce qui n'est pas par hypothese)
de sorte que f; ¢ pl(A/fZ A), i.e. fj est régulier dans A/f;A en vertu de (3). Ainsi, si z € A
est tel que fJ.’JS € sz onazx € fZA Comme A est intégre (¢f lemme 7.2), cela implique que
flA NN fTA Cfi- A= fA L’inclusion réciproque est triviale.
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(5) D’apres [31, §6, exercice 2], on a Assy (fmg) = Assy (fﬁ) = {p1/~1, e ,prg} en vertu de [31,
Theorem 6.8 (ii)]. O

Démonstration de la proposition 7.1. Commengons par montrer que A est normal. Comme A [%] =
A[%] est normal, les localisés gp sont normaux pour p € Spec (Z[ﬂ) de hauteur 1. Si p € Spec (Z)
contient f, alors il existe ¢ € {1,...,r} tel que f; € p. Comme o™ = QTL € p,on aaussi a € p, et

donc pi;l C p. Si en outre ht(p) = 1, on a nécessairement p; A = p : comme Ava est de valuation

discrete (¢f lemme 7.3 (2)), il est normal. Ce qui précéde montre donc que I'anneau A vérifie la
propriété (R1) de Serre.
L’anneau A [ﬂ étant normal, pour prouver la normalité de A, il suffit de prouver la propriété (52)

de Serre pour les diviseurs de f* avec m € Ny, i.e. que AssX (fmA) n’est constitué que d’idéaux
premiers de hauteur 1, mais cela résulte du lemme 7.3 (2) & (5).

Comme A est excellent, il en est de méme de la A-algebre de type fini A (¢f [19, 7.8.3 (ii)]). Etant
normale d’apres ce qui précede, son complété a-adique est normal (¢f [19, 7.8.3 (v)]). O

Corollaire 7.4. Plagcons-nous sous les hypothéses de la proposition 7.1, et soit B une A-algébre
étale. Alors le complété a-adique de B[%} := B[X]/(a™ — X f)B|X] est normal pour tout n €
N>0.

Démonstration. On a la suite exacte 0 — A[X] oXT, A[X] — A — 0. Comme B est étale donc

plat sur A, la suite 0 — B[X] o B[X] - B®4 A — 0 est exacte, de sorte que 'anneau

B:=B [%] ~B®a A est étale sur A. 11 est donc normal en vertu de la normalité de A et de [20,

Corollaire 9.11]. On en déduit la normalité du complété de B comme 4 la fin de la preuve de la

proposition 7.1. (]
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