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Introduction 

□ Hypothèses 
□ Instabilités par couplage de modes 

□ Saturation non linéaire par décollements ou adhérences 
 

□ Objectifs 
□ Estimer le niveau vibratoire généré par une instabilité 

□ Proposer une technique numérique efficace 
 

□ Méthodologies existantes 
□ Intégration temporelle 

□ Régime transitoire (coûteux en temps de calcul) 

□ Régime stationnaire 

□ Technique de balance harmonique sous contraintes 
 

□ Proposition 
□ Test méthode de tir pour estimer le régime stationnaire 

□ Estimation énergétique adaptée pour l’initialisation 
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Formulation du problème et stabilité  

□ Modèle canonique 
 

 
𝑴𝑼 + 𝑪𝑼 + 𝑲𝑼 = 𝑹 + 𝑭 

𝑲 =

𝑘1 0 𝑘1 tan𝛼
0 𝑘2 𝑘2 tan𝛽

𝑘1 tan𝛼 𝑘2 tan𝛽 𝑘𝑛

 

□ Dynamique du système 



L. Charroyer (CeLyA) – GDR 2016 – Palaiseau 

 

Formulation du problème et stabilité 

□ Loi de contact frottant 
 Contact unilatéral, loi de Coulomb, 𝜇 constant 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑅𝑛 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝ+(𝑅𝑛 − 𝜌𝑛𝑈𝑛) 
𝑅𝑡

𝑅𝑏
= 𝑝𝑟𝑜𝑗𝐷 𝜇𝑅𝑛

𝑅𝑡

𝑅𝑏
− 𝜌𝑡

𝑈𝑡
 − 𝑉

𝑈𝑏
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Formulation du problème et stabilité 

𝑇 = 0,0109 s 𝑇 = 0,0107 s 

𝜇 = 0,2244 𝜇 = 0,75 

𝑉 = 3 𝑚. 𝑠−1 𝑉 = 0,75 𝑚. 𝑠−1 

Mode instable 
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Résolution numérique temporelle 

□ Intégrateur temporel 

 
  𝜃-méthode 

 

 

 
 Schéma implicite 

 Schéma du premier ordre 

 Schéma stable et conservatif pour 𝜃 = 0,5 

𝑼𝒊+1 = 𝑼𝑖 + ℎ(𝜃𝑼 𝑖+1 + 1 − 𝜃 𝑼 𝑖) 
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Résolution numérique temporelle 

□ Gestion du contact frottant 
 Choc inélastique non respecté : 

 

 

 

 Modification : 

 

 

□ Résolution 
 Point fixe sur les réactions 

 Détermination du vecteur vitesse 

 Mise à jour des déplacements 

𝑈𝑛
 𝑖+1

= 𝑈𝑛
𝑖+1 + ℎ 1 − 𝜃 𝑈𝑛

 𝑖+1
 

𝑈𝑛
 𝑖+1

= 𝑈𝑛
 𝑖

+ ℎ 𝑈𝑛
 𝑖+1

 

𝑈𝑛
 𝑖+1

=
1

ℎ𝜃
(𝑈𝑛

𝑖+1 − 𝑈𝑛
𝑖 ) +

1 − 𝜃

𝜃
𝑈𝑛

 𝑖
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Résolution numérique temporelle 

□ Résultats : méthode adaptée aux vibrations auto-entretenues 
avec chocs et frottement 

Déplacement tangentiel Déplacement normal 
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Méthode de Tir 

□ Objectif: estimer directement le régime stationnaire 

 

𝒁𝟎
1, 𝑇1 𝒁𝟎

𝑖 , 𝑇𝑖 𝒁𝟎
𝑁, 𝑇𝑁 
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Méthode de Tir 

□ Démarche 
 Passage en variable d’état : 

 

 Condition de périodicité :  
 

 Algorithme de Newton-Raphson (local) : 

 

 

 

 

 Critères d’arrêt : 

 

𝒁 = 𝑼 𝑼 𝑇 𝒁 = 𝑮(𝒁) 

𝑯 𝒁𝟎, 𝑇 = 𝒁 𝒁𝟎, 𝑇 − 𝒁𝟎 

𝑯𝑖 +
𝜕𝑯

𝜕𝒁𝟎
 
𝒁𝟎

𝑖,𝑇𝑖

Δ𝒁𝟎
𝑖 +

𝜕𝑯

𝜕𝑡
 
𝒁𝟎

𝑖,𝑇𝑖

Δ𝑇𝑖 + 𝐻𝑂𝑇 = 0 

La période T est une 

inconnue du problème 

𝑯

𝒁𝟎
< 𝜖1  

Δ𝑇

𝑇
< 𝜖2 
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Méthode de Tir 

□ Initialisation du calcul par estimation énergétique 
 

 Recherche de solution périodique basée sur le mode instable : 

 

 

 Saturation non linéaire des réactions de contact. 

 Bilan de puissance instantané : 

 

 

 

 Recherche de l’amplitude approchant le cycle limite : 

𝑼(𝑡) = 𝑞ℛ 𝚽𝑒𝑖ℐ 𝜆 𝑡  𝑼 𝑡 = 𝑞ℛ 𝑖ℐ 𝜆 𝚽𝑒𝑖ℐ 𝜆 𝑡  

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ 𝑃𝑐 = 𝑃𝑅 + 𝑃𝐹 

𝜏𝑐 = 𝜏𝑅(𝑞) 
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Méthode de Tir 

□ Initialisation du calcul par estimation énergétique (suite) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Initialisation méthode de tir : 

 𝒁𝟎
0 =

𝑞0ℛ 𝚽 + 𝑼𝟎

𝑞0ℛ 𝑖ℐ 𝜆 𝚽
 𝑇0 = 2𝜋/ℐ(𝜆) 
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Résultats 

□ Cas 1 : cycles limites de décollement/glissement 

 

Convergence 3 itérations à partir estimation 

estimation 
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Résultats 

□ Cas 2 : cycles limites de adhérence/glissement 

Convergence 3 itérations à partir estimation 

estimation 
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Conclusion 

□ Proposition d’une estimation des cycles limites  
 

□ Adaptation de la méthode de tir à un système soumis à des 
vibrations auto-entretenues 
 Ajout de la période dans les inconnues du problème 

 Méthode énergétique pour initier la méthode de tir 

 

□ Très bonne estimation des cycles limites  
 Décollement/glissement 

 Adhérence/glissement 
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Perspectives : modèle FEM de frein 

Estimation énergétique 

 

Méthode de tir 

 

Réduction 
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Méthode de Tir 

□ Démarche (suite) 
 

 Détermination de la phase : 

 

 Système matriciel : 

 

 

 

 

 

 

 Critères d’arrêt : 

𝑮 𝒁 𝒁𝟎, 𝑇 Δ𝒁𝟎 = 0 

𝜕𝒁

𝜕𝒁𝟎
 
𝒁𝟎

𝑖,𝑇𝑖

− 𝑰 𝑮 𝒁 𝒁𝟎, 𝑇

𝑮 𝒁 𝒁𝟎, 𝑇
𝑇

0

Δ𝒁𝟎

Δ𝑇
=

𝒁𝟎 − 𝒁(𝒁𝟎, 𝑇)
0

 

𝑯

𝒁𝟎
< 𝜖1  

Δ𝑇

𝑇
< 𝜖2 


