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L’OPÉRATEUR DE DIRAC SUR LES TENSEURS ET LES

PRINCIPES D’UNIFICATION

JEAN LOUIS JONOT

Abstract. La question posée dans cet article est la suivante:” Peut-on décrire
l’équation relativiste de Dirac et l’équation relativiste d’Einstein à partir d’un
seul opérateur?” Pour répondre à cette question on définit la notion de section
de Dirac sur un fibré vectoriel ζ. A partir d’une connexion de Koszul, on
construit les opérateurs de Dirac de rang n > 1 et leurs extensions H

p,q

n aux
fibrés ζp,q = ζ∗⊗p ⊗ ζ⊗q. Ces extensions permettent de définir les équations
de Dirac de rang n. On applique les résultats obtenus au fibré tangent de W,

noté ξW, et aux extensions sur ξ
2,0

W
. On peut écrire, sous certaines conditions

sur la section γ, l’équation relativiste d’Einstein sous la forme d’une équation
de Dirac de rang 2. Si γ vérifie

{γµ, γν} = 2gµνI4

l’équation de Dirac de rang 1 complexifiée décrit l’équation relativiste de Dirac.
L’autre approche consiste à remarquer que l’opérateur de Dirac de rang 2

fait intervenir la courbure de la connexion ∇ sous la forme

H2 = γ2 ⊗R∇

si on fait l’hypothèse sur les commutateurs

[γµ, γν ] = Hµν (λ) , λ = −
1

2
R +Λ

alors l’équation relativiste d’Einstein s’écrit sous forme d’opérateurs

H2 = κT .

1. L’équation de Dirac sur les fibrés vectoriels

Soit ζ = (E (ζ) , π,W, F ) un fibré vectoriel de dimension finie, de base une
variété lisse de dimension dimW > 4. Une section de Dirac γ est une section du
fibré Hom (ξ∗

W
⊗ ζ, ζ). Pour chaque événement w ∈ W, il existe un morphisme

γ (w) : E∗
w (ξW)⊗Ew (ζ) → Ew (ζ) , ξ∗

W

où ξ∗
W

est le fibré dual du fibré tangent ξW de W, E∗
w (ξW)⊗Ew (ζ) et Ew (ζ) sont

les fibres en w des fibrés ξ∗
W

⊗ ζ et ζ. Pour chaque section locale d du fibré ξ∗
W
, on

définit l’endomorphisme de Dirac

γd ∈ Γ (End (ζ)) , γd (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ)

où γd (w) (x) = γ (w) (d (w)⊗ x), ∀x ∈ Ew (ζ) et d (w) ⊗ x s’identifie à une appli-
cation linéaire

d (w) ⊗ x : Tw (W) → Ew (ζ) , (d (w) ⊗ x) (y) = d (w) (y) .x.
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Si s est une section sur W du fibré ζ, on pose

γd (s) = γ (d⊗ s) , γd (s) (w) = γ (w) (d (w)⊗ s (w)) , ∀w ∈ W

et d ⊗ s s’identifie à une section du fibré Hom(ξW, ζ). Soit ∇ une connexion de
Koszul sur ζ, l’opérateur de Dirac de rang 1 est l’opérateur H1 défini par

H1 (s) = γ ⊗∇ (s) , (γ ⊗∇ (s)) (w) = γ (w) (∇s (w)) , ∀w ∈ W

et si ∇s = λνµd
µ⊗sν alors H1 (s) = λνµγ

µ (sν) où γ
µ = γd

µ

pour des sections locales
sν , s et des formes différentielles locales dµ.

Definition 1. Une équation locale sur W de Dirac de rang 1 est une équation de

la forme

H1 (s) = λs, (1.1)

où λ est une C∞-application propre de H1 définie sur W .

Remark 1. L’opérateur H1 n’est pas localement C∞ (W )-linéaire,

H1 (λs) = γdλ (s) + λH1 (s) , dλ (X) = LXλ (1.2)

le défaut de C∞ (W )-linéaire est γdλ pour λ où LXλ est la dérivée de Lie le long

du champ X. Si Hλ (s) = λs alors l’équation 1.2 s’écrit

[H1, Hλ] = γdλ,

γdλ est aussi appelé le défaut de commutativité de l’opérateur H1 par rapport aux

λ-homothéties [5], [9]. De l’équation 1.2, on en déduit que l’opérateur H1 est R-

linéaire, quand on parle de C∞-application propre de H1, on sous-entend que pour

tout w ∈ W , l’opérateur linéaire H1 (w) a pour valeur propre λ (w).

Soit ζ∗ est le fibré dual de ζ, on note ζp,q le fibré

ζp,q = ζ∗⊗p ⊗ ζ⊗q,

ces fibrés jouent un rôle fondamental dans le principe de quantification des fibrés
des états de l’univers [4], [2]. L’opérateur H1 s’étend à un opérateur de Dirac sur
Γ (ζ∗), il suffit de définir la connexion duale de ∇, notée ∇∗, et la section de Dirac
duale γ∗. La connexion duale ∇∗ peut se définir à partir de la dérivée covariante
le long d’un champ X en posant

LX (s∗ ⊗ s) = s∗ ⊗∇Xs+∇∗
Xs

∗ ⊗ s, s∗ ⊗ s (w) = s∗ (w) (s (w)) ∀w ∈W ⊂ W,

on définit l’extension de la connexion ∇ par la régle

∇̂ (s⊗ t) = ∇̃∗ (s)⊗ t+ s⊗ ∇̃ (t) , s ∈ Γ
(
ζ∗⊗p

)
et t ∈ Γ

(
ζ⊗p

)

où

∇̃∗ (s⊗ t) = ∇̃∗ (s)⊗ t+ s⊗ ∇̃∗ (t) si s,t ∈ Γ
(
ζ∗⊗p

)

et

∇̃ (s⊗ t) = ∇̃ (s)⊗ t+ s⊗ ∇̃ (t) si s, t ∈ Γ
(
ζ⊗p

)
,

on peut ainsi définir une extension de la connexion de Koszul ∇ sur le fibré ζp,q,
notée ∇p,q. La section duale γ∗ de γ est définie, en posant pour chaque événement
w ∈ W ⊂ W,

γ∗ (w) : T ∗
wW ⊗ Ew (ζ∗) → Ew (ζ∗)

avec

γ∗ (w) (d (w) ⊗ s∗ (w)) (u) = s∗ (w) (γ (w) (d (w) ⊗ u)) , ∀u ∈ Ew (ζ) . (1.3)
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Pour γj , j = 1,2 deux sections de Dirac sur des fibrés ζ1 et ζ2, sur le fibré ζ1⊗ζ2 le
produit tensoriel de γ1 et γ2 est défini de la façon suivante, pour chaque événement
w ∈ W ⊂ W les applications

γj (w) : T
∗
wW ⊗ Ew (ζj) → Ew (ζj)

permettent de définir le produit tensoriel noté

γ1 (w) ⊠ γ2 (w) : (T
∗
wW ⊗ Ew (ζ1))⊗ (T ∗

wW ⊗ Ew (ζ2)) → Ew (ζ1)⊗ Ew (ζ2)

or il y a un isomporphisme canonique ρ (w),

ρ (w) : (T ∗
wW ⊗ T ∗

wW)⊗(Ew (ζ1)⊗ Ew (ζ2)) → (T ∗
wW ⊗ Ew (ζ1))⊗(T ∗

wW ⊗ Ew (ζ2))

et on pose χ (w) l’application

χ (w) : T ∗
wW ⊗ (Ew (ζ1)⊗ Ew (ζ2)) → (T ∗

wW ⊗ T ∗
wW)⊗ (Ew (ζ1)⊗ Ew (ζ2))

définie par

χ (w) (d (w)⊗ (s1 (w)⊗ s2 (w))) = (d (w)⊗ d (w))⊗ (s1 (w) ⊗ s2 (w)) ,

on note

γ1 ⊗ γ2 (w) = (γ1 (w)⊠ γ2 (w)) ◦ ρ (w) ◦ χ (w) (1.4)

alors

γ1 ⊗ γ2 = (γ1 ⊠ γ2) ◦ ρ ◦ χ

est une section de Dirac sur le fibré ζ1 ⊗ ζ2. On peut donc étendre la section de
Dirac γ aux fibrés ζp,q = ζ∗⊗p ⊗ ζ⊗q en posant

γp,q = (γ∗)
⊗p

⊗ γ⊗q,

on a vu précédemment que l’on pouvait étendre la connexion de Koszul au fibré
ζp,q que l’on note ∇p,q et définir ainsi l’extension de l’opérateur de Dirac H1 de
rang 1, noté Hp,q

1 par

H
p,q
1 = γp,q ⊗∇p,q.

Theorem 1. Il existe une extension de l’opérateur de Dirac H1 de rang 1 au fibré

ζp,q,

H
p,q
1 = γp,q ⊗∇p,q,

où ∇p,q est l’extension de la connexion de Koszul ∇ et γp,q est l’extension tensoriel

de la section de Dirac γ au fibré ζp,q.

Si ζ est le fibré tangent ξW, on munit ce fibré d’une section de Dirac γ qui
est métrisable. Dans une carte de trivialisation W ⊂ W, de local frame {∂ν}, le
tenseur de Poisson

γνµ = Trace (γνγµ) , γµ = γd
µ

où {dµ} est le local frame dual de {∂ν}, définit un tenseur métrique gνµ = 1

4
γνµ.

Ce tenseur métrique permet de définir la connexion de Levi-Civita, on peut ainsi
définir l’opérateur de rang 1 sur le fibré des tenseurs p fois covariants et q fois
contravariants ξp,q

W
= ξ

∗⊗p
W

⊗ ξ
⊗q
W

, noté Hp,q
1 = γp,q ⊗∇p,q. On se place sur le fibré

ξ
2,0
W

, si W ⊂ W est une carte de trivialisation du fibré tangent, la base de sections
locales sur W est définie par {dµ ⊗ dν} où {dν} est le local frame dual de {∂µ} sur

W . Toute section locale sur W , g ∈ ΓW

(
ξ
2,0
W

)
s’écrit sous la forme

g = gµνd
µ ⊗ dν ,
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on pose

∇∂µ
∂ν = Γτ

µν∂τ , (1.5)

Γτ
µν sont les symbole de Christoffel et si g est un tenseur métrique alors

Γτ
µν =

1

2
gτρ (∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν) ,

le tenseur de Ricci R vérifie

R = Rµνd
µ ⊗ dν ,

Rµν = ∂σΓ
σ
µν − ∂νΓ

σ
µσ + Γσ

σλΓ
λ
µν − Γσ

νλΓ
λ
µσ.

Quelles conditions sur la section de Dirac γ pour que le tenseur métrique gµν
défini par

gµν =
1

4
Trace (γµγν)

vérifie l’équation tensorielle

H
2,0
1 (g) = R− κT . (1.6)

Peut-on choisir cette section de Dirac γ telle que

{γµ, γν} = 2Trace (γµγν) I4? (1.7)

Pour répondre à cette question, on développe dans ce qui suit l’équation de Dirac
de rang 1 dans le fibré ξ2,0

W
.

2. L’équation de Dirac de rang 1 sur ξ
2,0
W

Pour le calcul tensoriel on peut consulter [8], [1]. On se fixe une section de Dirac
γ métrisable sur ξW, on a

∇2,0 (dµ ⊗ dν) = ∇∗ (dµ)⊗ dν + dµ ⊗∇∗ (dν) ,

la connexion duale est définie par

L∂τ
(dµ ⊗ ∂σ) = dµ ⊗∇∂τ

∂σ +∇∗
∂τ
dµ ⊗ ∂σ,

dµ ⊗ ∂σ (w) = dµ (w) (∂σ (w)) = δµσ , ∀w ∈W ⊂ W

et de 1.5, on a

0 = Γρ
τσδ

µ
ρ +∇∗

∂τ
dµ ⊗ ∂σ et ∇∗

∂τ
dµ ⊗ ∂σ = −Γµ

τσ

∇∗
∂τ
dµ = −Γµ

τσd
σ, ∇∗dµ = −Γµ

τσd
σ ⊗ dτ

la connexion ∇2,0 s’écrit

∇2,0
∂τ

(dµ ⊗ dν) = −Γµ
τσd

σ ⊗ dν − Γν
τσd

µ ⊗ dσ

= −
(
Γµ
τα + Γν

τβ

)
dα ⊗ dβ

= Γµν
ταβd

α ⊗ dβ

en conclusion, on obtient pour équation

Γµν
αβγ = −

(
Γµ
βα + Γν

γβ

)
,

on en déduit le calcul de la connexion de Koszul ∇2,0 induite par la connexion de
Levi-Civita ∇ définie par la section de Dirac γ,

∇2,0 (dµ ⊗ dν) = Γµν
αβγd

α ⊗ dβ ⊗ dγ , Γµν
αβγ = −

(
Γµ
βα + Γν

γβ

)
.
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On calcule γ2,0,
γ2,0 = γ∗ ⊗ γ∗

et
(γ∗)µ (dν) = (γ∗)µντ dτ ,

(γ∗)
µ
(dν) (∂ρ) = (γ∗)

µν
ρ = dν (γµ (∂ρ))

= dν
(
γµαρ ∂α

)
= γµνρ et

(γ∗)
µν
ρ = γµνρ ,

(
γ2,0

)µ
= (γ∗)µ ⊗ (γ∗)µ

(
γ2,0

)µ
(dν ⊗ dτ ) = γ

µντ
αβ dα ⊗ dβ

= (γ∗)
µ
(dν)⊗ (γ∗)

µ
(dτ )

= γµνα γ
µτ
β dα ⊗ dβ et

γ
µντ
αβ = γµνα γ

µτ
β ,

on peut calculer H2,0
1 (dν ⊗ dµ) dans la base de sections locales sur W donnée par{

dα ⊗ dβ
}
,

H
2,0
1 (dν ⊗ dµ) = γ2,0

(
∇2,0 (dµ ⊗ dν)

)

= Γµν
αβγ

(
γ2,0

)α (
dβ ⊗ dγ

)

= Γµν
αβγγ

αβγ
ab da ⊗ db

on en déduit que si g = gµνd
ν ⊗ dµ alors en utilisant le défaut de C∞ (W )-linéarité

on a
H

2,0
1 (g) = γ2,0µν (dν ⊗ dµ) + gµνH

2,0
1 (dν ⊗ dµ) , γ2,0µν =

(
γ2,0

)dgµν

si on pose dgµν = gµν,rd
r alors

(
γ2,0

)dgµν
(dν ⊗ dµ) = gµν,r

(
γ2,0

)r
(dν ⊗ dµ)

= gµν,rγ
rνµ
αβ dα ⊗ dβ ,

et

H
2,0
1 (g) = gµν,rγ

rνµ
αβ dα ⊗ dβ + gµνΓ

µν
αβγγ

αβγ
ab da ⊗ db

= gµν,rγ
rνµ
ab da ⊗ db + gµνΓ

µν
αβγγ

αβγ
ab da ⊗ db

=
(
gµν,rγ

rνµ
ab + gµνΓ

µν
αβγγ

αβγ
ab

)
da ⊗ db.

Remark 2. gµν,r est la dérivée de Lie de gµν le long du champ ∂r.

Theorem 2. Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une section

γ de Dirac sur le fibré tangent ξW, pour laquelle l’équation 1.6 est vérifiée, sont

données par les équations

Rab − κTab = gµν,rγ
rνµ
ab + gµνΓ

µν
αβγγ

αβγ
ab ,

où

Γµν
αβγ = −

(
Γµ
βα + Γν

γβ

)
et γ

µντ
αβ = γµνα γ

µτ
β ,

gµν est le tenseur métrique défini par gµν = 1

4
Trace (γνγµ), Γµ

βα sont les symboles

de Christoffel associés à cette métrique et (γµνα ) est la matrice γµ dans le local

frame.
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Corollary 1. Sous les hypothèses du théorème précédent, l’équation relativiste

d’Einstein est une équation de Dirac de rang 1 pour la fonction propre et l’opérateur

H
2,0
1 ,

λ =
1

2
R− Λ

où R est la courbure scalaire et Λ la constante universelle.

3. Les principes d’unification

Les principes d’unification proposés sont basés sur l’existence d’une section de
Dirac métrisable sur le fibré tangent ξW, munie de la connexion de Levi-Civita,
permettant de décrire les équations relativistes de Dirac et d’Einstein à l’aide des
opérateurs de Dirac de rang n > 1 ou de leurs extensions aux fibrés tensoriels. Le
premier principe d’unification peut s’énoncer ainsi, si une section de Dirac γ vérifie

{γµ, γν} = 2Trace (γµγν) I4,

Rab − κTab = gµν,rγ
rνµ
ab + gµνΓ

µν
αβγγ

αβγ
ab (3.1)

avec les conditions

Γµν
αβγ = −

(
Γµ
βα + Γν

γβ

)
et γµνταβ = γµνα γ

µτ
β , (3.2)

on peut unifier les équations de Dirac et d’Einstein en posant pour l’équation rela-
tiviste de Dirac sur les champs complexes

H1 (Z) = ρZ

où Z ∈ ΓW (ξW ⊗ C) et

H1 (Z) = H1 (X) + iH1 (Y ) , Z = X + iY

avec H1 = H
0,1
1 est l’opérateur de Dirac de rang 1 et ρ ∈ C∞ (W,C) est une

fonction propre de l’opérateur H1. L’équation relativiste d’Einstein s’écrit comme
une équation de Dirac de rang 1 associée à l’opérateur H2,0

1 de fonction propre

λ =
1

2
R− Λ, H2,0

1 (g) = λg.

Remark 3. On définit le champ ∂
νµ
ab = γ

rνµ
ab ∂r alors d’après 3.1, gµν est une

solution g de l’équation différentielle

L∂
νµ

ab
g + gΓµν

αβγγ
αβγ
ab = Rab − κTab,

pour des coefficients vérifiant 3.2. De façon plus générale, g est solution d’une

équation de la forme

LXg = ψg + ϕ

pour un choix convenable du champ local X et des C∞-applications ψ et ϕ définies

sur W .

Le second principe d’unification a été développé dans [6] et [7]. On rappelle que
l’opérateur de Dirac de rang 2, H2 = γ2 ⊗ R∇ fait apparâıtre la courbure de la
connexion de Levi-Civita. Sur un ouvert de trivialisation W du fibré tangent ξW
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de W et un fibré ζ de dimension finie, si s = sαeα, où {eα} est une base de sections
locales de ΓW (ζ), alors

H2 (s
αeα) =

1

2

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
Rj

µντs
τek,

Rτ
νµσeτ =

(
∇∂ν

∇∂µ
−∇∂µ

∇∂ν

)
eσ,

on en déduit le théorème suivant.

Theorem 3. Si on pose

Rj
µνα = [∇ν ,∇µ]

j

α
,

la matrice de l’opérateur H2 s’écrit dans la base canonique

MH2 = [γν, γµ]∇ν∇µ =
1

2
γνγµ [∇ν ,∇µ]

et l’équation de Dirac de rang 2 est de la forme

1

2

(
γνσj γµkσ − γ

µσ
j γνkσ

)
Rj

µντs
τ = λsk, ∀k.

Sous l’hypothèse ζ = ξW, la matriceMH2 définit un tenseur hµν , par abaissement
de l’indice on obtient un (2, 0)-tenseur hµν . Le second principe d’unification donne
les conditions sur la section de Dirac γ pour que hµν ou son symétrisé s’identifie au
tenseur de Ricci ou au tenseur d’Einstein. Le résultat est développé dans [7], on a
des conditions sur les commutateurs des endomorphismes de Dirac, si

[γν , γµ] = Hνµ, (Hνµ)σj = gσµδνj − gσνδ
µ
j

alors

hµν = Rµν

et si le tenseur de Ricci est inversible, alors pour

[γν, γµ] = Gνµ (λ) , (Gνµ (λ))σj = (gσµ + λεσµ) δνj − (gσν + λεσν) δµj , (3.3)

hµν = Rµν + λgµν

est un tenseur d’Einstein. En particulier, on en déduit le théorème qui suit.

Theorem 4. si λ = − 1

2
R + Λ, l’équation relativiste d’Einstein s’écrit en terme

d’opérateur

H2 = κT , (3.4)

où T est l’opérateur énergie-impulsion dont la matrice dans le local frame est définie

par

MT = (T µ
ν ) , T

µ
ν = gµτTτν.

4. L’équation de Dirac de rang n sur les fibrés vectoriels de

dimension finie

Soit ζ = (E (ζ) , π,W, F ) un fibré vectoriel de dimension finie, de base une
variété lisse de dimension dimW > 4. On note

ΛnW = ∧nT ∗W,

le fibré des n-formes différentielles sur W. Les sections d’endomorphismes de Dirac
sont définies par

γd (s) = γ (d⊗ s) , d ∈ Λ1W et s ∈ Γ (ζ) .
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Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac
{
γd

µ}
est

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
]
=

∑

τ∈Perm{1,2,··· ,n}

ε (τ) γd
τ(1)

◦ γd
τ(2)

◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)

◦ γd
τ(n)

,

les extensions de rang n d’une section γ sont les éléments γn de Hom (ΛnW ⊗ ζ, ζ)
définis par

γn
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn

)
⊗ s

)
=

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γd
n
]
(s) , s ∈ Γ (ζ)

et on prolonge γn par R-linéarité sur Λn (W) ⊗ E. Toute connexion sur ∇ a une
extension [3]

d∇n : Γ (Λn (W)⊗ ζ) → Γ
(
Λn+1 (W)⊗ ζ

)

avec,

d∇0 = ∇,Λ0 (W)⊗ ζ = ζ

et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧ ∇s, ψ ∈ Λn (W) , ∇s ∈ Γ (ζ) .

Remark 4. On rappelle que si

ψ = λν1,ν2,··· ,νnd
ν1 ∧ dν2 ∧ · · · ∧ dνn

alors

dψ = dλν1,ν2,··· ,νn ∧ dν1 ∧ dν2 ∧ · · · ∧ dνn ,

et

ψ ∧ ∇s = (ρστψ ∧ dτ )⊗ sσ

pour

s = ρστ d
τ ⊗ sσ.

L’opérateur de Dirac de rang n, associé à la connexion ∇ et à la section de Dirac
γ, est l’endomorphisme de Γ (ζ)

Hn = γn ⊗∇n−1 avec ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d
∇
0 ,

et Hn (s) = γn (∇n−1s), ∀s ∈ Γ (ζ). Une équation d’état de rang n associée à la
l’opérateur de Dirac Hn est une équation locale de la forme

Hn (s) = λs,

où λ est une C∞-application définie sur une carte W de W et s ∈ ΓW (ζ). On pose

d∇
p,q

n : Γ (Λn (W)⊗ ζp,q) → Γ
(
Λn+1 (W)⊗ ζp,q

)

où ∇p,q est l’extension de la connexion de Koszul ∇ au fibré ζp,q et on note

∇p,q
n−1 = d∇

p,q

n−1 ◦ · · · ◦ d∇
p,q

0 .

Les extensions de γ aux fibrés se font de la même façon que dans les équations
1.3 et 1.4 en remplaçant γ par γn. On définit les extensions γp,qn et

Hp,q
n = γp,qn ⊗∇p,q

n−1,

si ζ = ξW est le fibré tangent de W, on définit l’équation de Dirac de rang n sur le
fibré ξ2,0

W
donné par

H2,0
n (g) =

(
1

2
R− Λ

)
g (4.1)
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où g est un tenseur métrique de courbure scalaire R. On généralise le problème de
l’unification au rang n > 2, en donnant les conditions nécessaires et suffisantes sur
γ pour que le tenseur métrique

gµνdµ ⊗ dν , gµν =
1

4
Trace (γµγν)

soit solution de 4.1? Si n = 1 alors le tenseur gµν doit vérifier 3.1 et 3.2.

5. Conclusion

Pour unifier les équations relativistes de Dirac et d’Einstein, on construit une
section de Dirac γ sur le fibré tangent ξW, dont la métrique associée permet de
définir la connexion de Levi-Civita et les opérateurs de Dirac de rang n > 1, notés
Hn. Ces opérateurs admettent des extensions aux fibrés tensoriels ξp,q

W
, notés Hp,q

n .
Le n-principe d’unification consiste à déterminer un tenseur

g = gµνd
µ ⊗ dν ∈ Γ

(
ξ
2,0
W

)

pour lequel

H2,0
n (g) = λg, λ =

1

2
R− Λ.

Dans le cas n = 1, la section de Dirac γ doit vérifier les équations 3.1 et 3.2.
Le second procédé d’unification consite à remarquer que H2 = H

0,1
2 s’écrit sous la

forme
H2 = γ2 ⊗R∇,

si la section de Dirac γ vérifie les conditions 3.3, avec λ = − 1

2
R+Λ et un tenseur de

Ricci inversible, alors l’équation relativiste d’Einstein s’écrit en termes d’opérateur
par 3.4. L’unification est complète si les sections de Dirac décrites précédemment
vérifient la condition de Dirac donnée par l’équation 1.7. On peut définir à l’aide
des sections de Dirac vérifiant 1.7, l’équation relativiste de Dirac qui se ramène à
l’équation relativiste de Dirac classique si l’univers est parallélisable. L’existence
d’une section de Dirac, vérifiant 1.7 et les équations 3.3 dans le second principe
d’unification ou des équations 3.1 et 3.2 dans le premier principe d’unification,
reste un problème ouvert...
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