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Diss lapparition des premiers logiciels &ducatifs (années 80), le réseau des IREM
qui regroupe des enseignants du Secondaire et de 'Université a développé des
recherches variées. L'objectif était dans un premicr temps d'analyser ces nouvelles
technologies afin d'identifier leurs potentialités et également les contraintes qu'elles
présentaient pour l'enseignement des mathématiques. De nombreuses expérimentations
ont €1€ ensuite menées & partir de séquences d'enseignement intégrant ces nouveiux
outils. Une mise en commun des résultats de ces recherches étail assurée par la
commission informatigue du résean des IREM, constamment en relation avee les
concepteurs de logiciels éducatifs, pois de tuteurs intelligents et d'environnements
interactifs d'apprentissage, grice notamment i l'organisation de cotlogues.

Dans le cadre de cette interaction, le cahier des charges de ces environnemenis a
pu souvent prendre en comple les remargues des utilisateurs potentiels (4 savoir les
enseignants) et ainsi développer des owils plus adapiés & l'enseignement des
mathématiques. Au cours des quinze derniéres anndes, le réseau des IREM & publié un
grand nombre de brochures sccompagnant d'une part la prise en main des logiciels et
des calculatrices el présentant d'autre part des exemples de séquences d'enseignement
accompagnées de conmentaires pour faciliter 'appropriation et la mise en ocuvre de
celles-¢i par des enseignans,

Durant 'année scolaire 95/96 apparaissent les premitres calculatrices graphiques,
symboligues et gfométriques qui iniggrent deux logiciels (DERIVE er CABRI qui
aviient déji fuit l'objet de nombrenses recherches. Dis lors, la direction des nouvelles
technologies (DISTN B2) du ministére de 'sducation nationale &tablit des contrats de
recherche entre des équipes de recherche en didactique des mathématiques et des IREM
afin de mener des recherches sur les conditions dintégration de ces caleulatrices dans
Venseignement des mathématiques et les modes dappropriation de ces outils par les
éléves. Des classes cntigres sont ainsi équipées. ob chaque éléve dispose dune
calculatrice pour la durée de 'innée scolaire, des enseignants obtiennent des mayens
horaires petmettant des expérimentations dans un nolveau contexle, avec 'appui
également de contrits de recherche locaux (CRDP de Meontpellier),
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L'université d'été de Rennes (Aoiit 96) “Des outils informaiiques dans la classe
aux calculatrices symboligues er glomdirigues @ gquelles perspectives dans
lenseignement des mathdmatiqgues” organisée par la commission informatique des
IREM & permis de faire une premiére synthése des résultats de ces recherches, visant 4
développer une démarche plus expérimentale dans 'enseignement des mathématiques.
Les actes de ce collogue, les rapports des recherches en didactique (DIDIREM a Paris
Vil, ERES 4 Montpeilier 2, LEIBNIZ 4 Grenoble 1), la thése de Luc Trouche
{Montpellier 2), ainsi gue plusicurs publications de I'TREM de Montpellier, nous ont
apporté des résultats importants pour créer les conditions d'une intégration efficace de
ces calculatrices symboligues et géométriques dans 'enseignement. Ces recherches ont
eté présentées dans un colloque européen "Calculatrices symboliques et géoméiriques
dans l'enseignement des mathématiques”, organisé par I'TREM de Montpellier et la
commission informatigue des IREM, gui s'est tenu en mai 98 i la Grande Motre.

L'originalité de la présente brochure est due & la participation importante des
eleves d'une classe expérimentale (malgré 1'échéance trés contraignante du
baccalauréat) non seulement aux activités "obligatoires” organisées au sein de la classe,
mais également aux sujets de recherche proposés par lenseignant ou les éléves, Elle se
manifeste dans la part importante qu'ils ont pris dans la rédaction de cette brochure, gui
révile pour la majorité d'entre eux une véritable adhésion i cette nouvelle organisation
de Penseignement, au deld de Jeurs réponses aux guestionnaires divers (barométres). La
dynamique de recherche créde dans cette classe a non seulement induit une évolution du
réle que joue la caleularice dans leur activité mathématique, mais a surtout £1é

ressentie Comme une guverture sur ce que pouvaient étre les "vraies mathématiques”.

Méme si cette classe peot difficilement &tre considérée comme un classe
terminale standard, chaque enseignant pourrg v puiser des idées de situmions de
recherche quil adaptera 4 sa propre classe. Les diverses expérimentations menées
précédemment l'attestent, il est possible de susciter ceng dynamique A des niveaux rés

variés,

Comme l'écrit U'enseignant dans sa conclusion, "ce que U'on perd (apparemment}
en temps, on le pagne en profordeur de compréhension, ¢'est du temps gagné pouwr la
Sieire” !

Domintque GUIN
directrice de I'IREM de Montpellier
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(e connall que les choses que Uon appriveise, dit le renard,
Lex hommes n'ont plis le temps de rien connaltre.

Hs achirent des choses toutes faites chez les marchands.

Mais comme i n'existe point de marchands d'amis,

les hommes n'ont plus d'amis,

Si i veux un ami, apprivoise-moi !

Antoine de Saint-Exupéry, Le petit Prince

W (o

Aprés les "machines & calculer de bureau", les calculatrices scientifiques, les
cileulatrices programmables, les calculatrices graphiques, une noovelle génération
d'outils de caleuls arrive duns les classes @ des calculatrices dordes de logiciel de caleul
symboligue et de logiciel de géométrie. Cette intrusion peut &tre considérée comme une
concuirence déloyale qui favsserait les rapports entre le professeur de mathématiques et
les éléves, ou au contraire comme une occasion de renouveler l'enseignement et
lapprentissage des mathématigues. Clest le deuxiéme point de vue qui a é1é choisi ici.

En quai ces calculatrices peuvent-elles favoriser un el renouvellement 7

- clles peuven En:ndrc en charge des calculs qui relevaient aupiravant de la
responsabilitd des éleves (dérivées, limites, intégrales...) ;

- elles permettent de multiplier les points de vue sur les objets mathémariques
(représentations graphiques, tableaux de valeurs, expressions symboliques, traitements
statistiques...) et permettent ainsi un jeu de conjectures et de réfotations

- elles peuvent resituer les mathématiques comme une science expérimentale
particuli¢re on l'art de la raison est guidé par 'exigence de la preuve.

Ces potentialités sont cependant théorigues. Elles ne peuvent s'exprimer que si les
outils de caleul ont €i€ apprivoisés : on ne connait gue les choses quie Uagn apprivoise dit
le renard de Saint Exupéry.
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Qu'est-ce que sipnifie apprivoiser ? C'est une chose wop oublide, dit le renard | ca
signifie "erder des lens",

Cet ouvrage repose sur le travail du professeur de mathématiques et des 37 élves
d'une classe de terminale S (spécialité mathématiques) du lveée JToffre de Montpellier

ndant I'année scolaire 1997-1998, Tous les ngs de cette classe ont regu, pour
‘année, une calculatrice TI-92 pourvue d'un logiciel de calcul formel (Derive) et d'un
logicie] de géométrie (Cabri).

[_I r'ﬁ"""" ;

p A= TRt |

Des liens sont éablis :

- entre I'deran des calculatrices des éléves et un écran (émoin, sur lequel est
rétroprojeté une des calculatrices de fa classe :

- entre les éléves eux-mémes : des bindmes associant les éleves deux par deux sont
constitués pour des travaux pratiques. Une heure pir semnine, les éléves traitient ainsi
un sujet de recherche

- entre le travail clavier/écran et le travail papier/crayon : les travaux de recherche
g;liivem déboucher sur des rapports éerits dans lesquels les différentes étapes sont

ailldes -

- entre des phases d'exploration, de conjectures, de preove, de réfutation éventuclle.
Les problémes proposés favorisent une telle démarche de recherche :

- enire le professeur et les éléves : cot ouvrage en porte témoignage. Certaines
ilustrations, certaing textes sont produits par des €léves. Tout le reste repose sur le
trivvaiil de l'année. Mis en forme par le professeur, il a été relu, corrigé, complété par les
éléves eux-mémes.

H faur des rites. Qu'est-ce qu'un rite 7 dit le perit prince,

Une telle démarche, de type expérimental, est délicate 8 mettre en ocuvre dans une
classe de terminale, sanctionnée par un examen tris codifié, Clest pour cela que le
trivail de I'année combine des moments de natures différentes :

- chaque heure de cours repose sur une organisation particulire de la classe, un
tablean, un écran, un rétroprojecteur, un élitve-sherpa' utilisant la calculatrice moin ;

- des moments différents sont distingués pendant U'heure, des moments ofl les
calculatrices sont fermées, des moments o 'utilisation est guidée par la calculatrice
témoin, des moments odl l'ulilisation est libre | 2

- chaque semaine, un devoir-maison, choisi dans les annales du baccalauntat, permet
de se familiariser avec I'épreuve de fin d'année ;

[ Le mol et cholsi en référence & 1a fois & Phomme. qui_porte les charges lors des expéditions
himalnyennes et ame diplomates qui servent de médisteurs Jors des conlErences internatinnales, Ce riile

est lenn & tour de fdle par toos les Edves de b classe,
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- chaque semaine, une séance de TP permet de faire de In classe une petite
communauté de recherche ;

- de temps en temps, est lancé un “défi mathématique”. Tl s'agit d'un travail facultatif,
demandant un certain temps de réflexion. Des éléments de réponses sont communiqués,
par leurs découvreurs, i la classe pour relancer la recherche ;

: [ gt

- des devoirs surveillés permetient, 4 intervalle de temps régulier, d'évaluer, pour e
professeur et les éléves, les acquisitions et les lacunes. Exercices de style complexes, ils
doivent porter & la fois sur des exercices “type hac” et sur des exercices lids 3
Vexpérimentation en cours ;

- enfin des questionnaires permettent de recuoeillir le point de vue des éléves sur le
dispositif pénéral de travail,

Il est impossible de communiquer dans le cadre de cel ouvrage l'ensemble des
documents produits cette annéde :uill faudrait reproduire I'ensemble des cahicrs de TP
contenant les rapports de recherche des différents bindmes, I'ensemble des éléments de
solutions proposés & I'occasion des différents défis., Un choix a &6 fait, forcément
partiel. On trouvera donc ici

- un chapitre proposant les énoncés des 14 premiers T.P, de 'année, accompagnés
d'éléments de réflexion |

- un chapitre contenant le texte des 5 défis proposés cetle année, avec des pistes de
solutions proposées par le professeur ou par des éleves ;

- un chapitre intitulé " pochette surprises”, proposé par des éléves, correspondant &
des découvertes personnelles :

- e texte des 6 premiers devoirs surveillés 2, avec les problémes posés par
Putilisation des instruments comme auxiliaires de résolution ;

- ¢i enfin le point de vue des acteurs, 3 travers le bilan de questionnaires
spécifiques i Vexpérimentation en cours ou plus généraux (questionnaire ministériel sur
les savoirs).

Voici mon secret, Il est trés simple ! on ne voit bien gu'avec le coeur. ['essentiel ext
imvisible pour les veux, L'essentiel est invisible pour les yeux, répéta le petit prince, afin
de se sowvenir,

2 Pourr pouvelr Bre éditd avant le colingue de Monipellier de mad 1998 "Calculatrices symboliques et
geoméiriques dans Venscignement des mathémutiques®, ol ouvmge s linike aux documennis rdalisés
avant [ fin.du mois de mar,
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Dans toute entreprise, on peut distinguer un objectif prioritaire. Celui qui a présidé
au travail de cet année est simple : il faut apprendre 3 voir au delit des apparences, Dans
une civilisation - celle de la télévision- on domine I'illusion que “voir, c'est
comprendre”, on a voulu montrer que P'otilisation raisonnée des outils de caleul
impaosait |

- de ne pas multiplier les investigations au hasard, mais d'organiser un "plan de
campagne" ;

- de ne pas croire que "voir de plus en plus prés” (avec des zooms successifs)
permettait toujours de "voir de mieux en micux", mais de savoir prendre du recul, faire
un pas de cité pour considérer différemment le méme probléme ;

- de ne pas considérer de fagon isolée un résultat numérique, une représentation
graphigue, une expression symbolique, mais d'organiser une confrontation entre ceux-
¢i, d'organiser un aller-retour entre l'observation et les références théoriques déja
CONsruiles ;

- de ne pas considérer comme certain un résultat sur la foi de quelques observations
Euncéﬂrdnnr.ﬁs, mais de tenter de valider chaque affirmation par une preuve solidement

tayée ;

- de ne pas rester enfermé dans un face A face avee la calcelatrice, mais de
communiquer sous une forme compréhensible ses actions et de prendre en compte les
suggestions des autres.

(ue fawr-il faive 7 dit le petic prince, I faut 8tre trids pattent, répondit le renard {...)
Le langage st source de malentendus,

L travail engagé cetie année n'a pas €€ facile : les sources d'inspiration, pour faire
des mathématiques avec des calculatrices symbaliques, ne sont pas nombrenses. Le
resultat est done sans douate wrés imparfait. Mais, ajouté aux autres travaux qui se sont
mends dans cette direction, il contribuera, nous l'espérons, & un rerouvellement positif
de l'enseignement des mathématiques.

On pourra noter en particulier que plusieurs des activités proposées dans cet ouvrage
(i V'occasion des TP ou des "défis”) ont & voir avee larithmétique. Une bonne
compréhension des nombres est en effet nécessaire pour distinguer les nombres eux-
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mémes de leur représentation sur un écran, Or larithmétique revient au programme de
la spécialivé mathématique en terminale scientifique 4 [a rentrée 1998, Les problémes
gue l'on rencontrera dans cet ouvrage pourront ainsi e doublement utiles :

- pour tlustrer le nouveau cours d'arithmétique ;

- pour prendre en compte les nouvelles calculatrices symboliques.

Jal de sérieuses ratsons de croire gue la planéie d'oil venait le petit prince est
lastéralde B612, Cet astéroide n'a été apercu qu'une fois, au télexcope, en 1909, par un
fESTFeteme fure.

Une introduction s'achiéve nécessairement pas des remerciements 4 ceux qui ont
rendu cette expérience possible -

- E. Gaspari, directeur du CRDP de Montpellier, qui a mis  disposition de la classe
4} caleulatrices TI-92 et une caleulatrice rétroprojetable ;

- T. Murgier, IPR de Mathémutiques, qui & mis en relation les différents
protagonistes de cette histoire

- D, Guin, directrice de I'IREM de Montpellier, qui a édité cet ouvrage ;

- A. Hirlimann, de la DISTN B2 qui a attribué les heures permettant le suivi de
Vexpérience ;

- I'équipe Analyse de I''REM (R. Bernard, C. Faure, M. Nogus, Y. Nouazé) quia
pecompagné le travail mené cette année ;

- et enfin les éléves de 1a T5S du lyeée Joffre qui ont accepté un surcroit de travail en
acceptant Nidée que celui-ci serait payé d'un surcroil de connaissance, 11 ont bien vouly
vroire que dans ln caisse, il y avait bien un mouton, et dans le boa un éléphant.., 1

Quatre remarques avant de rendre sa liberté an lecteur ;

- wel ouvrige peut se lire dans l'ordre on le désordre, une combinaison harmonieuse
de ces deux éléments constitutifs de I vie étant nécessaire 3 une bonne compréhension
des choses. Le lecteur pourra se reporter 4 1a table des matidres 2 la fin de cet ouvrage
pour choisir un itinéraire propre ;

3 Om rewouvera duillears lo thitme de I'E1éphant & d'sutres endroits dans cet ouvrage. Un putre animal,
Fline, & e nussi on certin succes, Les Elbves ont on effet appris que, dans les ocuvees mathémntiques de
Borrhaki, les partios considérées comme faciles émient appelées “ing qui trotte”. Lourent Schwariz,
duns som lHyvre “Un math@maticien nux prises avec le sidcle” Eerit b ce propes @ “(ces parties) faillireat
meme fure indiquées par le symbole d'un Ane, mais des scrupules oL Mimprimeur nous retinrent”. N'étant
pas 1ies par fes midmes contrainies, nous n'avons pas hisiid & inedgrer Uanimat dans les illustrions de cet
OUYTages,
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- cel puvrage st desting aux professcurs de mathématiques intéressés par
'enscignement dans les nouveaux environnements de “calculatrices symboliques”. I
pourra Etre lu aussi avec profit par des éldves en fin de classe terminale en guise de
synthése de lour dernitre année de lycée et de préparation aux émdes ultérienres. 11 est
conscillé de suivre les problémes crayon en main et caleulatrice i portée de main
Certaing passages, simples, sont lnissés & la charge duo lecteur curicux. D'autres

passages, plus raides, sont, pour le lecteur intrépide, précédés d'un petit cactus E r

- il n'est gquestion ici que de la calculatrice T1-92 dont disposaient tous les éléves de
in classe. L'objectif de cet ouvrage n'est pas d'en donner un mode d'emploi. Pour
comprendre l'ensemble des problémes posés, il est cependant nécessaire de connaitre un
peu le fonctionnement de ce type de calculatrice. Cet ppprivoisement pourra Etre réalisé
avec profit par le lecteur consciencieux, Le lecteur qui posséderait une calculatrice
symbolique différente devra effectuer les nécessaires adaptations ;

- cel ouvrage est en quelque sorte le prolongement des deux publications de 1996 du
meme auteur (cf. bibliographie). On y retrouvera quelgues sujets de TP identiques, mais
les éléments de réflexion qui les accompagnent différent assez profondément.

Chagque jour [‘apprenals guelgues chose sur la plandte, sur le départ, sur le voyage,
C'o venail tout doucement, au hasard dey réffextons...

Bon voyage !

Lue Trogche
Le 15 Avril 1998

Les catations en ialique et les dessing de cetle introduction sont extraits de
Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince, Gallimard,

Repertoire des sigles

CRDP : Centre Régional de Documentation Pédagogique ;

DISTNE : Direction de l'lnformation Scientifique, des Technologies
Nouvelles ef des Bibliotheques (Ministére de 'Education Nationale) ;

IPR : Inspection Pédagogique Régionale ;

[REM : Institut de Recherche sur PEnscignement des Mathématiques ;
TI-92 i Caleulatrice de Texas Instruments,

-a-s.

R ; r . F iy : iy %
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Introductioil
Coté Eleves

Aprés une introduction sérieuse « Cité Professeur », place aux éléves,
ou plutdt aux « béta testeurs » 1!

-~ . T1, T1,... Depuis guelques ternps, un mot nouveau est sur k&
langue de tous les éléves (un nouveau virus 7). Certains en
révaient, d'autres, réealcitrants 4 la technique, en font peut-étre

désormais des cauchemars. Une chose est sfire ; les maths ont un aspect légerement
différent depuis Parrivée de « la chose » dans la classe, Caloul symbolique, deran haut®
dél’, péométric... et de nouveaux messages d'erreurs. Bref. du tout-en-un.

De ’avis des autres...

"En quelle classe tu ey " "En TS 5" "dh out! la elasse des caleulatrices 1

Voiei un échantilon de ce que nous entendons & longueur de journée. Parfois lance
aver compassion, partois avee amertume. Touojowrs avec ironie. Mais si pous sommes
pergus comme “la classe qui posséde In T1-92", clest bien parce quelle nous a hissés au
rang de classe privilégide aux yeux de nos camarades. Leurs regards en sont-ils devenus
plis méfiants 7 Non, plus curdeux sans doute.” Car si Ta TI-92 ne fait pas Funanimité
auprés de nos amis, clle les caplive toujours par son apparente complexité et la

' Avis o lecteur ; cetie appellation n’est nullement péjorative (7] n'est pas derit « testeurs bétas wy, O
désigne, en informatique, par « béia testeur » une peesontie charpée de vérifier si un programme est au
point ol d'en troever dventuellement les faiblessss, avant de le diffuser lergement. Ainsi, gageons que
notre experience (¢l celles mendes ailleurs) correspond & une phase d'adaptation des muthématigques 4 ce
notvel matil qued une oalculatrice symboligue, avent de génimliser le phénomene, id est d'en faire
profiter un plus prond nombre,
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multiplicité de ses fonctions. De sorte que, sans prétendre la maitriser jusqu'an plus
profond de ses eircuits, nous contribuons & lui donner sa part d'humanité,

Et de I'avis de la TS5 !

MNous avons la chance, éléves de Terminale scientifique n®3, de faire partic cette
année dun projet expérimental. grice auquel nous avons bénéheié d'un enseignement
particulier, En effiel, des calculatrices TT-92 ont €1é prétées 4 chague éléve. Si, il est vral,
cerlains considérent ces caleulatrices comme de "min-ordinateurs”. il ne faut pas tirer de
conchssions trop hitives.

Towut dabord, celles-ci doivent étre considérées comme un oulil de travail faisant
partic d'un enseignement original des mathématiques. Notre bul, enlendons nous bien,
n'est pas de dire que cetle caleolatrice est "géniale”, mais dexpliquer en quoi celle-ci
nous a apporté quelque chose, Cette année, Fenseignement des mathématigues était
organisé selon trois moments différents : les applications avee la caleulatrice, le cours, et
les scances de TP,

Au début de l'annde. nous avions tendance & nous servir de la calculatrice #
outrance (applications graphigues ...} ¢t done & lui accorder trop vite notre confiance.
Mais, fes séances de travaux pratiques nous ont montré § nos dépens gue nous avions
tort. Celles-ci nécessite évidemment Musage de la calculatrice la plupart du lemps. mais il
faul surtout accorder une place trés importante 4 la réflexion, sinon nous ne pouvons
arriver a rien hors de ces approfondissements du programme. Clest ainsi que d'échec en
¢chec, de surprise en surpnise, nous avons agréablement appris le vértable usage de cette
calculatrice, En effet, chague éléve de notre classe sait maintenant quelle place accorder
@ son usage, Penser que l'on doit d'abord raisonner, réfléchir, et que la calculatrice est i
pour nows donner des indices, des pistes de recherche face & cerlains problémes, mais
cela ne constitue on avcun cas des preuves. La calculatrice est done un outil précieux si
l'om s'en sert & bon escient, Voyons maintenant ce gu'elle nous a apporté en cours,

Les cours se font en plusicurs temps © l'enseignement éorit et T'utilisation de la TI-
92, On s'en serl pour rendre plus
réelle la question posée, pour avoir

une premiére wdée avant l'approche ' = B
théorique. Celleci nous aide 2 C'ast indigne de mail

micux comprendre le cours, guitte a
avor  une  melleure  vision  des
problémes. & les rendre "palpable’. CESC_CRHCEL >

Pendant le cours, un éléve ting au 2 £
ol

hasard  utilise  ure  caleulatrice 4 E— 3 115 T

assnciee 4 un rétroprojecteur. Grice
4 tout ce dispositif, le cours ¢l vraiment plus vivant | un dialogue est ouvert entre le
professcur et les éléves, mais aussi enire les éléve eux-mémes. Lenseignement devient
mteractif ¢t bien plus intéressant.

Je me Floguel
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—T——rr——]n 7 TR Enfin, n'oublions pas que nous
PronlOfclesr 2.8 cotrons dans l'ere de

informatique ; or dans  ecerlains
L3, Il y & 4z Fabial I}ﬂah:?. les éléves ne I'hénéfi:in:r_n pas
anﬁrnﬂ e dordinateurs et cette ca]c:u!:llm:l.: en

est  une approche  simplifice.

{ESL=UHHCEL Cerlains intéressés auront peut-étre
| méme envie, & la fin de cet

IE.Eﬂlu'F.‘I:TF nif, au#’ﬂt‘-‘l‘l l||.'-'! ] appmnﬂgﬁﬂgeh d'aller E'?Gl"ltﬂ'lTL‘T un
peu plus loin, ce qui ne peul étre

que bénéfique. D'autre part, l'vsage de telles caleulatrices peut aussi &re wtile dans un
enseignement appropri¢ de physique par excmple,

_l;j:- " w
alc|Other

w lastra

il LEkiE My

L’avis du lecteur : expert, chercheur ou
cancre /...

Mous avons en 'occasion, au cours de cette anndée, de nous confronter, a de
multiples reprises, aux limites de la caleulatrice (devoirs. défis, TP). Pour votre part.
quelle idée aver-vous des caleulatrices symboligques 7

|. Fous veus frouvez devani wn nowveaw marériel scientifigue, en ['occurrence une
calewlatrice symboligue.

a. Vous cherchez towt de suite des commandes/fichiers qui vous sont inconnus,
guitte d chercher dans le vide...

b. Vous essayez de trouver quelqu’un qui vous explique le fonctionnement de
basc, que ¢a aille vite !

¢. Vous vous lancez dans le mode d'emploi, cette nouvelle machine ne vous
résisiera pas |

2. Vous étlez xur le sentier de la découverte de ce nowvel instrument, lorsque 5 affiche
un message o ervenr,.,
a. Vous consultez le mode d’emploi qui vous aide 4 cemer votre erreur, mais
c’est fastidieux !
b. Cest la 27 fois, ras le bol, je verrai ¢a un autre jour. .,
c. Emre de multiples tentatives el le mode d'emploi. vous finirez bien par y
arriver. Aprés tout, ¢'est comme un jeu !

3. O vous a demandé de trouver un encadrement & 107 prés de fa 1997 solution de

xl'lu'r.; =100s5mnx :
a. Celle calculatrice vous donnera une vision plus pratiqgue du probléme et
permet un titonnement
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b. ¥ive cette nouvelle calcalatrice ! Vious comptez bien qu'elle vous résolve tout
toute seule !

c. Cette calculatrice vous permettra de bien vérifier vos théories. De loute fagon,
elle e vous aurait jamais donné de résultat précis.

4. Avez-vous déjt essayd de calvuler cosx =100 ?
a. Non, jamais ma calculatrice habituelle ne me donnerait le résuleat |
b. Chui, mais je ne sais pas pourguoi ma caleulatrice est alors tombée en panne |

. Evident ! S=@ [Fimy . Fiz Y Fi= | For .
bl [_{_Hlmr‘n alc|OLher PramiQiClear s-z.

Eezain urgent de pilasil!

Vos résultats *

B Une majorité de ¢ @ Vous serez vite un mordu de la TI-92. Dailleurs vous
aver compris que st clle offrart d'innombrables lonctions, elle avait aussi ses
limites. En plus, elic n'est qu'un support, un outil pour les maths. N'oublicz
pias quelle facilite les titonnement parfiois trés utiles pour démontrer des
probiémes (héoriques |

B Une majorité de a : Vous vous habitucricz vite & votre nouvelle machine, Te
tout étant de Papprivoiser. comme fe renard du Petit Prince. Cela prsse
souvent par une lecture minimale du mode d'emploi. Aprés, elle deviendra un
soutien non négligeable.

B e majorité de b : Vous étes décidément fiché avec la T1-92. Et non, elle ne
fera pas le travail de reflexion & votre place, et pour vous aider, il vous faudra
upprendre & vous en servir, Ca ne doit pas étre dur, Lo preuve : on 'y est tous
altsches, dans I classe, & cette « chosc » |
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Quel avenir pour les calculatrices ?

La pratique des mathématiques est profondément trangformée avee Parrivée de
nouvelles machines, toujours plus puissantes, qui rendent coneréte cette discipline.
Comment se serait comporté un mathématicien, ne seraii-ce qu'au début du sidcle,
confronté 4 un tel outil. On aurait pu présager une véritable révohition !

Parallélement, de véritables portables fleurissent sur le marché (pour fortunés...), et
la puissance de ces monstres devienl paradoxalement plus difficile & contrbler, coté
professeur (cf, interrogations écrites), et plus facile 4 prendre en main, coté éléve, grilce &
une interface de plus en plus conviviale,

Ainsi, le travail de cette année avait pour but de montrer que e
développement de cette puissance n'est pus une contrainte pour I'enselgnemient,
mais au contraire la base de départ de nouveaux approfondissements du cours.

Quelgue soit votre niveay, le contenu de cet ouvrage deveait vous intéresser,
qu'il s"agisse des ralsonnements pour les experts... vu des images pour les simples
curieux !

Bon Voyage bis ! !

Menielle ALMAIRAC
Aurélic EIALES

huabelle FROMENTAL
Clavde EOZONNAT
Onies MOURAILLE
Jeas-Fasngois VINCENT

A La TSS, suite |
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TP, MmoDE D'EMPLOT

Chaupue semaine, pendant une heure (prise sur l'emploi du temps normal des éldves),
a licu une sfance de TP. Les éléves sont regroupés par deux, ils disposent d'un "cahier
de TP" sur lequel ils doivent consigner les différentes étapes de leur recherche.

L'essentiel n'est pas forcément de trouver, c'est de chercher, d'explorer différentes
voies, de savoir reconnaitre que l'on est dans une impasse, d'analyser les raisons de ses
échecs, de savoir exploiter des résultars partiels, pour formuler une conjecture.., Cot
esprit de recherche, que les €léves sont invités A metire en oeuyre dés le début de
I'année, est approfondi lors d'un TP particulier (le TP n®11} & propos d'une
démonstration attribuée & Ealer concernant le rapport entre le nombre de faces, de
sommimicts et d'arétes d'un polyidre.

L'énoncé de chaque TP se compose d'une "question du jour" & aborder pendant la
séance méme ct d'une "question du lendemain®, facultative, dont le traitement est lnissé
i I libre initiative des éléves. Lors du TP n°l, un "mode d'emploi” est distribué aux
€leves (of. page snivante),

Les cahiers de TP sont ramassés pour étre cormigés soil tout de suite aprés la séance,
soit quelques jours aprés pour permettre la poursutte de la réflexion. Une "note” est
attribuée (entre A et !5 evaluant non pas les résultats cux-mémes, mais investissement
dans In recherche,

La question posée lors du TP est réabordée en classe de différentes maniéres ; 50it en
présentant les différentes approches des bindmes, soit en donnant des jalons pour
reaborder la question sous un angle nouvesy, soit en distribuant une correction intitulée
"éléments de réMexion”,

On trouvera dans ce chapitre les énoncés des 14 premiers TP, avee les "éléments de
réflexion” qui ont suivi chacun d'entre eux. Pour la réalisation de cet ouvrage, chague
binfme 4 eu en charge la relecture de la correction correspondant & un de ces TP, Les
noms des correcteurs sont indiqués au débot de chagque TP,

Ces €léments de réflexion ne prétendent pas étre exhaustifs, 11 existe probablement
d'autres fagons d'envisager les problémes présentés ici, Nous faisons confiance aux
lecteurs imaginatifs pour nous communiguer leurs idées (et apporter d'éventuels
rectificatifs, pour des erreurs ayant échappé aux correctenrs pourtant scrupulenx...).
Ceci permetira d'enrichir une nouvelle édition de cet ouvrage !

6., MAiS BOMNE MERE (A <eRT

- QU0 QUE LE PRoF v s,
/



Le mode d'emploi d'un TP

- il s'agit d'aborder la question du jour dans l'esprit d'une recherche
mathématique. L'essentiel est done ici la réalisation d'un rapport de recherche,
dans lequel on notera avec soin les pistes empruntées (méme celles qui
s'avérent Etre des impasses), les méthodes envisagées, les outils choisis (si la
calculatrice est mise & contribution, on décrira les manocuvres exécutées) ;

- 51 on trouve la réponse, wnt mieux. Sinon, la recherche n'aura pas € pour
autant inutile | On apprend autant de ses succés que de ses échecs, Ce qui sera
évalué, c'est donc plus la pertinepce des méthodes mises en ceuvre que le
résultat final ;

- la réduction du rapport de recherche doit porter la trace des recherches. Il
ne doit pas &tre congu comme un devoir dexamen, parfaiterment lisse.

Cependant, ce rupport écrit doit rester lisible |

- le travail dans le binfme nécessite une collaboration, une mise en
commun des idées, un partage éventuel des tiches. Bref, une entreprise
d'équipe. Eviter la spécialisation i outrance (du genre : l'un bricole

calculatrice, I'antre écrit dans le cakier), Envisagez une rotation des tiches |

- 1u "question du lendemain” dépasse en général le cadre du TP. Bien
entendy, si la "question du jour” o &i¢ traitée en 30 mn (ce qui serair asscz
étonnant), la "question du lendemain” peut étre abordée... Sinon, elle servira &
slimenter lu réflexion du week end. Ce travail est faculwnf ; il passe aprés le
travail obligatoire (les legons, le devoir du lundi, ew.), C'est en quelque sorte

un travail pour le plaisir..




Page 17

i »_%x g‘-%# i - i e . ':':*g.ﬁfs; i

ﬁﬁ' R R HEE ; % Xf i ; fé i Ao 5 : :
L o P Ny = -
e e i ST - s

Conventions @

- les menus et commandes de la TI-92 seront indigués dans tous les
documents en italigue ; les wuches de la T1-92 sollicitées seront
indiguées en gouligné ;

- le symbole ® représentery la touche verte communément appelée
“dizmant”,

- le raceourci clavier 2nd W permet d'obtenir la fonction “factorielle” :
ainsi 5! s'obtient en composant 5 2nd W, En cas d'oubli de ce
raceourci bien commode, on peut toujours retrouver "factorielle” dans
le menu math, sous-menu prebability |

- e raccourci ® Enter permet d'obtenir un caloul rpproché en notation
stientifigue,

= La guestion du jour

Quel ext le nombre de #éros qui se trouvent & la fin de Pécriture décimale des
nombres suivants ; 101, 100!, 10001, 19971 7

[ La guestion du lendemain

Soil n un nembre entier, on peut définir (théoriguement) une suite uln) égale
au nombre de zéros qui se trouvent i la fin de 'écriture de nl. Pouvez-vous écrire
pour votre calculatrice une définition de cette suite qui permerte d'obtenir
directement les réponses & ln question du jour et plus généralement qui permetie
de calculer u(n) en fonction den 7

W (;;:_F- CEST BiEW) 1"1



" Le texte qui suit a é18 revy, corrigé, ef complété par Audrey Arnowx et Alex Guez,

Premiére approche

On peut commencer naivement par tenter de traiter les questions posées avec la seule
calculatrice, Pas de probléme pour 10! ; ¢e nombre ce termine par 2 zéros (cf. €cran ci-
dessous), Une remarque immédiate, concernant la notation : dans tout probléme de
mathématique, on a intérét & pommer ce que l'on recherche, c'est-d-dire & choisir une
notation simple pour la (ou les) inconnue(s) (x pour une équation par exemple). Ceite
notation doit contenir en elle-méme les relations de dépendance avec les éléments du
probléme. Voild pourquoi la "question du lendemain” suggére d'appeler uin) le nombre
de zéros qui se trouvent & la fin de 'écriture de nl.

Cette notation permet une économie d'éeriture : u{10) = 2.

Pour u{100), la ;alcu}al.rin:ﬂ - 1628800
donne auvssi la réponse ; c'est un e
peu plus difficile a lire, il faut se { 935651 5443944152681699238856266700490
déplacer avec le curseur et Liany 411
compter. La lecture est facilitée | 93326215443944152681695230856266 700490
si on stocke le nombre 100! dans
une liste {11 par exemple). 11
suffic d'aller alors récupérer le
contenu de 11 dans le répertoire
Var-Link via la commande F8
(Contents, 1.e. contenu). On peut
voir ainsi ci-contre 1001,

Le comptage donne u{ 1001 = 24, .

Attention : I'écriture scientifique de 100!, donnée par la TI-92 si on demande un
valeur approchée via le raccourcis clavier #Enter (ef. ci-dessous), ne donne pas
d'indication sur le nombre de zéros, mais simplement sur l'ordre de grandeur de 100!
c'est-#-dire, comme il s'agit d'un nombre entier, sur Ilf. nombre de chiffres guil
comporte - 100! s'écrit en écriture décimale avec 158 chiffres.

Quant & 1000!, la calculatrice
s¢ contente de retourner la igl:!-:l Sézueo8

jquestion (en mode exact) el I gzaoco)e443944152681695238856266700490
l'azsimile & == en mode calcul

Pt i 1en! 9. 3326215443%e157
approché (ce qui signifie [/, (000!
simplemnent que cela excede ses [ oo0 i

possibilités de caloul)!.

Répondre aux questions posées par l'énoncé du TP suppose donc une réflexion, un
détour théorigue. Plusicurs pistes sont possibles.

1 Petit complément théorique : pent-on avoir une idée de l'ordre de grandeyr de 10000 T Un
Y
mathématicien anglais, Stirling (1750), & démontré gue n! &all "dquivalent” & 1a suite vin)=y 2an { E ).

I
cest-a-dire que _lim_ v’;—l_l} = 1. Pour avodr une idée de l'ordre de grandeur de 10001, on peut calculer le

logarithme décimat de v{1000) : log(v(1000)) = 1 log(2000%) + 1000 <.

Une valeur approchée en est 2567, Adnst 10000 est de Vordre de 102957 ; cela excéde bien los capaciés
de calcul de 1a T1-92, qui sont de Nordre de 10999,
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Pour aller plus vite

On a pu constater, dés le calcul de u{100), que le comptage des zéros finaux était
assez pénible. On peut faciliter la lecture en divisant 100! par les puissances de 10

SUCCESSIvVEes, 108!
1

LW . 1N

—= est entier, —== ne l'est | 1@
1()24 (25 933262154439441526816992 3885626670045
pas (comme en témoigne le trait | 106/

de fraction ci-contre), Donc | g

u{100) = 24, 466631077219720763408496 194281 1535024
Le nombre de zéros cherché est ainsi exactement p, la plus grande puissance de 10
!
telle que % soit entier. On peut éventuelement réaliser un programme qui permette
10
de déterminer uin) = max|pelH tel que LH;I el |
10

On pourra lire ci-dessous un exemple d'un tel programme (réalisé par Alex Guez) :

- on deéfinit une variable locale j (locale signifie gqu'elle n'existe que pour la durée
d'utilisation du programme : elle ne peut donc pas entrer en conflit avec d'autres
variables définies par ailleurs ; il en est de méme d'ailleurs pour n, méme si n n'a pas éué
défini ainsi) :

- la variable est initialisée par (-1) ;

- une boucle est alors exécutde : on divise n par 10, puis le résultat par 10, etc. tant
que le résaltat est entier (c'est-d-dire que fpart(n), égale a la différence entre le nombre
ct sa partie entiere, est nulle) ;

- 4 chaque boucle, on ajoute 1
dans la variable j.

A la fin du programme, le
contenu de la mémoire | est donc
Lrés exactement égal au nombre
de zéros terminant I'écriture
décimale de I'entier n, appelé par
le E}mgmmme zero(n).

n rétrouve ainsi ci-contre
zero(10l) et zero(1(H}!) déja
repérés.

Un probléme pour zerof 10001)
el pour zerolT) - on rouve -1,

La raison en est assez simple

- pour zero{m), avant méme de faire la premiére boucle, le logiciel constale que
fpartiz} # (. Donc le programme s'arréte 13, et la calculatrice affiche le contenu initial
de la variable locale j, c’est-a-dire -1 ;

- pour zerof 10001}, la calculatrice doit évaluer fpary I000!). Comme elle ne connait
pas ce nombre, elle répond qu'il n'est pas égal 4 ), Donc, comme pour =, le programme
s'arréte, et le contenu initial de j est affiché ; -1.

zero{lB|) ﬂ
zerol 1001 2

zerol 10001 -1
=1

.

Il est possible de modifier cle
programme pour bénéficier de
réponses plus cohérentes. Le
programme ci-contre permet
d'évaluer une valeur approchée
de n. 8i celle-¢i est "+=", la
réponse proposée sera alors
“dépassement de capaciié"”,

Zeraginl}
unc
Local i
_1+

J
If approxin)=e Then
- assement de capacite'"sj

se
While fFPartipnl=0
R 104m

+1+
En ila
L
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Nous pouvons ci-contre

contréler l'exécution duo :;::Eﬁi;ﬂ _?
Programme :
: FEAE . nzeraf 100! )
E[H—jjn.?pnnms correctes pour 12 et "depassement de capacite”
! 4
- W n'ést pas entier : on ::::::ggg” -1
SR R o1 00 b sassrs s cald
L] T ’

- 1000! est évalué en valeur approché par la calculatrice comme "==" | la réponse
affichée est donc "dépassement de capacité”™ ;

- un probléme apparait pour 300! : ce nombre est trop grand pour Etre €value
exactement par la calcularrice (elle I'assimile & un nombre non entier, d'oll la réponse
-1}, et le nombre est trop petit pour &tre assimilé i +o= (Cest & partir de 1099 que la
calcularrice fait cette confusion regrettable).

Bilan de cette premidre programmation de 1a suite @ ce programme permet d'aller
plus vite dans les calculs des premigres valeurs de u(n), mais il ne permet pas de
dépasser le blocage du calcul des valeurs de n! pour n "grand”. On peut cependant
l'utiliser pour essayer de mettre en évidence une loi de formation des zéros @ la fin de
n!, ¢'est-a-dire une loi de formation de la suite u,

On uwtilise ci-contre ce fsea(zeroln!),n, 1, 18)
(B

programmme dans 'application e p & I 1 1 1 1 22
initiale (on awrait pu aussi | sealzeroin!l,n, 11,20}

l'utiliser dans l'éditeur de suite, (2 2 L EZEE 3 3 3 3 4
i ; i seglzercin! J, n, ¢ ]

en définissant ul(n} = zeroln!)). Pl g i U P
12y, 31,40

seqi{zero(nl), n, p, q) est une """““"E‘:?” ;H?IIT :'B 4 & 4 B 8

syntaxe qui permet d'afficher les
différentes valeurs de zero(n!), |sea(zeroin!),n,31,40)

ur o variant de o i q. (7 7 7 7 B B B B 8 9
Po Pad sedtzerainl 1, n, 41, 50)

On peut ainsi accumuler un | ©2 = {iqgn W ;:} 18 18 18 12
certain nombre de résultats ot “?,_. 17 1'2' 1'2 1313 13 13 1% b

formuler guelgues conjectures. seafzereln! ), n, 61, 78)
Ci4 14 14 14 15 15 15 15 19 p

11 est toujours utile de relever les résultats dans un tableaw, pour se détacher de la
lecture "de surface” de l'écran

n |

T 14 |85 [6 |7 [8 |9 10 |1l |12 |13 |14
17 17 11T 0T 217 12 1z 1z

a
win} g Jji o

On constate assez vite que, dés que lon franchit un multiple de 5, n! s'enrichit d'un
nouveau 0 et done u(n) angmente de 1. Nous pouvons alors (par une sorte de "zoom")
nous concentrer sur les multiples de 5, ce qui nous permetira d'aller plus loin etr
d'affiner la premiére observation

n T 113 30 |35 140 |45 |50 |55 |60 |63 |70 |
wm|1 |2 |3 |4 |6 |7 |& |9 (|10 [1Z (13 [14 |15 |16

Ceci nous permet en effet de rectifier la premiére observation : il ¥ a bien saut 4
chaque multiple de 5, mais pour certains multiples de 5 (25 et 50) il y & un "double
saut” : u{n) angmente de 2.

Une conjecture est alors possible : pour chague multiple de 5, u(n) croit d'une unité ;
pour chague multiple de 25, ulr) croit de deux unit€s. On aurait alors :
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u{i00) = 20,1 + 4,1 (puisque 100 posséde 20 multiples de 5 et 4 multiples de 25). On
retrouve bien ici u(100) = 24, Voyons si cette conjecture permet aussi d'anticiper d'autrs
résultats : on devrait avoir u{150) = 301 + 6.1 = 36,

Hélas, le calcul indique
clairement que 150! se termine zerol150!)

par 37 zéros... [FaEpzeralntan BeaB 2
La conjecture, dans sa [ LSS R NSy Wl O -

généralité, est ainsi réfutée,

Nous pouvons poursuaivre Fobservation ; ci-dessus on calcule uin) de 0 & 250 en
faisant des sauts de 25 : on remarque que l'on gagne A chague fois 6 zéros, sauf entre
100 et 125 et 225 et 250, o 'on gagne 7 2éros. On peut aussi aborder une analyse, plus
profonde, du phénoméne.

Pour aller plus loin : la recherche d'une loi de formation

Aller plus loin suppose en effet une étude de la loi de formation des 2€ros i la fin de
nl.

Par exemple 10! = 1.2.3456.7.89.10 = 3628800 ; les deux zéros finaux
proviennent du facteur 10 et, par exemple, de l'association 2.5, On dispose d'ailleurs,
pour simplifier les choses, d'un résultat fondamental de larithmétique © tout entier peut
se décomposer, de facen unique, en un produil de facleurs premiers (c'est-a-dire
de nombres qui ne soient divisibles que par 1 et par eux-mémes). Supposons cette
décomposition réalisée : pour "produire” un zéro 3 la fin d'un naturel, il fant pouvoir
associer un fucteur égal & 2 et un factenr égal 4 5. Autrement dit, il ¥ a autant de z&ros A
la fin d'un naturel que de couples (2, 5) dans sa décomposition en facteurs premiers.
Voyons ce que cela donne pour 10! et 100!, en utilisant la commande Factor du menu
Algebra de I'application initiale qui fournit la décomposition en facteurs premiers des
naturels :

- 1! comporte 2 facteurs 5 et
8 facteurs 2, donc 2 paires
possibles, qui donnent bien 2 Ffacter(1861) o _ e
zéros A la fin de ce nombre ; L R Y o L s

- 100! comporte 24 facteurs 5 Factor (100
et 97 facteurs 2, donc 24 paires mil
passibles (2, 5}, done 24 zéros & la fin de ce nombre,

Une mesure d'économie est d'ailleurs possible: dans la décomposition en facteurs
premicrs de nl, il y a nécessairement plus de facteurs 2 que de facteurs 5 (puisque un
facteur sur 2 est multiple de 2 alors qu'un facteur sur 5 est multiple de 5...). Donc, pour
compler les paires possibles (2, 5), il suffit de compter les 5...

Le probléeme se déplace ainsi : le nombre de zéros terminant 1'écriture décimale de n!
est €gal au nombre de facteurs 5 présents dans la décomposition de n! en Facteurs
premiers, Cela ne résout pas entiérement le probléme : il reste  trouver une procédure
de compiage de ces facteurs.

Revenons & 100! = 1.2.3. . 98.99. 100, Parmi ses différents factenrs constitutifs :

- Certains contiennent un facteur 5, ce sont les multples de 5 (il y en a 20) ;

- certains contiennent deux facteurs 5, ce sont les miultiples de 25 (il y en a 4),

- aucun ne contient plus de deux facteurs 5 : le plus petit nombre qui contienne trois
facteurs S est 5.5.5 = 53 = 125,

Pour résumer, tous les multiples de 5 produisent un zéro (cela en fait 209, tous les
multiples de 25 en produisent un de plus (cela en fait 4) ; soit un total de 24,

Passons § 10001 :

tous les multiples de 5 produisent un zéro ; il y en a @ =200,

Factor(100) 7-52. 3%, 78
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- tous les multiples de 52 = 25 produisent deux zéros ; il yena lggm =40,
- tous les multiples de 5* = 125 produisent trois zéros ; il y en a _l_li.'_]ti_'.:! =8;

- tous les multiples de 5% = 625 produisent quatre zéros ; il ven a E(lgrr—f—'cjﬂ} =1 (le
dernier quotient n'est pas entier, cela nous oblige & en prendre la partie entiére, que nous

notons E{%, Bien entendu, nous nous obligeons & écrire une formule pour préparer

une généralisation : nous n'avons pas besoin de diviser 1000 par 625 pour savoir que
100! ne contient dans sa décomposition gucun facteur, & part 625, qui soit un multiple
de 625...

Au total, nous venons de trouver que 10000 se termine par 249 zéros.

Du méme coup, nous pouvons comprendre pourquoi, quand nous avons compté le
nombre de zéros terminant n!, nous avons repéré des sauts de 1 & chagque multiple de 5,
des sauts de 2 i chaque multiple de 25, des sauts de 3 i chaque multiple de 125...

Nous pouvons désormais résoudre le probléme pour 19971, Le produit
1.2.3......1996. 1997 comporte :

1997, i . O divise 1997 par les puissances successives de 5
- Ei 3 ) =390 multiples de 5 ; 515 52a25 53125 59— 625..
1997 : A partir d'un centain moment, le dénominzieur dépasse
< E'[_la; )= TS multiples de 231 1o numérateur ot donc la partie entidre du quotient est
1997 doale 3 (),

- E{E}I = |5 multples de 125 ; On trouve ginsi ous les composants de §997! qui
1007 contiennent un acteur, deux facieurs, mois... facteurs 5,
B ] et ltiples de 625 @ | ¢'est-i-dire qui sont des multples de 5, de 25, de 125..,
{ l%"??) = A MUREERIE Mais attention, les multiples de 25 ant dé &6 compiés
A FA ' dans les multiples de 5, done chacun d'entre cux ne rajoute
X E':Ellll"'n"' = {} moltiples de 3125, qu'un 5 an dénombrement général,

k=5 Fi
Au total 1997 | se termine done par T E{l‘:—kw} = 1994701543 = 496 zéros, Cette
=

formule synthétique permet l'utilisation de la calculatrice, via la commande de somme
et la syntaxe /af pour partic entiére.

On vérifie le résultat pour

1997!. La formule permet de | 5 int[—-rlﬁ?] 406
faire éventuellement d'autres 1 5

caleuls, & condition de ne pas
dépasser 56 - 1= 15624. En effet,
 partir de 15625, on a un facteur

T -
qui contient & facrenrs 5. ; Ha Sk k1,50

[l faudrait alors pousser la somme un rang plus loin...

On peut en fait écrire une formule mathématique générale : le nombre de zéros gqui
k:bﬂ
termine n! est égat a ¥ E “—t}. Cette somme est fanssement infinie, puisque, & partir

=1
: x - 1] .
d'une certaine valeur de k, 5% dépassera n et done E( E,’k':' sera égale & 0. La calculatrice

saura-t-elle interpréter cette formule ?
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Nous pouvons voir ci-contre
que le logiciel se contente de
reformuler la question (floor est
un synonyme de int, partie
entiére).

1l faut donc déterminer l'indice k 4 partir duquel on aura E lh ={. Ce sera vrai dés

que n < 5K, c'est-3-dire k > {% Comme k est un entier, il suffit de choisir k=E{JI-f,{-E}.

Cn réalise ninsi I'objectif de 1MCHD
déterminer une expression , int ﬁﬁj
gencrale de ufn) : l'expression b pefine win = >
n'est pas simple, mais elle kel
permet de calculer désormais
u{n) pour de grande valeurs de
1 en effet l'expression manipule

n
lnt[F] Bon

netnonnl, u( 1660000} 24999
On peut sinzi voir ci-contre le |, ul 18600000) 249999

nombre de zéros gui termine |, w( 100000000) 2499999

Fécriture décimale de 1001, = ¢ 1000005008} 2499599
De quoi formuler quelques uf | 900006E0S) 2439993997]

nouvelles conjectures. .,

NB. Le devoir surveillé n°l réalisé en clusso (cf. chapitre 4} revenait sur les
enseignements de ce TP, 1l s'agissait de déterminer les 3 derniers chiffres de 'écriture
k=1997
décimale de la somme ¥ k1= 11 +21 4 ... + 19971
k=1
Quelqu'un n'syant pas mémorisé les résultats de ce TP (i] ¥ en ewt...) tenterait
d'obtenir le résultat directement avec sa caleulatrice. Peine perdue ! la calculatrice, qui
ne peut pas évaluer 1000!, peut encore moins calculer une telle somme | Résultat -
aprés un long temps de caleul (le logiciel calcule 1ant qu'il le peut les factorielies qu'il
connait), la calculatrice se bloque (avee effacement de tous les fichiers : la mancenyre
est i déconseiller formellement 1),
L'wilisation par contre des résultats du ‘TP permet de noter que, & partir du rang 15,
n! se termine par au moins 3 zéros. Pour connaitre les trois dermidres décimales, il suffit
ainsi de sommer les factorielles uC 15) 1
jusqu'an rang 14 (cf. ci-contre). i
¥ k!
k=1

Ces trois décimales sont dong
313,

Un peu de réflexion épargne
de longs calculs,..

332820831

Fin {provisoire) du TP n®1. Restent quelques conjectures i émudier pour d'éventuels

vilonitaires |
fo va mal lOm we vort plis I

d dir wmEteee adevant red
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I'P N*2

B Aprés le TP n°1 dont la résolution se situait résolument dans un environnement
de caleulatrices, ce TP se situe dans un environnement plus classique. A priori la
caleulatrice n'est pas ici d'un grand secours.

=7 La guestion du jour

Un sintéresse ici au nombre d'itinéraires possibles pour aller d'un point & un

gutrc sur un quadrillage, les seules directions possibles étant Nord ou Est (cf, ci-
EELOTS),

- combien ¥ a-t-il de chemins différents pour aller du départ au chien (situé
exaciement au point de coordonnées (6, 33) ¢

- combien y a-t-il de chernins différents pour aller du départ & arrivée 7

- quelle est la probabilité que, sl I'on emprunte un de ces cheming au hasard, on
rencontre le chien ?

{;‘1 Arrivée

&)
Départ

1 La guestion du lendemain

On peut reprendre la question dans 'espace, avec un réseau de cubes empilés
(2m en largeur, 2n en longueur, 2p en hauteur), On part d'vn coin en bas, au sud
el i l'ouest du parallélépipide, et on se difge vers le coin “opposé” (en haut, au
nord et § Pest). On ne peut aller que vers le haut, vers le nord et vers l'est, en
suivant les arétes des petits cubes.

- Combien d'itinéraires possibles !

- Quelle est 1a probabilit, si 'on emprunte un de ces itinéraires au hasard, que
l'on passe par le centre du parallélépipede 7
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' él ean-Frangois

o e B S T
texte gl suit a é1é revi, corrigé, ef complété par
Vincent.

i L
Mathien

MNous allons faire le tour des différentes itinéraires empruntés par des bindmes pour
sortit du labyrinthe... La diversité des approches illustre une idée simple : devant tout
probléme, il est toujours possible de ne pas rester inerte !

La recherche d'une loi générale, sur le modéle des arbres.

Ce TP survenant au moment du cours sur le dénombrement, il €tait assez naturel de
songer & retrouver une formule générale & partir d'un arbre : & chagque embranchement,
on & deux choix (aller vers le haut ou vers la droite). Mais un double probléeme surgit
assez vite :

- it certaing embranchements (cf. schéma 1 ci-dessous), on n'a plus qu'un choix (sur
la ligne du haut et sur la ligne de droite) ;

- les branchages s'interpénétrent, si bien qu'il est impossible de compter les fenilles
finales par un processus de multiplications successives.

Schéma |

Certains groupes ont réalisé assez vite que cette stratégie débouchait sur une
impasse, d'autres ont conjecturé une formule générale du type 218 - 18, justifiée ainsi :

- tout rajet suppose le passage par 18 noeux sur lesquels on dispose de deux choix
d'oricntation (d'olt 2!8 ilinéraires théoriques possibles) ;

- mais cette formule doit &tre corrigée par le fait gue sur la ligne du haut et sur la
ligne de droite (donc en 18 points) on n'a plus qu'un choix. D'od la formule 218 - 18,

La discussion entre les tenants et les adversaires de la formule est abordée parfois
sous un angle général ("en retranchant 18 chemins, tu ne retranches pas assez!™) ; mais
elle est réglée par sa mise & 'épreuve sur une configuration simple :

Lh J L'application de la formule i cette configuration donnerait 24 - 4
c'est-d-dire 12 chemins pour aller de a & b. Or il n'y a
manifestement que six itinéraires possibles.
La mise en évidence du caractére erroné de la formule permet de
ET revenir sur l'analyse qui a débouché sur cette conjecture,
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La réduction de la complexité, pour obtenir de premiers résultats,

L'¢tude d'une configuration réduite donne aussi 1'idée & certains groupes de partir
d'un modele réduit vers le modéle "en vraie grandeur” cn augmentant peu A peu la
complexité (cf. schéma 2 ci-dessous).

I_Ej

& 07 [T 1

Schéma 2 (on indigue & chaque fois le nombre d'itinéraires
différents qui vont du point de départ au point final),

On enrichit l'information en accomulant les différents résultats sur un méme
graphique :

i

[ BEEE

Schéma 3 : on indigue sur chague noend n le nombre d'itinéraires
différents qui ménent du point de départ & n.

Dans tout comptage, il est naturel de metire en place des procédures d'économie : il
est inutile de recompter plusieurs fois des itinéraires de méme type.

Ainsi on observe gue le nombre d'itinéraires qui
vont du départ d au point ¢ est égal & la somme du
b nombre des chemins qui vont de d A ¢ et du nombre de

chemins qui vont de o i b (puisque, pour arriver ¢, il
faut passer soit par a soit par b),

d [cC

I-"I:f—- On obtient ainsi une structure additive dans ce
tablean © z = x + y. Ce résultat, ajouté a la
X _.EI_I considération des premiers calculs présentés dans le

schéma 3 ci-dessus, fait penser aux combinaisons : on
retrouve bien le "riangle de Pascal" donnant les

premigres valeurs des CP. On peut préciser cette
conjecture ou passer i une démonstration générale.
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Une conjecture et une preuve par récurrence.

On appelle p le rang de la colonne et c!'h: rang de la ligne. Quel semble &tre le
nombre cherché au point intersection (p, q) 7 On reécrit les résultats déji trouvés, cette
fois-ci sous forme de combinaison, dans le tablean ci-dessous (le fait de porter p en
abscisse ou en ordonnée n'a pas d'importance, du fait de la symétrie des résultats).

T Qe e o @
SEm e
—— 3
{:l
i} | 3 4

Construire ce tableau a consisté i reéerire le trigngle de Pascal avec une forme
différente (on retrouve les lignes du triangle de Pascal dans les "diagonales” du tableau
{ont é1é grisées les combinaison correspondant au rang n = 4). La réorganisation des
résultats permet alors de constater que le nombre d'itinéraires pour aller du point de

départ au noeud (p, q) semble étre égal A C P | La preuve par récurrence est immédiate:

- la formule est yraic sur la ligne du bas Eﬁa colonne de gauche ;
- supposons la formule vraie au noeud (p-1, @) et au  --- -
noewd (p, g-1). Le nombre cherché au rang (p, q) scra
wlors égal, gu fait de la formule d'additivité :

.9:1

Cpf-(:.1+c P o= CP':q.cequi traduil bien la propriéed

3
au noeud {p, qTq

P' ].: Pl
Une nouvelle modélisation.

Tout ce qui précéde reléve d'une recherche opiniatre de régularités, d'un effort de
formulation des conjectures... On aurait aussi pu aller beaucoup plus vite avec un effort
d'abstraction, qui consiste 4 reformuler le probleme hui-méme ;

- tout itinéraire a la méme longueur (18 wongons élémentaires) ;

- il s'agit simplement de choisir, parmi ces 18 trongons, les 12 trongons horizontaux
et les 6 trongons verticaux.

Par exemple, le codage ci-dessous représente un itinéraire possible :

TaTToasaa3Ta3TTa—

Encore une simplification possible. Nous avons en fait 18 cases 3 remplir sans
répétition (on ne peut pas mettre plusicurs fleches dans la méme case) et sans ordre
{deux fleches horizontales par exemple sont interchangeables) :

L0000 0000

Il suffit de décider dans quelles cases on affecte les 12 fleches "vers le haot” et, par
défaut, l'affectation des six fleches "vers la droite” sera imposé, Au total, on a, pour la

configuration proposée par I'énonce, C‘:g chemins possibles {et, pour p colonnes et g
lignes, Cqu cheming). Bien évidemment, on aurait pu distinguer les 6 déplacements

vers le haut. On aorait alors obtenu CFS chemins possibles. L'égalité CF = C™F assure
'égalité des denx résultats,
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Le résultat général permet de répondre aux questions gui suivent.

Les probabilités évoquées ne sont que prétexte i dénombrement...

¢ nombre de chemins possibles du départ au chien est égal 4 C,‘g Il est égal au
nombre de chemins qui vont du chien & Farrivée, Le nombre de chemins qui vont dong
du départ & l'arrivée en passant par le chien est égal & ("g Cg

La formule de Laplace (si I'on suppose que tous les chemins sont équiprobables)
permet alors d'écrire que la probabilité de rencontrer le chien sur son chemin est égale

G s
“Tc8 T2

[ La question du lendemain

La généralisation ne pose pas trop de problémes ;

- il s'agit de choisir, parmi les (2m + 2n + 2p) ns élémentaires du déplacement,
les 2m qui iront "vers la droite” et de choisir, parmi les (2n + 2p) restants, les 2p qui
wront “vers le haut", L'itinéraire est alors complétement déterminé, Au total

2m o :
. C2m+2n+2p‘ lE“Zn+2;|n "m'ému_'m' .
La probabilité de passer par le centre du parallélépipéde est alors, en suivant le
meme raisonement gque pour le chien,

_ - Umndp ndp
PeF Im Ip
Clllt+in+2p' lI::I‘IE|1+2r.r

Comme on l'aura remarqué,
la caleulatrice n'a pas beaucoup |, (ntris, & 2
servi dans ce TP. Y NCriis, i

Elle n'a eu gu'une fonction 2
d'auxiliaire de calcul en fin de :l.‘.:ﬁ. &) . 38009049773
course, pour évaluer la m*
probabilité demandée. 2

Elle aura permis aussi une |a (nCr{n+n+p,m nCrin+p,p))" )
(relative) simplification du | "Cr(2 M* 2N+ 2P, 2 M ACHZ NT2 P, 2

résultat final (cf. ci-contre). (Z2-m}! -({n+n+p}l}2-(2-nj! {2-p)!
(n1)2-(2-m+2-n+2 )l (nl)2-

Remargue et prolongement possible. La calculatrice aurait par contre £1& tout & fait
utile s1 on avait prolongé la question du jour ainsi : quelle est la probabilité de passer
par les ditférents points du guadrillage guand on va du point de départ au point
darrivée ? Quels sont les points de probabilité maximale 7 de probabilité minimale ?

Soit le point (n, p) situé sur la colonne n er la ligne p.

12-n

Ilya C"EF chemins qui vont du point de départ & ce point et €,g” s Chemins qui
vont de ce point au point d'arrivée, soit au total qjaj*:fp.ﬂ " chemins qui vont du point

de départ an point d'arrivée en passant par ce point (n, ]}].mp
= 0 Y b 12-n
La probabilité de passer par le point (n, p) cst alors ; —342 —18n-p

Cﬁ
iR
On peut alors définir une suvite dépendant de deux variables (n et p), dans
l'application initiale de Ia calculatrice, pour calculer les différentes probabilités
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La suite de deox variables est
définie. Une vérification permet | pefine uin, py =1ortntp,nd: E‘:"': 18-n-,
de retrouver le résultat pour p=6 ntr(lg, E:Dm
et p=3 (c'est le centre du 4
quadrillage). uté, 3 B

On peut alors calculer les différentes probabilités dans Uapplication initiale {en fixant
p et en faisant varier n par exemple).

La syntaxe seq permet de seqluln, 8, n, 0, 12)

faire varier n de 0 &4 12. On =55 11 1
trouve ainsi (én valeurs exactes {' 2-3 2251 Jag 11768 g 5P

puis approchées, avec 12 |} seafutn,®,n,8,12)
chiffres significatifs, puis avec | €1. .GE6666666667 43137234902 .26

deux chiffres significatifs) les [ seq{u(n,8).n,0,12)
différentes va'eurs de uin, 0). LM,;LL;EE 03 .05 .b

Un contréle de pertinence est toujours utile

- la probabilité de passer par le point (0, () est égale & 1 (évidemment, ¢'est le point
de dépan !) ;

- les probabilités de passer par le point (n, () semblent décroitre quand on se déplace
sur la ligne du bas vers la droite.

Tout ceci semble assez raisonnable. On peut enfin tenter de récapituler les résultats
en utilisant I'éditcur de suite.

En ul on définit un, () ; on :"Ffﬂ';!
obtiendra ainsi, quand n variera [ Y12
de 0 & 12, les probabilités de F ugnutn. 1)
passer par les différents points ,”‘ﬂ i 55
de la ligne du bas, On définit de ui§= ’
méme en u2 uln, 1), etc...

La table de valeurs indigue -
les valeurs approchées des S
différentes probabilités cher- ¥
chées. Attention : aucune
probabilité n'est nulle (il est 01
toujours possible en effet de =82
passer par tel ou tel point de la :
grille). e

On  retrouve bien une 15
svmétrie des résultatz (il suffit 4’;
d'échanger point de départ et 57 ]
d'arrivée pour s'en convaincre), 1.

Cette symétrie apparait aussi =
dans la représentation graphigue
des différentes suites. Le
probléme intéressant 3 traiter
n'est pas en fait 1a recherche des
points de probabilité maximale
o minimale (ils se sitpent aux
extrémités du quadrillage), mais :
plutdt celui de Ia variation des J0Si8: T
probabilités sur chague ligne, . ik "
On distingue ainsi dans le graphique ci-dessus le point de probabilité maximale sur
la troisiéme ligne du goadrillage : c'est le point (6, 3) éudié dans la "question du jour”,
Et sur les autres lignes 7 Tout probléme bien traité débouchant sur de nouvelles
guestions, le contrat de ce TP est ainsi rempli.
On trouvera dans les dewx pages qui suivent d'autres choix de représenations
graphiques de ce phénoméne propoxées par Jean-Frangois Vincent.
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Le recours & plusicurs suites que Ion étudie dans application graphique demande
unc certaine capacité d’abstraction, car toutes les lignes du quadrillage initial (6 dans le
cas Eludié) sont alors situées sur un méme plan en vue d'éudier la probabilité de passer
par les différents noeuds.

La vue que I'on obtient est certes globale, mais oblige un passage par des donndes
numérigues, ne serait-ce gue pour savoir sur quelle higne on se situe.

® Un passage en trois dimensions... et au domaine du continu !

Le recours & un graphique en 3 dimensions permet de palier cet inconvénient, nous
montrant imimediatement effet de symétrie précédemment constate.
ci‘l‘_l' ' f-"tluz::—p

Che

11 suffit de faire varier correctement x et ¥, tels que x e[(12] et y [0:6] pour
obtenir une vue de la grille initiale en relief. Ce dernier est évidemment compris entre 0 et
1 et traduit la probabilité de passer par un point donné du quadrillage. Cependant, nous
fatsons par la méme oceasion un saut dans le domaine du continu, 11 faut done considérer
les noewds du quadrillage. on x et y sont entiers. Ces noeuds sont ensuite reliés entre eux
our donner la surface que nous observons.
bt racajRelr Y ;,. = Ff mﬂlmgwiv ﬁpl |

La fonction & éudier est simple © =z =

[F. i T L] F il BAF CRCT H
Che voit ied fe plen ovant gffeciation des probabilitds, .. Er aprds, Pour cette premiére vue, les riglages

Ci-cowidrg - la vae fmit clairement rexsortiv [effer de
symdtrie, avee mostaie oblied par les dean
exirémites du guodrillage

lei, E=60 ey =707

¥ L] L
- f o | Trace sl sl ﬁ:f En pussant 4 un angle 8=0=9%", on observe la
représentation de ol
En mode fil de fer (Wire Frame), on retrouve
I"obzervation faie avec des suites...
'y a ld aussi coincidence que pour fes points 4
coordonndes  entiéres, Ceux-ci sont en  fait
Fintersection des différentes courbes avee les
¥ FAE CRRET 5 I sepments verticaux (vue de ¢ité e transparence),
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¥ ...pour ¢n revenir & une modélisation sur 2 dimensions.

On pourrait également, en restant dans un plan, recourir & une carte « thermigue »,
souvent utilisée en statistiques (carles des densités. ). Ainsi la symétrie apparaitrait de
fagon claire, sous forme de dégradé des couleurs.

Ce type de représentation impose normalement ke recours a un logicie! spécialise en
statistiques. Cependant, avec un peu de méthode, on peul reproduire le résultat avec une
T1 92 et un ordinateur, Pour cela, un passage dans environnement 3D de la calculatrice
s'impose. La, on peut voir la grille initiale en se plagant a la verticale (B=90 ¢1 @=0"),
On veut ensuite tracer des « lignes de niveau » correspondant & différentes probabilités.
On peut par exemple choisir de faire apparaiire tous les noeuds du plan pour lesquels la
probabilité de passage est supérieure on égake a 0.3, Ceci se fail assez facilement : on

A ] Pt
prend la fonction r= S '-L—T-i}'-—p oi g est fa probabilité dont on veut connaitre
IR
I"étendue sur le quadrillage. 51 'on choisit = E[ﬂ;i] . le probléme est réglé, puisque seuls
les points répondant & la condition seront atfichés.

En procédant ainsi, on obtient plusieurs graphiques indépendants qu'dl s"agit alors
de réunir en un seul. Dans Mapplication graphique hbérée de loute fonction parasite, on
doit ouvrir successivement toules les courbes qui 8 empilent alors les unes sur les autres.

Il suffit ensuite d’appliquer les nuances de gris a I'aide d'un logicie]l de dessin pour
oblemr une mage parlante...

N.B. Les remargues precédemment évognées concernani la conlinuité sont encaore de rigueur

-

e S L T L o A I | T L . X4 .
Ci-contre, lex courbes ~I| i JI !
obieruey pour respectivenent E = t | E
12405 et pAL025 L L 14
! LA I_+T_J- h
_=_1_,.|" J

m— 1 E— I Ll B TR s |

w - Far
Aprés superposition des différenses m" iz"“’"i;PBEEEE“aPhi”aLhiD"‘Wi' [l | ||

courbes, an obifent wne B o T ____,_.--:_’,_,-ji_,i‘r \__,_a}
;"ﬂ.ti'raf.:r;mun'm mwmr:rmw r:m' 111 1.4 | Y43
& HEHES de mveau » B isant les 1 = g B
différentes probabifilés. ﬁ;;’j ;ijffj
e — ?ﬁ
Ci-dessous, enfin, aprés traitement TN =
de {image sur ordinafenr, on o le F"/\\ f;-“':a-"";
ripltal recherche, == AL ERALT T
| F 72 L Tow 1 Fov TFF 2] Légende :
- noir <= pal S

= gris irés fonee o 05 2p2 4
- gris fonced < 0 42p20 F

= gris clair = 0 32020 2

= grig rés clair & 0 32202
= blaie | 022020 1
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- i be reste | pelL023
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TF N3

Préambule T on utiliséra dans ce TP, entre auires apphicanons
possibiles, lapplication graphigue. On choisira Ia fenéwre [0; 11,9] pour
%, [0; 5,1] pour y. En déplagant un point avec Trace sur 1'écran,
pouvez-vous dire lrimérﬁt du choix de cetle fenéire 7

Duns ceiie application graphique, e ment 7 permel de iracer dis droites, des
cercles, de les effacer... On travaillera i partir de fa figure ci-dessous : il s'ugit des
gcrcies Cl [centre (3; 2), rayon = 1], C2 [centre {6; 1,5), rayon = (1,5], C3 [eentre {9;
3), rayon = 1].

S — ﬂ’;h Tr!;c.e Rebraph alt-.lh ;u - Fﬁ’

| 06 C

Une fois réalisée cette figure, on prendra bien soin de la sauveparder : meny FI,
commande Save copy as (cf. ci-dessous). On enregistrera la figure comme image
(piciure), sous I'étiquette cercles.

SRYEC COFY

Tupe: Pictures

Foldey: 3l lbaba®

Uariahie

(Enter=SAUE)  (ESC=CRMCEL>
— - —

b e, T

On pourra avoir i définir dans ¢e TP des Tonctions "par morceaux”. La syntine est
la suivante (sur un exemple) :Whenx<3, 2x+3, sinx ) définit la fonction gui vant 2x+3
pour x<3, sinx sinon.On peut bien sir réaliser des cmpilements de cette méme
commande. 5i on veut définir une fonction qui vaut 2x+3 pour x<3, sinx pour 3x<5
et Cosx pour x>5, on éerim (When{x<d, 2x+3, Whenfx<3, sinx, cosx)).

[7=7 La question du jour

Déterminer une fonction en tout point dérivable dont la courbe parte du point
((x; 0), passe au-dessus du premier cercle, au-dessous du second, au-dessus du
trotsidme et dont la représentation graphivue, sur lintervalle considéré, reste dans
la fenétre choisie,

[ La guestion du lendemain
On rajoute les contraintes : passer par les points (6; 0,5) et (9; 4,5).
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Préambule. Cest le premier TP qui utilise I'application graphigue. 1l n'est donc pas
inutile de réfléchir un peu au fonctionnement de 'écran, Si l'on choisit la fenétre
suggérée [(1;11,9] pour x, [0; 5,1] pour y, on remarque un phénoméne intéressant.

Tout point de I'écran {déplacé
avee la touche de contrdle du
curseur) est repéré par des
coordonnées décimales simples
(ct. ci-contre), Plus précisément,
les valeurs successives prises par
x et y différent de 0,05.

La raison : I'écran comporte
239 colonnes et 103 lignes de
pixels. On le retrouve si 'on
choisit dans le menu F2 de
l'application graphigue la
commande Zoomint (cf. ci-
contré) © les coordonnées des
points sélectionnés sont alors
entiéres.

La fenétre choisie pour le TP
€rant 20} fois plus petite que celle
de Zoomlnt, il est normal gue
l'on se déplace de 0,05 en 0,05,

Par contre, si on choisit une
fenétre standard (Zoomstd) ,
c'est-a-dire [-10, 10] pour les x et
les y (cf. ci-contre) on obtiendra
des coordonnées plus complexes.
De fagon générale, les points
déplacés auront pour abscisse
Xmax - Xmin

238 :

Revenons i la fenétre choisie
pour le TP, dans laquelle on a
représenté ci-contre la fonction

x—ltanxl. 8i l'on déplace un
point {(commande Trace), on
retrouve des abscisses "simples”;
par contre les ordonnées
correspondent aux images (en
valeur approchée) de ces
abscisses. Vo la fonction en
cause, il n'y a avcune raison pour
obtenir des décimaux avec deux
seuls chiffres aprés la virgule |

Pour finir, observez la
différence entre les deux types
de trace ;

+
yct2. 65
il
4
xcl . 67226891 wetl, 1764706

..
%

N ui:2. 7068139

¢+

. .ql i [
‘ u / i
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- en mode Dot (sélectionné dans le menu F& Sryle de V'éditeur de fonctions), le
logiciel place un point par colonne de pixels {ef. premiére représentation de la fonction

x—tanxl, ci-dessus) ;

- en mode Line (sélectionné dans le méme menu), les points successifs sont reliés
(c'est-d-dire que, si les points éclairés de deux colonnes successives ne sont pas
contigus, les pixels qui les séparent sont aussi éclairés). Ce "prolongement” donne alors
l'illusion d'une certaine continuité du tracé {cf. deuxidme représentation de la fonction

x—tanxl ci-dessus).

Attention cependant, le tracé des fonctions repose toujours sur une discrétisation de
la représentation : il n'y a que 239 calculs réalisés, 239 points placés (un par colonne).
L'opération qui consiste & relier deux points successifs est totalement mécanique : si un
point n'appartient par au domaine de définition de la fonction et s'il ne correspond pas i
un point de calcul du logiciel, le tracé ne fera apparaitre aucune discontinuité en ce
poin,

Revenons ainsi & la fonction x—ltanxl. Appliquons au graphique la commande
Zoomkir du menu F2 de Vapplication graphigue : cette commande permet d'ajuster le
choix de lintervalle des ordonnées en fonction des valeurs prises par la fonction sur
l'intervalle des abscisses sélectionné, Ainsi, pour x élément de [0;11,9], le logiciel
réalise 239 calculs dimages (un par colonne), puis il choisit pour les ordonnées
lintervalle [fmin; fmax] (fmin et fmax étant les valeurs minimale et maximale de la
fonction calculée). On obtient alors la représentation ci-dessous. Etrange tracé qui ne
fait plus ressortir la a-périodicité de 1a fonction...

5i on déplace un point sur Ia
"courbe" avec Trace, on ne
décélera avcune discontinuité (la

fonction n'est pas définie en

T . .
i-l-kﬂ. mais Ces points ne

correspondent pas & des points
de calcul du logiciel).

Conclusion : la prudence la plus grande est requise dés lors que l'on utilise la
repésentation, sur un écran formé de pixels, d'un phénomeéne continu.

Revenons au probléme posé par I'énoncé du TP

Ce probléme est essentiel en mathématiques et dans d'autres disciplines (sciences
physiques, économie, balistique...) : comment trouver une fonction mathé matique
répondant & certains critéres (simple continuité, dérivabilité...) et satisfaisant & un
certain nombre de contraintes (passer par ceraing points, au dessus ou au dessous de
certaines courbes...) 7 L'intérér d'une telle fonction est qu'elle permettra de modéliser le
phénomine étudié c'est-a-dire :

- de faire des calculs, & partir de la fonction, permettant en retour de micux
comprendre le phénoméne considénd ;

- d'émettre des hypothéses sur son évolution ;

- de traiter des phénoménes d'optimisation (trouver le plus court chemin d'un point &
un autre évitant un certain nombre d'obstacles par exemple).

Il n'y & pas en général de solution idéale, mais quelques principes qui peuvent guider
1a résolution de ce probléme. C'est sur ce point que nous voulons insister ici :

- on donnera dans une premiére partie I'ensemble des solutions proposées par les 18
bindmes de la classe, accompagnées des critiques usuelles...

- on tentera ensuite de préciser des éléments de méthode pour traiter e probléme, en
illustrant ces éléments par les différentes solutions des différents bindmes (le lecteur
curieux y trouvera d'ailleurs matiére 4 inspiration nouvelle).



Page 30

1. Recueil des solutions des 18 bindmes de la classe

Solution du bindme 1 :
Marguerite-Muriel

Elles constituent une fonction
par morceaux a partir de
fonctions trindmes.

Deux tactigues assez habiles :

- elles procédent par
translation & partir de Ia fonction

x2 pour ajuster les différents
trongons. Cela leur permet en
particulier de s'assurer que
fl6)=0.5 ;

elles affectent chaque trongon
a des fonctions différentes (y1,
y2, y3) et les relient dans un
deuxiégme temps en y4. Cela
allege un peu la lourdeur de la
syntaxe when..

Hélas, trois fois hélas, la
fonction n'est pas dérivable aux
points de raccord @ c'est ce
gu'indiquent les caleuls ci-contre,
réalisés dans l'application initiale
(mais les dérivées 4 gauche et &

PLOTS
‘91--.?-;;%3.?5-:
yix-86)2+.5

yIm-(x=9)2+5
yl(x),x { 4.6

g
y2(x),x € 7.3
Yyl else relse
1'1] Fiw FEw T FGE™

EumTra:eEl raph[MathDraw| -

| (uet0) | x = 4.6

[+ lin Fo(uac)

droite sont assez proches, ce qui | **9+8°
assure la régularité apparente du |- lim lﬁ[yﬂf(x}}
tracé). K+d, 6 i

Solution du bindme 2 : D T

[sabelle- Julie '?m“— + 3 % Erﬁ 47)

-ﬁ.__.l 9

Le choix est fait de constituer _IEEL . Bls2,x%7.5

une fonction par morceaux i 3 »2lse
-

partir de fonctions trindmes. Les
seules contraintes prises en
considération soni les contrainies
de continuité des tracés. Le racé
obtenu est donc bien continu,
mais il apparait des ruptures de
pente #ux points de raccord,
comme en  témoignent les
controles de dérivation (cf. ci-
dessous).

Au point de raccord d'abscisse

7.5, la continuité est assurée, pas [

la dérivabilié.

+16-mw=—67;else

f;[ui{x}”x:?.ﬁ undef
lim  wl(x) 3
e e
Lim  wl(x) ]

w7, 5"




Solution du bindme 3 ;
Emilie-Véronigue

Bonne solution, par raccord de
fonctions élémentaires.

Les coefficients ont é&ié
calculés pour que la fonction soit
bien continue et dérivable pux
points de jonction des différents
morceanx, Cela a imposé de fixer
ces contraintes et de résoundre les
sysitmes d'équations correspon-
dants.

Voili le travail. 1l correspond
bien & ce qui était demandé (sauf
le dernier trongon, qui sort du
cadre un peu trop vite).

Liutilisation de l'application
initiale permet de vérifier (en
calcul exact) =i les différentes
coniraintes sont respectées ;

- la fonction vaut bien 0.5
pour x=6 ;

- elle vaut 5 {au lieu de 4,5...)
pour x=9 :

- elle est bien dérivable aux
points de jonction.

-4y :
— g — t4x,xE1774
228-x2 _ 2624-x

L 15317

245 490 °

i J4932-x  TES5E39 1
2401 12005 'eise |

w < 29-4 M

9396 -x7
12005

wl{el 1+
|:1_.|1{9}
I-E‘%I:ultxjjlx= 174 - 14
682
245]

I- '-aﬂ;(glfx}” % =29-4

Solution du bindme 4 ;
Alice-Sandrine

Elles ont utilisé un logiciel de
mathématiques (Mapple) plus
puissant que le logiciel résidant
sur la TI-92 (Derive).

En utilisant une stratégic
d'interpolation, elles aboutissent
i une seule forme polynomiale :
0,419.10-3x11 .2,70510-4x10
+0,007x*  -0,121x8  41,225¢7-
8070434 028x3
-97.333x4+165,240x3-
152.224x2458,347x,

Deux remarques sur
polyndme de depré élevé :

- dés que l'on sort de la fenéire,
il peut prendre des valeurs trés
grandes en valeur absoluc (cf.
fenétre ci-contre) :

- il ne répond pas wux
contraintes imposées aux points
d'abscisse 6 et ¥ (cf. ci-conire),

ce

xmin=-1@.
smax=10,

®sCl=
yrin=-47067048, 6052
Whax=7. 322785934
ysgl=j.

XFressd,

myl{E)
Byliad
"yl(9)
B yl(9)

5. 2657576
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Solution du bindme 5§

Arnaud-Pierre
Deux fonctions sont
proposées:

- la fonction trigonométrique
ne ¢convient pas tout A fait (elle
sort de la fenBire imposée et elle
ne passe pas par les points
souhaités) ;

- un raccord de fonctions
puissances et de fonctions
exponentielles (0,5%), qui ne
convient pas plus, pour cause de
points anguleux,

“":I'1='5.'?5-5ir1{ TE -2+ 1]
PR EL LA
¢ "
Ja-(.9) +3J.I{? -
{:—5,53 +i4|!':ﬂ+'ﬂ5
selse

4.3, else

Solution du hindme &:
Orion- Sébasticn

[ls fixent & chague fois trois
points et utilisent l'application
DarafMairix pour obtenir les
paraboles passant par ces trois
POinEs.

Ifs obtiennent uneé courbe
apparemment harmonicuse, mais
le controle de dérivabilitg, réalisé
a partir de l'application initiale,
indique une rupture de pente.
Normal, puisque les contraintes
de dérivabilité n'ont pas été
intégrées dans la résolution du
probléme !

Om peut d'ailleurs contaler la
dérivée a gauche et & droite au
point d'abscisse 4,65 (en valeur
approchée) : on est loin du
compte !

Fir T F? TF4 TEE™] F&w -
- e FoomEdit| < JRLL|[Stylefissr ., . .,
<FLOTE

T . ;
sy 5 (3% =5.5x),x < 4,65

.B2304 xZ - 9. 87654 - % + 30. 12963, x M
-, 91827 %2 + 16.52892 - x - 69. BBOL6

O\

ke T FrTa
P(9100) | x = 4,65 undef
y d
F lim —=={gl{=)) 1,5
x4, 85" ¥
lim -E?‘;{yl-:x:rj -2.222268

w+4, 65"
LimitCdCul ), xd x.

65,
k. D




Solution du bindme 7 :
Alex-Audrey

Ils proposent deux fonctions :

- la premigre est une fonction
trigonométrique, obtenue par un
travail sur la périodicité et les
bornes des fonctions assocides i
la fonction sinus. La fonction
obtenue est bien dérivable (pas
de probléme de raccord). Mais
clle ne passe pas par les points
Imposeés. .

- la deuxiéme fonction est
obtenue par titonnements & partir
de l'application Dara/Marrix : on
approche un ensemble de points
par un polynéme du quatriéme
depré (QuariRey).

La fonction obtenue est bien
dérivable, mais il n'est pas tout &
fait siir qu'elle ne traverse pas les
cercles (cf. vérification proposée
pour le trindme 9)...

En tous cas, elle nc passe pas
par les points imposés |

PR

TR lE
iy
u:=z.5-[sin[“;‘ —%}m 1]
“¥g=".017751 x4 ,403379-x% - 2.893631 -
;__'4::

|l£ )
i

Solution du bindme 8§ :
Benoil-Frédéric

Apres des tentatives de raccords |

de fonction polyndmes qui
s'averent infructueuses {pour
cause de non-dérivabilité), ils
optent pour une fonction
comstruite & partir de la fonction
sinus !
- pour assurer la positivité, ils
prennent (sinx)? ;
- ils multiplient par 5 pour
augmenter I'amplitade ;
- ils multiplient la variable x par
un nombre inférieur 4 1 pour
augmenter la période,

DYoi le joli résultat ci-contre,

Seul probléme : 1a fonction ne
passe pas par les points imposés
{cf. ci-contre les valeurs exactes
puis approchées que prend f en
ces points critiques).

E-II
i

S-(sin(60-19))
LOOLIZB67 188
5-(sin(50-19))
4.5570108192
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Solution du "bindéme" 9 :
Cécile-Marianne-Valérie

Elles construisent un tableau
de variations correspondant i une
fonction convenable. Elles en
déduisent qu'un polyndme du
quatridgme degré pourrail
convenir, Elles en déterminent
un grice & l'application
DatafMarrix  (cf., bindme
précédent).

On obtient bien ici une
fonction dérivable, mais elle sort
de la fenétre imposée.On peut
aussi se poser la question : la
courbe ne rencontre-t-elie pas le
cercle au voisinage du point
d'abscisse 6 7

Le conirble est simple : on
peut définir la fonction f(x) égale
a la distance entre un point de Ia
courbe et Ie centre du petit cercle
{cf. ci-contre).

Patatras | Pour x= 6,2, cettc
distance est inférieure & 0,3...

1Tm| FEv FE™ '

- com Jl.t < [AlllStylel#d a9 o0

i
-15689 x4 | 74201-x5 [, 766659 ],I
*—{Gegoon = 200008 18

il
"'22.

1 - Fiw '3 F&
rﬂ AlgebralCalciOther [Prom]0jClear a—z..

'J[x—' IE-}2 +[(gl{x) = 1;5]i+f‘{x.‘.l Den
e, 23 . 49382455360

E(E.E}] G

Solution du bindme 10 :
Laetitia-Solie

Elles utilisent l'application
Data/Matrix pour définir des
bouts de parabole La courbe
obienue est assez jolie...

Hélas, trois fois hélas,
l'utilisation de I'applicanion
initiale (cf. ci-dessous) indigue
bien gue la fonction n'est pas
continue au premier peoint de
jonction, d'abscisse 5,2.

Double confirmation
l'erreur :

- dans l'application initiale, le
calcul des limites & gaunche et &
droite est fatal ;

- dans 'application graphigque,
un zoom autour du point indique
clairernent la "cassure” (en mode
Dot, ce serait encore plus net).

de

f -.4575 %% + 2.5665 % = . 19645, € 5.1
{1.25-:2- 14,875 = + 44,25,x < 6.75 W
-, B44 %2+ 15.206 x - 63.5136,else

Tim  wlfx)
i 1 T

B lim ol
b P
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Solution du bindme 11 ;
Cédric-Davy Louis

Aprés quelques titonnements
pour frouver unc fonction
polynbéme convenable, ils se
rabattent vers une fonction sinus
{comme le bindme 7).

fx) = 2,5 [ sin(3 x - ) + 1]

La fonction convient bien, sauf le passage par
les points imposés.

Solution du bindme 12 :
Genevieve-Olivier

Aprés quelques titonnements
avec Dara/Marrix, ils choisissent
aussi une fonction sinus trés
proche de la fonction précédente,

fix) =25 sin (x-1,5) + 2.5.

Meéme remarque que précédemment.

Solution du hindme 13 :
Jean-Frangois -Mathieu

Aprés la recherche d'un
polyndme du guatrigme degré,
puis la recherche d'une fonction
définie par morceaux de trindmes
du second degré, ils se rabaten
aussi vers une fonction sinus tréss
proche de la fonction précédente.

f(x) = 2,5 sin (1,05x- 5) + 2.5.

Méme remargoe que précédemment.

Solution du bindme 14 :
Aurdlia-Xavier

lls riccordent des polyndmes

du 2itme oy dy Jieme degré. Pour
ces derniers, une siratégie subtile
est choisic : le polyndme est
défini & partir de son centre se
symétrie (le point (4,5 ; 2) pour
le premier), les calculs sont faits
en prenant pour centre du repére
ce point ; le retour au repére
initial est opéré grice aux
fonctions associées (of, éléments
de méthode ci-aprés).,

Hélas, les raccords sont bien
continus, mais non dérivables
comme 'atteste I'écran ci-contre,
Les dérivées & gauche et & droile
des points de raccord sont
cependant trés proches (d'on
laspect régulier du tracé qui ne
fait pas apparaitre les points
anguleux pourtant bien réels),

o H-xz.xﬁl..ﬁ!
H'{H%‘iﬁ} _ BE!;#rS} +2r“5?.5'
3
28 (% =
LSO L
e
(9100} | x = 1.5 undef
lin & (ul(x) 8
w*l.5°
lim —Sh(uiex 1675
xel,5* ax )
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Solution du bindme 15 :
Nicolas-Philippe

Aprés un essai infructueux a
partir de raccords de fonctions
affines (aboutissant nécessaire-
ment & des points anguleux!), ils
raccordent des portions de

araboles : & partir du choix de
3points (dont le point de
raccord), l'applicaton Dara
fmatrix lear fournit les trongons
convenables pour la continuite,
mais pas pour la dérivabilité
(forcément, puisque celle-ci n'a
pas €té intégrée comme
contrainte). Pour le vérifier, on
pourrait otiliser 'application
initiale, ou l'application
graphigue :

- on a calculé dans
I'application initiale la dérivée,
puis on l'a stockée dans v3(x) ;

- on trace (en mode Dot) la
représentation graphique de
vai(x}, en utilisant Zoomfir (menu
F2} pour ajuster la fenétre ;

- la dérivée est une fonction
affine par morceaux, on distingue
bien ses discontinuités aux points
dabscisse 5et 7.

TR ——

- .
r{—n-un

A =t s e =
Edll‘l'.- < |A '!.Etull'"?':-'. i

F‘nt 11

200

yl=-,63IIITIIZIIIIV «2 + 1. 6666666666
yZ=1,9999999999994 - xZ 4 -23.95999999999¢

1'q;| F11" |

LEEEEEED. % + 10. 5666666666

Tr-an:e Re raph a‘r.h

- i— E!:u;m

Tr:u Riﬁ-rg_ph h‘at.h I:Ir.u -

Al MARA

Solution du bindme 16 :
Aurélie-Mélanie

Elles décident de placer des
points et de les approcher par un
polyndme du quatrieme degré.
On obruient la courbe ci-dessous.

Elles écrivent : "on est
corfronté @ deix problémes © on
n'est pas bien sdres que la

courbe passe bien par () er elle |
frile on peut-étre coupe des J

cercles. On a Uimpression que la

courbe passe bien par le point |

{0)."

Que la courbe coupe un des |

cercles n'est pas doutewx.., Cuant
& la valeur de 1a fonction en (), il
suffit de poser la question 3 la
calculatrice... on de regarder e
coefficient constant du
FUE}'nﬁ:m: : 8l est différent de 0,
a courbe ne peut pas passer par
['crriginr: du repére !

— “Flot 2:

“Plot 12l X xielwick

“yl=-, B02940236734

‘29 1{
moa T

§S7677IT2107 - % 12084945
T IS00000o00enD | 10000oooR0oen
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t. ino ' - - -
it:::elu&n“;lﬁiﬁ::s:u[e? - com|Trace Rtﬁraph Maki |Dr-au| v i

EE‘HE?] 9
Elles envisagent une fonction -
dont la dérivée s'annulerait en 3, ﬁé;:'mz-“
6 et 9 et choisissent dans cene Jgsel=i.
perspective f(x) = (x-3)(x-6)(x-9) I”‘“" .
D'od ;

f {x}% x“-ﬁx3+% x2.162x+k

avec k=0 pour assurer le . — e

passage par l'origine. Elles [+ g |Zoom|Trace|ReBranh/Math De mule &

déclarent alors : "la calculatrice
ne donne aucune courbe pour [,

Et pour cause : celle-ci sort de
la fenétre imposée (voir ci-
dessus).

Pour abtenir une courbe plus
satisfaisante, il fallait diviser f
par (-60) par exemple {(cf. ci-
contre), Le sens de variation
convient, pas les extremums |

Solution du bindme 18 :
Claude-Mathilde

Plusieurs tentatives

wd -5.5- k)i € 4,65
.BEEIq- x€ - 9, 87654 - X+ 30,1293, % <

- regroupement de courbes 9192? u?+ 16,52892 % = £9. BB016
obtenues griice & l'application | s -;-5 :-m ]..2 5
Dara/matrix et la syntaxe when 31
(cf. ci-dessous).C'est pas mal en
apparence... Mais la fonction
nest pas cunl:muv: anx points de

"jonction” ; la limite de [ est
égale & lm:? a gauche de 4,65 el
'5:"'."14[]'!:"

i Sinnop @ droite. Clest pas trés
différent... mais c'est différem,
- utilisation d'une fonction

sinus, C'est bien dérivable.., mais
cela son de la fendire,
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2. Eléments de méthode

Nous proposerons ici quatre éléments pour une résolution.

22U hématisation d i

La premiére étape dans un probléme consiste & donner une forme mathématique 4 un
énonce. Celui-ci contient déja des éléments mathématiques : il s'agit de trouver une
fonction [ dérivable passant par le point (0,0). D'autres éléments de I'énoncé n'ont pas
encore une forme mathématique précise (la courbe doit passer au dessus du premier
cercle, puis au dessous du second, ete... et ne pas sortir de la fenétre choisie. Comment
les modéliser 7

- une premiére méthode consiste & définir des conditions mathématiques suffisantes
pour qu'une telle fonction vérific les contraintes données.

Pour cela, je définis une
premitre fonction plus simple, T
c'est-d-dire non dérivable, qui [ Y= Do £
satisfassc toutes les contraintes : Pu2=] £ 175

une fonction affine par morceaux -35/15(x-5.5)+ .5, x¢ 5.5
convient tout & fait, Sonil 7 1 el
Puis je peux utiliser des [ 4(x—7)+.5,x<8 ] @128

théorémes puissants (que vous 4.5, else i

verrez dans les classes post-bac) | 8 i
qui stipulent que l'on peut
approcher d'aussi prés que l'on pry ey R T
veut, sur toul intervalle [a,b], |=f—|2oon|[TracelRedraph[MathDrau]- &
toute fonction continue par une
fonction dérivable.

1 suffit alors d'utiliser un de
ces théorémes pour rouver une I
fonction dérivable qui approche
la fonction affine par morceaux
(déja définie) suffisamment prés ;
s1 par exemple elle ne s'en
éloigne pas de plus de 0,1, je suis
siur gque les contraintes de
I'énoncé seront respectées (sauf
au voisinage de l'origine).

Il n'est pas possible en TS de
Jjustifier davantage ce théoréme ;
J'en montre simplement ci-contre
une des applications 4 notre
probléme,

Pour approcher suffisamment
la fonction affine par morceaux,
il a "suffit" de choisir un

polynome de degré 60... TrH#TTa T

L

- une deuxieme méthode consiste 4 commencer la résolution en définissant des
conditions mathématigues non suffisantes. C'est ce que la plupart des hindmes ont faie,
avec trois stratégies possibles :

- on peut se donner des points répartis sur un itinéraire possible et chercher une
fonction qui les tl,(]JpIﬂChE (stratégie utilisée par le bindme 4 par exemple) ; mais rien
n'indique qu'une tonction, si elle vérifie ces contraintes en chacun des points choisis,
n'aura pas un comportement non conforme entre ces points !
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- on peut considérer les variations des solutions supposées (stratégie utilisée par
le bindme 17 par exemple), en indiquant que I'on recherche une fonction croissante sur
(0; 3] de O & 4, puis décroissante, etc... La aussi, méme si une foncton a un sens de
varigtion convenable, elle peut tour & fait traverser un cercle et n'étre donc pas
pertinente !

- on peut enfin rechercher, parmi les fonctions connues, des fonctions qui
réalisent & peu prés les contraintes imposées. Clest ce qu'ont fait par exemple les
bindmes 7 et 8 en recherchant des fonctions convenables & partir de la fonction sinus.

On voit bien les différences entre la méthode 1, systématique, et la méthode 2 qui
procede nécessairement par titonnements, ajustements, rectifications.

On ne peut pas dire que telle méthode est supérieure 3 telle autre : c'est bien souvent
unc combinaison des différentes méthodes qui permetira d'aboutir.

2 b Ls oot o _— it daliai

morceaux

Comme toajours, les deux méthodes ont leurs avantages et leurs inconvénients :

- la premiére méthode a l'avantage de régler d'un coup les problémes de continuité et
de dérivabilité ; il suffit de prendre pour cela une fonction pour laguelle on bénéficiera
de toutes les garanties (fonctions polyndmes, trigonométriques), Le désavantage est que
la méme formule devra satisfaire toutes les contraintes (relatives aux trois cercles et i la
fenétre) :

- la deuxitme méthode présente I'avantage d'avoir i gérer peu de contraintes & la fois.
On peut choisir une premiére expression pour la fonction qui permettra de "passer” le
premier cercle, une deuxigme expression qui permetira de passer le deuxitme cercle:
erc... Le désavantage est qu'il fandra s'assurer & chague extrémité de l'intervalle de
définition de la continuité et de la dérivabilité du raccord. Par exemple, si on définit une
premicre forme y1 sur l'intervalle [(0; 5], il faudra poser comme contrainte pour le
deuxigme “"morceau” y2 sur [5; 7] : y1(5) = v2(5) ex y'1(5) = y'2(5)

Une chose est siire : aucune recherche n'est purement aléatoire - on a toujours une
petite iée de ce que l'on cherche, La recherche est d'antamt plus efficace que les objets
de référence (ici les fonctions) sont bien rangés dans sa tére... Deux éléments sont
particuligrement importants

- le choix d'une forme pertingnte @ si on cherche une fonction croissante puis

décroissanie, une fonction trindme x— axZ+bx+c (avec g<) peut convenir. Si on
cherche une fonction & bosses de chameau (2 bosses | ), un polyndéme du guatriéme
degré peut convenir... ou une fonction sinus ! Plus le choix de la fonction est pertinent,
plus les manoeuvres d'ajustement seront réduites !

- i fi i i tune forme éant trouvée, il est wés fréguent
en effer qu'elle ne satisfasse pas i toutes les contraintes. 1l faudra alors procéder & des
ajustements. 11 est important de se rappeler de ce qui a été vu en classe de seconde : les

fonctions assocides (cf. ci-dessous).

. APLATS 4
On considére ci-contre la 3%‘;51"'{‘}
tonction f : x—» sinx 3;:

yl=
y9=

ﬁizi
wile=
"H - |

¥

IR mam FuarT
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Soit la fonction g telle que gix) Sranss
-2 Wit [
On passe du graphique de f & "'ﬂgis *
celui de g par une translation de ¥ -
vecteur directeur (0 ; 2). i
e
a1%s
Soit la fonction h telle que hix) forers1
= fix+2). :Hi:iin{“}l‘l 3
On passe du graphique de f & ﬁ:“"‘m !
celui de i par une translation de us: _/-"""'“
vecteur directeur (-2 ; 0}, i
ylQ=
\* =
Gt
._F -

Soit alors la fonction i telle [[STHT oo
que i{x) = 2fix). «Egzgf i.[in::Ir}
On passe du graphique de [ a || v¥&=
celui de i par une "dilatation” {on || gg=
appelle cette ransformation une H?i

affinité) verticale de rapport 2. vl

Sqit alors la fonction j telle S o
que jix) = f{2x). , e 7 L S
On passe du graphique de ['2 =

celui de i par une affinié EE:
horizontale de rapport 0,5. gElE
1

Pour les fonctions polyndmes, on dispose d'un théoreme tres puissant : si on se
donne, dans un repére, n points d'abscisses distinctes, il existe un polynome et un
seul, de degré inférieur ou égal & n-1, dont la courbe passe par (ous ces points :

- 5i l'on se donne deux points d'abscisses distinctes, il existe une fonction affine
(polynome de degré inféricur ou égal & 1) et une seule dont la courbe (une droite) passe
par ces deux pomnts ;

- 5i l'on se donne trois points d'abscisses distinctes, il existe un polynome et un seul
de degré inférieur ou égal & deux (une fonction affine ou un trindéme donc) dont la
courbe passe par ces trols points (si les points sont alignés ce sera une droite, sinon une
parabole).

Si on dispose de 11 points, on a le choix entre deux stratégies :

- soit on utilise le théoréme ci-dessus, et U'on détermine 'unique polyndme de depre
inférieur ou égal & 10 qui passe par ces points, C'est ce qu'on appelle une stratégie
d'interpolation. Avantage : on réalise un travail précis, la courbe obienuc passe
exactement par les points voulus. Inconvénients ; cela fait besucoup de caleuls (mais si
l'on dispose d'un logiciel de mathématique, cela n'est pas trés gravel). Autre
inconvénient beaucoup plus génant : plus le polyndme a un degré élevé, plus ses
variations peuvent étre brutales ; ainsi, entre deux points par lesquels i1 passe
effectivement, il peut se produire quelgues accidents ..,
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- soit on détermine un polynéme de degré inféricur, qui ne passera plus
nécessairement par les 11 points donnés, mais qui les approchera "au micux" (il existe
des méthodes d'oprimisation qui permettent de déterminer de tels polyndmes). Clest ce
qu'on appelle une méthode d'approximation. Inconvénient : les points donnés ne sont
plus atieints. Avantage : on travaille avec des polyndmes de degré inférieur, davantage
contrdlables.

L'application Data/matrix de la T1-92 peut réaliser certains de ces calculs
d'approximation (on dit aussi régression). 11 s'agit des commandes du menu F5 : la
commande Linfleg permet d'approcher au mieux? une famille de points par une droite,
la commande QuadReg permet de réaliser cette approche avec un trindme, la
commande CubicReg avec un polynéme du troisiéme degré, la commande QuartReg
avec un polyndme du quatrieéme degré. L'intérét est que, dans certaing cas,
lapproximation devient une interpolation, c'est-a-dire qu'au liew d'approcher
simplement les points, on les atteint exactement, En effet :

- 5i l'on dispose de deux points, la commande LinRer donnera I'équation de la droite
qui approche an mieux deux points ; mais celle-ci (application du théoréme ci-dessus)
passe nécessairement par ces deux points!

- 51 l'on dispose de trois peints, la commande QuadReg donnera l'équation de la
parabole qui approche au mieux ces trois points ; mais celle-ci (application du théoréme
ci-dessus) passe nécessairement par ces trois points!

- 81 l'on dispose de quatre points, la commande CubicReg donnera I'équation de la
cubigue qui approche au mieux ces quatre points ; mais celle-ci (application du
théoreme ci-dessus) passe nécessairement par ces quatre points!

- %1 I'on dispose :fe cing points, la commande QuariReg donnera I'équation de la
courbe du quatrigme degré qui approche au mieux ces cing points ; mais celle-ci
(application du théoréme ci-dessus) passe nécessairement par ces cing points!

Un exemple : j'ai défini 5 Fr— : : . ,
points dans application
Dataimairix. 81 j'utilise la
commande QuartReg du menu
F5, jobtiens bien ['unigque
polynome du quatridéme degré
passant par les 5 points.

St jutilise la commande
CuadRep du menu 35, jobtiens
par contre un polyndme de degré T ee————
deux qui ne passe plus par ces
points, mais s¢ contente de les
approcher aux mieux
(l'optimisation consiste &
déterminer la courbe telle que la
somme des carrés des distances
des 3 points a cette courbe soit Ta
plus petite possible),

—e s — -
e

LR E - —

Cependant, attention : les calculs de régression du menu F5 de I'application
Datalmatriz sont toujours réalisés en mode calcul approché (ce qui donne les
lomgues écritures décimales qu'ont obtenu les binomes qui ont choisi celte
méthode). Si l'on veut des calculs exacts, il faudra procéder antrement !

2 L'expression "au micux” a on sens précis. Supposons par exemple que F'on veuille approchier au micux
enc famille de points (1, y1), (x2, y2)...{xn, yn} par une droite déquation ¥ = ax+h, On calcule alors
pour chague point d'abscisse xi ke carmé de la différence entre son ordonnée et Fordonnde correspondante
de la droite, c'est-d-dire le carré de Ia dilférence (v - axi - b), On Fail ensuite la sxnme de ces camés et on
détermine a et b {on démontre qulils existent of sonl unigues) pour que cetle somme soil minimale. Cest
la méthode des "modndres carrés”, dont la démonstration sort du cadre de cette Slude.
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D'ailleurs, si on dispose de plus de 5 points, 1a TI-92 ne permet plus d'obtenir
directement les polynbmes d'interpolation. On dispose bien siir de méthodes
systématiques théoriques (le bindme 4 a évoqué les stratégies d'interpolation de
Lagrange), mais on peut aussi s'en tirer par des résolutions de systémes d'équation. Par
excmple, si on recherche I'unique polyndme de degré inférieur ou égal & 5 passant par 6
points, il suffit d'écrire que les coordonnées des 6 points en question verifient f(x) =
ax +hxdroxd+dxvex+f On dispose alors d'un systéme de 6 équations 4 6 inconnucs
qu'il suffit de résoudre. On awra alors les résultals en caleul exact (si bien sir la
calculatrice est en " mode exact™ ) !

Pour terminer, une derniére illustration de la réflexion nécessaire dans toute activité
de modélisation mathématique :

On  wveut modéliser un
phénoméne pour lequel on
dispose de 11 mesures.

Premi¢re approche, avec une
méthode d'approximation : du
fait de 'allure du nuage de points,
on peut penser plutdt 4 un
polyndme du guatrieme degré

(profil chameau). a0 o
Le résultat obtenu avec la
commande QuartReg du menu [ Rl LEal] — T
F5 de l'application Dara/matrix
donne un résultat convenable, qui e L 5 Few T Faw

» = |Zoom|Trace |Rebraph|Math [Draw) «

donne an point de coordonnées
(3,5} un statul d'exception (peut-
étre était-ce le résultat d'une
mesure erronée, d'une erreur
d'entrée dans un tableau ou
encore d'wne perturbation
accidentelle du phénoméne).

La modélisation mathématique
permet ainsi d'interroger le
phénoméne observé lui-méme.

Deuxigme approche, avec une

[:|1§]I ggg!; dlﬂm]:ﬂm On W
détermine l'unique polynéme de jrf=iZcen|Trace|ReSraphjiathiDrav)- i

degré 10 passant par les 11 i [L
ROLAES.

On gagne en précision, on
distingue moins les grandes &

tendances duo phénoméne. On
peut observer en particulier les
variations importantes entre deux
points de mesure successifs,
Deux conclesions possibles [gREs Pl
alors

- soit le phénoméne observé est par nature chaotique ; alers la modélisation
mathématique est acceptable ;

- soit ce n'est pas le cas, Ei alors la modé&lisation mathématique n'est pas la bonne,

_-__m

En conclusion : dmpu&r de thmrﬁmw et de ga!g_mialrm
ﬁfﬂhmﬁq uém ne dispin&e pﬂﬂ dre rﬂi&fﬂr,%ﬁ%% nmﬂralre t

i e ni mh:ﬁ-; G e

-'\-a-'.
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TP N°4d

O uiilisera dans ce TP Ta meme fenetre que pour ie 1P 3 :
[ 11.9] pour x, [0 5,1] pour y.

On s'intéresse en effet 3 un problEme proche de celui du TP précédent, Cette fois-ci la
figure st la suivane ;

Les points ont  les
e A R O I N S e ) v
(6, 4) ; ™6, 2) ; E(10, 2) ;
br—g & J F(10, O ; I(10, 3) .
| JO10, 43 K7, 4) ; L(7, 3).
1 $ On créera cette figure sur
Pécran par l'utilisation de la
o commande Line du menu F7
{placer le curseur sur one
; extrémité du segment puis
T T il Enter el recommencer avec

I'antre extrémité ).

UJ:F peut bien sir noter les points avec le menn F7, commande Texr. Mats c'est inutile
ot meme génant (surcharge de I'écran). On sapvegardera cette figure sous ['étiquette
Avian.

=7 La question du jour

On veut déterminer une fonction qui satisfasse des contrvintes qui pourraient
étre celles de la trajectoire d'un avion : il décolle en O, doit passer au dessus
d'un relief qui colmine en B, puis passer ap dessus du plateau [DE], mais sous
la masse nuageuse (ITKL) et enfin atterir sur une piste qui commence en F, On
considérera que le dessin ci-dessus est une modélisation qui "enveloppe” les
reliefs réels : done 'avion peut passer par B, mais pas en dessous !

A la différence du TP 3, on s'intéresse aussi au comportement de la fonction
en dehors de la fenére @ décollage oblige, la dérivée de la fonction devra ére
nulle en (0 et, atterrissage oblige, la limite de la fonction en +eo devra &tre nulle
;,E;%Eﬂ[—h—dir: que l'on considérera que la piste d'atterrissage a une longueur

nfinie).

Déterminer une fonction dont la représentation graphigue satisfasse i loutes
ces contraintes.

1 La question du lendemain |

Il s"agit en fuit d'un vol acrobatique. L'avion peut-il réaliser un looping 7
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e -

2
i

E T T e T it & i

Hi BRI Bt e S b - SEANE
Le texte qui suir a é1é revu, corrnigé, et complété par Emilie Franceschini er
Véronigue Cerlotro,

Nous présentons simplement dans ces éléments les réalisations des bindmes qui ont
eu le temps, dans le cadre de I'heure de TP, de proposer une solution. Certaines sont
partielles, ou fausses, et ont dii éwre remises en chantier ultéricurement. On pourra
constater & la lecture des solutions proposées, que les soggestions du TP précédent ont
été mises en application avec profit. La mise en commun des solutions, ou embryons de
solutions, ci-dessous donne & chacun des idées pour un enrichissement des premiéres
solutions trouvées ou une rectification des erreurs,

Solution du bindme 1
Marguerite-Muriel

Grande avdace théorique @ on
invente ici wun acroplane &
trajectoire rectiligne. On n'a pas
fait mieux depuis le révolver .
coudé (pour tirer dans les coins). —

Evidemment une telle fonction - @M" x<6.4.
n'est pas dérivable {cassure des
pentes) aux points de jonction ! 1
reste & "arrondir les angles”, ce
qui suppose d'avoir recours 2
d'autres fonctions gque des
fonctions affines...

A reprendre donc.

Solution du bindme 2
Isabelle-Julie

Elles ont choisi, dans le
Tv-‘i:f[;':lf:rmin: ddv::a finlnctjuns gt
référence, des polyndmes duo . - ) :
trosiéme degré. I;_.ei points de -..lz-“—f:?u;,"— - -2-@%-:-‘— +~'Eﬂéﬁ —%
raccord sont  choisis  aux | y3=2.5
extremums communs des deux
fonctions successives. Cela assure "
do méme coup la dérvabilité en :
Ces points,

Bonne remarque du bindme
on ne pourrd famais trouver gne
seule fonction gqui “fasse un
looping” car celg voudrait dire
gu'et un méme x on pouwrrait
associer plusicurs v. Ce ne serait
plus wne fonction,
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Solution du bindme 3
Emilie-Véronique

Méme principe que le bindme
précédent. A la place d'one
fonction constante, le bindme a
déterming une autre fonction du
roisieme degré pour le "couloir”,

Malgré son allure parfois
angulense, la courbe est Ia
représentation d'une fonction
parfaitement continue et
dérivable.

Ne pas se fier aux apparences !

i i oL - & -+ L= .
Lot - 5.5 121
40-%°  25p-%2

1540 x _ 18485
ey — . W

Solution du bintme 4
Alice-Sandrine

Encore le méme principe de
résolution. Pour ce bindme
comme pour les deux précédents,
la détermination des coefficients
se  fait par otilisation de
Uapplication Darg/Matrix les
points de raccord, choisiz les
contraintes en découlent (4
contraintes ! deux points de
raccord avee les dérivées nulles en
ces points), Les polynbmes du
troisiéme dégré peuvent alors étre
déterminés,

Solution du bindme 7
Alex-Audrey

Habile : le choix est fait de
déterminer les polynfmes du
troisiéme degré & partir de leurs
dérivées. Ainsi le premier trongon
est déterminé par F{0) = {5.5) =
0. Ceci fournit la dérivée,
nécessairement du deuxigme
degré : fi(x) = ax(x-5,5). f est alors
déterminée par primitivation, les
constantes €tant alors ajustées
pour que la courbe passe par les
points voulus.

Meéme démarche pour Je
deuxiéme trongon,

40-x (4 %2~ 75-x+462) 18485
yd 5,12 T
WaER. 5

50 -x — 250

.
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Solution du binome 8
Benoit-Frédéric

Solution extrémement habile :
ils ont constaté qu'en élevant une
fonction sinus & une puissance
impaire importante, on obtenait un
"applatissement” de la courbe gui
permettait le passage dans un
coulpir donné. Il suffit alors
d'ajuster les coefficients (& partir
du bilan du TP précédent sur les
fonctions associées) pour réaliser
les translations et affinités
nécessaires.

wZ=ll

?
buta2.5 {sin{13= - 3] + 2.5

\/

Solution du " bindme" 9
Cécile-Marianne-Valérie

Rien ne se raccorde... Et cela
dés le départ. Une seule contrainte
gst respectée : la limite en +e=.

Nous disposons ainsi d'un avion
qui ne peut pas décoller, dont le
vol est parsemé d'accidents
catastrophiques.., mais qui atterrit
dans de bonnes conditions,

Est-ce bien raisonnable 7

I
J_+2
= Uif=), w4 7
- 2.3,x 4 10 else
y2ix),else’

Solution du bindme 10
Laetitia-Sofie

Le bindme 10 essaie de réaliser
les contraintes avec deux
fonctions. Cela convient aox deux
extrémités (fonction nulle &
dérivée nulle en 0, limite nulle en
+oa), Hélas, le raccord des deux
trongons n'est ni dérivable ni
continu | Pourtant la vérification
de dérivabilité avait é1é faite aun
point charniére, mais avec une
syniaxe fausse @  divl{645) x)
donne bien shr () (puisgu'il s'agit
alors de la dérivée d'une
constante!),

On peut voir ci-contre 'etfet de
cette erreur de syntaxe (d'abord la
syniaxe fausse, puis la syniaxe
juste) : une petite différence ct
une grande conséguence...

HEultﬁ.#S]J

S (u1(x)) | x = 6.45
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Solution du bindme 12
Grenevieve-Olivier

Il apparait un petit probléme :
la courbe semble bien percuter le
rectangle.

Mais le probléme le plus
Im]:lurlant n'apparait pas "i 'oeil
nu" : malgré son aspect régulier,
la courbe n'est pas la
représentation graphique d'une
fonction dérivable (ni méme
continue) aux points de raccord,

Ne pas se fier aux apparences
{bis) !

2 —
i 16 x
g
HET'é—ghr+2. 1182
.Hq,_i’ulfx.‘.l.x{ 4.5

SR CES, 0150

Solution du bindme 13
Jean Frangois-Mathien

Ajustement habile de fonctions
sinus ou cosinus. Pour assurer la
dérivabilité, les raccords sont faits
en des points oi la dérivée est
nulle, Le choix des coefficients
des fonctions asin(bx+c)+d est
aussi trés clairement justifié :

- & pour donner de Uamplitude
it la foncrion ;

- & pour faire varier les x plus
ou maoins vite en fonction de la
distance & parcourir ;

- C poiir décaler le sommer |

- d pour relever la foncrion,

Le bintme indique qu'il dispose
ainsi d'une grande souplesse pour
la détermination de la courbe : on
peut réaliser aterrissape aussi
prés que l'on veut du rectangle,

Un petit oubli ; il aurait fallu
]pmtc-nger la fonction & partir de

atlernssage par une fonction
nulle (comme pour le bindme 8).

La cerise sur le giteau : le
bindme propose un petit lmpu:lg i
partir de la définition de cercles
(ow de demi-cercles). Evidem-
ment, on ne dispose plus alors
d'une fonction, mais de plusieurs
fonctions superposées, comme 1'a
remarqué le bindme 2.

-1;::5[—1_'—5 _T'E_] + 1,25
-’954?.1.%‘?.': il

S ap s T

Lo ] rl.'i==
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Solution du bindme 14
Aurélia-Xavier

Comme pour le bindme 7, on rarreTe PR L) Lf AT LLe)
raccorde des pntynﬁmns:mdlu ul [ﬂ_‘% Ly i + 34
troisigme degré aux points a Sk iz =5,
dérivée s‘am?ule, Mais il y a ici Hﬂﬁ—; . 2k iﬁ 2, 3.3
quatre fonctions cubigues : la - 53 _g
dernidre s'arréte pour x = 11,5, | 43 - ”4 +2.35
relayée par le fonction nulle. m

Une stratégie de caleul subtile . .
on se place & chaque fois au centre
de symétrie de la cubique, puis on
fait un changement de repére.
Ceci ermet des calculs
simplifiés.

Malgré I'allure accidentée de la
courbe, celle-ci est la
représentation d'une fonction
dérivable partoul.

Ne pas se fier aux apparences
{rer) !

Solution du bindme 16 P
Aurélie-Melanie yl=

Tout ceci est bien .ﬁ:g;%“ﬂ”* 5

approximatif... Les raccords ne 2

sont satisfaisants ni sur le plan de %= 9,2

W
la dérivabilité, ni sur le plan de la puS Yl(x), = € 3
continuité, ={f'='2':"3*“‘: & e,

rn ]
Pour assurer le respect de ces
contraintes, il auwrait fallu les
inscrire dés le départ dans le
cahier des charges de la résolution
du probléme ! *\

Petit bilan : pour résoudre le probléme posé, les différents bindmes ont dii se
poser les mémes quesiions :

- quelles fonctions choisir dans le répertoire connu ! )

- comment ajuster une quasi-solution pour qu'elle réponde aux contraintes
imposées 7

- quelles sont les méthodes de caleul les plus simples et les plus efficaces 7

- comment vérifier la justesse de la fonction proposée !

L'intérét de certaines solutions est qu'elles sont susceptibles d'ajustements
ultérieurs, pour répondre A de nouvelles contraintes, Nous en reparlerons lors du

TP n®h.
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TP N°5

On’ slintéressern dans ce TP & la résolution d'équaions i une
Inconnue.

_{. P ol | i

IF tiH Celles-ci peuvent Etre traitées dans l'application graphique : menu
W | F5 Math, commande Zero g1l s'agit d'une équation du type fix) = 0,

! — commande Intersection 8l s'agit d'une équation du type f{x) = Blx).
Mais atténtion ; dans Tapplication graphigue, le_ mode est toujours en calcul approcheé,

Les équations peavent aussi #tre traitées dang I'application initiale, soit en mode
cxact, soit en mode approché. Attention, en mode approché, 1a commande Solve active
un processus de recherche qui peut parfois déraper (cemaines solutions peuvent
€chapper & Ia recherche ; on verra aussi que 1'on pent obtenir des solutions piIrasites... ),
En caleul approché, In plus grande vigilance est done de régle |

NB : on peut aussi préciser la recherche des valeurs approchées des solutions par la
syntaxc {solve fix) = (Lx) | x<a , ou mieux (solve fix) = 0.x) [ x>a and x<b. La
techerche sur la zone en question est alors plus précise (ce qui ne garantit pas son
infaillibilité),

: I Un exemple ci-contre
glOp: Loda sz - en mode approché, pour

solvelx¥+x2+ 524 x=-1=0, x) | %32 x>2, le logiciel ne détecte
gucune solution |

fals
& - en moxde approché, entre
et 1, le logiciel détecte une
®= 481B15589155 solution ;

soluelx® + %24 4244120, - en mode exact, le logiciel
J,{.[ 34 oo g o l] = ] se contente de retourner Ta
question (reformulée).

A

™= La question du jour
Soit I'équation W /x = 100sinx
A-t-elle un nombre fini ou infini de solutions 7

- 81 ¢'est un nombre fini, combien et pourquoi 7
- &i c'est un nombre infini, pourquoi

Pouvez-vous donner un encadrement & 109 pris de la 10itme  j0itme,
19971me colytion 7

[] Les questions du lendemain
Soit I'équation Yx = asinx :
- quelle(s) valeurs attribuer & & pour que cette quation ait exactement 1997

solutions 7
- quelle(s) valeurs attribuer & a pour que cette équation ait exactement 2000

solutions 7

F‘-.A' R BBy o “'.&"“k-f ] B af‘:%.ax@.- i B e e e
e i R T o R e

g‘!ﬂ.". T e
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Le texte qui e rmr;::..éa'r"rigé et complété par
Téen.
Prologue

Il s'agit 14 de fonctions de références. La présence de la fonction racine carrée
impose de traiter I'éguation sur I+ (nous pouvons constater que ( est racine). Aprés ces
quelques considérations générales, la plupart des bindmes ont urilisé les différentes
applications de leur calculatrice, en suivant des itinéraires assez Varics, pour une
premidre approche expérimentale du probleéme : trouver la 10#me, 100#me | solution.

Premiéres observations

1 T4 a i x

L'application de la commande Solve permet d'obtenir les valeurs approchées de
quelques racines. Sans restriction de domaine de recherche, la calculatrice Fmgust les
valeurs approchées de 4 racines (notons que la limitation du formart d'affichage de

celles-ci permet une lecture directe de celles-ci).

Il serait tout & fait naif de Jsolvelllx=100-s , M
CToiTE que ces 4 racines sont les ®=THE.5100451999 or = 6&,29202827364 &
seules : N solvel(JTR = 100 sing, x)

- la précision > &0 permet ¥=79, or x=6.3 or x=3.1 or x=0.
d'obtenir la noovelle racine 88 ; ; 80 = g8,

'l préciston > 10 gud < 70 [ 201elili=108-ainkd, )| x> 98 x~Ee.
permet d'obtenir la racine | RERAGH I = 100 sin o, b0 10 nd vl
intermédiaire 47, » -':fr.

= o T T 5 = = & = =
Dans ces conditions, il est assez illusoire d'espérer déterminer l'ensemble des
solutions de cette dquation sans prendre un peu de recul sur le probleéme,

o ; ALLON Frapilg ; 1£

Nous pouvons commencer I'observation par la considération des deux fonctions sur
lintervalle [0, 80| pour lequel 'application initiale ne donmait que 4 solutions. 11 est
clair que les intersections entre les deux courbes sont beaucoup plus nombreuses que
cela : la représentation graphique de la fonction racine rencontre "évidemment” deux
fois chagque arche supéricure de la sinusoide.

Il n'était certes pas nécessaire [xmin=0,
d'utiliser une calculatrice graphi- xnax=?f}.

. : 1
que pour découvrir cela. La seule :;‘fn: -in,
considération de I'écran ne [Ymax=10. L

o ¢1=1.
permet  pas dailleurs de [2ras=i.

comprendre le comportement des
fonctions en présence : les barres
verticales ci-contre n'évoguent
pas particulierement une
sinusoide, La référence aux Jxnin l ﬂ

fonctions connues est indispen- ﬂ'g = ;'

sable pour comprendre ce qui se  [¥nin=-99.3410 86
passe | La commande Zoomfit E?E’f;??'ﬁﬁﬁgg%gl
permet l'ajustement "en hauteur” [xres=1i.,

de ta Tfenéire, en faisant “

apparaitre les images de tous les
points de calcul sélectionnés sur i
l'intervalle [0, 80].
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On notera au passage que

- la commande Zoomyfit ne permet pas d'obtenir Iintervalle attendu [-100, 100] : il eut
¢éi¢ en fait étonnant gue les extremums de la fonction sinus correspondent justement A
des points de calcul CEE l'application graphigue |

- le graphique de la fonction racine ne peut plus émre distingué de I'axe des abscisses

n'ﬁ est petit devant 100sinx sur lintervalle [0, B0]). 11 est impossible de rouver une
fenétre qui soit ajustée i des fonctions d'ordres de grandeur différents. Le probléme est
justement que les ordres de grandeur sont inversés pour x grand, du fait de la limite
infinie de la fonction racine en +eo |

Une fois remarquée la [Gnin=0, 1]
régularité du phénoméne i partir el
des fonctions de référence, il ﬁ“;’.-.=a:
semble possible de repérer les ﬂx:g-
p cl=g,
solutions demandées : la 10i8me  Lpgzai
solution par exemple (sans
oublier que la premigre solution
est0 ).

Certains binfmes ont considé-
®min=0

ré la fonction Vvx - 100sinx, fxmax=20,
estimant que le cadrage des [[X8¢120;
ordonnées était alors plus simple  [lumax=1.
(on cherche en effet les zéros |¥5clz9.
d'une fonction et non pas

l'intersection de deux courbes),

D'autres bindmes se sont
débarrassés de la racine carré en
€levant les deux membres de g g
'équation & la puissance 4. La [xmax=40.

5 L = wscl=0,

considération des graphiques des Unin=0.
i X - 4 ymax=4, g-7

deux fonctions = et sin®*x sur le  |uscli=o.

108 wres=1,

méme intervalle [0, 40] révile
quelques surprises ; Intersection

- 5i on adapte la fenétre & la £28. 2513
fonction affine, l'essentiel de la
fonction sinus disparait (cf. ci-
contre) ;

- 51 on adapte la fenétre 4 la
fonction sinus, la fonction affine
disparait,

Ces phénomeénes découlent
des contraintes de discrétisation
de 1'écran (cf. TP n®3). Dans ces
conditions, il est difficile de
déterminer la 10Wme racine. .

D'un cas particulier a 'autre.

Certains groupes ont tenté de poursuivre lIa recherche de racines particulidres, avec
des méthodes plus ou moins efficaces... et exactes. La plupart du temps, d'ailleurs, c'est
une combinaison de ces méthodes qui a é1¢ mise en ocovre. Passons en revue 1'essentiel
d'entre elles.
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Le dénombrement acharmé.

Une premiére démarche a consisté & utiliser la commande Trace pour se déplacer sur
une des courbes et déterminer ainsi une premiére, puis une deuxiéme... puis une

centiéme solution. Cette stratégie s'est révélée inpraticable pour atteindre la 1997iéme
solution...

' ion si
L'observation des différents écrans, lie & la périodicité de la fonction sinus a pu

donner I'impression dun espacement régulier des solutions. L'idée de la progression
arithmétique de celles-ci s'est imposée alors un temps. Soit 1 la raison de cette suite. La

10#me racine serait alors 9t (car la premigre racine est (), la 100itme racine serait alors
99r, la 1997#me racine serait 1996r. En conséquence, 51 on note a la 1M racine dont
une valeur approchée a éé déerminée griice i l'application graphique :

- la 100®me racine serait égale 3 ya=llag
- la 19979me racine serait égale Ey% A

(on a pu trouver zussi des raisonnements un peu plus rapides - ¢'esi-i-dire plus
courts- du type : pour obtenir la 100%™ racine, je multiplie la L0®Me racine par 10..).

Le probléme est evidemment L og o527, 4 28, 251277
que 'on n'a ici aucune garantie ni 11 a 310. 764047
sur la précision, ni sur l'existence

effective de ces racines | G265, 50543244

L'utilisation de cette
commande permet d'affiner la
premiere localisation grossiére,
avec gquelgues tatonnements {cf.
ci-contre).

Cette méthode présente deux
inconveénients majeurs :

- elle se fie aux algorithmes de
calcul approché de la
calculatrice ; |

- clle ne donne pas le recul nécessaire A 1'analyse des phénoménes mathématiques
SOUS-jacents. . . e

Ainsi la plupart des groupes qui en sont restés 13 ont conclu qu'il y avait une infinité
de solutions & cette équation, du fait de la régularité de Pespacement entre deux
solutions consécutives (la plupart du temps justifié par [a périodicité de la fonction
sinus). L'argument décisif est alors : "il y a une infinité de solutions, puisque, aussi loin
que je cherche, je trouve toujours des solutions™.

L mise en évidence des éléments pertinents des fonctions cn présence

Ce gui est apparu comme ['évinement décisif dans la résolution du probléme a
souvent éié la mise en évidence, sous foome de schéma (cf. ci-dessous), des éléments
pertinents concernant I'équation :

- il s'agit de la confrontation entre une fonction bornée (la fonction 10().sinus) et une

fonction & [imite infinie (la fonction racing) ;
- la fonction 100.sinus oscille entre -100 et 100 avec une période de 2n ;
- la courbe de la fonction 1{M)sinus a une tangente de pente 108 en zéro |

r.u'lu.[.lﬁ w 100 sinix}, :-:J | w 254 and = {Pb
x = 254. 429055823

solvelJlx =100 sin(x), ;H:J E % r6264.5 and b
falsg

solvel [T = 100 sintx), x) | x » 6264 and x P
x = 6264, 42483424

and n{ﬂﬁ’?—

:n-::},:-:: Y x2E264
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- Ia courbe de la fonction racine & une tangente de pente infinic en 0.

Souvent un schéma clair Solution4  Solution §
vaut mieux que de longs Solutiop 3
discours ou de multiples na L e \
LOCHTIE,

Les conséquences de la
mise 4 plat de c¢es Solud
propriéiés sont de trois
ordres : Solution 1

- la ¢omparaison des
pentes en zéro cntraine la
1' i
zero (ce qui a des
consequences pour la
numérotation des racines!);

- la limite infinie de la fonction racine impligue que celle-ci dépassera
définitivement 10{ & partir d'une certaine valeur de x que l'on peut calculer

d'ailleurs facilement :mdépnssem 100 dés que x dépassera 108, Autrement dit, hors
de la plage I = [0, 108}, point de solution ! ;

- sur intervalle [0, %] se trouvent les solutions 1, 2 et 3, sur Vintervalle [2x, 3] se
trouvent les solutions 4 et 5, sur l'intervalle [4x, 57], se wouvent les solutions 6 et 7.
Toutes les solutions se trouvent sur des intervalles de la forme [2nm, (2n+1)x) (1ant que
x appartient i la plage | mise en évidence ci-dessus) ; sur chacun de ces intervalles (sauf
le premier ct peut-étre le dernier) se trouvent deux solutions.

Un tel schéma, avec les propriéeds qui s'y rattachent, n'émerge pas tout de suite. Pour
y arriver, il faut se poser les bonnes questions :

- quelle allure ont les fonctions en présence 7

- gue se passe-t-il aux "bords” du probléme (au voisinage de 0 et de +ee) 7

Se poser les bonnes questions ne suffic pas : il faut aussi aller chercher les bonnes
réponses par référence aux résultats théoriques connus,

Des réponses quasi-définitives

Les propriétés mises ainsi en évidence permettent |
- une numérotation et une localisarion des solutions ;
- un dénombrement de celles-ci.

Une généralisation de ce qui précéde suggére que, sur Uintervalle [2nx, (2n+1)x], se
trouvent les solutions 2n+2 et 2n+3 :

- sur [8%, 9x] se trouvent les
solutions 10 et 11. Une valeur
approchée 3 1073 prés de la 102me
solution est donc 25, 15513, La
simple observation du graphigue
(cf. ci-dessus), en ne distinguant
pas la racine proche de 0, avait
ainsi entrainé un décalage des
numéros des différentes racines !

solvel[[ = 100 sin(x), %) | % > 8 % and x
x = 28,251277137 or x = 25.1551383905

solue[ [ = 180 sintx), x) | x > 98 n and x b
= 310,975666899 or x=307.917982159

solvellx =100 sin(x), %) | % > 1994 7 and )
. -EIET.JEﬂEEEIE*': or x=6264.42483426|
Cx), %) | %x21994n and x<1995n
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- on obtient de méme des valeurs approchées de la 1008 racine (307, 91798) et de

la 19978m¢ racine (6267, 388235).

Egste le dénombrement des solutions.

Tout dépend du nombre de solutions aux bornes de Uintervalle 1. Nous pouvons
déterminer d'abord le nombre d'intervalies du type [2nm, (2Zn+1)x] qui sont inclus dans

I. La commande Int indique que la partie entiére du quoticnt 108 est égale & 31.830.985,

Ainsi lintervalle [0, 108] contient exactement 5

14

31.830.986 _ 15,915,493 intervalles de la

forme {2nm, (Zn+1)x] et une partie de I'imtervalle [31.830.988x, 31.830.989x].

1l faut savoir si dans ce dernier
intervalle se trouvent aussi des
solutions de notre éguation. La
commande Sofve (en mode calcul
approché) répond que non (cf. ci-
contre), Est-elle crédible ?

Le probléme est gu'elle répond
qu'il n'y a pas plus de solution
dans les intervalles précédents,
Pourtant, sur ces intervalles, la
fonction 100sinus varie de 0 a
100 et la fonction racine prend
des valeurs sirictement comprises
entre () et 100 : le théoréme des
valenrs intermédiaires assure
bien que I'équation a des
solutions !

L'utilisation de l'application
graphique sur le dernier
intervalle litigieux donne le
méme résultat : il n'y avrait pas
de solution sur ce dernier
intervalle. Les différents zooms
gue 'on pourrait fester n'ont pas
plus de succes,

On ne peut bien siir en rester
la : les solutions, si elles existent,
sont trop proches pour que le
logiciel ne puisse les détecter. Un
retour & l'application initiale
permet de trancher le litige, &
condition de réfléchir un peuw ;

- la fonction 100sinus x atteint
son maximum aprés 31,.830.988x%
exactement au point a =

31.830.988 1 + 7. Or ce point
appartient & l'intervalle 1!

B
in —1%-] J1BIOSEE
31830988 n 99999998, 0573
31830989 n 100000001 . 193
solvel[T% = 180 2in(x), x) | x » 31830988 -n b
false

S e —————
b solvellTx = 188 sin(x), x) | x > 31830986 -7 b
falze

b solvell% = 100 sintx), x) | x » 31830984 -n b
false

solvelfTx = 100 sin(x), ») | x > 1000000 = #
¥ = 3141595, I606F or x=3141593.08814

xn:n-gﬁﬁggﬂﬂﬂqﬂfgg L] 1
wmax= ] EgDoe

R

W

umaxt gl.
Jsol=
Kres=

ey | - e s

:::Tﬂﬂ. ]
—

] ]

S999955%,6281

Em:ﬂaaﬂa-n + %

b |[z1830988 1 + -% 99, 999999907

riﬂﬂ-;in[:lﬂﬂ?&ﬂ-u+-%! 100.

- ginsi, en a, la fonction 100sinx prend la valeur 100 et la fonction ¥+/x prend une
valeur inférieure & 100. Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure alors que
I'équation & bien au moins deux solutions sur l'intervalle [31.830.988x, 31.830.989x].
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Pour finir, I'éguation a 3 solutions sur lintervalle [0, 2x], puis 2 solutions sur chacun
des intervalles [2nx, (20+1)x], jusqua l'intervalle [31.830.988x, 31.830.989x].

Un premier hilan

Erablir ces résultats a nécessité des aller-retours réguliers entre les résultats
théoriques et l'utilisation de l'outil de calcul. La calculatrice est un auxiligire de
résolution (un "assistant de réalisation"), mais son utilisation doit toujours se faire de
facon contrblée :

- ce n'est pas parce que la commande Solve annonce 4 solutions que la réflexion
sacheve pour autant ; elle ne fait que commencer |

- e n'est pas parce que la méme commande Solve annonce qu'il n'y a pas de solution
sur le dernier intervalle litigieux qu'il faut la croire sur parole...

Dans ce travail, il y 4 un temps pour l'observation, un temps pour I¢ dessin {(on a pu
voir le rile déeisif des schémas récapitulatifs), un temps pour les calculs assistés par la
calculatrice {on pouvait difficilement donner les valeurs approchées des racines
demandées "3 la main”)... tous ces moments éunt des moments de vrai travail
intellectuel pour lequel toutes les connaissances accumulées en cours doivent étre
disponibles,

Un approfondissement de la preuve

Nous sommes partis dans ce gui précéde des pistes qui ont été ouvertes par les
différents bindmes. Les résultats de P'observation ont été confrontés aux résultats de
référence concernant la fonction racine et la fonction sinus, Ceci a permis une
utilisation raisonnée des outils de caleul. Le contrfle théorique a é1¢ dans ce contexte un

S'agissant d'une résolution d'équation, nous pourrions approfondir le processus de
preuve, en nous plagant dans les conditions strictes d'application du théoréme de la
bijection. C'est ce que certains bindmes ont tenté de faire d'emblée ; cependant les
tentatives ont éé vaines du fait de la complexité des caleuls. Certaines précautions
doivent en effet éme prises pour metire toutes les chances de son cté,

Bicn choisir la fonction d'éude : pour résoudre 'éguation, on dispose de la fonction
X =+ fi{x) = "qfﬁ- 1(Ksinx ; la présence d'une racine carrée composée en rend son étude
assez délicate. On évite cet obstacle en élevant préalablement les deux membres de
Péquation & la puissance 4. La résolution de ['équation se raméne alors  'éiude de la
fonction x — g(x) = x - 108sin%x. Attention cependant, toute modification de la forme
d'une équation peut modifier 'ensemble de ses solutions ;

- I'équation ¥ +/x = 100sinx admet des solutions pour x = 0 et sinx 20 ;

- ces conditions disparaissent dans 'étude de I'équation x =10%sin9x.

Nous devrons done les imtégrer dans I'étude de la fonetion g : 1'érude se fera sur R+
et nous restreindrons ['étode aux intervalles oi Ia fonction sinus est positive, ¢'est-i-dire
sur tout intervalle de R+ de la forme [2nm: (2n+1)x]. Lintérét de la forme de la
fonction g : x — gix) = x - 108sin%x est que la dérivation de g permet de se débarrasser
de x {de fagon générale, la dérivation itérée d'un polynéme aboutit toujours & 0). Soit
donc gi(x) =1 - 4. 108cosx.sindx,

Simplifier les calepls 3 toutes les étapes du processus @ nous allons alléger I'éude de

g', en considérant la fonction x — hix) = cosx.sin?x. Cette fonction est 2n-périodique,
impaire : il suffit donc de I'étadier sur [0, x).
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Enfin h{x-x) = - h{x), ce qui exprime la symétrie de la courbe par rapport & {;—r-.. 0).

Il suffit donc d'étudier h sur
lintervalle [0, %I. pour eén con-

naitre les variations sur B tout
entier. Une rapide vérfication de
la courbe représentative de h, i
I'zide de l'application graphique
confirme ces premiers résultats.

L'étude de la dérivée de h,
suivie de sa factorisation, indigue

] L] E E
gque h' s'annule sur [0, 1—,] en 3. La
fonction cosinus  étant

décroissante sur cet intervalle, et
le signe de la dérivée dépendant

du signe de dcos2x-1, h' est donc

xmin==3, 14 )
max=3. 141%332&%3
kscl=1

Hm I'I."l-

Yrax=]j ,

yscl=1.

wres=1,

s Define hix)=cos(x) (sinix))”

";?;Eh[ﬂ]

3-(sinC0) 2 (costx)Z - (sintx))
If‘at.t.c:-rEE;-J:sln{x:ljz-l:cu:(x:l)z -{sin{ﬂ}ﬂ ]
(sin)? {4 -(costxn? - 1]

Dond

positive entre [} et %, négative enire 1';, et ?;E- Les variations de h en découlent.

Or g'(x) = 1 - 4. 1{Pcosx.sinx. Les variations de g' sont donc inverses de celles de

1 . . . i E i R
h': g est strictement décroissante sur [0, lr]. sirictement croissante sor IT EJ' Les
variations de g' (cf. tableau ci-dessous) permettent d'appliquer le théorgme de la

T, i i " S - s
bijection & la restriction de g" aux intervalles [D.%] el {T ?gl et ainsi de détecter deux
racings pour g', a et b ; nous connpissons ainsi le signe de g', done les variations de g,

L'application du théoréme de
la bijection & la restriction de g
aux intervalles adéguats permet
enfin daffirmer l'existence de 3
racines de g sur l'intervalle [0, x|:
la premiére en (), la deuxiéme sur

|a. %:[, la trodsigme sur b, 13—”[

Mous retrouvons bien le
résultat issu de l'observation des
fonctions de référence.

La généralisation & tout imervalle du wype [2nx, (2o+1)x] est immédiate :

Les variations de g' sont les
memes, puisque cette fonction est
2m-périodique.

11 est clair que tout dépend du
signe de g{b+2nx) :

- 5si g{b+2nm) < ), g s'annule
deux fois sur cet intervalle ;

- %1 g(b+2nx) = (), g s'annule
une fois ;

s'annule pas.

- si g(b+2nm) = 0, g ne BN Z/E
|

5 n a w3 b 2mj3 u
L i i
i P s
| ,,\& /ﬂ;ﬂ e
gix) a8
Ll '\‘_ ®
o(x) : - f "',f'
¢ i s
X nw b+2nm {2ais 1
L H I
I ' L, 50
Eix) E <0 '
(Zn+1)m
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] Nous terminons par les questions du lendemain 'ﬁf

Il s'agit maintenant d'adapter le coefficient a pour que I'équation Vyx = asinx
admette un nombre donné de solutions. Nous allons reprendre la forme simplifiée de
cette équation ; x = (a.sinx}®, avec les précautions d'intervalle de résolution déja
signalées,

Nous avons vu que cette équation a en général un nombre impair de solutions (3 sur
lintervalle [0, ], 2 sur tous les intervalles de la forme [2nm, (2n+1)x7], tant que la

fonction x —V+/x ne sort pas de la bande [-a, a). Pour qu'il existe un nombre pair de
solutions, il est nécessaire quil n'y ait qu'une solution sur le dernier arche de sinusoitle,
c'est-d-dire qu'il ¥ ait un contact angent (cf. schéma ci-dessous) entre la représentation

de la fonction x — x et la représentation de la fonction x — {(a.sinx)?.

{minxf
x

X

0 2nm X (2n+1)m

Si nous voulons obtenir exactement 2000 solutions, il faut que 1a dernitre solution
soit la 20008™me solution, c'est-d-dire, en fonction de la localisation des racines déja
réalisée, quelle se situe sur lintervalle [1998x, 1999n]. Nous voulons donc avoir
simultanément :

x= (a.sinx)? (expression de lintersection entre les deux courbes)

1 = da% cosxsindx (égalité des dérivées, expression du contact tangent) ;

1998x < x < 19997,

—_— . " ; 1
La division des deux premitres équations membre 3 membre aboutit & x = 3 tanx,

Du fait des variations de la l.xhirw?.
fonction tangente (r-périodique, [xmax=7.85398163397

strictement croissante de -se § 4+oo :ﬁ: ,11: l—ia.

. T Wmax=J36.,
sur tout intervalle J-%-Hs:n:, 5k, |'=r5r.1=1 .

xress=],
Péquation 4x = tanx admet une
solution et une scule sur tout
intervalle d'amplitude =mn, en
particulier sur l'intervalle qui
nous intéresse. Cecl nous permel
d'utiliser l'application initiale
pour déterminer wune valeur
aprmchée de la valenr de 1a
solution cherchée. Par repport
dans 'équation x= (x.sinx)4, ceci
nous permel de déterminer une
valeur approchée de a.

wa T I

solve(d x=tan(x), x) | x > 1998 -n and x {p

W= EE?H.“-FEH?'EEHI

6278, 4T2ZETAIA0F + r B27H. 47287838
174

T 8. 90150634984
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Il v a donc une valeur unigue du coefficient a convenable. Par contre, si nous
¥ i ] ¥ - X & " . -
voulons que 'équation x= (a.sinx)?, ¢'est-A-dire i sinx® ait 1997 solutions, le choix

est plus grand. En effer : ; :

- d'aprés ce que nous venons de voir, il v a une valeur unique de a, soit a = a),
convenable pour que I'équation ait 1996 solutions ;

- il ¥ & une valeur unique de a convenable, soit a = a3, pour que I'équation ait 1993
solutions.

MNous avons représenté dans le graphigue ci-dessous une partie des graphes des

4 x x 4 4
fonctions —, — et sinx®,
ap™ i3
1998 solutions —

19496 solutions —

- (sing)’

b 1994 1995 1996n 1997

En pointillé, nous avons représenté la partie du graphique de sinx?® pour laquelle
nous savons que n'existe avcune solution de I'équation initiale (en effet sur cet intervalle
la fonction sinx est négative). Il est clair que toute drodte se trouvant & Vinterieur du
faisceau déterminé par les deux droites tracées coupera 1997 fois la partie licite de la

représentation graphique de sinx®,

Nous reproduisons alors les | A A
calouls qui ont €t€ faits ci-dessus Peaplumceti= tan, 81 |2 11332;5; EQSE;J

pour assurer 'existence de 2000 |- C265. SOCSATEHES & r 6765, 9DESO7E

solutions. Nous les appliguons au
cas de 1996 vuis 1 lutions, »solve(d-x=tan(x), )| x> 1996 1 and x ()
de 1996 puis 1997 solutio % = 6272, 1896938

Mous déterminons dans un

premier temps les abscisses des |»6272. 1896930336 + 5 6272, 1896370
points de contact des deux droites
avec la courbe (stockées dans les 174
mEmoires r et s). R Sy I x= e 82

A partir de cela, nous pouvons CB. 89704850908 B.89927B46567 ]
déterminer les pentes des deux  |EitS P PEa T LA ETAE Sk ® Wt

droites qui limitent le "faisceaun",

Pour gue I'équation Vi = asinx ait 1997 solutions, il faut et il suffit gue l'on
choisisse a dans lintervalle Jay, az(, les valeurs approchées de a) et az étant déterminées
ci-dessus. Fin du TP et de ses différents prolongements,

La morale de I'histoire : observation sans démonstration (et réciprogquement !)
n'est gue ruine de 'ame !
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TP N6

On en revient ici & un contexte déji envisagé. 11 s'agit de déterminer une
trajectoire d'avion répondant aux mémes contrainges gue lors du TP 4. On utilisera ici la
méme fendtre que pour ce TP : [0; 11,9] pour x, |0: 5,1] pour v,

Maiz aujourd'hul notre
b—t . objectif n'est pas seulement

) de trouver une courhe
!—— convenable, mais de trouver

i la "meilleure" trajectoire
possible. Pour cela, il faut se
donner un critdre précis.
Plusieurs critéres sont

LIEABH i Toue £ envisageables (et seront
r- envisagés cette année...).

Notre critére aujourd'hui sera le suivant : obienir pour notre trajectoire les
pentes (en valeur absolue) les plus faibles possibles. I faut done que ;

- la valeur absolue de la dérivée de f soit bornée (c'est-i-dire qu'il existe M tel que,
pour tout x de R+, IF' {x} ] = M}

- M soit le plus petit possible,

Un exemple avec In fonction fournic par ke bindme 7 (Alex-Audrey) :

On détermine la valeur
absolye de la dérivée que l'on
stocke par exemple en yi6).
Le graphique donne 1'image
ci-contre. Les deux premiers
trengons elaient déterminés a
partir de polyndmes du
trodsieme degré ; les dérivées
correspondantes sont naturel-
lement représentées par des
paraboles.

On trouve sans trop de peine que la valeur absolue de la dérivée attsint son
maximum pour x=6,25 : on dispose sinst de M= ) ' (6,25) | = 2,5, Attention : le résuliat
ci-dessus est obtenu & partir de 'application graphique, c'esl-d-dire en valeur approchée.
L'abtention de valeurs exactes suppose de raisonner & partir de la nature des fonctions
en présence |

(> La guestion du Jour
Saine émulation : parmi tous les bindmes, sera déclaré vaingueur celui qui
aura détermingé une fonction f telle que M sera le plus petit.

[ Les questions du lendemain

Y a-t-il un résaltat optimal (c'est-A-dire une valeur de M en-dessous de
lsguelle on ne pourra plus trouver de trajecioire convenable) et pourguod 7

i oui, y a-t-1l une, ou plusieurs, fonction(s) réalisant eelte optimuim 7
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Soit f une fonction réalisant les contraintes imposées sur l'intervalle [0, +=<[. Nous
noterons M le maximum, quand il existe, de la valeur absolue de la dérivée de [ sur cet
intervalle. Comme toujours, plusieurs siratégies sont possibles.

Stratégie 1.

Nous pouvons partir des courbes déja obtenues lors du TP 4, choisir celle d'entre
elles qui donne le meilleur M et tenter d'améliorer la situation, Appliquons cette
stratégie, comme I'a fait par exemple le bindme Marguerite/Muriel, & la fonction
déterminée par Alex/Audrey (cf. le TP n°4 pour avoir I'expression de leur fonction).

Cela suppose :

- la détermination de la
dérivée de la fonction [ via
l'application initiale (on retrouve
naturellement une fonction
définie par morceanx) ;

- I'analyse du graphique de la
dérivée (atention, il faut stocker
dans I'éditeur de fonctions la
dérivée galculée et non pas
diy3(x), x), ce qui obligerait le
logiciel, en toul point de calcul, &
redéfinir la dérivée de f et
prendrait un temps extrémement
long) ;

- la détection du maximum de
la waleur absolue de cette
fonction, ce qui suppose une
réflexion sur les fonctions en
présence : les deux premiers
trongons sont définis & parur de
polynomes du troisieme degré,
les dérivées sont donc
représentées par des wongons de
parabole. Nous disposons ainsi
des valeurs exactes des maximas.
Il faut aussi s'assurer quil n'y a
pas de probléeme sur l'intervalle
(12, 4e=[, ce qui suppose I'éude
théorique de la fonction
corespondante sur cet intervalle ;

- la réduction de cet
extremum (le_maximum de la
valeur absolue de la dérivée
correspond ici gu minimum de I3
dérivée) en prenant une fonction
inféricure sur 'intervalle [5.5 ; 6]
par exemple un trindme du
second degré qui s'annule aux
miémes points et ail un sommet
plus bas (par exemple 2).

[ <120 x(2-x - 11)

160,

L 1172
‘ JEiE
40 - 200 - = S48
_._.__..g_.,..l.,g.._,x.;?
3 selse
Q.,xd< 1@ sl
-m-[xuim s
5 celse
L o
1
Iy )
dﬂgx _Eﬂg::_i_t..'-dﬂ_x{? .
Z else
@,x < 10 else
-ED-[:H:-IE] ™
5 selde
4
Oone

"Bﬂ'(x“lﬂ}fx”3333+?hﬁx}

L

Minimudm
®eih, 29
ETT AT o

cl

2.3
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Define g(x)={x-5.5)(x=-7)

Dorme
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Les opérations sont faites via
'application initiale, la fonction
résultat stockée dans I'éditeur de
fonction en ¥7 (cf. ci-contre, en
trait plus épais la nouvelle
fonction g).

Il faut ensuoite retrouver la
fonction voulue & partir de sa
dérivée par primitivation, puis
dftaningr uni constante adagléa i R = o

our assurer la continuité de la
onction au point de raccord 5,5, 8-x(4:x2- 75 x + 482)
Le résultat trouvé permet alors ['497(x)dx Z7
de définir la nouvelle expression PN, et o
?S:.E.la ‘ﬁ:bnctinn f sur lintervalle b2 (4:x2-75-x+ #EEJ + (%) Done

La vérification est immeédiate: [ s e g 26X Done

- sur l'intervalle en guestion, “ Rl -
la fonction a bien une dérivée en
vileur absolue inférieure ;

- la dérivée s'annule bien en
55et7;

- la fonction est bien continue
au point 5,5 (la constante de
primitivation avait été calculée
pour cela) ;

- hélas, on perd la continuité
au point d'abscisse 7,

e
e

Ce probléme est d'silleurs lié 3 la méthode mise en oeuvre ¢ i on conserve le méme
point de dépant de coordonnées (5,5, 5), avec le méme tvpe de fopction mais une pente
moins forte, on aura quelques difficultés 4 arriver au méme point de coordonnées
(7, 2,3). Nous pouvons constater d'ailleurs sur le graphique ci-dessus que le point
d'arrivée du deuxigme wongon se situe au dessus du point vouly. La résolution méme du
systeme d'équations mis en place lors du TP n°4 le prouvait aussi ; il n'y a gu'un
polyndme du troisitme degré dont la courbe passe par ces deux points avec une
tangente horizontale en ces points |

Ceci n'invalide pas cette méthode des "petits pas”, mais exige quelques adaptations -
il faut raccorder le point (7, 3) auquel le deuxigme trongon aboutit sur le graphique ci-
dessus (la courbe passe ainsi juste sous le rectangle) avec une autre courbe (i nouveau
celle d'un polyndme du troisieme degré par exemple). On peut aussi définir un sommet
moins haut que le point (3,5; 5), pour limiter les pentes maximales,

Le probleme avec cette méthode d'amélioration successive est que l'on n'est jamais
assure d'avoir obtenu un résultat optimal !

Stratégie 2,

_ Nous pouvons aussi prendre un peu de recul sur le probléme (ce n'est pas
incompatible avec la premiére stratégie 1) en nous posant trois types de questions

2a. Du point de vue de notre trajectoire, ofl se wrouvent les plus fortes contraintes de
pente 7

Le bindme Claude-Mathilde remarque ainsi que la trajectoire optimale impose de
passer par B et L. Cela signifie que, si l'on envisage une fonction affine par morceaux
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qui soit la plus directe possible, l'on aura une pente de% entre O et B, une pente de -1

entre B et L (sur les autres trongons, les pentes sont, en valeur absolue, clairement
inférieures... ).

b e e |
I i
d e
| S oy i = f

2b. Du point de vue mathématique, y a-1-il une formalisation possible du probleme ¥

S'agissant du contrdle de la dérivée d'une fonction, 'inégalité des accroissements finis
n'est pas loin.. C'est ce qu'on pergu le binéme Alice-Sandrine et le trindme
Cécile/Marianne/Valérie. On dispose en effet de f{6) =2 4 et f{7) = 3. D'od f(7)-f(3) = -1,
soit, en valeur absolue : If(7)-f(3) = 1. Or, si l'on écrit l'inégalité des accroissements
finis (sous la deuxiéme forme vue en cours), en notant M le maximum de la valeur
absolue de la dérivée sur l'intervalle [ 5, 6], on obtient

(73N = M(7-1), c'est-A-dire If(7T)-f(3) = M.
5i l'on juxtapose les deux inégalités que l'on a obtenues, on obtient :

1.2 |/(7)-f(3)] < M.

Le maximum de la valeur absolue de £ ne peut ainsi pas étre inférieur 4 1,

On notera que cette réflexion théorique (2h) est tout & fait lide & la réflexion sur les
contraintes sur la trajectoire (2a) ; ce n'est pas tout & fait par hasard que l'on a exploité
I'TAF précisément sur I'intervalle 5, 6] !

2.c. Du point de vue des pentes, guelles sont les fonctions optimales (dans e
réperioire des fonctions usuelles) 7

On 1'a vu dans la correction, ceux qui ont choisi des polyndmes de degré 2 {ou plus)
ou des fonctions tngunﬂmémquﬂs pour assurer le passage crucial entre B et L n'ont pas
pu atteindre le maximum de 1 : les "amondis" nécessaires enirainent des pentes plus
fortes gue | & un moment donné,

C'est relativement facile & comprendre ; i vous voulez avoir la vitesse maximale la
plus faible possible entre deux points (pour un temps de parcours donné), il faut que
distance donnée

temps imposé "
Dans e cas contraire, si vous roulez pendant un moment & une vitesse in éneure awv,
vous serez obligé ensuite, pour rattraper le temps perdu, de rouler & une vitesse
supérieure d v |

vous rouliez & une vitesse constante égale & la vitesse moyenne v =

Ainsi la trajectoire optimale entre B et L impose de choisir entre ces deux points
une fonction affine. [1 reste ensuite & opérer les raccords pour que la fonction obtenue
soit dérivable sur l'ensemble de l'intervalle considéré.
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3. Les solutions,
Les binbmes suivants ont déterming une fonction convenable.

Jean-Francois/Mathieu

On notera la fonction affine x — -x+10, cruciale sur l'intervalle [4,6 : 5,65]. Par
ailleurs, le choix a é1é fait de prendre une fonction nulle & partir de x=20 (on pourra
vérifier que le raccord en 20 est bien dérivable).

HIIHE

Wa=s — o4

Y3d=-20-21 (x~ 4.6)(x~5.65) + 4,35
gy

WS=(x - 7.5) (% - B.5) + 2.5

G 2.25
H?nl*r.. » ':-DEI[ I;EI}I: — n] - .—.'3-_
x9="2+1
[AlTERRa FUME T3

Nous avons fait figurer sur la copie d'écran ci-dessus la représentation graphique de T
et de la valeur absolue de sa dérivée (en gras) : celle-ci ne dépasse par 1. Bien entendu,
ce n'est qu'une vérification en caleul approché. La vérification exacte est laissé 2 la
charge du lectenr : celle-ci n'est pas wes difficile, puisque la dérivée, sur chague
rongon (sauf sur le trongon trigonométrique) est une fonction affine !

Laissons la parole & Jean-Frangors qui commenite ses choix

- la premiére courbe y1 est une parabole reliée i la seconde lorsque sa pente est
¢gale a 1, c'est-2-dire pour x =% .

- la deuxitme parabole permet le raccord entre les deux segments. On obtient
s0n équation en posant les contraintes : on veut qu'elle soit raccordée en
(4.6 ; 4,35) et en (5,65 ; 4,35). On peut alors poser vy - 4,35 = a.(x-4,60.(x-5,65). On
doit alors déterminer a, sachant que la pente aux points de raccord est égale 4 1 et
-1. On dérive , ce qui nous raméne i une équation du premier degré : a(2x-
125)=1, doli a = - :;? ;

- on retrouve un peu plus loin une troisiéme parabole établie de la méme
midniéne ;

- Ia suite du graphique est simple : une fonction constante, une fonction cosinus
remaniée de telle sorte que l'on n'ait pas besoin de s'occuper de sa pente, et enfin
y=A)",
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Alex-Audrey
Méme solution dans son principe que la solution précédente. On retrouve bien la

solution cruciale -x+10 et un assortiment de polyndmes de degré 1 ou 2. Une différence
cependant ; la fonction ne s'annule pas aprés 10 mais elle & bien une limite nulle en +o=,

) =
yl=1+4 x> Ly yliwi, =41
yle = |2 5 el ST T E-;I

=2 iy = Il w €
£ x "'?’ x 14 H‘q{ﬂ}.x{? ..1"&"'
YSEl 2 % =B %+ 692 Y30, x < 8 else
ﬁ-a;: HEI:ZI}.H { lﬂ E:.E-E'T
7 EQ-w — 250 Urlsd, elae '

x? B9 (x0=

Les deux fonctions ci-dessus sont les "meilleures solutions possibles” au sens
du critgre défini par I'énoncé du probléme : elles ont obtenu pour le maximum
de la valeur absolue de la dérivée le nombre M l¢ plus petit possible, M = 1.
Cela répond du méme coup i la "guestion du lendemain” : des fonctions
différentes (deux oml é1¢ préseniées ci-dessus, mais on imagine bien que lon
pourrait en trouver beaucoup d'autres) correspondent & la méme valeur de M.

Nous pourrions nous poser alors une question assez délicate : la possibilité
de trouver au moins une fonction réalisant 'optimum M = 1 émait-elle acquise 7
Avec les contraintes données ici, la réponse est oui (puisque de telles fonctions
ont pu ére exhibées...). Mais si l'on modifiait le relief, par exemple en relevant
les points BCDE et UKL de 1 (c'est-a-dire en ajoutant 1 & chaque ordonnée, cf.
ci-dessous), y aurait-il un meilleur trajer et si oui lequel ?

On pourra vérifier que l'on a toujours M = 1, mais qu'aucune fonction ne peut
réaliser une telle contrainte. On pourra cependant trouver des fonctions qui
pourront s'approcher d'aussi prés gue T'on veut de cet optimum, mais sans
jamais pouvoir l'atteindre. Pourquod 7

wcth, ) et X,
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TP 8°7

Un guitte pour un temps la trajectoire de Paéroplane (on y reviendra 1) pour tradter un
probléme simple de tangentes,

(uelques indications  ce propos sur les commandes de la TI-92,
On sait que, dans Fapplication initiale, on peut disposer de :

- lexpression symbolique de 1a dérivée, via la commande diffx), x) ;

- une valeur exacte ou approchée de la dérivie en un point xy, via 1y
commande | dfffx), x) ! x= 1n.

Dans l'application graphique, on peut disposer aussi, en valeur
approchée (comme toujours dans 'application graphique), dune
équation de Ia tngente en un point d'une courbe : Menu F5 Math,
commande Tangenr (touche A) il Faut indiquer la fonction que l'on
considére (son indice apparait dans le haut de 'écran i droite),
Fabscisse du point voulu. La tangente est alors tracée et son équation
apparait au bas de I'écran & gauche).

On considire aujourd'hui les deux paraboles Py er Py représentant les trindimes ;
flix—=sx?etfs:x —-x248x-14.

[F=7 La question du jour

O souhaite déterminer le nombre et I'éguation des droites tangentes aux
deux paraboles.

[T Les questions du lendemain

On retourne le probléme, On se donne maintenant trois droites, d'éduation ;
y=-73x-24 175

¥=-13x-91075

y=T77x-9075.

On souhaite déterminer le nombre et 'équation des paraboles d'axe venical
{c'est-d-dire qui sont la représentation graphigque de trindmes du second degré}
qui sont tangentes i ces rois droites.




Le texte qrm suit a été reva, mrngé et -::::mp.'éré pﬂr Mmhiidﬂ Lieber et B:‘m:é!e ﬂhom

Nous pr&senmns ici différentes pistes pour aborder un tel probléme. L'ordre de
celles-ci n'a rien d'obligatoire. On peut p‘l‘é.fggr commencer par une phase d'observation
ou par une mise en équation du probléme, ou encore par un retour théorique sur une
famille de problémes plus large qui englobe la question du jour... L'essentiel est de
comprendre que ces différentes pistes sont complémentaires et qu'en aucun ¢as on ne
doit rester inerte devant un probléme de mathématique !

Une phase d'observation
Celle-ci peut se faire avec la T1-92 ou & la main. Bien souvent ces deux démarches

sont toutes les deux utiles, c'est-i-dire qu'elles apportent 'une et 'autre des informations
intéressantes.

L'utilisation de l'application
graphigue de la TI-92 permet
d'avoir des valeurs approchées
des coefficients des tangentes
COrTImunes.

L'existence d'une premiére
tangente commune semble relever
de l'évidence. En existe-t-il !
d'autres 7 y=.57142857x -. BB16327

La résolution du probléme permettra bien sir de répondre a cette question. Mais y
réfléchir a prior n'est pas inutile ; .

- i partir de l'application graphique de la calculatrice, on peut tenter d'ajuster une
deuxiéme tangente ;

- on peut aussi procéder par analogie : on sail traiter la construction de tangentes
communes & deux cercles extérieurs I'un & lautre, 11 y 4 alors deux tangentes communes
extéricures et deux tangentes communes intéricures. Que peut-on transférer de cette
configuration i la configuration des paraboles {cette analogie n'est pas abusive : il s'agit
apres tout dans les deux cas de conigues !) 7

Un schéma, méme sommaire, & la main permet de préciser les inconnues, de fixer le
vocabulaire qui sera wilisé ultérieurement (il permet par exemple de ne pas prendre la
méme lettre pour représenter les deux points de contact de la tangente avec les deux
paraboles : c'est ce qu'ont fait certains bindmes, qui ont vu ainsi leur recherche
paralysée pour cause de confusion des notations... ).




Page 73

Nous cherchons donc 6 nombres © xj et v, x2 et y2, m et p. §'il v a deux tangentes
communes la résolution du problémes fera apparaitre deux valeurs possibles pour m,
deux valeurs possibles pour p, etc,

Une mise en équation tous azimuts.

Une fois fixées les inconnues, nous pouvons écrire toutes les équations qui les
relient, découlant de I'énoncé (en fait il est difficile de prétendre écrire toutes les
equations ; on essaie plutdt d'exprimer les différentes informations contenues dans
'énoncé, jusqu'd ce que l'on ait assez d'équations pour le nombre d'inconnues
cherchées). Nous aurions ainsi

*yi=x1%; y2=-x22 + Bx3-14 , équations qui expriment I'appartenance des points
My et M7 aux deux paraboles ;

*m = 2x) = -2x3 + &, qui expriment que 1a pente des tangentes est égale au nombre
dérivée des fonctions & I'abscisse du point de contact ;

L2 Ei:ir—ll =m, qui exprime que la pente de la droite (M;M2) est égale 4 1a pente de la
tangente T.

Nous aurions alors 5 équations & 5 inconnues, ce qui nous permettrait sans doute de
résoudre le probléme. Il vaut mienx cependant avant d'emprunter cette voie tenter de
réfléchir un peu pour sélectionner les informations de fagon un pen mieux organisée.

Une mise en équation analytique réfléchie.

Puisque l'on cherche les tangentes, il est pertinent d'écrire 1'équation de T comme
tangente & chacune des deux paraboles : y = f{a){x-a) + f(a). Soit, ici :

y = 2x1 (x-x1) + %12 = 2xgx -xp2;

¥ = (-2x3 + B)}x-X2) + -X3% + Bxa-14 = (-2x3 + 8)x + x22 - 14,

Nous avons mis en évidence dans chaque cas m et p.

Il suffit ensuite d'exprimer que les deux équations représentent la méme droite, cest-
a-dire qu'elles ont méme pente et méme "ordonnée & lorigine” (ce qui revient & dire que
des polyndmes -ici du premier degré- sont égaux si et seulement si ils ont des
cocfficients égaux). Par rapport & la mise en équation tous azimuts, on gagne en
simiplicité (il n'y a plus ici que deux inconnues) ;

2x)=-2x2+8

-x1d =x92-14.

On résout sans difficulté, Cependant, il faut faire attention A l'interprétation des
résultats ; nous trouvons bien deux valeurs pour x) et deux valeurs correspondantes
pour xa :

- deux solutions pour xq : x1=2- V3 erxy= 2443 :

- deux solutions pour X3 : x3=2+ 43 et xa= 23 .

Cela fait apparaitre une certaine syméirie du probléme, que nous exploiterons plus
tard. Deux remarques pour conclure cette méthode :

- ili Mais attention, il ne s'agit

Bas d'un sysiéme linéaire (c'est-a-dire de la forme ax+by+cz..=...), l'application
ara/Matrix n'est pas ici peninente, Notre systéme & résoudre est le suivant :

Kj=-xa2+4 el -31:=i“2‘1 -14.

Pour la commaodité de I'écriture machine, on notera x1 = a et x2 =h.

La calculatrice permet
d'exprimer b en fonction de a
{nous n'avions pas besoin de la
TI-92 pour réaliser ce calcal,
mais cest le principe gui est
intéressant ici).

solveia= b+ 4, k) b=-5+
wlue[ 'az=[ “a+ 4}2 - 14, a]
a= {[3-2) or a=JT+2

solued~a"2=C("a+4)"2-14_a)
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11 suffit ensuite de remplacer b par sa valeur dans la deuxitme équation.

- fioi luti iln' inuti ifier dans l'application
graphtque {en valeur approchée) ou dans l'application initiale (en caleul exact) que tout
cecd convient bien.

COnoa cxgnmc en y3 I'équation
générale d'une tangente i la
premigre parabole au point
dabscisse a. Dés lors, il suffit
d'affecter & a les valeurs voulues

Y & s . - 2 +’ 3 2"' }
pour que les tangentes soit tracées ["¥S=2 2% =2 |a=c2+13 &

dans l'application graphique.

La concordance graphiqu:
n'est pas une preuve définitive :
on rappelle gu'il s'agit i1 de s
calgul appm:h‘i =

La vérification incontestable
SUppOSErait un retour au calcul
EXACL

ST I E-E NS = ETETT o

Une mise en éguation algébrigque réfléchie.

La méthode que nous venons de voir est assez générale. Dans le cas des paraboles
(et en général des coniques, nous v reviendrons cette année @ cercles, ellipses,
hyperboles, paraboles), on peut utiliser une caractérisation plus simple des tangentes :
une tangente est en génépmi] une droite qui n'a gu'un point de contact avec la
courbe ¥ (l'expression "en général” suggére qu'il ¥ a quelgues exceptions ; l'axe de
symétrie d'une parabole ne la coupe qu'en un point et n'est bien évidemment pas mngent
i la parabole).

Soit y=mx+p I'déquation d'une tangente commune. Ecrivons les équations qui
permettent de déterminer l'intersection de cette droite avec les deux paraboles :

x2 = mx+p et -x2+8x-14 = mx+p (o0 x représente I'abscisse u point de contact
tangente/parabole). Mettons ces équations sous la forme habitelle d'équation
algébrigue d'inconnue x :

x2 - mx-p = 0 et x2+x{m-8y+p+14 = 0. Ce sont des wrinémes du second degré, On
veut (cf. définition particulidre des tangentes) que ces équations n'aient qu'une scule
solution. Ce n'est possible que si leur discriminant est nul. On obtient ainsi deux
équations i deux inconnues metp:

m2+4p = 0 et (m-8)2 - 4{p+14) =

1l suffit de résoudre (3 la main ou avec I'assistance de la calculatrice)

2

1l

On retrouve, c'est heureux, les 2 X

: iy . ’ solvelmZ+4-p=0,p) p=
solutions déja déterminées pour la P
pente des tangenles communes.

e
m-2[ﬂ+2]ﬂr n= -2 (13 -2}

3 La raison de cette caraciérisation est asser simple 4 comprendre © une conigue est une courbe qoi
s'exprime par une éguation polynomiale do second degré. L'intersection d'une conique €1 d'une droite se
raméne donc & I'éede dun trindme du second degré | on peut avoir ascune solution, ou dew solutinns (la
drodie el la conique se rencontrent akors en denx points), soit une “scloton double” qui comespond alars &
un cOMact tangent,
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Une réselution qui s'adapte & la configuration particuliére.

Nous venons de voir une méthode particuliére aux coniques. I est possible encore
particulariser Ia résolution aux coniques de ce probléme. En effet, il s'agit de paraboles
qui se “ressemblent” beaucoup. D'ailleurs, en écrivant ;

x248x-14 = - (x2-8x+14) = - [(x- 41-16+14] = - [(x- 4)2-2], on constate que 1'on
passe de la premiére parabole & la seconde par une manslation de vecteur directeur (4, 2)
et par une réflexion d'axe (x'x}'. Les paraboles sont donc isométriques
{"superposables”). Plus simplement, elles se correspondent dans une symétrie centrale
de centre le milieu des deux sommets, le point 102, 1.

Pour des raisons de symérrie, les tangentes communes passent par ce point L Le
probléme revient donc & déterminer les tangentes 3 la parabole Py qui passent par 1.
L'éguation générale d'une tangente A cette parabole 4 un point d'abscisse a est -

y = 2a(x-a)}+as,

Le point de coordonnées (2,1) vérifie nécessairement cette équation. Ce qui permet
de déterminer a, solution de Pégquation 1 = 2a(2-a)+a2, c'est-A-dire solution de :

a® - da+1 = 0. Les points de contact des tangentes communes avec la parabole Py o

donc pour abscisses 2443 et 2-43. On rouve alors sans peine les équations des deux
tangentes communes. C'est [ini.

[] Les questions du lendemain

La diversité des méthodes que nous venons d'envisager permet de disposer d'un
répertoire de stratégies pour traiter un probléme de tangentes. 11 s'agit désormais de
traiter fe probléme inverse : au lieu de rechercher une droite tangente & plusicurs
paraboles, nous allons rechercher une parabole tangente A plusieurs droites.

Soit done trois droites, d'éguations respectives ;

y =-73x-24,075

y =-1,3x-9.075

y=T7.Tx-9,075.

On souhaite déierminer le nombre et I'équation des paraboles d'axe vertical (¢'est-i-
dire qui sont la représentation graphique de trindmes du second degré) gui sont
langentes i ces trois droites.

Une premitre phase de [orome

tatonnement s'avérc assez [@J9l=-7.3-x = 24,075
Sydm=1,. 5= -9, 075
“yfeF.F-x - 9,875

*’9#!2— w2

cotiteuse en temps. Elle permet
cependant de se familiarizer avec
la fonction des trois coefficients 2
a, b et ¢ définissant I'équation 7952 % ?‘"5

d'une parabole d'axe paralléle & “35:1' wRT AR w =T
l'axe des abscisses y =axZ+bx + ¢ Jub=

- & fixe la forme de la parzbole (deux paraboles ayant le méme coefficient a dont
“superposables”, cf. note de bas de page). Si a est positif (resp. négatif), la courbe est
toumnée vers le haut (resp. vers le bas) ; la courbe est d'sutant plus étroite que la valeur
absolue de a est grande ;

- € est I'ordonnée & l'origine (ordonnée du point d'intersection de la parabole avec
l'axe des ordonnées) ;

- b est la pente de 1a tangente en ce point (en effet, £ (x) = 2ax+b, ce qui implique
que ' {0) =b).

Ces remarques permettent le processus d'ajustements successifs (cf. écran ci-dessus),

* Cete méthode indique clairement que a forme d'une parsbole d'équation yeax2ehasc ne dépend que
du coaflicient a. Toutes les paraboles qui ont ce méme coeflicient 8 se corespondent par une isométric

adapide.



Page 76

Dépasser cette démarche de tatonnements expérimentaux nécessite d'avoir recours 4
unc des méthodes mises en oeuvre dans la “question du jour”. Par exemple ia méthode
algébrique : soit P une parabole convenable, d'équation y = ax2+bx+c. Son intersection
avec les trois droites est nécessairement réduite & un point. Cela suppose que les trols
équations ci-dessous aient une solution unigue :

axZ+hxte = -7,3%-24,075, ke, axZ+ x(b+7.3) +c+24,075=0

axd+bx+c =-1,3x-9,075, i.e. ax?+ x(b+1,3) +c+9,075=0

axZ+bx+c =7,7x - 9,075, i.e. ax2+ x(b-7T T +c+9,075=0

Cela nécessite que les trois discriminants soient nuls :

(b+7.3)2 - da(c+ 24,075) =0

(b+1,3)2 - da(c+9,075) =0

(b-7.7)2 - 4a(c+9,075) =0

Avant de se lancer téte baissée dans la résolution d'un tel systéme, il n'est pas inutile
de rechercher d'éventuelles singularités. La soustraction des deux demigres équations
membre & membre permet de calculer b :

(b+1,3)2 = (b-7,7)2 aboutit A b = 3,2,

Tl est possible de remplacer alors b par sa valeur dans les deux premiéres €quations :

da(c+ 24, 075) = 10,52 et dafc+ 9, 075) = 4,52,

La division des deux éguations
membre 4 membre permet alors
de calculer ¢ ; il suffit alors de
remplacer ¢ par sa valeur dans la
premitre équation (par exemple),
nous obienons alors a.

c+24.075 _(10.5)%
RV TTIE0T T (a.5)2

c=-37-18

solve(d4-a-(c+24.075) =(10.5)%, 2] |c= -}
a= 32

Nous pouvons alors observer
la configuration obtenve. La
solution semble bien convenable.

On remarquera que l'on prouve

& MLOTS

“yl=-7, 3 x— 24,073
vygi==1,. 3 -x=9.873
*yI=F.7 x=9.0V3

de méme coup l'existence et Tl

i ] a " i M _:.
I'unicité de la solution : il n'y a [||7%* 32wt
qu'une parabole d'axe wvertical 3;:

tangente aux trois droites Wrs

donndées 3,

Les morales de Uhistoire

- il ¥ & toujours, pour un probléme donné, plusieurs stratégics possibles ;

- les stratégies qui s'adaptent au plus prés & la configuration particuliére
érudiée sont souvent les plus efficaces. Mais, étant trés particuliéres, elles sont
moins transférables & d'autres problémes que les stratégies plus générales. Ce
qu'on gagne d'un coté, on le perd de 'autre !

- plus on multiplie les angles de vue sur un probléme donné, plus on
comprend le probléme et son environnement. Envisager plusicurs stratégies
n'est ainsi jamais du temps perdu !

3 ELa précision “d'axe vertical” est importante, On démontre en effet la propriété suivante, pour trois
droites du plan séeantes en A, Bet

- tout point F do cercle circomscrit au triangle ABC e ke fover d'une parabole tangenie aux trois droites |
- les projeiés onhogonaux de F sur les trois cités do triangle sont alignés ; la droite quiils définissent,
appelée drone de Sweiner de F relativement au trangle ABC, esl la direcrice de cetie parabale,

il v a donc une infinitd de paraboles (d'axe non verlical) wngentes i trois droites données. Etonnant,
non ¥
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TP N°§

Retour aux probiémes de tangentes communes. On considére aujourdhui la parabole
P représentant le trindme : @ x — x? et la sinusoide S représentant 1a fonction sinus.

= La question du jour

On pew d'abord comparer les mngentes aux deux courbes ¢

- soit une angente D & § | existe-t-il (et combien) de tangentes & P paralléles
ab?

- soit une tangente A i P ; existe-1-il (et combien) de tangentes 4 § paralléles
AA7

Déterminer ensuite le nombre de droites wngentes simultanément i § ot P
Diéterminer les abscisses des points de contact entre ces langentes communes el
In parabole. Déterminer pour finir Iéquation de celle des tan genles comimunes
qui a la plus grande pente.

NEB : o défane de fournir des valeurs exactes, on donnera des encadrements o

1073 prés des solutions proposées.

[ Les questions du lendemain

Peut-on trouver une paire de tangentes communes 3 P et § perpendiculaires
l'une & l'autre {en repére orthonormal) 7

~ PLos LA (g5 Gaps
CESTIE Brousgp.”
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Le texte qui .-:uI: a été reva, corrigé, et mmpﬁeré p.::.r' Frédéric Bécamel et Benolt
Chifolieau.

Prologue.

Le TP n"B ressemble au TP n®7 quant au théme (recherche des tangentes
communes), mais les différences apparaissent vite : nous ne disposons pas d'éléments
de symétrie entre les deux courbes et, de toute évidence, une définition des langentes
convenable pour les mmc{ucs {un seul point diintersection avec la courbe) ne convient
plus pour une sinusoide. I est essentiel, dans le raitement d'un probléme, de rechercher
des analogies avec des problémes connus en sachant bien que oute méthode n'est pas
transférable d'un probléme & un probléme analogue. Dans le passage du TP n°7 au TP
n“8, nous perdons les méthodes algébriques ; il nous reste sans doute des méthodes de
tvpe analytique que nous allons mettre 4 'épreuve.

Recherche théorique de tangentes paralléles

L'énoncé propose d'érudier d'abord les tangentes respectivement & P et S paralltles
entre elles. Ni P, ni § n'admettent des tangentes paralléles a l'axe des ordonnées (cela
supposerait des points ol les fonctions ne seraient pas dérivables, ce n'est
manifestement pas le cas pour la fonction carré ou la fonction sinus), Le parallélisme
des tangentes est donc acquis a partir de 1'égalité des coefficients directeurs de ces
droites ;

- équation de D, tangente & 8 au point d'abscisse a : y = cosa.(x-a) + sina ;

- equation de A, tangente 4 P au point d'abscisse b : y = 2b.(x-b) + b,

Supposons D fixée, A est paralltle 3 D si et senlement si 2b = cosa, c'est-d-dire

COSE

b==5—. On en déduit que, pour a fixé, il existe un et un seul b répondant & la

question. Ainsi, pour toute tangente D & la sinusoide, il existe une tangente A & la
parabole, et une seule, paralléle & D,

i . D est paralléle & A si et seulement si cosa = 2b,
L'existence de solutions suppose gque 2b soit compris entre -1 et +1. Il nous faut
distinguer alors deux cas de figure :

- 81 '%5 b 5% . il ¥ a alors une infinité de a convenables du fait de la périodicité er

de la parité de la fonction cosinus. Notons que l'existence dune infinité de valeurs pour
a n'implique pas ipso facto l'existence d'une infinité de tangentes : celles-ci peuvent éire
confondues. C'est e cas si b=07 il n'y a que deux tangentes i la sinusoide paralléles &
la tangente & la parabole & son sommet, ce sont les tangentes aux sommets de la
sinusoide, correspondant aux maximumas el aux minimas de la fonction sinus ;

= 1 i 1 i
- 5i |bl > 3 alors il n'y & aucune valeur de a convenable, la valeor absolue d'un

cosinus ne pouvant pas excéder 1,

Quelques observations

L'éditenr de fonctions permet
de définmir les deux fonctions en
guestion et la forme générale de
I'équation des tangentes. Tl est
ensuite possible de choisir pour b === <
une valeur particuliére et d'gjuster "eSBsh e
le choix de 4 pour obtenir des J® cosi1(2-b)+a sint{3-5) + ;
tangentes paralléles. 4

93 cas{a) {x—a}l+:mti}
yd=2 b(x = b) + be
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Pour une tangente a la
parabole, nous n'obtenons alors
quune tangente 4 la sinusoide
paralitle. Cela wvient de la
définition de a de Fagon unique.

Obtenir d'autres tangentes
paralléles est possible en usant de
la parité et de é? Péﬁﬂfﬁc"é. ':}"‘ (eosi(2:b) -cosi(2-b) -cosi(2:b)+2: p
cosinus 0 on affecte alors a la -
mémoire "a” un ensemble de cosi{I/5)  -cosi(3T) sindl(3-5) +T3 Ty
valeurs (cf. é€cran ci-contre).
L'application graphique permet
ilors d'obtenir plusieurs wangenies
4 la sinusoide, paralleles & la
méme tangente 3 P.

La configuration d'ensemble
est plus complexe i appréhender
que dans le cas des deux
paraboles du TP n®7,

Il est cependant intéressant d'analyser les raisons profondes de la dissymérrie du
probléme :

- la dérivée de la fonction x — x2 est la fonction x — 2x. Elle réalise une bijection

de R sur . Aussi, quelle gue soit la pente choisie, il sera toujours possible de trouver
unc langente i la parabole et une seule ayant cette pente ;

- la dérivée de la fonction sinus est la fonction cosinus, Elle est bornée et périodigue.
Un nombre donné ne sera la pente d'une tangente 4 la sinusoide que si ce nombre est
dans l'intervalle [- 1; 1]. 57l répond 4 cette condition, alors il sera 1a pente d'unc infinité
de tangentes (éventocllement confondues) 3 la sinuscide :

- les droites tangentes 4 P et paralléles 4 des wangentes & S ont ainsi des pentes
comprises entre -1 et 1, Les points de contact avec la parabole ont donc une abscisse
comprise entre -0,5 ¢t (1,5 : ils sont proches du sommet, ce qui explique la confusion de
certains tracds.

Recherche des tangentes communes & S et P

Les conjectures sont ici assez difficiles & formuler : lors du TP, on a pu observer
quelques tracés A la main, des régles pivotant autour du sommet de la parabole jusgu'a
“mucher” la sinusoide.

Certains bindmes ont aussi
essayer d'ajuster, par essais
successifs, des tangentes
communes grice i la commande
Tangente du menu Marh de
l'application graphique. I est
possible aussi de combiner ces
démarches avec la variations de
pente dans |'éditeur de fonctions. u= -, 2271 085x+. 62634478

De telles expérimentations ne sont pas inutiles c]lt::-.'dpl:rmetlem de se représenter le
probléme, de fermauler, sinon des conjectures, du moins des questions essentielles :
- ¥ é-t-1l un nombre fini ou infini de tangentes 7

- ¥ a-t-il une symérrie du probléme entre R+ et R- 7
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Mais il est impossible de résoudre complétement le probléme sans en fixer le cadre
théorique. Ceci doit se faire en relation avec les résultats déjh éablis :

- nous savons a quelle condition les tangentes aux deux courbes sont paralléles
{égalité des deux coefficients directeurs) ;

- nous disposons de 'équation générale des langentes ;

- pour que celles-ci représentent les mémes droites, en plos de 'égalité des
coefficients directeurs nous devons avoir 1'égalité des "ordonnées a l'onigine”.

Rappelons I'éguation des deux familles de tangentes :

- équation de D, tangente & § au point d'abscisse a @ y = cosa.(x-a) + sina |

- équation de A, tangente & P au point d'abscisse b : y = 2b.(x-b) + bZ.

Développons les deux éguations, pour metire en évidence les coefficients directeurs
et les ordonndes & l'origine : y = cosa.x- a,cosa+ sina et y = 2bx - b,

Nous devons done avoir simultanément :

cosa = 2b et -a cosa + sina = - b2,

Nous pouvons facilement exprimer b en fonction de a dans la premiére équation :

i ‘-'_';” (ce qui suppose, on 1'a vu, be| % %]}. Par report dans la deuxigme équation,

nous obtenons I'équation dlinconnue 4 : -a cosa + sina = - (5 ), c'est-d-dire :

{eosa)? - da.cosa + 4.sina =0 {éguation E)

La résolution de cette €guation ne s'annonce pas particulidrement facile ; elle
comporte & la fois des fonctions trigonométriques et des fonctions polynomes,
L'milisation de l'application initiale de la calculatrice peut donner quelques
informations utiles :

La commande Solve, en mlw[{cnsﬁﬂ]z_41_“5[3&*4_“"{;):“

valeurs approchées, donne 7 -
solutions. Contrairement 4 ce (TR oF = LEIARANIT A o -4, 000

qu'ont imaginé quelques bindmes, n5nlue[(¢n5{a})1—4-a-c.n5{a} + 4 sina)=k
il n'v a pas de raison d'imaginer 4, 45603455645
quc'.Li:c sont les seules su:u]ulinn]:-‘. i nzolvelicostialth

‘observation des 7 résuliats | cos(4.496834556454) - ]
semble indigoer qu'il n'y & pas de . z i L EEREE T
symétrie des solutions par rapport [Spae P AR 1 S ot Bt
i zéro. On peut relever un des T h T
résuliats grice a4 la commande
nyelve qui ne sélectionne (uune
des solutions. Apres avoir stocké
cette solution dans la mémoire
nemérique a et défini en
conséguence le réel b, nous
pouvons observer dans lappli-
cation graphique la superposition
des deux tangentes.

Répétons le : 1l n'y a pas Wermec AN ENeT T
syméirie du probléme : malgré les
gpparences, la droite est tangente
i la parabole en un point et & la
sinusoide en un paint (en bas &
droite de 1'écran). Une
vérification rapide, grice a la
commande ZoomBox confinme
que la droite est sécante 4 la
sinusoide "en haut & gauche de
I'écran. <
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Bien évidemment ce qui précide ne constitue qu'une validation partielle des résultats
que nous avons obtenus, contenus dans 'équation (E). Il faut en revenir & cette
équation.

S'agissant d'une éguation n'admettant pas de résolution algébrique, la méthode
souvent employée consiste 3 se metire dans les conditions de V'application du théoréme
de la bijection. On peut au préalable regrouper les fonctions de méme nature pour
comprendre le processus. Cela suppose de ﬂgpure.r la partic polynomiale et la partie
trigonométrique. Pour cela, nous divisons par cos{a) (ce gui est licite, puisque la
condition ¢cos(a) = () ne permet pas manifestement la réalisation de I'équation ).

L'équation devient alors : 4a = cos(a) + 4tan(a)

L'observation graphique permet de retrouver les caractéristiques des fonctions de
référence en présence ;

- la fonction linéaire x — 4x bien sir ;

- la fonction trigonométrique pour laquelle les variations de la fonction tangente
semblent "absorber” celles de la fonction cosinus,

Cette forme donne une
premigre information précicuse .
pour raison de limites de la

. .4 .
fonction tangente en 5+ km ilva

wainm= -5,
M,
xscl=1
Ymin= 'i
wMax=2g,
ysol=1.
srghE],

nécessairement au moins une
intersection sur chaque intervalle

T o
[-5 +k&, 5-+kx].

Un petit test dans l'application
initigle permet de contréler que,
pour tout intervalle de ce type, on
trouve bien une solution. Il ¥ a
ainsi beavcoup plus de solutions
que les 7 solutions annoncées au
départ par 'application intiale.

S50 m
—z

solve(d -a=cos(a) +4 Ltan{a),a}|a> g

.I.Iii.l“l'{ ay . arl a}_E Q0ns

L'observation des deux courbes permet aussi de revenir & la configuration initiale : il
. i n ; 4
semble bien que, plus x est grand, plus les solutions sont proches de -4k, cest-d-dire

que les points de contact des tangentes communes avec les sinusoides se rapprochent
des sommets de cette courbe. Clest sans doute naturel, 1ié & "lapplatissement” relatif des
tangentes communes aux deux courbes quand x eroit

Revenons & notre équation. Comme annoncé, nous allons nous ramener & I'éiude
d'une fonction pour appliquer le théoréme de la bijection. Soit b la fonction qui & x
associe hix) = dtanx + cosx - 4x, définie & partir de la différence des deux fonctions
constituant 1'équation éndide,

On  peut éventuellement |
utiliser le logiciel pour 'étude de |® Define hix) =4-tan{x) + cos{x) - 4-x Do
h. La dérivée de h est périndique, d . -
nous 'éwudierons donc sur " axth) il S el
l'imervalle [-x, ®). :

. . sinx . . o . iz ;
h'i{x)=sinx [-1 + 4{@ |. Pour I'étude du signe de b', il est otile de n'avoir & maiter

qu'ut};&] seule fonction trigonométrique ; une expression de h' en fonction de sinx est
POSSIEIG |



5inx
h'ix) = sinx [-1 + 4 osi 21]
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3”111'. + dsinx -1
1 5:111.1

La factorisation du trindme (cf. écran ci-dessous) permet d'écrire h'(x) sous la forme:

[ﬂn.‘-: +2 + y5).(sinx +2- V5)

. Comme 243

ey = 1-sinx

dérivée est du signe de sinx.(sinx+2-+/5).

La TI-92 nous fournit une

valeur ap hée de 2-v5. La
fonction sinus prendra deox fois
cette valeur sur l'intervalle [0, x].
L'application initiale de la TI-92
permet de préciser des valeurs
approchées de ces racines de

(sin+2-43), que nous avons
stockées dans les mémoires
numériques jet k.

Nous pouvons alors déterminer
une valeur approchée de h(j) et
hik) :hiji=1=0hik) =K <0.

Les éléments indispensables
pour la compréhension des
variations de la fonction h sur
I'intervalle |-, x] sont désormais
disponibles. Un graphigue permet
de les synthétiser (cf. ci-contre) :
on retrouve un minimum local,
obtenu pour x = ].

est plus grand que 1, la

== 2XG0ETHTTS
sint{[5-2)+j
n-sini{[S-2)+ k

:ulw{:u:z-l-l--u-l =B,:}

salw{:u:z* d:-x=1 =B,:-c]!

([S+2) or x=[5-1

ar ¥ = -4,236067977Y
LE2IRZIP4sl8]
2. 90327515179

=) cos(x) + 4 tanix) =4
ki) . Bﬂﬂﬂﬁm?ﬂa
b, k) -1 X. 95653736804 |
inm=X, 14 b
i:a;:x 14&&232%5?
15Tn-'am
';}'5‘:5 1.-| {
Mird mum
®CE 2583
gyok 9902

Nous pouvons aussi, plus classiquement, synthétiser ces résuliats dans un tableau de

variations :

- les limites sont établies sans
peine : c'est la fonction tangente
qui dicte sa loi ;

- les signes de 47-1,
hij), hik) sont connues ;

- Ia restriction de h i chague
intervalle ol elle est continue et
strictement monolongé nous
permet dappliquer le théoréeme de

«dr-1,

la bajection ; ¢
- hix) s'annule ainsi
exactement deux  fois  sur

I'intervalle [-m, m).

5 -1 -2 o1 B2 k +n
SN - = 0 %] I] S B
sins+2Y 5 -0 + & 0
| ,
|
Wix} + + 0-0 + + 0 -
i |
{t————
o 1 . k)
| AN ANS
il = hy ™ -1

. , " IL . i o R
Une racine se situe sur lintervalle |- 5, 0f, Vautre se situe sur Vintervalie |5 kI

Le probléme est résolu sur
lintervalle [-m, ®). U reste & le
résoudre ailleurs.,, L'observation
de la représentation graphigue de
h nous rappelle que la dérivée h'
est 2m-périodique. En fait { se
compose dune partie elle aussi
2n-périndique (cosx+dtanx) et
d'une partie affine (-4x).

E:!.EEE ©s23TL8325(4°
inin= 0.

gscl=1,

gy

Kres=l.
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_ Dans ces conditions, il est assez simple de prouver, en utilisant ce qui a éé fait sur
I'intervalle [-x, x], que la fonction h s'annule une fois et une seule sur tout intervalle de

la forme |- EE +kR, ;—t +km|.

Retour au probléme initial

L'€tude initiale d'un probléme de 1angente & des courbes nous a amené & traiter un
probleme lié 4 la fonction wigonométrique tangente, Revenons & notre probléme
géométrique de départ. Nous avons prouvé l'existence d'une infinité de tangentes
communes & la coorbe représentative de la fonction sinus et & celle de la fonction carré,
Les abscisses a des points de contact de ces tangentes avec la sinusoide vérifient
Péquation cosfa) + 4 tan(a) - 4a = (. Cette €quation a une racine et une seule dans tout

intervalle de Ia forme [- % +km, % +km].
Ces résultats nous autorisent & définir une suite u(n) égale 2 l'unique solution de
cette équation dans l'intervalie [- % +AT, EE +nx], via la commande nSolve.

L'instruction de condition | =

. L b |
{ sachant ifiie) permet de preéciser : ), = —=—+n'n md
dans quel intervalle le logiciel

doit rechercher les racines |define uny=nSolveChG=0,)1.]

successives, Dans 'éditeur de

suite, nous avons défini ; I CTTRED
-en ul la suite u(n) qui donne F5 3 - 214670
les waleurs successives des [5 172]. 128
abscisses des points de contact |3, 0. 904312877 -, C L PR
des tangentes communes avec la |4 4.06 0100306171
sinusoRdc ; : P rabTaal TN
- en ul la suite cos(uin)) qui B AL T R 4530

donne la pente de ces tangentes
COMMUNGS.

L'observation de I'évolution de ces pentes indique qu'elles sont alternativement
positives et négatives @ cela traduit lexistence de tangentes communes alternativernent i
des arches supéricures et i des arches inférieures de Ia sinusoide,

Attention, cette suite est définie aussi pour des valeurs de n entigres et négatives : il

. . . . n X
y a bien aussi une solution et une seale sur tout intervalle de I forme [- 3 0L 5 +n|

avec n négatif.,

Une rapide vérification [Tesines

graphique permet d'observer les D

langenies communes Correspon- wl=cos(a)-(x —a) + sinla)|a= ¢ -. 751274008
dant aux points de contact avec la 14—

sinusoide d'abscisses u(l), u(2) et
u(3). Pour des raisons lies & la
configuration (les arches de
sinusoides "s'éloignent” donc les
pentes des tangentes communcs,
en valeur absolue, sont décrois-
santes) la tangente commune gui
a la plus grande pente comrespond
au point de contact d'abscisse
ul0) : sa pente est donc cos(u(()),
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[] La question du lendemain

Quant & la guestion du lendemain, pour une fois, elle se traite sans pﬂlne. dés lors
que l'gn se place dans un repére orthonormal (comme Pimpose d'ailleurs I'énoncé).
Mais cela suppose que l'on en revienne aux gonditions théoriques dexistence de
tangentes communes perpendiculaires. En effet, si l'on reste fixé sur I'observation
graphique, on pent avoir quelques difficultés & conjecturer un résultat quelconque @
cause de la grande complexité de 1a configuration. Mais si l'on prend un peu de recul, le
probléme apparail assez simple :

- deux droites sont orthogonales si et seulement si le produit de leurs coefficients
directeurs est égal a -1 ;

- les coefficients directeurs sont ici des cosinus. Le produit de deux cosinus est égal
a -1 s1 et seulement si I'un est égal 3 1, 'autre & -1 !

- l'existence de deux tangentes communes orthogonales su ait donc que I'une
d'entre elle est une pente de 1, 'autre de -1. Tl suffit de considérer les premiéres pentes
obtenues (et la décroissance de leurs valeurs absolues) pour comprendre que cette
situation est parfaitement impossible,

[] La guestion du surlendemain ﬁ

Il est possible cependant d'élargir la question : soient deux droites (non paralléles)
données, dans un repére quelconque. Si, dans ce repére, les droiles ne sont pas
perpendiculaires, est-1l possible de déterminer un nouveau repére dans lequel elles le
soient 7 La réponse est oui, dés lors que le produit de leurs pentes est négatif. 11 suffit
poar cela d'utiliser wne transformation qui a un effet "d'accordéon” sur les
représentations graphiques (cf. les élements de réflexion sur le TP n®3, relatifs aux
fonctions associces). 11 s'agit d'unc affinité : elle permet de passer de la représentation

graphique de F; x = f{x) & la courbe de g : = gix) = f(kx). La marche & suivre est assez
simple ;

- on considére en repére orthononmé denx droites d'équation y = ax+bety =cx +d,
noh perpendiculaires, mais telles que ac <0

- on ¢onsidére dans le méme repére les fonchions affines associées v = kax + b et
¥ = key + d. La condition pour que ces nouvelles droites soient perpendiculaires est

s 1 ; . : .
ka.kb = -1, c'est-d-dire k = ~=—: ce coefficient existe bien puisque ab<0;
ey puisg
- modifier Véquation des droites revient & appliquer Paffinité 4 la plage [Xmin-
Xmax| de a fenétre choisie. On prendra alors |k.Xmin-k.Xmax| comme nouvelle
fenétre, k €tant le coefficient que nous venons de déterminer,
Mettons i 'épreuve cette méthode sur les deux premiéres tangentes communes gue

nous avons déterming, correspondant aux points dabscisses wi(()) et u(1).

Nous commengons par choisir
une plage qui permette de voir les

deux tangentes en guesdon. La in==1.92 7
plage initfn.'le élait[-]q. 8] pour x. E:H'n::l ‘5; E?F gg;
A cetie plage nous appliquons 3?35 i

la commande ZoomSguare pour
bénéficier d'umn reprére
orthonormé. Nous obtenons alors
la représentation graphigque ci-

contre, dans laguelle les deux /_
tangentes ne  sont pas
perpendiculaires (ce qui était
attendu, ¢f. guestion du
lendemain).

EIE KT o _ar
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MNous calculons alors, via

l'application initale, le coefficient [( -cos(u(®)- costuc1yy) ~ 172

k permettant l'effet "d'accordéon” 2.52469375487
voulu, c'est-d-dire la mise en 2. 524693794865 + k 2. 92469373487

oeuvre d'une affinité convenable.

Une nouvelle fenétre est
choisie, en multipliant Xmin et
Xrmax par k.

La nouvelle configuration
témoigne du sueceés de
lI'entreprise : les deux tangentes
apparaissent bien désormais
comme perpendiculaires,

Nous pouvons pour finir poser
une derniére question ; si le
]}Imduil des deux coefficients
directeurs n'est pas négatif, n'est-
il pas possible d'envisager un
autre type de changement de
repére pour obtenir des droites

perpendiculaires 7

Cela su PPOse sans doute de définir autre chose qu'une simple affinité sur la fenétre
de représentation graphique, Pour obtenir des droites ayant des coefficients directeurs
de signe oppose, il faut sans doute envisager une rotation du repére. Mais c'est une autre
histoire, que le lecteur (rés) curienx pourta envisager A téte reposée.

‘E‘Dﬁi’i 3';-' A e

I+

| -

= TiTER TV
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TP N'U

En plus de Ia fonction x — Inx, on s'intéresse aujourdhui aux fonctions “"racines

. , , i
nifMes” clesrd dire aux fonctions fpix = fix)=vx =x

”n. n &tant un élément de I,

Par définition, ces fonctions sont les fonctions réciproques, sur B+, des fonctdons

"puissances niEMEST {x —y x0)

Ainsi les représentations
graphiques des deux fonrcrions

(X—sx O et w—sx ) se
correspondent,
grthonommeg, par une réflexion
d'axe Ia droire d'équation y=x
(cf. ci-contre),

L WECTR | LUBT

Nous admettrons que la formule de dérivation démontrées pour les pulssances

entiéres s'applique aussi & ces fonctions puissances particulitres d'exposant o ¢ pour

N 1 :
frlxy = V% = “”rl' £ (k) =}[""‘I: -1

Nous noterons » la courbe de la fonction x—+lnx er Cp les courbes des fonctions

x—fy(x) = x M0,

[ La question du Jjour

Etudier, suivant la valeur de I'entier n, I'2xistence et le nombre de points
dintersection entre X, représentation graphique de la foncton —lnx, et les

courbes Cp, représentations graphiques des fonctions x— f(x) = x i

] La question du lendemain

Méme question pour la courbe de [a fonction x—sIn{Inx) et les courbes Ch.




i
Le texte qui

Prologue.

Méme si ce n'est pas explicitement demandé dans 1'énoncé, il est nécessaire de
prendre du recul sur les questions posées, pour récapituler les éléments d'information
disponibles et les stratégies possibles :

* Domaine d'étade. Lintersection des domaines de définition de la fonction In et des
fonctions "racines niémes"” est R+*, Clest donc sur cet intervalle que l'on sera conduit &
chercher des solutions. Mieux, les fonctions fy sont positives et la fonction In est
positive & partir de x=1. Les solutions de 'éguation proposées, si elles existent,
appartiennent nécessairement & l'intervalle |1, 4=,

* Fonctions de référence. La fonction logarithme est bien connue, les fonctions fy

ALSsl.

Ce sont des fonctions [arsrs T
strictement croissantes, i "‘ﬂl:lqi,?
bhranches paraboliques [|r¥2=x
horizontales (c'est-i-dire telles :  Jru3=x1719
lim f(x)=+oo: yaz
T ) 5= /
O el ug=

Autrement dit, ce sont des fonctions qui tendent "lentement” vers +eo. Pour I'étude
- . . 2 |
conjointe des deux fonctions, on dispose du théoreme fondamental hm J—L =0). Cela
K=ptim
traduit le fait que la fonction "racine niéme", quel que soit n, "impose sa loi” & la

fonction In en e,
r pre

Nous disposons de deux stratégies de base pour la résolution d'équation :

- une stratégie algébrique (factorisation, puis résolution d'une équation polynomiale
du premier degré ou du deuxigme degré - éventuellement via un changement
d'inconnue-) ;

- une stratégie analytique (érude des variations d'une fonction bien choisie et
utilisation du théoréme de la bijection), C'est cene deuxiéme stratégie qui convient ici.

1. Observer,

Nous pouvons ensuite rechercher quelques informations sur les solutions des
différentes éguations Inx = x1M en urilisant la TI-92 {on peut aussi commencer par une
étude théorique : en fait les phases d'observation et de calcul théorique sont
relativement imbriguées).

Utilisation de I'aoolication init

En mode caleul approché, B ooivelinGg = ey talms
S Pﬂﬂ"ﬂ'ﬂﬂﬂ Dhﬂ-ﬂweir qu.E-.' ]_'l.ltE-[ Lt 1.3 _:.;]

ks : L 50 =

i p‘g‘"‘p";fi‘rpaé Se Ei];m"j’z z x = 93. 354460835 or x = 6, 40567207896
solutions; ; soluel 1n(x) = x 1718 4]

- pour des "grandes” valeurs | * = 3- 4306312141515 or x =3.0557266790
de n, une seule solution l _ii_ ]
apparente. soluel lnfxd=x 100 o] w=2, F4aDZ2035482
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Nous savons que le mode "calcul approché” n'est pas totalement fiable, Cependant,
l'vbservation de ['évolution des solutions est toujours utile

- une premiére suite de solutions semble décrofre lentement {6,4..., puis 3,0..., puis
¥ .

- une deuxiéme suite de solutions semble croftre trés vite (93,... puis 3,4. 1013, puis...
disparition).

Nous pouvons essayer de forcer la résolution de la calculatrice en précisant
lintervalle sur lequel nous recherchons des solutions : mais, comme on peut le voir ci-
dessous, cela n'a rien d'évident !

+

Pour la méme &yuation ;
5u1ue11r{x}-xm,xh: »10200  pals

-aucune solution supéricure i 1
10200 . . 5ulue[1n{x}=ﬁf 180 rJ'!]l! » 10250 false
-aucune solution supérieure 4

10250 .
-une solution supérieare &
10281 |

1
5a1ue[1nl::-:} oy 1M H]I x > 19281
x=1.28544030322e281

Dans ces conditions, la découverte des solutions reléve plus du hasard, ou de
l'achamement, que d'une recherche méthodique.

Utilisation de Iapplication graphigug,

MNous considérons & nouvean
I'tquation qui n'a donné qu'unc
solution en calcul approché dans
I'application initiale.

L'viilisation de la commande
fnrersection du menu Math
permet d'obtenir une wvaleur
approchée de la solution déji
connue (noter que I'on dispose ici
d'une précision inférieure & celle
de 'application initiale),

Nous pouvons essayer de voir plus Toin sl n'y a pas d'autres solutions. Pour cela,
nous avons intérét & considérer, au licu de deux fonctions, une seule fonction -

x = gix) = Inx-x V100, En effer, le seul cadrage & choisir est alors celui des x ; pour
les ¥ (nous recherchons les valeurs de x qui annulent la fonction) nous pourrons choisir
un intervalle centré autour de 0.

Comme dans l'application
initiale, cette recherche peut
réserver quelques surprises ;

- sur lintervalle [0, 10284], le
logiciel ne détecte avcune
solution ;

- sur lintervalle [0, 10782], e
logiciel détecte une solution.
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Il est possible de comprendre [ymin=0.

(em réfléchissant un peu) que jxma :{.:292
Fapplication graphique ne détecte |Snin= -&o,

aucune solution sur Pintervalle H:glf:?ﬂ-
[0, 10784 . 'ﬂr.sa :

-I'écran contient 240 colonnes
de pixels ;

| =
it 1
- la fonction n'est pas définie en (), le premier calcul réalisé Pest done pour x =~

=4,10281 c'est-h-dire un nombre supérieur & la valeur de la deuxigme racine détectée

par P'application initiale (1,28.10231) ¢t que l'on retrouve ci-dessus avee le deuxidgme
cadrage,

Ainsi, avec le premier cadrage, 3 partic du premier point de calcul la fonction est
strictement négative et le reste. Le logiciel ne peut donc pas détecter de solution.

On le mu, la mise en évidence de l'ensemble des solutions & partir de l'applicarion
graphique n'est pas certaine,.. De toutes fagons, elle est souvent trés coiiteuse en lemps.
Dans ces conditions, il faut bien comprendre que l'organisation d'une recherche
théorique méthodique n'est pas un détour folklorique pour satisfaire & une tradition,
c:‘?r tout #u contraire une nécessité pratigue pour résoudre le probléme posé de fagon
efficace,

2. Prouver.

Il s’agit d'étudier 1'équation Inx = x Un, Sur lintervalle [1, +oof &, on étudie la fonction
h qui & x associe hix) = Inx -x1/n,

1 1 1 1 | f
: B — — ':,I.II :"]=—__ [|l|'|'| _
h'{x) g n Lt % I n i
|
- i ]|I'|:'|_
m{nx 3. ; ’ | _

Cette dérivée est du signe de (n-x1/m),
fonction décroissante qui sannule pour
xlfn = pn, c'est-d-dire x=n". D'oi les

variations de la fonction b ; hix) nlnn-n
* on dispose d'un maximum absolu,

h(n®} = nilnn-n = n{lnn-1) ; e -
* '[irﬂ hx) = -e= (trivial) ;
i -ald

* lim hi{x) : on constate ici une indélermination qui était le réel enjeu du TP.
X —bbeo . . i
Chu'est-ce qui l'emportera, in fine, du logarithme ou des fonctions racines nigmes 7 On

: £ : - 1
dispose de la limite de référence rappelée dans le prologue : hm ut::‘ 0.

Ainsi hix) = xl/n t—- = - 1). Dés lors, Uindétermination est levée : I1r11. hix} = -e
K=

L'application du théoréme de la bijection sur chacun des intervalles |, n"] et [n™;
4=2| nous conduit & distinguer twois cas de figure, suivant le signe de n{lan-1), ¢'est-a-
dire le signe de lnan-1

B Sur cot imtervalle, les deux fonctions sont positives, si bien que Pon pourrait dwdier 1'équation
dquivalente (Inx)™ = x, La fonction que U'on peut &owdier est alors k(x) = (In)™ - x. Son éode nous
condudrail & Sudior k') o= nflnx D" L1, On le voit, Péade est tiss proche, dans son principe, de celle de
La fomcien b ci-dessos.
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* Inn-1<{), ssi n<e, ssi n = 2 (rappelons que n est entier) ; aucune solution {(on
retrouve bien le résultat de 'observation de départ ;

* Inn-1=0) : c'est impossible si n est entier. 81 par contre on accepte les fonctions
puissances d'exposant réel, on aurait 12 une solution unique. Aurait-on alors un contact
tungent entre les fonctions x—lnx et x—=x1/% ? On y répondra un peu plus tard dansg
‘année (mais il est possible déja d'observer, de conjecturer...) ;

* Inn-1>4), s5i n>e, ssi n23, On a alors tovjours deux solutions :

- I'une dans Tintervalle Je, n"[, puisque hie) = 1-elm >0

- la deuxiéme dans l'intervalle Jnf, 4o,

Nous avions bien raison de chercher une deuxiéme solution pour 'équation Inx=
x1/100 dans la premitre phase de l'observation. L'étude théorique nous assure l'existence
de deux solutions et nous fournit un voisinage de celles-ci. Mais celui-ci est un peu
vaste pour pouvoir guider efficacement la recherche du solveur de la TI-92... Ainsi,
pour 'équation Inx= x1100_ an sait que la plus grande solution est supérieure & n?, c'est-
a-dire ici & 1001™, c'est-i-dire & 10200,

La précision de ce voisinage

n‘assure pas, on le voit, que le l 5 T

logiciel découvre la "grande” |soluel 1ntx =x 1@ %) x » 19200 false

racine,.., On dispose par contre 1

d'un  résultat théorique [ TH8 ] 280 |

i WA i 1 y iQ

intéressant, par utilisation dy |S°TVELInCa=x ; e False
x=1,28544030322e281

théoréme des gendarmes [
puisque cette racine est |solvellnix) = x
supérieure a4 nB, elle tend
nécessairement vers +oo guand n
tend vers 4es,

Un petit conseil, pour trouver [rers
rapidement la solution supérieure e
i 10200 : op uiilise fa 1ahle de u1=1nx) - x o
vialeurs en mode Ask. On peut :3:
choisir ainsi librement les valeurs | od=
de x pour obtenir les valeurs de | ¥2°
hix) : s1 hix)=0, x est trop perit, si Z?
hix)<0, x est trop grand. Mais la L3BS
recherche ne se fait pas en
aveugle : on sait que la racine
cherchée existe !

[C] La guestion du lendemain &

Il s'agit maintenant d'étudier 'intersection de la courbe de la fonction x— In(Inx) et
des courbes Cpy représentant les fonctions x — xIM, clest-d-dire de résoudre |'éguation
In(lnx) = x10, Cette équation existe pour Inx > 0, c'est-d-dire x = 1.

L'itération de la fonction
logrithme népérien donne une
fonction In{lnx) & croissance rés
lente. Le probléme est de savoir i
partir de quelle valeur de n les

aMLOTS
"ul=lnlf1n{w}}

yi=

Y4=
fonctions puissances x — xIn | 43=
scront assez “aplaties” pour

rencontrer cette  fonction

Y
x = InfInx). i
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Nous pouvons réduire la complexité des expressions grice & un changement
d'inconnue X=x!/m, ce qui équivaut & X® = x, L'¢quation devient alors In(nlnX) = X,
c'est-i-dire nlnX = eX,

Nous considérons naturellement la fonction £ : x — fix) = nInX - eX, Nous obtenons

immédiatement ' (x) = % -gh= :_-.-E:-{n - X_eX), ce qui nous améne & considérer deux cas

de figure :

- 81 n < 3, la dérivée est toujours négative : en effet (on rappelle que X > 1), X.eX >e,
La fonction [ est donc strictement décroissante. Comme f{1) = -¢, elle ne s‘annule
jamais. L'équation n'a donc pas de solutions ;

- i n 2 3, 'expression {(n - X.eX), strictement décroissante, s'annule une I:‘ni_s
(application du théoréme de la bijection), comme l'illustre le tableau de varations ci-
dessous.

X | e -

Soit ap l'unigue solution de

I'équation n-XeX = 0. Tout dépend alors X
du signe de f(ay) = ninfag) - €™, n-Xe \

i L 1 .
Par définition ag.e™ = n, ce gui =

permet d'écrire [lag) = nlnfag) - I:: ; c'est-

f(x f(am)
i-dire ; i / \

flan) =£ faglntag) - 11, & i

Le probléme s'éclaircit alors : la relation de définition de la suite implicite apc M =n
indique que la suite des solutions est une suite croissante qui diverge vers +eo. Dés que
apin(ay) dépassera 1, la fonction f aura un maximum sirictement positif et sannulera
donc deux fois. Le probléme devient alors purement technigue. La calculatrice peut
alors permetire d'aller vite, en wiilisant la commande nSolve : celle-ci donne une valeur
approchée de I'équation proposée.

Comme nous Sommes assurés
que l'éguation x.e* = n & une
solution unique (ag), il n'y a pas
d'ambiguité sur le résuliat obtenu,
On applique alors la fonction
x.0nx - | i cette solution. Deés que
le résultat dépasse 0, on est
assuré que la fonction f
s'annulera deux fois, Ci-contre on
peut observer en ul la suite (ag),
en u2 les valeurs prises par
aplnfag) - 1 @ & partir de n=11,
cetle fonction est stnictement
positive.

Terminons par un coup d'oeil
sur les représentations graphiques
des fonctions In{lnx), x!/10 et
x 11, Sans l'étude qui précéde, il
eut é&té assez difficile de
remarquer que les deux . _
premiéres ne se rencontraient pas | intgrse A
et que la premiére et la tru:ri?.iéﬁe 131 n%%i? 4el1.3076015
se rencontraient en deux points |

HEE].U-E—{I'!:=H, x]-l-ul:ﬂ:l Done
nsolve (xEe™{xd=n, x32uiln’

B ug-u{n}- IrCur)) — 1
Ul

I il i

Une fois de plus il apparait que 'on voit parce gue I'on sait ce que 'on va voir.
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TP N°10

La syntuxe difix).x.n) permet d'obtenir la dérivée nitme ga |g
tion f.

Notation : on notera f1") (pour éviter la confusion entre dérivée
nitme ot puissance nitMe) [a dérivée rme de la fonction £

= La guestion du jour

Seit f: x—e® (x34x+1). Déterminer une expression générale pour fin),

[ La question du lendemain

On considére la suite de fonctions. Observer leurs représeniations
graphiques. Qu'ent-elles comme éléments communs, comme singularité et
pourquoi 7
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ra été revw, corrigé, et compléié par Arnaud Lewillon et Pierre

. p==g

Rouguette.

Préambule : apprendre & voir. 11 s'agit  nouveau d'illustrer une idée importante :
on se sail pas parce gue F'on voit, mais on voit parce qu'on sait ce que l'on va voir.
Autrement dit, quand on prospecte, on a towjours une petite idée de ce que l'on veut
voir, on ne cherche pas (ou rarement } au hasard.

Premiéres vbservations
Nous pouvons utiliser la calculatrice pour dériver, ou alors dériver "4 la main”. Les
deux techniques peuvent apporter des informations intéressantes : avec la machine, cela

va vile et on peut accumuler a pen de frais de nombreux résuliats. A la main, on va
moing vite, mais on voit mieux les mécanismes qui aboutissent au résultat obtenu.

1. Avec la calculatrice,

On a d'abord intérét 4 stocker la fonction érudide dans une mémoire sous 1'étiquette
{par exemple) de f(x). Cela évite de rederire plusieurs fois la méme expression |

L'expression stockée dans fix) 5
va désormais servir dans tout le |® ﬂ“'EH + x + l] + 2] Do
|- £{0)

TP. 11 est indispensable d'en
contriler I'écriture par une leciure
attentive de l'écran, éventuelle-

ment par un test numérique (on a (%2434 1) eX42:(2%+1)- %42 %
calculé ci-contre £{0)). 2
MNous pi.‘JuW_:umr:.E'Ic:lf‘ﬁ : E!Fan% : EH{HJ}I X2 e¥ 45 % eX+5 ¥
: : 3

- observer les résultats bruts ; =

- ou observer les résultats fac- Fa:_tnp[.';i_i-{f{xjj (x2+5:5%+5) &
torisés (communde Factor) | ax

- ou observer les résultals
développés (commande Expand). ' :

Les différentes formes, équivalentes, peuvent donner des informations
compiémentaires. Nous obtenons ainsi une série de résultats que l'on doit récapituler de
fagon organisée sur feuille pour pouveir en trer d'utiles enseignements.

:’ar;tur{;i{f'{x},x,i!}}" .

T T T

n = | Resultat brut Avec bactor Avec Elp.'md

| {:HHU:H{E:-;HH:* (x+1)x+2) " XA + 3% o5 + 2 e
(7 (% 24%+ 1 1e%+2(2x+ 1 jet+2eX fx§+5x+5} et xied + SxeX+ Ser

3 |(xZ4x+10er+3{ 2% +1 jex+6ex (x+2){x+5) eX xt el + TxeX + |0 e

4 {x§+}i+1}c" +42x+1)er+12e> [x:’+'§*:.+l'.-'} eX xZpt +OxeX+ 17 et

T [t Lo ne 100( 25+ 1 1o #0000 | (x2+ 200+ L0001} e | %2 e* + 201% e+ 10001 ¢

Il faut ensuite observer, pour essayer de trouver une régularité :
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- il est d'abord remarquable que l'on obtient "toujours” (pour tous les exemples
traités} le produit de la fonction exponentielle et d'un trinéme du second degré ;

- il s'agit alors de trouver la forme générale des trois coefficients de ce trinfime, Pour
le werme carré, cela semble Eme 1. Pour le terme en x, cela semble &tre ..., pour le terme
comstant, cela pourrait bien étre...

Bref, au terme de ce premier round d'observation, on peut avoir (ou ne pas avoir...)
une idée de la formule générale.

Iou .

Méme pour ceux qui ont une idée de la formule générale, il est utile de comprendre
d'oi elle provient. Il est peu utile de recalculer ici ' ; il est plus ptile de comprendre ce
qui se passe si on dérive une fonction de la forme (x? + mx + p).e® , puisqu'il semble
qu'on a toujours une fonciion de ce type. Soit donc h(x) = (x? + mx+ p)e* , nous
obtenons h ' (x) = (x? + mx+ pl.e* + (2x+ m).e* , c'est & dire:

h'(x)=[x2 + (m+ 2).x+ m+ pl.e* . Ainsi:

- le coefficient de x? reste 1;

- le coefficient de x a é1é augmenté de 2 ;

- le coefficient constant est la somme du coefficient de x et du coefficient constamt
précédents.

Nous pouvons éventuellement jeter un coup d'oeil au tableau établi avec l'aide de la
calculatrice pour constater la pertinence des remargues que nous venons de faire.
Plusieurs stratégies sont alors possibles. Ceux qui ont conjecturé la formule peuvent
passer directement & la deuxiéme swratégie, les autres doivent passer & la stratégic
suivante,

Premiére stratégie : oit I'on trouve et prouve & Ia fois...

Nous venons de prouver que, si une fonction est de la forme (x2 + mx+ ple®  alors
sa dérivée est aussi de la forme (x2 + m' x+ p' Je*, Comme f est précisément de cette
forme, toutes ses dérivées successives ont la méme forme. Clest une pICuve par
;&gﬂi&m On reviendra avec précision sur cctte méthode de démonstration dans la
partie 2.

Nous savons désormais que la dérivée nigme de £, c'est b dire F7). s'éerit -

0} (x) = (x2 + byx+ ep).e®, les cocfficients by et cp dépendant de Pordre de la
dérivation.

On sait méme plus, en fonction de ce qui a été érabli ci-dessus ;

by = bpn+ 2

Cnel = by + Cp.

Pour by, cela prouve directement que c'est un terme d'une suite arithmétique de
raison 2 et de base by, c'est & dire 1. Le cours sur les suites nous apprend alors que :

by=bg+ nr=1 + 2n. Petil coup d'oeil sur le tableau des premiers résultats : cela
marche ! Pour les coefficients cp maintenant. Petits calouls en cascade -

tn = by.1 +cp.

Cn-i = bp.2 +0Cp2
cqg = b3+

3 = ba+ca

2 = by +¢

(Attention, by et ¢y sont les coefficients de la dérivée premiére, clest 4 dire de £ 1),

MNous ajoutons ces €galilés membre & membre et, aprés élimination des termes de la
sulte ¢g, nous obtenons sur un résultal connu ; la somme des termes d'une suite
arithmétique.

Ainsi ¢g = by.p + bpa + L+ byt bot by oy - (byby.)n- 5 {n-1) +ey.
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Dioiy ¢y = T2V 5 _ 24y,

Petit coup d'oeil sur le 1ableau des résultats de la page précédente : c'est bien vrai 7!

Deuxiéme stratégie : oi l'on prouve ce que 'on trouve...

On se place désormais dans le cas ob la conjecture a été faite ®. L'observation des
premiers termes donne Uidée que la formule pourrait bien étre
find (%) = [x2 + 20+ 1%+ 02 + 1)e*,

Attention : avoir montré que. ; el
i val £ ! ; VTRIE

L'histoire (des mathématiques) est ainsi pleine de conjectures qui €taient tellement
vraies... qu'elles étaiemt fausses, Un exemple : une conjecture de Fermat, qui, emporté

par son tempérament de Gascon, déclara que tout les nombres de la forme Fy = 2027 1+]
étaient premiers. Fermat ne disposait pas des moyens de calcul d'aujourdhui...

Il est "simple" de voir avec une Fracteri22 + 1) 5
TI-92 que la conjecture de |: 22 }
Fermat, vraie jusqu'a lindice 4, | factori2® +1 .

s'écroule pour 5 :
F5=202% 141 = 4 294 967 297 =
641, 6 700 417. Donc Fs n'est pas

257
BIS3T

fl:tnr[zz +1

premier.,

On pewt dailleurs regarder ce
que donne la calculatrice pour les
nombres de Fermal suivants : elle

)
f‘a:tnr[?z + l]
)

:25+ 1 641 - E£700417

L LT

indigue que Fg est premier (cf, ci- 26

contre), alors gu'une simple |"2° *1 HERRrAR e iaRaal
division indique que Fe est |* Factor(184467as073708SSIEInY
divisible par 274177 et n'est done | §446744873709551617

pis premier. e L 6728042131072

18446744073709551617. "":’fll'.-'?

e il EhR CHarT

Faiblesse du logiciel, dont Falgorithme de recherche des nombres premiers semble
assez rudimentaire : pour Fs, il indique une réponse correcte, pour Fg, non Prudence
donc. Méme avec les moyens de caleul dont on dispose aujourd’hn, on neé peut encore
rien dire de nombrewses conjectures, Par exemple la conjecture de Goldbach :© toul
nombre pair est la somme de deux nombres premiers. On peut le prouver sur tous les
exemples que 'on voudra bien prendre, mais la multiplication des exemples n'épuisers
pas la généralité de la formule. Cela doit nous inciter 4 beancoup de modestie. [ faut
prouver gu'une propriéeé est vraie toujours | avoir prouve sur quelques valeurs (meme
si "guelgues” est "beaucoup”...) ne prouve rien pour les autres valeurs, c'est-a-dire ne
prouve pas la conjecture,

7 Le retour aux résultats partiels ne constitue pas ici une “preuve” du résulial théorigue rouve, bien sir.
En ce sens, 'expression "c'est bien veanl™, el mme le mot de vérification, sont des abus de lmgngc. “La
virificatkon” d'une formole pénérale & pardr des cas partcoliers dégi Sodiés ne constinie u_uu'n test de la
validilé de 1a formule rouvée, 11 peut permetire de déceler certaines ermeors {en cela. il est tonjowrs utile),
II peet bien sir en laisser passer d'autres, En cola one welbe sérification n'est jamais décisive !

8 11 semble que la premidre stratie reléve plutdt 'un wavadl sans outil de calcel formel. Ceite deusitme
stratégie, qui consiste & partir d'une conjecture formuoiée, est plus"natoredie” poer g travaille avec ang
TI-92 : Tobiention -facile- daotant de résplias que on veut facilite grandement 13 formualation de
Comppeclures.
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Comment alors prouver ici notre conjecture 7 S'agissant :

- d'une propriété dont l'expression est supposée (c'est la conjecture 1 ) ;

- d'une propriété indiciée sur un entier naturel ;

- d'une propriéié vérifide pour les premiéres valeurs de n...

le raisonnement par récurrence s'impose (presque ! ). Son principe, pour proaver une
propriété Py, ¢

- on prouve que la proprié¢té est vraie "au dépant” {av rang 0, ou 1, ou 2., le plus 1
possible) ;

- on démontre ensuite qu'elle est récurrente, c'est-a-dire que si elle vraie 4 I'ordre n,
alors elle est vraie a l'ordre n+1.

- on peut alors affirmer que, par hérédité, la propriéié est vraie pour tout n supérieur
i l'indice de vérification du départ (0, ou 1, ou 2...).

Ici, la premigre étape est déjii franchie : la propriété conjecturée est bien vraie &
l'ordre 1, 2, 3... (puisque ¢e sont ces résultats de départ qui ont donné l'idée de la
conjeciure),

1l reste & prouver que cette propriété est récurrente, c'est i dire héréditaire.

Supposons done gue la propriété est vraie & 'ordre n, ¢'est & dire que :

o) (x) = | x2 + (2n+1)x+ n? + 1].8%

Pour avoir la dérivée (n+1)igme, il faut dériver la dérivée nitme.

A+l (k) =[x2 4 2n+1x+ 02 + 11e* + 2x2 + 20+1].e*

=[ %2+ (2n+3)x+ 02 + 2n+ 2].ek,
=[ k2 + (2n+3)x+ (n+1)2 + 1].e%

MNous constatons que cette expression traduit bien la propriété 4 l'ordre n+1. Done 1a

propriéié est bien récurrente.
8

I i5 13 formule gst vraie pour tout n,

Remargue : cette preuve du caractére récurrent de la propriéeé aurait pu étre
accomplie avec la caleulatrice (cf. ci-dessous).

Nous avons demandé au
logiciel de dériver l'expression .id:..; e {“2 #(2n+1)-x+n?+ 1]]
supposée de la dérivée a l'ordre n, 2 ; ; . e : ;
directement, puis sous forme i R A i 1] M
factorisée. Nous retrouvons bien fa:.t..:.ru[?'l‘-{r" -Exz +(2-n+1)x+ne+ l}]]
la forme anenduc pour la dérivée 2 2 2
i l'ordre n+1, ce qui prouve son (x2+(2:n+3)x+ns 2'""'3}9“
caractiére récurrent. ) P

Peut-on considérer légitime une telle démarche qui laisse le soin de lintégralité des
calculs au logiciel (caleuls inittaux et preuve de la récurrence) ? Sans doute, dés lors
ue l'on estime que le logiciel fonctionne comectement pour ¢es dérivations de
onctions élémentaires. Mais le caleul assisté par cet outil ne dispense pas d'un controle
théorique général (de la méme fagon que l'on doit contrdler les ordres de grandeur des
résultats d'une multiplication sur une calculette). Ici ce contrdle théorigue nécessite sans
doute un recours aux résultats de référence sur la dérivation de la fonction exponentielle
et des polyndmes et sur la dérivée d'un produit de deux fonctions, 11 permet alors de
comprendre l'origine de la stabilité de la forme des dérivées successives (produit
exponentielle / trindme du second degré),

Troisitme stratégie : oii I'on fait un large déiour théorigue...
pour trouver un raccourci de calcul,

Nous pouvons aussi prendre du recul sur l'exercice donné. En fait, il s'agit de dériver
n fois le produit de deux fonctions, u et v, avec u(x) =e* et vix) = 2% + x+ 1,

Pourquoi ne pas tenter un traitement général de cette guestion 7

(v} =4 v+ uy
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fpv)' =u"ve+uv+u'v+ovi=u'v+Iu' v +u v

[1].1.-’}{3} ==l v+ 3@ v + 30 v (2 v 3D,

A nouveau une conjecture peut surgir : on retrouve quelque chose qui ressemble
d'assez prés au bindme de Newton !

Ainsi, la dérivée ni®™¢ du produit u v serait

{n.v)m} = Cg uli) v + C:: ulr=D (D 4+ E"I;I u(D) yio-l) + Clu vin)

On démontrerait cette formule par récurrence (exactement sur le méme modéle que
pour le binéme de Newton). Cette formule porte de nom de Leibniz, contemporain de
Newton (cette formule a été présentée cette année dans le cours sur la dénivation).
Pourquoi cette formule est-elle bien utile ici ? Mais parce qu'il s'agit de la dérivée du

roduit de deux fonctions gui ont un comportement simple : la dérivée de
‘exponentielle est l'exponentielle elle-méme et la dérivée d'un polyndme est un
polyndme de degré inférieur (de 1). Ainsi, si on calcule les dérivées successives d'un
polyndme, on arrivera nécessairement & (.

Conclusion : avec ulx) = e* et vix) = %2 + x+ 1, les dérivées successives de u sont
éga:hus 3 u, et les dérivées successives de v sont nulles & partir de l'ordre 3.

Adnsi

fuviiel o= C: uv+ C:: uvill + Ci' uvid}

=¢% { x2+ x+ 1) + n.e* (2x + I}-{-@ eX (2)

= &% [x2 % (2n + Dix+n+1].
Un grand détour pour un petit calcul...
Remarque :

On peut utiliser aussi la TI-92
pour déterminer le résultat & partir 2 ot
de 'gpplication de la formule de fme*- 3 [nCrin, i)+ (22 4+ 1]]
im

i §] % dxl
Leibniz {{:“ s'éerit nCrin, ()).

2 2 .
R ¥t #(2'n+l)n+n 1-1}:
On le voit ci-contre : cela ne [ ; =

constitue pas un gain de temps, By s 1)*d( ?;:,”*Ll X

mais peut constituer un

apprentissage utile de la

commande "somme” er de

I'empilement de commandes.
Nous pouvons vérifier aussi a G _

en de frais que, si on réalise la i

Enmmf: puur'.} variant de 0 3 10 ["* i% nrin. ”Lﬂ-;i_[xz T l]]

(au lieu de O & 2), le résultat n'est - 2 |

pas modifié, puisque les dérivées (x2+2n+)x+n2ei)e

du trindmes sont nulles & partir de

l'ordre 3.

[ Quid de la question du lendemain 7

La détermination des dérivées successives de f donne une suite de fonctions qu'il
peut &re intéressant d'étudier plos en détail. Qu'ont-elles en commun ?

Quelques pistes

- gquelles sont les limites de ces fonctions (il est aisé de démontrer que ce sont les
mémes limites en -eo gf +o0) ;

- combien ces fonctions ont-clles de zéros (il est aisé, par élude de discriminant, de
prouver qu'd partir de I toutes les dérivées ont deux racines) ;

- comment ces zéros sont-ils disposés les uns par mpport aux autres 7



FPage #9

- quelles sont les intersections des courbes de deux fonctions de cette famille (on
démontre facilement que la dérivée d'ordre p et la dérivée dordre q se coupent 2n un

point unique dabscisse - Eﬁ'ﬂ )i
- plus généralement, que dire des variations de chacune de ces fonctions ¥

Ouel indicati £ liutilfead . te o b culonbairloe dar b oxdrs 3
cette Etude ;

Une premiére exigence

définir clairement I'objet d'étude.
La syntaxe Define fix,n) Penmt wDefine f{x, m=eX(x2+(2n+ 1) x+ns
ici de définir la fonction f, doni it I:“ (2 + 1)x nnn
les valeurs dé]]ﬂl:ig?ﬂt hlafoisde |= solvelfix, &) =f(x, p), ¥}
n et de x. Cette inition t

P w = .[P; or p-q=§g

de déterminer l'intersection de

deux des fonctions (i condition de PRI g r=F Cu, ) )

preciser quelle est l'inconnue ; x).  T<F a7l
1l faut bien interpréter la réponse proposée par le logiciel (cf. ci-dessus) ;
- $0it p = q (ce gui signifie que les deux fonctions sont égales) ;

- soit x =~ E}q (c'est alors I'unique point d'intersection de deux courbes distinctes)

: Nous puumnsd:ussi rechercher & colvelfix, p) =0, x
es intersections des courbes avec i axrg, JHS SR ([Fr=%
l'axe des abscisses et étudier les | x= =E 5 2e-l - £ -{ =
positions relatives des racines de & -1 ietfin.p+ 1) =8 L3

deux fonctions "successives” TR e
(I'élément déterminant est bien | x=222* li—__g-p-ﬁ or W= u LT +-!+2"
€videmment que, par définition, la e TunCECie we1 3= 5)
dérivée de fy est égale & f.1). e £

P i

Des observations graphiques Lyjerce, In=¢t 2 3 1@
ne sont pas inutiles. La définition | wo=m
de f permet une écriture rapide de
plusieurs fonctions dans 'éditeur [[xnin=-5.
de: fonction, Le choix des fentres jxnazx=d.
est ensuite essentiel. Pour en ﬁ?n--im_
donner une petite idée, on a [¥max=1006.

représenté ci-contre les fonctions [|ares=io "
fi, 12, fyet fip:
- le premier cadrage permel
quelques conjectures sur les SR
limites et la position relative des I

courbes sur R + ;

- le deuxitme cadrage permel
quelques conjectures sur la
position relativedes courbes sur
R -, et sur la localisation des
PETOS,

Tout cect peut étre étudié par
le lecteur de bonne volonté.

(AQT).

Fegsl.

Hﬁy

nﬂﬂwﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂnﬂﬂ%%ﬁ*

R i z
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%"j*- N1L ET ELEMERYS DR REFLEXION '|':
e . |

L |

Ce texte g £ revu, corrigd, et compléié par Sébastien Bayle et Orion Mouraille,

I s'agit ici d'un TP un peu spécial : cette dernigre séance du mois de décembre 1 é1é
Yoccasion de faire le point sur la démarche “expérimentale” engagée dans ces séances
depuis le début de 'année. A partir d'une question exposée par le professeur, la
discussion s'engage sur la natre de 'sctvité mathématique : comment articuler, dans la
recherche mathématiques, une démarche de conjectures, de preuves, de réfutations 7

™ La question du jour

Un observe dans [e plan une relation
simple entre le nombre S de sommets
;l. J.uﬂnnm!n‘e C de cotés d'un polygone:

Passons dans l'espace. Y a-t-il une
relation entre le nombre § de sommets,
le nombre 5 de faces et le nombre A
d'arétes d'un polyédre 7

Observer, conjecturer, prouver,,.

%

Le tétracdre

|

&

Le cube L'octaddre

w0

Le dodéenidre Licosaidre
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De 'observation i la mise en forme d'une conjecture
La discussion s'engage i partir de l'observation des 5 polyédres réguliers dont des

modéles circulent dans la classe. Aprés quelques controverses (le comptage des
différents éléments de l'icosaddre n'est pas évident!), 'accord se fait sur les résultats

sUivans : _
F S A
T Tetracdre ! El 5
Cubc b g 12
Octadédre ] [ 12
Dodécatdre 12 20 30
[cosacdre 20 12 30

Des relations internes & la famille des polyédres réguliers peuvent apparaiire :

- pour le dodécaédre et cosaddre on observe un échange de F et S et le méme A |

- on observe les mémes refations entre le cube et l'octaédre.

Ces relations ont une explication simple : si 'on relie le centre des faces d'un cube,
on obtient un octaédre (et réciproquement), De méme si l'on relie le centre des faces
d'un icosaédre, on obient un dodécagdre et réciproquement. Et si l'on relie le centre des
faces d'un téiraédre, on obtient un nouveau tétraédre.

Mais ceci n'entre pas tout # fait dans le cadre de la question posée : nous voulons
établir dans le tableau ci-dessus non pas des relations "verticales”, mais une relation
horizomtale entre F, § et A, valable pour tout polyédre. Plusieurs méthodes possibles
pour trouver une telle relation .

- il est toujours possible de faire fonctionner son imagination, en considérant les
différentes lignes du tablean et en testant des relations simples entre F, § et A, Cela
reléve de la méme démarche que la recherche des "racines évidentes” pour la résolution
d'une équation. Le probléme est que le caractére "d'évidence” est toujours tréss relatif !

- il est possible de construire une représentation graphigue en dimension 3 du
probléme, Il faudrait placer alors les points de coordonnées (F, 5, A) el rechercher une
surface passant par ces points, L'éguation de certe surface donnerait alors une relation
reliant 8, F et A. Pratiquement, une telle réalisation nous donnerait une information
essentielle : les cing points ainsi obtenus seraient situés sur le méme plan, autrement dit
ils vérifieraient une relation du type ax + by +cz+d =10};

- il est enfin possible de résoudre ce probléme par des méthodes numériques. Ainsi,
si I'on cherche une relation de type affine entre A, F et 8, nous allons éwe conduits &
résoudre une éguation du type aF + b8 + cA + d =0, dans laquelle les coefficients de
liaison a, b, ¢, d sont inconnus. Plus simplement, il s'agit de rouver I'équation d'un plan
passant par trois points ; on prouvera enswite que ¢¢ plan passe par les deux autres
points. Nous allons donc chercher une relation du type @ aF + b8 4 ¢ A =d, vé&rihée
pour les trois premiers polydres réguliers. Nous devons donc résoudre le systéme :

d4a+4b + gt =d

Ga+db+ ldc=d

Ba+6b+12c=d

Cette résolution peut se faire "a la main”, ou assistée par la TI-92. Cela suppose,
dans I'application Dara/Mairix, en choisissant le type Matrix, de définir deux tablesux
de coefficients :

EE cd =] |
F]

le deuxigme, noté ici g, avec 2
les coefticients du second membre
dans ['application initiale, de o
trouver une expression de a, bet¢

- le premier, notée ici e, avec c
4
2]
[—— |
(¢ est-a-dire d).
G
en fonction de d.

N el B

od £5

les coeffcients de a, bel ¢ ;
le Fmduit e-l.g permet alors, BT |cj

T
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Nous obtenons ainsi ;

=]

=9 z
d el g -
b=5 2
Ed 2
C=.-f T

La relation de liaison entre les nombres 8, F et A, vérifie par les trois premiers
polyidres réguliers, st done :

gF +% 5- {2—1 A=d. Cete relation peut étre allégée, via une multiplication par 2 e
une division pard :

F+58-A=2

I reste & verifier quelle convient aussi pour les deux autres polyddres, ce qui se fait
sans peing?,

Fermons cette parenthése numérigue. Ce détour n'était pas indispensable : quand la
question & été posée en classe, on éléve a trouvé directement la relation deliaison entre
F, 5 et A par la simple considération des nombres en présence. Mais il est bon de
connaitre des méthodes systématiques de recherche, quand 1'intuition fait défaut !

Nous avens, i partir de 'observation de certains polyidres, trouvé une relation entre
S, F et A qgui convient pour les polyédres observés, Convient-elle pour tous les
polyedres ? 5i l'on coinsidére d'autres polyédres simples (des prismes par exemple), il
semble bien que oui. Mais il est impossible de considérer 'ensemble des polyédres pour
acquérir une certitude sur 1 validité universelle de la relation trouvée, Dans ces
conditions, la recherche d'une preuve générale est indispensable,

Une preuve due & Euler 19

Il s'agit donc de prouver, pour un polyédre quelcongue, la relation F+ 5 - A =2, La
démanstration proposée pur Euler est assez simple dans son principe.

Il est toujours possible, pour un polvédre convexe donné, de réaliser lopération
suivanie : on enléve une face, puis on "étire" suffisamment les faces restantes pour
pouvoir projetter I'ensemble sur un plan, sans qu'il v ait superposition de faces. Dans

Paffaire, on # perdy une face, mais le pombre de sommets et d'arétes n'a pas & modifié,

On voit sur la ﬁfurc ci-contre ce que

l'on obtient si le polyedre de départ était
un cube. La relation a prouver devient
donge

F+§-A=],

Nous allons alors, ce gui est toujours
possible pour des faces polygonales,
“trianguler” chague face, c'est-a-dire
partager chaque face en triangles en
tragant suffissmment de diagonales.
Chaque triangulation rajoute une face et
une aréte, done ne modifie pas la quantité
F+ 8- A (cf. schéma ci-dessous).

3 E Le lectearr curieux pourra remarquer que, si Fon avail choisi le terragdre, be cube et le dodécaddre
pour rechercher l'équation do plan, le calcul n'surait pas pu aboutir, En effel, les trois points de
coordonnées respectives (4, 4, 6), (6, &, 12) o1 (12, 20, 30) sont alignés danz l'espace. 15 ne déicrminant
downc pas un plan.

1 La discussion Qui suit s'inspire grandement d'un ouvrage passionnant du mathématicien hongrois Imee
Lakaios ; "Preuves et véfutations, cssai sur fa bogigque de la découverte mathématique”, éditd en langus
anglaise en 1976, traduit en frangais en 1985 (Editeur : Hermann).
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Nous allons alors "effeuiller” la figure
obtenue (c'est-i-dirc cnlever les triangles
les uns aprés les autres) en commengant
par les tnangles de la ceinture extérieure :

- quand nous enlevons le trangle 1,
nous enlevons une face, 0 sommet et une
arfte, donc nous ne modifions pas la
quantité F + S - A ; de mé&me, |'ablation
du triangle 2 va se iraduire par la
suppression d'une face et d'une aréle |

- quand nous enlevons le tnangle 4,
nous supprimons une face, un sommet et
deux arétes ; la quantité F + 3 - A n'est
toujours pas affectée.

Il est possible de vénflier gue tonte
nouvelle ablation dun tnangle serant
toujours du type 1 ou 4, done ne modifie
pas le nombre F+ 8 - A,

Ainsi, par ablation successive, il ne nous restera i la derniére étape un seul triangle,
qui vérifie évidemment la relation F+ 8- A =143 -3 = 1. 1l nous suffit de remonter
les différentes éapes de la mise en morceaux de ce polyédre pour constater qu'a
l'ongine celui-ci vénhal bien F + 5 - A = 2. La relation est ben prouvéc.

Des contre-exemples locaux ou globaux

(]

-

-
e

-

4

-

La preuve qui préctde peut &tre critiguée de deux points de vue.

Lin point de vue local, qui remel en cause un aspect de la preuve, par exemple :
- est-on certain que, si Pon enléve une face d'un polyédre, celui-ci pourra toujours

étre etiré sur un plan 7 Que se passe-t-il si le polyedre n'est pas convexe T

- est-on certain que, i on enléve les triangles du graphe résultant de la mise & plat
suivie de la triangulation, on n'a gue deux possibilités (enlever une seule aréte et une

face ou alors enlever deux arétes, un sommet el une face) 7

Le lecteur pourra en effet constater gue
si l'on effewille les triangles dans l'ordre
indiqué ci-contre, l'ablation du triangle 9
enlévera trots aréles, deux sommels el une
face (cela ne modifie pas F+S-A).

Cette critique est locale, c'est-i-dire
gu'elle ninvalide pas la conjecture elle-
méme : elle contraint seulement & une
reformulation de la preuve, dans le sens
d'une plus grande ngueur.

"l‘ ,_,.r“;"':;
L!ﬂ .
nll" 5 ,.-"';
7 '.h Wl

Aol

-

Un point de vue global | qui remet en question [a conjecture elle-méme.

Il est en effet possible
d'exhiber des polyédres qui

ne vérifient pas la relation
Fi5-A =2
Le lecteur pourra le
vérifier sur les polyidres
ci-contre el ci-dessous
combien vaut F+8-A 7

Y
L]
ik
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Une nouvelle formulation nécessaire.

L'apparition de contre exemples ne ruine cependant pas le travail accompli. Plusieurs
attitudes sont possibles.

Une réponse peut consister & refuser les contre-cxemples, au motif que cepx-¢i ne
sont pas de vrais polyddres. Lakatos (référence déja citée) écrit ; "une femme enceinte
n'est pas un contre exemple i la thése gue les étres humaing n'ont qu'une seule @te”...

La “rectification d i

Une autre réponse peut consister 4 choisir une
definition des faces, des arftes et des sommets
qui permette que soit vérifiée 3 nowvveau la
formule d'Euler. On pourra le constater pour le
polvedre ci-contre, suivant la définition prise
pour les différents éléments du polyddre la
relation d'Euvler sera vérifiée, ou non,

L'intérét de ces deux réponses (le refus ou la
rectification des monstres) est gqu'elles
contraignent & une précision plus grande de
l'objet d'éwmde : - qu'est-ce qu'un polyédre 7

- comment définir rigoureusemient ce qu'est une face, un sommet, une arfe 7

L jeu de la sécurité, oy le repli stratépique

Une derniére attitude pourrait consister, gu
licu d'écarter les exceptions une i une, de limiter
d'emblée le champ d'application de la formule
d'Euler, en disant : "la relation F+5-A= 2 ne
sapplique gqu'aux polyddres convexes'.

Cela permet d'éliminer tous les contre-
excmples génants, Hélas, cela ne penmet pas de
comprendre pourquoi le polyédre ci-contre, non
convexe, vérifie pourtant la formule d'Buler...

Un processus sans fin 7

Nous pourrions poursuivre longternps I'histoire des controverses autour de cette
refation. L'essentie] érait de mettre en évidence, dans le cessus de recherche, les
aller-retours entre observations, conjectures, preuves partietles, réfutations. .,

Clest exactement ce que nous faisons pour chaque TP |
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Laissons la conclusion an mathématicien Lakatos déja cité :

"La certitude n'est jamais
achevée, les fondations ne sont
jamais trouvées.

Mais, dans le domaine des
mathématiques, "l'art de la
raison” iransforme chaque
progrés de la rigoeur eén un

gocroissement du conteno,”

[ La question du lendemain

MNous avons utilisé pour faire apparaitre Ia relation d'Euler 5 polyedres
réguliers, en signalamt un fait assez élonnant. Alors qu'il y a autant de polygones
réguliers que l'on veut (c'est-i-dire que, pour tout n = 3, il existe un polygone
régulier de n coiés), il n'existe que les § polyédres convexes réguliers
mentionnés ! ;

- le tétragdre (4 faces miangulaires équilatérales) :

- lg cube (6 faces camées) ;

- l'octaddre (B faces wiangulaires équilatérales) ;

- le dodécaddre (12 faces pentagonales) ;

- licosagédre (20 faces triangulaires équilatérales).

Le fait était déja connu des Grees, qui avaient trouvé la situation suffisamment
extraordinaire pour lui conférer un caractére quasiment magique : Platon associe
le tétraddre an feu, l'octagdre et 1'air, 'icosaédre et 'ean, le cube et la temre, le
dodécaddre & I'éther, c'est & dire au domaine des dieux,

Mais au fait, pourquoi ne peut-il ¥ avoir que 5 polyédres convexes réguliers ?

Tout d'ahord précisons notre objet d'étude.

Le travail réalisé autour de Ia relation d'Euler a prouveé gue l'on a intérét & préciser de
quoi l'on parle (en particulier) quand on fait des mathématiques :

- un polyédre est un solide a faces planes ;

- Euclide définit les polyédres réguliers & partir de leurs faces : ce sont des polygones
réguliers superposables ;

- Rademacher 12 propose une définition plus générale : un polyédre est régulier si
toutes ses faces ont le méme nombre de cdiés et si le méme nombre de faces se
rencontrent a chague sommet.

C'est cette demiére définition que nous allons utiliser,

11 [a précision convexe est importante : Kepler et Poinsol ont découvert 4 polybdres réguliers concaves,
12 Rademacher, 1967, Plaisir des mathémanigues, Dunod
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Un pen de dénombrement

S0it n le nombre de sommets attenant & chague face et p le nombre de faces
aboutissant i chagque sommet ;

- un polygone 4 au moins 3 sommets, doncnz 3 ;

- un sommet est défini par au moins 3 faces. Done p = 3.

Nous noterons, comme pour la démonstration du théoréme d'Euler, s, et a le
nombre de sommets, de faces et d'aréres :

- chague face du polyédre régulier posséde n sommets et n arétes (puisqo'il s'agit

d'un polygone régulier). Nous avons a donc a =r—; {relation 1) : n arées sur chacune

des f faces, mais chaque aréte appartient 4 deux faces :
- de méme il y a p faces et donc p aréles qui aboutissent & chaque sommet. Nous

avons donc a = %E {relation 2).
Enfin nous disposons de la refation s + - a = 2 {relation 3).

Nous disposons ainsi d'un systéme de trois équations 3 cing inconnues, A ces
équations sc rajoutent d'autrs contraintes, lides 4 la nature des nombres cherchés : ce
sont des entiers naturels plus grands ou égaux i trois.

i : tion de 13 co ité, c'est-d-dire du nombre d'inconnues

Par une siratégie d'élimination (ou de substitution), il est possible de se ramener A
une seule équation 4 wois inconnues. Nous allons choisir d'éliminer (par exemple) & et

5. Dans la formule d'Euler, nous remplacons d'abord s pargp—ﬂ (issu de la relation 2).
Mous obtenons : %+ f-a=2, dest-d-dire (aprés multiplication par p) 2a + fp - ap = 2p.

En remplagant alors dans cette dernitre égalité a par g—n{rl.‘lﬁ{'ll:rﬂ 1y :fn+fp- r—?}E =2p,

c'est-d-dire (aprés multiplication par 2) :
2fn + 2fp - fop = 4p. La factorisation par f permet d'écrire ;

f{In + 2p - np) = 4p (relation 4)
Deuxiéme étape (éventuelle) : fude expérimentale

51 nous avions obtenu une relation entre deux variables (du type y = f(x) ou plus
généralement f(x, y) = 0)), nous aurions pu tracer la courbe correspondante dans un
lan et rechercher sur cette courbe les points 4 coordonndes entitres positives. Comme
il s'agt ici d'une relation entre trois variables, 'élude doit se faire dans 'espace, La
relation 4 peut se mettre sous la forme :

Ceci permet de définir (en mode
3D} une fonction de deux variables
(notées nécessairement x et y).

Cependant il est difficile de
repérer, sur la surface obtenue, les
points & coordonnées entiéres
{méme en utlisam la commande
Trarce, cf. ci-contre),

1l est impossible, en mode 3D, d'wiliser une able de valeurs (sur T1-92).
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Nous pouvons contourner cette impossibilité en définissant, dans l'application
initiale, une suite de deux variables.

Il suffit ensuite d'attribuer a p
les valeurs entiéres successives.
Ceci nous permet d'utiliser I'éditeur
de suites, en ne faisant varier que
n.

Le i1ableau de wvaleurs donne
ainsi une premigre indication : les
couples possibles pour (p, nj, c'est-
a-dire telle que uﬁ:, n) soit entier,
SOML 2

(3,3),03.4), (4,3, (3, 5),(5 3) -

Bien entendu, rien ne permet |4
d'affirmer que ce sont les senls |
couples possibles ! Pour cela, une
étude générale s'impose. Mais ce
que nous venons de voir peut
donner quelques indications,

Define L“:P'“-"E-n+g-n-p Do
wll . m) + ulind Do
uld , n) + udind Do
uiS, ny + u3in) Do
wih , n) * uslin)
u(?, n) * u?{n)

11 i- a1 o Fa

it o O
Repartons de la relaton f = Tt 2p-np

Comme f et p sont strictement positifs, nous obienons sans peine

2n+2p-np>0cest-i-direnp-2n-2p <0

Do), en séparant n et p par factonisation : (n-2}p-2)<4

Or nous savons que n et p sont supérieurs i 3. Nous retrouvons bien un nombre de
solutions restreint pour les couples (n, p) - (3, 3, (3, 4}, (4, 3), (3, 50, (5, 3)

Ainsi

- les polyédres réguliers ne peuvent avoir pour faces que des triangles équilatéraux,
des carrés ou des pentagones réguliers ;

- les sommets ne peuvent éire communs qu'd 3, 4 ou 5 faces.

4

De plus la relation 4 nous permet de calculer fen fonction denetp: f=5-— T

et les relations a = {Tn eta= b—f nous permettent alors de calculer a puis s en fonction
de n et p. D'odi finalement le tablean des polyedres réguliers possibles

n P i c |s
El 3 4 f 4 Teétraedre
ENE! g 12 16 | Octaédre

4 k) & 12 13 Cube

3 5 30 |30 |12 | Icosaédre
= 3 |12 |30 |20 | Dodécacdre

Voild un calcul assez rapide pour un résultat assez spectaculaire.., Mais attention ;

- la démonstration n' €é faite que pour les polyédres réguliers qui vérifient la
relation d'Euler ; il existe sussi d'autres polyédres réguliers, non convexes ;

- §'ll prouve qu'ilf a au plus 5 polyedres réguliers convexes, il ne prouve pas pour
Etlg:ﬂn!ijlli‘::r existence ! Pour cela, on pourra se reporter & 12 fin du livre XII des Eléments

uclide...
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On étudic aujourd'hui une suite de nombres complexes. La
calculatrice doit donc &re en mode recrangular (pour une écriture
algebrique des nombres complexes) ou pelar (pour une criture polaire),

1L A WHIET UNe [elie sulle dang | gpplicaiion minale :
- 51l s'agit d'une suite définie par son terme général, il suffira d'éerire
Define uin) = ... ou bien . STO ufn).,
- 8'il s'agit d'une suite définie par récurrence upey = f{up), on pourrs ;
- soit utiliser une écriture conditionnelle ;
Define ufn) = When{n=0, up, ffun.;)) oubien  Whenin=0, wuy, fluy.1)) STO uin)
- soit itérer la fonction f qui & ufn) associe u(n+1) :
Define fix) =... On a alors f{u(0) = u(l), puis ful) = u(2), etc. On obtient ginsi les
premuers termes de la suite (en calcul exact ou calcul approché, suivant le mode choist),

1 i i i : i Mals atention, ot
&diteur fait du calenl approché sur des nombres réels. Pour atiliser cette application, il
faut donc décomposer la suite complexe en deux suites *

- Ia suite des partes réelles et la suite des parties imaginaires (si on priviléiie
I'écriture algébrique) ;

- la suite des modules et la suite des arguments (si on privilégie I'écriture polaire).

Dans le premier cas, on peut obtenir une représentation graphigue des points My,
images des complexes u(n), de la fagon suivante :

- on définit en vl la suite x; partie réelle de un)

- on définit en u2 la suite v, partie réelle de u(n) ;

= dan$ le Menu F7 Axes, on choisit CUSTOM, et on sélectionne pour X Axis : ul, et
pour ¥ Axis : ul.

En graphique, apparaitront alors les points de coordonnées xq €t yn, Cest-b-dire les
points Mp. Attention, le plan complexe éunt rapporté & un repére orthonormé, on
prendra bien soin de choisir un tel repre (commande ZoomSgr dans e meno £2 Zoom,
On trouvera aussi, dans la wable de valeurs, les valeurs approchées des termes sucoessifs
des suites (xq) 21 {yy).

On appeliera x, et y, les parties réelles et imaginaires de uin), ry ¢t a, le module
et l'argument principal de u(n), et My I'image de u(n) (Mp a done pour coordonnées Xy
et ¥plh

(= La question du jour

On considére la suite complexe définie par :

Ui =§1 {un + lugl) {oi lupl représente le module de ug)
On prendra d'abord ug réel, puis ug = 5 + 5i

Erudier 'évolution de cette suite,

[ La question du lendemain

Etndier la suite définie par
Up+] = g+ lugl ol o et B sont deus réels positifs vérfiant o + f= 1.
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Ce texte a 61¢ revi, mrrf;&é. et complété par Alice De Bigault et Sandrine Le Guillow

Prologue

L'énoncé invite & se pencher d'abord sur le cas ob le terme initial de la suite est réel

-51 up est un réel positif, alors lugl = ug : la soite est stationnaire ;

-5i up est un réel négatif, alors lugl = - ug : la suite est nulle dés le rang 1. .

Nous nous plagons désormais dans le cas oo le terme initial de la suite a une partie
imaginaire non nulle ; pour les besoins de l'utilisation de la calculatrice, on prendra,
comme I'énoncé nous v invite, ug = 5+5i. Nous pouvons cependant commencer par
prendre un peu de recul "géomémrique”, pour situer les différents €léments du probléme
et surtout comprendre comment se fait le passage d'un terme de la suite aw suivant. On
vioit dans le schéma ci-dessous (en repére orthonormé) le point My, d'affixe ug, avec les
différents atiributs de ce complexe (partie réclle et imaginaire, module et argument).

Bl e s e My u
A MU )
§ N
k!
biA
:
LS A
] %
] W
r ' )
]
: . .-d".,_l i1 fum}}
__.ﬂ"' &
T : L
s [ "l.
" i [
ar i LY
P i i
3 : :
Ak 1 i
X
ni Tn (a1
n
Schéman’l

Ol est My, l'image de ugqy 7 On dispose de 1a relation g4 =% (g + fagl), qui

traduit le fait que My est le milien de My, et du point Ty, image de lunl, Ou est ce
point Ty, 7 11 a pour affixe lunl, qui est un réel positf. Donc ce point est sur l'axe des
abscisses, ot son abscisse est égale au module de My, c'est & dire & rp. T, est donc sur le
cercle de centre O passant par Mg, On remarquera que le triangle OMy Ty, est isocéle en
0. M4 étant le milieu de [MyTy), la droite (0M; 1), médiane, est aussi haoteur de ce
triangle. On peut ne pas voir cela tout de suite, mais, comme d'habitude, il n'est pas
inutile de réiléchir au cadre général du probléme avant de passer & des observations
partielles. C'est le procédé de passage d'un terme & l'autre qui va permettre d'ailleurs de
donner un sens aux observations partielles gui vont suivre.

1. Observations en tous genres

1.a. Nous pouvons commencer par programmer 1a suite dans Uapplication indtiale.

MNous avons utilisé la notation
zin) pour définir la suite. Nous : - J
aurions évidemment pu avoir --[5" +S i +z(n) Don
recours & n'importe quelle autre -5-(Iz(n = 1l + 2(n - 1)), else

lettre. !.Iﬁiighgggsn—l‘}E*E(EI—;}}Z-PEEH_}_I]
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Mous allons pouvoir alors avoir
les premiiéres valeurs de la suite f= zce) 5+5-

sous forme algébrigque ouw s([2+1
exponentielle, suivant le mode ™ z(1) Lz-—)—+5f2-

choisi. En mode Recrangular, nous
obtenons I'écriture algébrique des |4 500y 3 '[2 J2+2+3(Z+ 11}
termes successifs, 4-J2

+ 54

T=1"r

La partie imaginaire reste raisonnable ; Pexpression de la partie réelle enfle \.':ilv: et les
calculs deviennent vite longs. Chague observation doit étre accompagnée d'une
réflexion : la partie imaginaire est & chaque fols divisée par deux ; ¢est l'amorce d'une

suitc géométrique de raison 5 . Est-ce normal 7 Un petit coup d'oeil au schéma 1 devrait

donner une réponse A cette question. ..
Passons au mode Polar, pour avoir l'expression exponentielle des termes successifs

de la suite ; pour z{0) et 2(1), les résultats sont simples. On remarque au passage que

Gt ; e ; ; :
I'argument principal de 5 + 5i esty, ce qui se congoit assez facilement.

Cela se compligue pour z(2). i-m
Retrouve-t-on  trace  des L pyey s ¥ .5
conjectures formulées a partir de la %
forme algébrique ? L'argument de g s ilz+2
2(13) est la moitié de celui de =(0)). [:EI} * Iz
Pour z(2), l'expression de fpzm
|"argument n'est pas : [ Iz ] »
particuliérement transparente... itant et o b, oy

1.h.

La définition de la suite dans l'application initiale via une instroction conditionelle
When.., est commode car elle permet d'obtenir directement le terme voulo de la suite, (I
suffit d'écrire z(n) pour avoir le terme de rang n. Cependant 'usage montre que le temps
de calcul, & partir de n = 1), est extrémement long. 11 est plus rapide de définir dans

I'application initiale la fonction £ qui & vy associe ugey 1 Frz = fz) = %[ r+ 2 ).

On obtient alors : flug) = uy,
Flug) = ug, flup) = us, ete.
On calcule d'abord les termes [n.“m. f‘tﬂ"-E'EIHI!] Do

successifs en mode reciangular, en s-(FF1)

caleul exact puis approché (on a P . -

choisi ci-contre 'affichage de trois Liepritig 2 s
chiffres significatifs pour gagner
de la place). Les calculs sont
rapides (& la différence de la
définition & partir de la syniaxe
“"When"), Cependant, on ne peut
pas calculer directement un terme
de la suite. : pour obienir par
exemple us, on doit calculer tous
les termes qui le précédent.

f(S+51) 6.04+2.5-
fl6.835533%05533 + 2.5-4) B.2B+1.25"
(6. 2841743651575 + 1.25-1)

e

6.35 + 625"

L]

F(6,3457314922555 + . 625 §)
6.36 4+ 313 4

6. 3610836328085 + .3125-4)

6. I6+  1%6-1

] ’ 1 .
Sous cette forme, on retrouve le caracitre glométrique (raison E‘] de la supite des

parties imaginaires. La suite des parties réelles semble croissante et convergente (mais
prudence, il s'agit de calculs approchés !).
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Il est possible de reproduire la FDefine fix) =.5 %+ =] B
méme démarche en mode pelar, en 3 .39-4
calcul approché. FES+5-1) e d -

On peut constater que les fle - 39269908169871 'LE.ESEBHBE#IE?13
arguments semblent &ire & chaque e 2ig
étape divisés par 2. La suite des e~ 19634954084536 1 . ¢ 4p72886193539)

modules semble ére décroissante

14,
et convergente, -3 1t

Une observation plus poussée indiquerait que la suite des modules et la suite des
parties réelles semblent converger vers la méme limite. Un retour au schéma permer de

comprendre l'origine des phénoménes constatés :

i1

Le triangle OMTy, est isocile en O et Mpy) est le milieu de [Mq Tyl
Pour des raisons géoméiriques élémentaires :

* Y1 =3 yn (Théoréme de Thalés, sur la projection des milieux) ;

* Ansl = %ﬂ.—. (Dans un triangle isocéle, la médiane principale est aussi bissectrice).
La suite des parties imaginaires, comme la suite des arguments principaux, est bien
une suite géométrique de raison 5 Pour les parties imaginaires et les arguments, les

résultats sont donc assez simples. Un troisiéme type d'observation va permettre de
préciser le comporiement de la suite des parties réelles et de Ia suite des modules.

L 'utilisation de 'éditeurr de suites nécessite de passer de I'étude d'une suite complexe
i I'étnde de deux suvites réelles : la suite (x) des paries réelles et la suite {yq) des
parties imaginaires des termes de la suite (up). Les nécessités de l'observation imposent
donc des premiers calculs. Nous disposons déja de up = 5 + 5i, clest-d-dire xp = yp = 5.

Puis up+1 = '21- {up + lugl). En remplagant uy, par xp + ivy et en calculant son module, nous
oblenons Xps] + 1¥nel =% (X + iyn + Vxp® + ¥n® ), clest-ii-dire, en identifiant partie

réelle et partie imaginaire : Xpy1 = % (% + "..l';:ni + 3.r,-,2 Y&t ¥inel =EI (¥n )
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Nous retrouvons bien le caraciére géoméirique de la suite (yn). Nous disposons donc
de son expression générale : v, = ¥y {%}n___ .5.{%}". Par application des théorémes du

cours, on peut donc dire que la suite (yq) est une suite décroissante, qui converge vers (1.
Ce qui prouve au passage que la suite {ug), si elle converge, converge nécessairement
vers un nombre réel (puisque sa partie imaginaire serait nulle). Nous pouvons achever
ces premiers calculs par une deuxiéme approche de la suite, i partir de son écriture
polaire,

_______________________ M, (a )
l'lt
Ly
=Wk
I L
! ]
r i .
&
S "E":::‘:., Hn+1 {uml}
;"F- |I'-|
a1 iy
ﬂdfnﬂ-"l : L F
T ;tl' i : ""l.
_a*aﬁ %lk ris1 ! : o
T
n {Iu“ 1%
Schéma n"3

% , 1 ? oot
Nous avions déja noté que ap,) = 5 an. La suite des arguments principaux est donc

une suite géométrique de raison % Nous disposons done de son expression générale -

1 ] ’ _
dp = 4 {§}ﬂ= %1{%} {pour simplifier les écritures. on notera :1_‘ =a).
Terminons par le calcul du module 14y en fonction du medule ry. On peut
l'envisager de deux fagons
- par des considérations de géométrie élémentaire, dans le triangle [0Mpe1.Th!

rectangle en My.y. OTy est égal dry 3 on 2 alors rpy ) = rpeos(inge ) = rnv:-:}sﬁ ;

; j WL - 1
- par un recours i la relation de définition de la swite, De vy, = 5 (up + lugl), nous

iy

Telgs | =% (rae

. 1 iag X
pouvons Lrer : fng) © +Iy) = 3 Mie "+ 1) Nous savons gue l'argument

. - i
est divisé par deux : une factorisation par ¢ o2 est done naturelle :

1a iagf2  iaf? i e :
fpap e PH =EI e W/ ie i/ e "'Irz}. L'utilisation des formules d'Euler permet
in 18, /2 i e
de conclure ;: rpy P B The n/ mﬁzn = Ip COS Er;a+—| e a“'&. L'identification
modulefargument permet de conclure(attention, & condition que rp COS 1:: ] soit positif,
ce qui est bien le cas ici). Récapitulons une derniére fois :
Ecriture algebrique Ecriture exponentielic
| e e i
Eniel =3 (%p + 7"~n1 +¥nt) B =
3 ) i

—

¥n “an The| = ]'nm-‘;:-l"l'{*__;
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Nous pouvons désormais wtiliser I'éditenr de suites pour bénéficier de sa structure de
caleul approché (le tableau de valeurs) et de représentation graphique.

Observation numérigue : les J_“=§“"'_'
suites des parties réelles, des [ “1’-5'['-‘“”'13"" (ultn = 130 + (u2(n - 1P

parties imaginaires et des modules ,“&%:?5_,_‘2{“ - 1)

sont définies en ul, u2 et ul. uiz=5
On  retrouve bien  les L xeyzen - ”.m,{ X }

monotonies des trois suites (cf. ci-

contre ).

4.20

Les suites des partics réelles et
des modules semblent bien
converger vers la méme limite "en
sens contraire” @ la premigre croft,
la deuxitme décroit. On dit que ces

deux suites sont adjacentes.

LUn poin viue graphigque maintenant ; pour représenter la sule des points de
coordonnées (xg, vn), 1l faut choisir le mode custom dans I'éditeur de suites (menao F7),
en sélectionnant la suite des parties réelles (ul) et des parties imaginaires {n2).
Attention : un repére orthonormé §Tmpose,

On retrouve bien la disposition 2
mise en évidence dans les schémas
1, 2 el 3.

oS,

Fret @,
oS,

Fin de la phase d'observations. Bien entendu, il ne s'agit pas, pour tout probléme, de
procéder & toutes les observations possibles et imaginables, Mais il est tout & fait utile
de connaitre les ressources d'un outil de calenl et, au deld, de savoir considérer un
meme objet sous différents aspects. C'est encore plus vrai pour un nombre complexe,
pour lequel on dispose de deux types d'éeriture fondamentale et d'une association
naturelle domaine géométrique/domaine numérigue, via le plan complexe. Il reste i
aﬂhﬂ? I'dtude théorique de la suite, que les nécessités de l'observation ont déji bien
entamee,

3. Une premiére étude théorigue gualitative

* Pour la suite des parties imaginaires (yp) et la suite des modules (ag) I'étude est
achevée : il s'agit de deux suites péométriques de raison %e! de base positive. Ces suites

sont donc décroissantes et convergent vers { (théoréme fondamental sur la convergence
des suites géométriques).

* La suite des modules est définie par récumence rpe) = My COB =

3 a . ; ;
D'oil fn+l -Tn = Iy (COS onel S (). Cette suite est décroissante et minorée par ()

(tout module est positif ! ). Un avtre théoréme fondamental ("les suites réelles
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décroissantes et minorées convergent") permet de conclure : la suite des modules

* La suite des modules et la suite des parties imaginaires convergent toutes deux. On
en déduit que la suite des parties réelles converge aussi. En effet ; 2 = xq2 + yp2, d'ol

N2 w..'rE,1 yne. La suite (yn) converge vers (0, nous pouvons en déduire que la suite (ry)
et la suite (xq) convergent vers la méme limite. ‘Jﬂua disposons aussi du sens de

variation de cette dernigre suite : I'écrinure xpey =5 1 (Xn + N xp® + vp® ) implique, par

une récurrence simple, gue xg o5t toujours positif. Linégalité wiviale Xpt + }fnl = Xt
N . 5 oA .1
implique Vxp? + yn? 2 xp, PUis Xn + VXn® + ¥n® 2 2y, pUis 5 (xn + Vxn2 + ¥o2 ) 2 Xn.

Nous avons bien établi que Xp4 2 %, Clest-A-dire que la suite des parties réelles est
CTOLSSante.

Bilan : nous disposons désormais de tous les renseignements d'ordre qualitatif (sens
de variation et convergence) des guatre soites en présence. 1l reste & envisager une
derniére éude quantitative : quelle ¢st la limile commune des suites des parties réelles
et des modules 7 De ce point de vue, les différentes observations menées ne nous
donnent pas beavcoup d'indications. L'expression récurrente des modules apparuisﬁaltm
plus simple que l'expression récurrente des partiels réelles, c'est par I'€tude de la soite
{rn) que nous allons tenter de déterminer la limite manquante.

4, Une recherche de limite o 'on découvre les vertus simplificatrices des
formules trigonométrigues.

o A i
En itérant la relation de récorrence e} = rpCos — . Ty Mous obtenons successivement:

Hikeg
4
rp=rpcoss

£2 = 1] GO8 %
2=r] .1,.

r3=rp msl,_-

fp-] =Tp 2 CO5 — zl'l-l

Ty = Ip-p €08 0 2“

En multipliant toutes les égalités membre &4 membre, la plupart des modules se
simplifient {ilﬁ sont [l.'.lu'i nun nuts} Il reste ;

a i

2" COS 5,y €o8 oy

Petit probléme : qunnd n augmenie, le nombre de facteurs augmente, et ceux-¢i sont
de plus en plus proches de 1. La tendance du processus n'est pas évidente a deviner...
Pour se débarrasser de cette suite de cosinus, nous allons wtiliser la formule

In =I)eosy L{Jbzz c0s cnq

trigonométrique : sin{2a) = 25ina.cosa c'est-d-dire, pour sina # ), cosa = %E-E. L'intérét

de cette substitution dans la relation définisant ry apparait "assez" clairement : comme
les arguments sont & chaque étape divisés par deux, les sinus vont se simplifier "en
cascade”. Un exemple pu:nur illustrer ce phénoméne :

sinla

Esma'

i 2
oo — . Mous wiilisons cosa = Dot

a
3 =1 mﬁq 208 —= 1.;,,

13-



FPage 116

in & si:|1i
s sina ""3 4 sina
P I P M e
251112 Esmd EﬂmE 2 sing |
: . s sina
MNous pouvons imaginer une généralisation de cette formule ;T =m— -
20 sin —
2n

Une récurrence simpose |

- la formule est vraie pour n = 0 (on trouve ry= o)

- supposons-la vraie au rang n et prouvons alors gu'elle est vraie au rang n+1 .
sina a sifi a

e rﬂ:.—ﬂ_m frrl = S0y foed =30 21 gin 2 T
20 sin om sin og
. d
S0 Hg sina
Or cos — = . D'odl fpe] = t————— ce qui raduit bien la formule
M gin el gin =2
ARl n+l
4 Pordre n+1;
. . RIL
- la formule, vraic en ) et récurrente, est donc vrale pour (ORL N 2 Iy =15 o
20 gin 30

Peut-on alors déterminer la limite de ry guand n tend vers +== 7 Nous allons nous

intéresser & la partie variable de ry, ¢'est-a-dire

20 gin 2"];

La calculatrice donne bien one . S

limite. Mais d'oll vient ¢e résultat 7 o 14m 2" -
g 51,{_-_] y|
Eh

Ce résultat peut donner l'idée de fare apparaitre a dans I'expression de 1y |

msina a | g . , e
= L e 1‘._" = Nous devons ensuite, nécessairement, utiliser les résultats de
8in —
ll'l
référence concernant les limites de la fonction sinus. On en connpait un, qui vient de fa
oo . . . 5inx i
dérivation de la fonction sinus en zéro © lim === 1. Or, quand n tend vers +=, — tend
a =il
: 1 ; sin a , i
vers (1. Done : lim _gﬁ = 1.Donc : lim = WAL = lim Xp = liMm ug
R - oa 2 &l — fh =ea 4 =3 ca M =p o
30
n . 20
Avectg=5{2eta=g, ontrouve lim m="="
T = b
Vérificat

- a valeur approchée de cette limite & 103 par défaut est 6, 366 19. On retrouve bien
les résultats issus de 1'observation de F'évolution des suites (xp) ¢t (¥n)

- s le premier terme de la suite est un réel positif (a=0}, on retrouve bien (par
passage i la limite que : lim 1y = rg (dans ce cas la suite est d'aillenrs stationnaire) ;

n—=

- i le premier terme de la suite est un réel négatif (3 = 1), on retrouve ; lim 1y = 0
fi =3

(dans ce cas, la suite est d'ailleurs nulle & partir du terme de rang 1).
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NB : en fin de course, de telles vénfications sont bien utiles (une erreur de caleul est
vite arrivée...). Elies ne constituent pas bien sir Ja preyve que ce qui précéde cst juste,
mais elles constituent une sorte de filire des erreurs @ une ‘I.':El'ﬂllil'tt vérification permet
parfois de déceler une certaine erreur de caleul (et parfois laissera passer une autre

erreur...).
5. Un pas de colé...

Nous pouvons éudier maintenant l'effet de certaines modifications dans l'expression
du phénoméne récurrent, Deux types de modification peuvent &tre envisagées (entre
autres!) : - la modification du premier (erme ;

- la modification de la relation de récurrence elle-méme.

5.a. La modification de ug.

* Mous avons étadié la suite pour Re(ug) = 0 et Im(ug) > (b .
* 11 est clair que pour pour Refug) = 0 et Im{ug) < 0, on obtient une suile de polnts
symétriques par rapport & U'axe des abscisses. L'étude est donc exactement du méme
pe. e o o
* §i Refup) < 0 et Im{ug) = 0, l'argument du terme initial up appartient & l'intervalle
: i 43 It i
|%, nl. Mais alors l'argument de vy est dans lintervalle I{],-'-jl et on est ramend 4 I'éude

déji faite.

Ci-contre la représentation

graphique des premiers termes de e

la suite obtenue en choisissant la \
artie réclle de ug négative,

P PRLS iz

Dés le rang 1, nous retrouvons
une configuration familigre,

it

e e T Berr oy s
5.b. La modification de la relation de récuammence.

L'énoncé du TP, dans sa question du lendemain, invitait & considérer 1a suite définie

PAT Ups] = € iy + P lugl, avec et [ deux réels positifs vérifiam o + B = 1. Cente
relation exprime {(cf. schéma n°4 ci-dessous) que le point Mpq est barycentre des
points My et Ty affectés de coelficients positifs. Ce point appartient donc au segment
[Mg Tyl Quels sont les résultats qui peuvent e trapsférés de 'éude précédente 7

* Les relations barycentriques classiques nous permettent d'écrire (en conservant les
midmes notations que dans 'étude précédente) @ ypyg = @ v Deux cas de figure :
- s0it @ =1 (on a alors [ = (9, La suite (ug) est alors stationnaire ;

- soit cc& [0 1] ; 1a suite (yg} est alors une suite géométrique décroissante et qui
converge vers (.

* La suite des modules est une suite décroissante minorée : clle converge done.

* La spite des partics imaginaires et des modules convergent ; cela implique que la
suite des parties réelles converge. Onaalors: lim = lim x5 = lim up

0 — =2 M —p = N —F o=

La s'arrétent les ressemblances entre les deux suites

- la suite des argumgnts (si o2 1) est une suite décroissante qui converge vers () (du
fait de I'évolution des parties imaginaires). Mais ce n'est plus ufieSuite géométrique ;

- on ne bénéficie plus de triangles rectangles permenant d'établir une relation simple
entre ryy | et . Dol une certaine difficulié pour déterminer la limite de la suite o.



MNous ne bénéficions pas ici d'une formule de simplification trigonométrique comme

dans le cas o ie = B =% Une petite observation permet de mieux cerner le probleme,

avec le cas particulier up = % {ug + 2lugl).

Ci-contre les premiéres valeurs
des parties réelles et imaginaires de
celle suife :

- la suite des parties imaginaires
{en u2) apparait bien géomémrique

; 1
de raison 3
- la suvite des parties réelles
semble converger vers un nombre
supérieur & la limite de la premicre
suite u Emdide.

3 : 1
Ce dernier résultat parait assez naturel | Jes coefficients barycentniques (3 pour le

point Mﬂ%h pour Ty) font que le point M1 est deux fois plus prés de T que de Mg

{cf. schéma n*4 ci-dessous).
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Mn {un]

L]

-

ks ccchahssssassmme s ===
-

Ty, D
Schéma n°4

Peut-on obtenir une expression explicite pour la limite de Ia suite (ug) ?
La question reste ouverte, Avis aux amateurs !
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On aborde un sjet déji présenté en cours : les racines complexes nMes de T'unité,
Rappels
Pour n elN*, on note Ry, I'ensemble des solutions de 'équation, dans €, 29 = 1,
Ainsi ;
Ry={l}
Ra={[1,-1}
Ry={1,jj%
Plus généralement ;
: . . : i
B [1 :Iwn_ a““"’", cﬁm'n. E&unl'n1 el I]'.Ii'l:-fnlI
On peut aussi écrire plus synthétiquement : _
Ry= {:um. keld,0<k<n-1} owencore [:[2"““‘. ke, 0<sk=<n-1)

(c'est Funique solution dans € de 'dquation z = 1)
(ce sont les solutions dans € de I'¥quation z2= 1)
{ce sont les solutions dans € de l'équation z3= 1)

Un dispose de différentes possibilités pour obtenir (par exemple)
Rs avec une calculatrice TI-92

' cil la = seqll e S ) Jk,9,4)
syntaxe .Teqfeﬁmﬁ'lt, k0, 5) I8 5+5 -I5 (I8
permet d'obtenir les 5 élémemts | 11 o144t e - 1244250
de Ry sous différentes formes K
- le mode Recrangular fournit [ 2. §inm
les écritures algébriques (ci- foseslle 3 k9,4
conire les valeurs exactes puis | €1, .31 +.554 -.81+.59%d

approchées) |
- le mode Polar fournit les

écriturcs exponentielles (ci- i Hn_._[[E +1)J[5+5 . _[Hn‘_[[‘
contre les valeurs exactes puis 1 @ 242 P
approchées), : K

On notera que le logiciel ne [[ -E_E.l‘.] ]
donne pas des expressions Psealle k0,4
simples pour les éléments de Rs, | ¢1, (1.3 2.54 _-2.54 Py £ 7%

Les valeurs approchées sont plus simples 2 lire ; elles donnent 1
utiles (on distingue bien que si 2 est Elément de Rs, son conjugué

lk!arq'J

uelques informanons
et auss), Mais il ne

s'agit que de valeurs approchées | Ainsi I'argument de ia troisitme racine (valeur

approchée :
1,3}

2,5) est le double de l'argument de la deuxitme mcine (valeur s pprochée

Dans Fapplication graphique. on doit distinguer partie réelle e partie imaginaire des

: 3
éléments de Ry : LA ::uﬁnji +1 si.tl-T

En mode Séguence, on définit
la partie réelle en ul, la partie
imaginaire en u2.

Attention : dans 1'éditeur de 2w
suites, on doil choisir en F7 le l:i:“”(” 5 ]
mode custam et en Fo le mode ul= l
Line pour relier les différentey || uils netl,
images (cf. TP 12), u4= S N

nr

L

* ul-:asf:n-%ﬂr}

uil=

=

i
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aPLOTS
Attention : il faut impéra- |. ulﬂﬁﬂ-s[h'%}
4-n
i

tivement choisir un repére | ..

orthonormé (Zoomsgr, menuo F2 ]
< ud=sin

de 1'éditeur de suites). : ) ]
uid=
Chose curiense, si on définit u"fi: n:1p(

les éléments de Rs a partir des Ly xci .
puissances successives de

ZAUTAW PZauyAw

TS o retrouve (mais dans : : { 6 :r:]
un autre ordre), tous les éléments |7 4! S S
de Rs cf. ci-contre). uil= &om
o ¥ f
uz-nh[h T]
On le constate en utilisant la | ui2=
commande Trace de I'application | M52 L
graphique : méme si la forme du ud= vt ;},
c:,

polygone {Ti relie les points
successifs de la suite) est la ot
meme, se5 sommets ne sont pas i« ul=nn5[n'-§—}
parcourus dans le méme ordre || uits=

par les termes successifs des |, u2=5in[n-~ﬂ'“]
différentes suites. LI

uj 2=
LFR

uid=
ud= ;EE 43?"‘-—-.-

Finalement, on peut observer que, si l'on prend les puissances successives de
nimporte quel élément de Rs (sauf 1), on retrouve tous les éléments de Rs.
Ainsi Rs = ek L e 0sk<nd) = (€K keM, 0sk<n1) =
(e o pekgn) = (K L e, 0k <n-1],
l.]Z!n dit que, dans Rs, c[?imfﬁ}'-:1 2{4“"'5]&. cmi“'ﬁ}k, c[ﬂiﬂmk sont des racines primitives
del.

[™=7 Les questions du jour

Un peu d'explomtions.
Recherchez les racines primitives dans Ra, R3. R, R By, Rg, Ro et B o
lisation
* Quelles sont les racines de Ry qui semblent étre des racines pnmitives
* Pour quelles valeurs de n toutes les racines (sauf 1) semblent &tre des
racines primitives 7
* Prouvez les conjecturcs avancées. .,

7] La gquestion du lendemain

Voici la représentation
graphigue ({en mode
Custom et Line) des 50
premiers termes d'une suite

dans C.
Pouvez-vous retrouver
wgion 7 ncil
SON EXPressio s . 90750365
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Ce texie a €1€ revu, corrigé, et complétd par Murielle Almairac et Laetitia Rodripuez.

Prologue

Nous disposons dans ce TP de nombreuses possibilités d'étude des racines nitmes
{ddans l'application initiale ou I'application graphique, en écriture algebrigue ou polaire,
en calcul exact ou approché...). 11 faut essayer de ne pas trop disperser son attention,
d'autant que certaines représentations par la caleulatrice de ces racines ne sont pas
i:am':uliércmum simples. Nous noterons Ry, l'ensemble des racines nitmes de un, Py,
‘ensemble des racines primitives de Ry,

Quelques remarques avant d'entreprendre les premigres observations :

- 51 z appartient & Ry, le conjugué de 2, z , a ppartient aussi & Ry (en effet si 27 = |,
P | | - - : X - . - :
alorsz - = 2M=1, ce qui traduit le fait que Z est aussi une racine nieMe de 13 ;

- ©eci entraine que, si Z est une racine primitive de Ry, alors Z esr aussi une racine
primitive de Ry (en effet, si en prenant les puissances successives de z on retrouve tous

les éléments de Ry, alors en prenant les puissances successives de 7 on trouvera les
conjugués de tous les éléments de Ry,... c'est-A-dire tous les éléments de Epi

- Ia "premigre” racine ni™e de | (celle gui a l'argument principal strictement positif e
plus petit, autrement dit la premiére que I'on renconire sur Je cercle i Eonométrique) est
nécessairement une racine primitive de Ry, ¢ en effet, elle est égale 3 e2™" - s on en
prend les paissances successives, on retrouve bien ous les eléments de Ry, Clest
précisément cela qui nous & permis de calculer la somme des ragines piéme tde | comme
somme des premiers termes d'une suite géométrique et qui nous a permis d'établir que
celte somme était dgale i (.

2 : jtres 25 : il est bien siir possible de commencer un TP
par observer quelques situations élémentaires. Mais 1'on 4 en général intérél i prendre
un peu de recul, en se remémorant les éléments correspondants du cours, avant de se
lancer téte baissée dans des observations tous azimuts |

Premiéres explorations

Pour n = 1, l'affaire est assez simple : une seule racing, €gale 4 1. Clest
nécessairement une racine primitive !

Pourn = 2, deux racines, -1 et 1. 1 est clair que 1 n'est plus une racine primitive de
R2 (en effet, si on éléve 1 & une pulssance quelcongue, on trouvera toujours 1), Par
contre -1 est une racine primitive de Ry - (-1)2 = 1.

Pour n = 3, trois racines. 1, j et Ecrivens les puissances successives de j et j2:

-pourj:j i =1

-pour j2: 2, j = j, j6= 1,

Ainsi j et j2 sont-elles deux racines primitives de Ra : leurs puissances successives
permetient de retrouver tous les éléments de Ry, En fait deux remarques du prologue
aurait permis de conclure : j est I premiere racine que l'on rencontre sur le cercle
trigonométrique, c'est donc nécessairement une racine primitive. Et comme j2 est égale
au conjugué de j, ¢'est aussi une racine primitive |

= 4, ces mémes remargues permetient de conclure Ry={1,1,-1, -i). i est
nécessairement une racine primitive, son conjugué -i aussi. Quant & 1 et -1, ils n'en somt
pas, trivialement,
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- pour n=3, I'¥noncé du TP montrait gue outes les racines, sauf 1, étaient primitives.
Une conjecture a été faite alors par quelques binbmes : dés que n est impair, toutes
les racines de 'unité (sauf 1) seraient des racines primitives, dés gque n est pair ce ne

serait plus le cas. Cette conjecture était vérifiée pour n = 6, n =7, n = B, Elle s'écroule
pour n=9_,

Pourn=9: PG
i i “lnﬂﬁ[n_g'i]
Ro=(e""™ nel,0<n<R) | uil=

., i . & uzngin[.r'_'.%'_"

I n'est évidemment pas racine | ,i2=
primitive, P st évidemment u'ﬁ:
racine primitive (comme on le | __44= xcl . 16604
vérifie ci-contre). yci.64278761

.er 4
4i y ; e R ricd-m .

™I oot aussi racine primitive: [+ ul=cos(L5 ] N

on VoIt Ci-contre gue les puissances § Jil=

successives de cette racine j- ui"—‘:-:h[—'t;-—-]
permettent de retrouver (dans un § 2=
ordre différent) tous les éléments ui=

de Rg. “132 nc:l.?
- dei:bbasosh

ﬁ' 0 ) «M.OTE
eV Liest pas une racine & m

it = iR ¢ ulmcos|——g—
prunitive ; on voit ¢i-contre que les
puissances soccessives de cette I
racine ne permettent de retrouver |7 "3"51ﬁ[ g ]

fque trois éléments de Ro. uig=
uif= Bt 1'
us= =l =
yc!, Bh60254
e st aussi racine primitive: ESER R
on voit ci-contre que les puissances |~ '-_"1='-'r‘15{ g_"]
successives de cette racineg f uil=s o 4 4 /
permettent de retrouver (dans un v u2=sin{" . "] P TA—
ordre différent) tous les éléments | yiz= o BT
de Ro, uli.iE: . '\
= netl,
“i_ xe i - :
Lm [ +Ii1- {EFa3) |
T ETT e o

Le passage aux conjugués permer alors d'avoir lensemble des réponses pour Ro : les

. T i imn 3 - . 5
TAacines primitives sont & D (SIS AR o Y Alors que 9 est impair, toutes les

racines (sauf 1) ne sont donc pas nécessairement des racines primitives, ce qui invalide
la conjecture formulée sur 1a base des premiéres informations, 1] est possible de rectifier
cette premiére conjecture : certaing bindmes ont constaré que 9 était le premier nombre
impair qui n'était pas premier, c'est-a-dire qui avait d'autres diviseurs que 1 et lui-

3 ' :
meéme : 9 est divisible par 3. C'est précisément it.,"ﬂ:l = cﬁmﬂqul pose probléme,
comme on I'a vu ¢i-dessus, En effet une simplification permet d'écrire cette racine sous

la forme e/ = }. C'est une racine primitive de R ; donc ses puissances successives
donnent tous les cléments de R3 (on retrouve bien graphiquement, cf. ci-dessus, le
triangle équilatéral, image des trois racines cubiques de V'unité) ei ne peovent
évidemment pas permettre de retrouver tous les éléments de Ry |
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Avant d'aller plus loin, nous pouvons récapituler tous Jes résultats demandés

pour les

premiéres valeurs de n, en distinguant 'ensemble des racines et les racines primitives,

E-'-"hi.rl:."';*1 =-4|.=:.-""J' e-li‘rr.f‘:'

—h e 1 L.

3 -1, 1 =]

3 Lie Bt

4 !! 1 _Il _:i- il -i

2 1, Eiimrs, al'ﬂ. oHmG L cﬁﬂ. ::4'”"3, e i.: HEL

6 1, g2 gD TR He T g0l

r WM T . i 3

7 1 ez""”. T feﬁmﬁ' " T mn..-'.rl ” 134.:;;1' i 1e-ﬁ:|:.-"'.|1 . ahrl-T.-'ﬂ'r
a-!inﬂ' e-ii::."i’

5 L{.}zmﬂi o3 E. Ol Jin ::‘E"“H, nm. b e'ﬁﬂ:ﬂ, g
E_d'mﬂa. c-idn.-’E_

o

1, Eﬂmfﬁ, ahﬁf cﬁh-c.-"j, cﬁl:l.-"ﬂ. H-Eimﬁ'

tilm"!i'. E-’rm.-‘.-?' eEim"El‘ t=3u'lz."‘31 'E-ah.-rr.""a‘I
o 2imfY

10 1, czi?:ﬁn, Eaimm. Eﬁia:.fmr Eﬂimﬁ

H:i]'[' E~Ejrrﬂl}~ E-I‘Eﬂi'rl:."ll.'!r 1:4':#1‘:', e_v!i‘l't."lﬂ

Ezm.rffal Eﬁmfm: eﬁ‘ ] o 10

Pour simplifier l'expression des solutions, nous pouvons relever seulement les
arguments, puisque tous les modules sont égaux 4 1. Les fractions seroni simplifiées &
chagque fois que faire se peut et les solutions seront données dans Pordre de leurs images

sur le cercle mrigonométrique.

n Arguments principaux des éléments de Arguments principaux des
Ra Eléments de Py
[ [ 1]
2 U, x I
3 DE-IE i 2 2m
i I F
o5, K Lox
2 S 2 3
L P I dE 4 W
i S e gay
6, & In It =& T T
i T i A - g
7 |g 25 4% 6r 6% _4x 2% Zn 4n 6n Gn 4% IR
e el B S S il o o Sl 5.
8 IpERIX _3m n & Tt ® =®
ik o o L e il L FE T
G 0. 2K 4% On Bx Bm 2m dn 3w |2% 4% &n 8% 4r In
o Tl B e Bl SR Dk L I § A0 R R
WlgE2n 3ndx —dn 3 Ix & |5 38 3% =
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Line autre écriture des résultats

Murielle Almairac, relectrice de ces "éléments de réflexion”, propose une
autre "mise en ordre” des observations. Elle constate en effet qu'il est possible
d'obtenir les racines primitives Py & partir de 'ensemble des racines Rq de la
fagon suivante ;

* 1 n'est jamais une racine primitive (sauf pour Ry) ;

* si la décomposition en facteurs de n s'écrit n = a.b, les éiéments de Ry
contiennent les éléments de R, et Ry, (par exemple 6 = 2.3, les solutions de
I'équation z2 = 1 et de I'équation z3 = 1 sont aussi solutions de I'équation 20 =
l; cela signifie que Rg contient les éléments de R et R3). Mais les racines
primitives de Ry et Ry ne peuvent pas ére des racines priminves de Ry : en
effet, elles ne peuvent engendrer que Ry et Ry !

i

s

e

-

11 est alors possible d'obtenir les résultats suivants

* 2 est un nombre premier, divisible par 1 et par lui-méme, d'oit P2 = Ra - P}
* 3 est un nombre premier, divisible par 1 et par lui-méme, doti P3=R3-Pp ;
¥*4=22 douPs=Ry-P-P2;

* 5 est un nombre premicr, divisible par | et par lui-méme, dod Ps = Rs-Pp |
*6=23 dod Pg=Rg-P1-P2-Py;

* 7 est un nombre premier, divisible par 1 et par lui-méme, dou P =Ry -Py.
*E=24douPg=Rg-P1-P2-Py4;

*9=33,dod Peg=Rg-Fp-P3;

¥10=25doi Pijg=Ryn-Py1-P2-Ps.
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Les conjectures qui découlent de cette recherche peavent éwre les suivantes :
- $i m est un nombre premier, toutes les racines ni*™eS sauf 1, sont des racines
primitives de Ry, ;
k(2in/n)

- si n n'est pas un nombre premier, e esl unc racine primitive de Ry si et

seulement si la fraction E ne peut pas se simplifier (c'est-a-dire si n et k n'ont pas de
diviseur commun),

Quelques éléments de preuve

La preuve de ces conjectures reléve de l'arithmétique, qui n'est pas au programme des
classes de lycée (mais qui sera de nouveau étudiée & compier de la rentrée 1998).
Cependant, les raisonnements nécessaires sont assez élémentaires,

lativ
Soit n un nombre premier.

Tout élément de Ry, différent de 1 s'éerit sous la forme 1 = e=emm) {avec k compris
entre 1 et n-1). Si on considére I'ensemble R = {r, r2, 3, .1 M} obtenu en
considérant les puissances successives de r, retrouve-t-on tous les éléments de Ry ?

- tous les éléments de R sont des éléments de Ry, c'est-&-dire des racines nitmes ge

l'unité. En effet ()" = P =1P=1.
- tous les €léments de R som distinets, Supposons en effet que deux éléments de R
solent egaux : 1 = 1 pour peg. Cela voudrait dire que In différence de leurs arguments

5 4 A . k2n  k2m .
serait un multiple de 2%, ¢'est-a-dire que & P-4 serait un multiple de 2. Cela

signifierait que B[‘E'H:j serait un nombre entier, Or k et p-g sont deux nombres plus petits

que n et n est premier. Done cette fraction n'est pas simplifiable et par conséguent ne
peut pas étre un nombre entier,

Ainsi tous les éléments de R sont distinets. Donc R posséde n éléments distinets ;
comme ce sont tous des éléments de Ry (qui a aussi n éléments) on peut en conclure
gue R = Ry,

Deuxié : lative .

Soit n un nombre non premier, On peat alors décomposer n en facteurs premiers (cf,
sur ce point le TP n®1). Par exemple n = pq (dans le cas ol n se décompose en 2
facteurs premiers, comme 6 ou 10). Tous les éléments de Ry s'écrivent alors sous la

forme P, Considérons alors ka racine qui s'éeritr = P e simplification
élémentaire permet d'éerire r = e-9, Diaprés la preuve qui précéde, ¢'est une racine
primitive de Ry (puisque q est premicr), donc ses puissances successives ne
permettront de retrogver que g racines de Ry, La preuve s'achéve 1

On comprend alors pourguoi

- les puissances successives de la deuxidme racine de Ry, Eﬁi:t.f51 ne permettent de
retrouver que 5 racines de Rip ;

- les puissances successives de la cinquigme racine de Ryp, e”, ne permettent de
retrouver que 2 racines de Ry

- les puissances successives de la troisitme racine de Rg, e7™3 e permettent de
retrouver que 3 racines de Ry, ele,

Ceci clit le wraitement de la question du jour.
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[ Un premier prolongement, anecdotique, 1ié 4 la " question du lendemain”

La guestion posée est bien sir
ambigué :

- l2 donnée des premiers termes
d'ung suite ne permet pas la
détermination unique de la suite

elle-méme ;
- de plus les données sonl ici
communiguées en  valeur fneri
approchée... xc!, 29356614 ye! . 90350369

Il s'agit donc, non pas de retrouver lexpression de fa suite, mais d'en retrouver yne

compatible avec les éléments disponibles.

Il s'agit d'une suite de nombres complexes, elle peut donc éire définic directement (zy
= } ou en considérant les suites des parties réelles et des parties imaginaires, ou encore
les suites des modules et des arguments (cf. sur ce point le TP n®13). Le TP que nous
venons de traiter, comme la forme de la représentation graphigue de la suite, nous incite
i nous intéresser plutdt A 1'évolution des modules et des arguments @

; g S
- les arguments semblent étre en progression arithmétique, de raison =~ (on retrouve

ainsi une suile périodique, de période 5, pour les arpuments, qui rappelle la localisation
des racines cinguitmes de 1 sur les somments d'un pentagone régulier) ;

- & la différence des racines cinquitmes de 'unité, la suite des modules semble
décroitre vers (), Par analogie avec ce qui se passe pour les arguments, on peut alors
penser i une suite géométrique dont 1a raison g serait dans lintervalle O, 1[.

. i2mf5
On awrait ainsi une suite complexe de la forme 2; = (q-¢'3ﬂ5}n= qn.cu . 38
décomposition en partie réelle/partie imaginaire permetirait une définition de cette suite

pour l'éditeur de suite de Ia T1-92 : x, =q“-mi[22—“'} et ¥n ﬂ“.ﬂﬂfzjiﬂ).

Il reste & étudier l'adéquation de ce modéle avec la suite proposée, en ajustant la
valeur de q. Il nous faut pour cela prendre en compte les valeurs approchées données
pour la partie réelle et la partie imaginaire du premier terme de la suite complexe (cf.
capie d'éeran ci-dessus). On est ainsi conduit 4 étudier la compatibilite du systéme :

2 P
* 1y =q.cos() * y1=g.:sin(%)

X el yy €tant connus (en valeor
apiroehEe): b etk alnrts calculer I-L"Zﬁ” . 949999964932
. L'application initiale donne (en :-ni-[T
mode calcul approché) deux L 903%5A369
valeurs pour q distinctes : 'écart P73 55 - 9435999999453
est inférieur & 10-8, 5”"[ 5 ]

La précision de l'application
graphique étant de cet ordre, on
peut prendre comme valeur pour g
0,95 {ou 0,94999999 1),

Le conirdle, via l'application
graphique, est concluant. La suite
que nous avons trouvé est bien une

des sujtes solutions.

«PFLATE
~ uli.?ﬁ]"-:ns[n
Wils

* u2e(.95)" sin{25p

uid=

o-r

i
=
-

wi=

u

ICOLAS NAL ENALT
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Un deuxiéme prolongement, fondamental, lié aux propriétés algébrigues de C.

L'étude a €€ faite en classe de premiére dans le cadre des trindmes du second degré

Plo) = 0 équivaut & P(x) = {x-o). Q(x), Q éant une fonction affine. La factorisation
des polyndmes est liée ainsi 4 la recherche de leurs racines. En généralisant ce résultat i
l'ensembie des nombres complexes, on en déduit que la factorisation des polyndmes de
la forme x" - 1 est liée i la recherche des racines ni®™es de Tunité. Nous allons l'illustrer
pour n=3, laissant au lecteur curieux la possibilité de le vérifier pour d'autres valeurs de
M.

Nous obtenons & partir de l'application initiale de la TI1-92 quatre types de
factorisation possibles {cf. copies d'écran ci-dessous

- une factorisation rationnelle, via la commande Factory) : la factorisation repose sur
des coefficients entiers ou rationnels (c'est-i-dire quotients de deux entiers) ;

- une factorisation complexe 4 coefficient rationnels, via la commande cFacrori) :
tlle coincide ici avec la commande précédente ;

- une factorisation réelle, via la L =
commande Factor{ , x) : la [Ffactor(x®-1)
factorisation repose sur des (x - 1]'[:"’ txS+xZexs I]I
polynémes 4 coefficients réels L o, r.5_ )
{quand le logiciel sait les
reconnaitre, ce qui n'est pas

towjours le cas des que P'on dépasse factorlx3=1,x%)

le degré 2) ; % .
- une factorisation complexe & | (x - 13.',{2 _% + 1]-[“2 ,,,[Lhilhi

cocfficients quelconques, via la
commande cFactor( , x) ; quand le T cFactorlx® - 1, %)
logiciel sait les reconnaitre, il 1 - s

factorise alors le polynéme en l'x'll'l'[ﬁ* l:ﬁq i - 2_;5!—"'-]'[“"1@3'
polyndmes du premier degré!?,

(x=1)[x¥+xF+xZ+x+1

Ce que nous avons vu dans le cadre du TP nous permet de comprendre comment I'on
peut passer de la factorisation complexe & Ia factorisation réelle, En effet nous

connaissons les 3 racines complexes, done la factorisation du polyndme x3 - 1
%7 - 1= (X-1)(x-e 203 (x40 (x-g - 45 (e 2miS)
1l suffit alors de regrouper les polyndmes qui ont des racines complexes conjuguées :
x5.1 = (X~ 1) [(x-e2I03) (x-g- 2W5)] [(x-eHiMT) (x-e - 4iM/5))
= (x-1).[x2 - x(e?m/ 5o 25y 1] [x2 - x(edimSye- din/5)aq],
L'utilisation des formules d'Euler permet de conclure
x93 -1 = (x-1)[x2 -Excm{%}ﬂl-[:lzmm{iﬁ} +1].

L'application de ceci & tout polyndme de la forme x™ - 1 est immédiate.

2 E nfaw distinguer r ces factorisations trois niveanx de possibilités :

- la possibilité théarique de factoriser un polyndme : on dispose pour celd d'un théoréme fondamental (dit
de Gauss-D'Alembert) : tout polyndme gdans € peut fure factorisé en un produit de Factewrs du premier
degré (ceci n'est évidemment pas ke cas dans R, il suffit pour ceda de considérer les trindmes du second
degré b discriminant strictement négatif) ;

- |a powsibilité pratique de déterminer 1a factorisation dun polynime, c'est-a-dire de déterminer ses
racines réelles oo complexes, Un mathématicien frangais, Evarisie Galois, a démoniré go'il existait des
“Tormules de résolution” uniquement pour kes polyndmes de degré 2, 3 et 4 (les formules du deuxitme
degré somt conmues... ]

- la possibilité de trouver ces fonnubes de résolution implantées dans un logiciel de mathdmatigues, Cala
dépend do choix du constructeur, Le concepteny de ka T1-92 & choisi de ne pas intégrer [a résolution des
cquations du troisidme of du quatribme depré (3 caose de Ia lurdear des formules). T estdone tout & fait
possible que fa calculatrice refuse de résoudre en calou] exact de telles équatinns... aloes que la possibilité
théorique ¢t pratique d'une telle résolotion exiske !



Bl Plusieurs TP ont &t cette année le cadre de résolutions d'équation -

- 1e TP 5 pour l'équation ¥ v/x = 100sinx ;

- le TP 9 pour I'équation x 1/ = |nx.

I1 s'agissait dans chaque cas d'¢érudier le nombre de solutions de 1'équation en
question,

Aujourd'hui il s'agira encore de résondre un ensemble d'équations (dépendant d'un
paramétre n), Mais cette fois-ci, en plus du dénombrement des solutions, on
s'intéressera aussi & 'évolution de ces solutions quand n varie.

[ Les questions du jour

On considére 'équation e™ = %', n étant un entier naturel strictement positif,
Convention : on E;JFEHE.TH “premigre équation” 'équation obtenue pour n = 1,
"deuxitme équation” |'équation obtenue n= 2, etc,
ion ; on appellera aj. by, cy... les solutions ordonnées de ln premigre
équation, a3, bz, 2... les solutions ordonnées de la deuxigme équation,
On traitera les questions ci-dessous dans l'ordre que 1'on voudra,
* Résoudre la premitre, la deuxidme, la roisigme et la dixitme équation ;
donner une valeur approchée 4 10 = prés par défaut des différentes solutions.
w Ra B . x 1iin
Résoudre lan™ " éguatione” =x"
* Les solutions ay, a2, ..., ag... forment une svite, De méme pour la deuxidme

solution {by) des équations successives, etc. Observer les suttes des solutions
(ind, (bnl, (Cp)... Quelles conjectures pouvez-vous formuler sur leur évolution

] La question du lendemain

Apres les conjectures, les preuves des conjectures.

B La séparation des questions du jour et de la question du lendemain est ici un peu
artificielle : il ne sert & rien d'accumuler des conjectures sans autre fondement que celui
de l'observation. Les processus de conjectures, de preuve (méme partielle), de retour 4
Fobservation, sont toujours entremé@lés, comme on 'aura constaté au fl des TP et plus
précisément lors du TP n®11.

Bref, & chaque bindme la responsabilité d'organiser an mieux on travail |



Prologue

Quelques questions qu'il faut se poser en début de TP, pour fixer le cadre dans lequel
la résolution de cette équation va intervenir :

- le domaine d'étude. Les deux fonctions en présence sont définies sur B, L'équation
doit done éire éudiée sur tout cet intervalle, Notons que 0 ne vérifie pas I'équation,
d{g}mc: 0 n'est pas solution : on pourra éventuellement résoudre 1'équation sur J-==, Of et
10 Fosf ;

- les fopctions en présence. La fonction exponentielle est bien connue. La fonction
qui & x associe x100 egt une fonction puissance d'exposant entier et pair. Cette fonction
est donc paire. La fonction exponentielle et les fonctions puissances ont des rapports, au
voisinage de +oo, qui sont régis par un théoréme fondamental :

X
e’

pour tout réel a, lim = 4o,
A—dtoe X

£pie .. On ne peat pas résoudre cette équation par factorisation ou
par d autres procédés a]gébnqucs On doit done &tudier des fonctions et, pour cela, on
dispose de plusicurs choix (voir TP 9) : transformer les fonctions en présence, les
soustraire pour n'en avoir qu'une seule, étudier les circonstances od celle-¢i sannule...
Aprés avoir fait le point, c'est & dire situé ce TP dans son contexte, on peut rentrer
dans le vif du sujet.

I. Yoir

On peut bicn sir ne pas commencer par une dema.n:hc duhs:wuttcm D.:]'[l: -¢1 peut
étre utile, 4 condition de ! ]

mm%umﬂgmam. pour crmsﬂrles informations nhrenu::-. avec les souvenirs el
les références évoquées ci-dessus. Nous allons donc étudier les premiéres équations
dans I'application initiale et dans l'application graphigue.

Premiire équation : eX = x10

On retrouve sans surprise les pylme®
courbes de référence de la fonction pya=y 19
c.xpunﬁntieile et de la fonction | ¥3=
puissance. G5=

Deux solutions de l'éguation | 9&=
apparaissent i 'évidence. =

== ErEEC T ——ree

Malgré les apparences, on sait, pour des raisons de limite, que la fonction
exponenticlle va "repasser au dessus de la fonction puissance”, ce qui donnera
nécessairement une troisitme solution (cela reléve de "I'évidence mathématique”, mais
va & l'encontre de "I'évidénce de 'image”. Les deux évidences ne sont pas de méme
nature : 'image nous donne une information partielle sur un intervalle donné, I'étude
théorique noos donne une information globale sur J-e=, +eo[).

La wroisieme solution attendue peut étre obhienoe ici :

- par retour & l'application initiale ;

- par modification du point de voe graphiquee,



FPuage 131
UVapplicati

Evidemment, si nous deman- T
dons une résolution exacte, la |®selvelyl(x)=y2(x), =) CR N Sl

machine avoue son impuissance e | selvefylix) = g2(x), x)
retourne I'équation ﬁi!:?mﬁmr.:. ¥ =35.77152063% or x=1.11832559159

3i nous demandons des valeurs approchées des solutions, la machine en renvoie bien
rois ([a fléche en bout de ligne indique la troisigme solution, qui est la solution

négative).
oL i ifi i & it les fonctions, soit I'équation, pour
fai itre 1a trodsi on :
Nous avons gardé les mémes et

fonctions en yl et ¥2. Mais la ;:;2:%'5:

L}

fenétre a é1é changée (a partir des Jxscl=
résultats donnés par l'application ﬂihu T17191423728c
initiale)., La troisitme solution J¥sc :fi’-

apparait bien, mais les deux autres, |~ o

pourtant presentes sur 1'écran, somt
indiscernables,

Intersecti
5

Nous gardons la méme fenéire -
xmim==2.
(pour les x) et changeons la [xpax=40.
fonction : en y1 est définie la i i B
différence entre la fonction yna:qP% G

i i yscl=
exponentielle et la fonction e

pulssance. Les solutions se
rouven! alors i l'intersection enmre
la courbe et 'axe des abscisses
(d'oi le choix de ymin et ymax).
: e e
Les pentes sont trés brutales, svec des conséquences sur la précision des calculs |
I'application graphique donne une valeur approchée de la rroiséme solution avee
comme image 100 !

xﬁgi?ﬁg?1szi

Nous pouvons maodifier enfin I'équation elle-méme, par "passage au logarithme”.
L'équation e* = x10 st équivalente sur I0, + == & x = 10inx : attention, on perd i les
solutions négatives |

On retrouve 14 les deux [Tyore
solutions strictement positives, |vvl=x
avec une fenétre plus modeste, et
des fonctions & “croissances | g4=

raisonnables”. On perd bien la | 32

solution négative... yre
ul=
Yy
Yl

Lne remarque ; lors du TP, des bindmes ont été surpris d'observer que 'étude d'une
méme équation pouvait déboucher sur 'étude de fonctions rés différentes. En effet,
traiter une éude de fonction pour résoudre une équation revient i se placer dans
le cadre d'un probleme plus vaste, et des problémes différents peuvent contenir des
questions semblables ! Un exemple simple pour illustrer cette idée - si on vent résoudre

l'équation xZ + 2% - 3 =0, on peut :
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- étudier le trindme x— f{x) = x2 + 2x - 3 : la courbe est une parabole et on repére les
points ot celle-ci coupe l'axe des abscisses. On se place ainsi dans le cadre d'un
probléme plus vaste {étude des variations d'un polyndme du deuxiéme degré) pour en
tirer une information limitée (ob cetie fonction s'annule-t-elle 7) 5

- constater que X+ + 2x% - 3 = (x-1).(x+3) ; on émdie alors les deux fonctions affines

x— g(x) = %-1 et x— h(x) = x+3 ct on repére les points ol les droites coupent l'axe des
abscisses ;

- traiter 'éguation sous la forme x2 = -2x+3 ; on cst alors conduit & Erudier
l'intersection de la parabole représentant la fonction x— x2 et de la droite représentant

la fonction x— -2x+3. _

Ces trois problémes différents contiennent bien une méme question, appelant la
méme réponse : ce sont les mémes valeurs des solutions que l'on rouvera pour chaque
équation, Ainsi, si nous revenons 4 notre probléme, on pourra remarquer sur les trois
copies d'écran ci-dessus, que les courbes sont différentes, mais que la valeur de x
sélectionnée comme intersection de deux courbes ou intersection avec l'axe des
ahscisses est la méme (35,.771521). Fin de la remamus.

Tous ces points de vue, dans un TP, n':ml:]ﬂas & érre systématiquement exploités. Cela
prendrait rop de temps. Mais il est bon de les avoir en 1éte, pour pouveir choisir celui
qui est le plus commode, ou le plus pertinent. On va voir dans ce qui suit que la
sélection du point de vue pertinent est souvent décisive.

Deuxiéme équation : e% = x20

LFLOTS
La panorama n'a pas changé. Un byi=e™

note que la fonction puissance byz=20

"s'applatit” davantage sur l'axe des Hg

abscisses au voisinage de zéro. | g

Mais il n'y a pas de raison pour gue | ¥8=

le nombre de solutions change ! | Jg= =
Surprise ! Le logiciel ne donne j23=

plus gue les deux solutions

"évidentes" en valeur approchée.

N'y aurait-il plus de troisigme [Fsolvelul(x =y20x), x) *

2 solvelylix) = gy2(x), =)
solution 7 we=1,05411967103 or x= -.953446172003

H_IEE=E|

On est 13 & un moment tout 4 fail crucial de I'otilisation d'un outil de caleul. C'est la
gue le croisement avec les résultats de référence est décisif. 1l y a néeessairement
une troisiéme solution, pour cawse de théoréme de comparaison des fonctions
exponentielles et des fonctions puissances. La calculawrice ne donne pas la valeur
approchée de cette solution, probablement pour cause de dépassement de capacité de
calcul, Dans cette situation, nous avons trois possibilités :

- on peut reformuler la question, pour la calculatrice, dans le méme cadre ;

- on peut formuler la méme question, pour la calculatrice, dans un autre cadre |

- on peut laisser la machine et faire un calcul "i la main", .

En fait, la coupure entre ces trois stratégies n'est pas nette © reformuler la question
implique bien de réfléchir, c'est & dire de faire on détour théorique... Passons cependant
en revue ces diverses stratégies

- nous pouvons reformuler 1a guestion, en restant dans l'application initiale. 11 nous
mangue une solution strictement positive, on peut donc utiliser les logarithmes {ce qua’
"adoucira” 'équation : la caleulatrice manipulera des nombres moins grand, ce qui
facilitera la recherche des valeurs approchées des solutions).
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L'équation devient alors » = 2{)
Inx.En wvaleur approchée, on
retrouve la “petite” solution
positive déja mouvée et la "grande”
gui mous manguait....

solvel(x =20 1nix), x) 20 Inix) = x =

B solualx = 20 1ndx), )
¥ = B, 3951057705 or x=1.0541196710

solvedx=201InCx>, xd

Cette valeur approchée de la troisiéme solution nous permet alors de reformuler la
recherche des solutions avec 1'éguation initiale.

En localisant grossiérement la g g
racine cherchée, nous permettons solve(e®=x79, ) | % = 80 -yt =
un travail plus efficace de Jasoluele® =29, )| =80

Faigorithme de recherche activé ¥ = 89, 9951057
par la calculatrice : la solution . T B e
recherchée est trouvée,
- deuxigme siratégie : poser la méme question 3 Ia caleulatrice, mais dans un aotre
cadrg, par exemple le cadre graphique.
La calculatrice donne dans le ik
cadre graphique la troisigme |"¥.=%5q
solution. Mais, ne révons pas : si 1';'2:3{
elle le fait, c'est parce que la bonne :5'
fenétre a é1€ sélectionnée, et cela a “5:
1€ fait parce gue on avait déji une | ur=
petite idée de l'intervalle” dans __Eiﬁ: i:}%?%‘%
lequel se trouvait la selution i cil, 2144
T Ene. .. I [T FENC

Ainsi, ce qui permet d'obtenir les bonnes réponses de la machine, ¢'est la faculié de
poser les bonnes questions. Et cette faculté découle de la maitrise du cadre théorigue.
On en arrive done tout natwrellement & fa troisidme stratégie, de contritle théorique des
opérations.

2. Prouver

L'étude peut &tre décomposée sur R- et sur R+

En effet sur R- il s'agit d'étudier I'intersection des courbes d'une fonction eroissante
et d'une fonction décroissante : ce qui semble relever de 'évidence se démontre sans
doute facilement. Mais attention : le fait qu'un résultat semble relever de I'évidence ne
constitue pas une preuve de ce résultat ! 11 faut utiliser encore 1d une méthode classique,
reposant sur le théoréme de la bijection. if s¢ T :

-ions en presence.

Soit done la fonction fiy(x) =X - x10n _

Les variations peuvent s'étudier

- & partir de la dérivation f,' (x) = e* - Wnx!®0-1, Syr B - | cette dérivée est
strictement positive (somme d'on réel strictement positif et d'un réel positif), La
fonction fy, est donc croissante strictement sur cet intervalle :

- par recours direct aux variations des fonctions eén présence. Sur R - la fonction
x—pck est strictement croissante, la fonciion x— x 1M strictement décroissante (donc la

fonction x —-x100 est strictement croissante). Donc la fonction f,, est donc croissante
stricternent sur cet intervalle.

Comme elle est aussi continue, la restriction de £, & R - réalise une bijection de R -
sur fp(lR-) =] -=0, 1]. La fonction s'annule done une fois et une seule en un point gue
l'on va appeler ay. On peut méme localiser plus précisément ce nombre
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fal - 1) =g - 1, qui est strictement négatif ; f( 0 ) = 1, qui est strictement positif.
Done la fonction s'annule en un point a, compris strictement entre -1 et (.

Sur R+, ¢'est un peu plus compliqué, parce que la dérivée de f, n'a pas un signe
constant et qu'il est assez délicat d'étudier ce signe. Qu'a cela ne tienne, puisgue on est
sur B+ (et méme sur [R+* : () n'est pas racine...), on peut user du logarithme. L'équation
e* = x100 devient sur cet intervalle x = 10n.Inx.11 s'agit alors d'étudier la fonction gy qui
A % associe gp(x) = x - [0ndnx. On a sans peine : gp' (x) =1 - !DE == ':ﬂn . Cette
dérivée est du signe de x - 10n. Elle s'annule pour x = 10n. La dérivée (fonction affine
croissante) est donc strictement négative sur | 0, 10n [, et strictement positive sur | 10n,
+oaf, La fonction admet donce un minimum global égal & go(10n) = 10n.(1 - Inl10n). Ce
minimum global est strictement négatif (on rappelle que n est un entier supérieur a 1).

La limite de la fonction en [} est +oo (aucune indétermination). La limite en +== pose
un petil probléme, Pour le résoudre, 1] suffit de mettre x en facteur. On a alors gpix) = x

(1-10n I:—x ). Quand x tend vers +==, la fonction tend vers +== (chacun connait la limite

de l:_x quand x tend vers 4o},

: tout ceci pouvait éire obtenu sans peine, comme l'ont constaté certaing
binbmes, a partir des résullats du TP 9. Nous avions démontré en effet que 1'éguation
Inx = x /0 gavait deux racines dés lors que n €ait supéricur ou égal & 3. N'est-ce pas la
méme équation & laquelle nous sommes confrontés ici 7 L'identification peut se faire
via un changement d'inconnu, en posant X = x7, L'équation Inx = x1/ devient
alors : nlnX = X, Elle a deux racines pour n 2 3. Nous sommes donc assurés que
P'équation 10n.Inx = x a toujours deux racines. Cette remarque st importante © il faut
certes aborder un probléme de mathématique avec un oeil neuf pour repérer certaines
singularités, mais en méme temps il faut savoir établir des passerelles avec des
problemes proches ou gui présentent certaines ressemblances (quant au contexte, aux
méthodes de résolution...).

Ew_z : tout ceci a éié fait sans faire appel & la calculawrice, Les calculs sont en
fait suftisamment simple pour pouvoir ére faits directernent. Nous pouvons simplement
Jeter un coup d'oeil sur la machine pour controler les résultats. Mais, comme on le verra
ci-dessous, les choses ne sont pas toujours aussi simples qu'on l'imaginerait...

Tous ces résultats, asscz pyic1o-n) “18-n(In( 10 n) - 1)
€lementaires, sont donnés par la § 4,0 00 &
calculatrice sans peine... sauf la | o4
limite en (. Pourquoi ? II faut § ;. [x— 18-n-1nCx)) undef
preciser en effet & Ia n‘t?f:him: qélc nj| x+n°
est strictement positif {si n érait T i
négatif, la limite serait - =), Le u{:imn-h 16:n-10) | 0
logiciel est impitoyable : il exige figit Ge—10n*¥Intx), x, 0,1 o>}
une précision de tous les instants, !

Le tablean de variations ci- X 0 b, 10mn Ci 4w
contre récapitule les résultas =5
établis. En appliquant le théordéme
de la bijection & la restriction de la g

fonction aux intervalles (), 10n[ et
|10n, +==|, on retrouve bien les

deux autres rocines de 1'dquation o | o
bp et cp. *«

- gn(1) = 1, donc by est g, 'Y /
compris entre 1 et 10n ; |I:|'|1.-[i-|ln.I'lh

- ¢ est plus grand que 1in.
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3. (Re) voir.

On demande dans I'énoncé d'étudier I'évolution des solutions des équations
successives. On dispose avec la calculatrice de valeurs approchées que 'on va relever,

comme demandé par 'énoncé, avec une précision de 10°5 prés par défaut (atiention au
sens de l'arrondi, suivant gu'il s’agit d'un nombre négatif, ou positif...)

La calculatrice ne donne les ["x=35,7715206396 or x = 1.11832559159 &
valeurs approchées des trois solusle® m 28 )
[ 461720

:Dlutifmﬂ e Fﬂ";" la premitre | ™ n'y 05411967103 or x = -.9534
Hatnomn, Our s SUlvanics,
4 solueleX= x:m, %)

comme on l'a déja wvu, la w2 A
calculatrice ne donne que les i Bhin il Sl Sl e |

18a ]
valeurs approchées des deux plus [° solue(eX =100 .
i i w4 7 -
petites solutions.. x=1.01015271%85 or o . 99014738436

La tranformation de I'équation, R solvelx ~ 18- In{x) =8, x)

via les logarithmes, permet x =35, 7715206396 or x=1,1183255915
d'obtenir la plus grande des »solve(x~-20-In{x)=0,x)
solutions. Cela nous permet au o = HY, 99FIO57TES or = 1.054119671

assage de croiser les résultats [®solve(x - 30 In(x)=0, x)

Eﬂur a valeur :;Pmchércsgeaia x = 1950. 398691301 or x=1.0351056745
: solve(x — 100 - In(x) =8, x}

ragine on, obtenue par les deux [ 7.0 647, 277512439 or x = 1.0101527198

Cela pose d'ailleurs un petit probléme : peut-on se fier aux valeurs approchées
données par la calculatrice ¥ Le probléme est complexe, en I'absence de connaissance
de l'algorithme de calcul implanté dans la machine. Disons que, quand il y a
concordance entre I'éude théorique (on sait qu'il y a trois racines et on les a localisées)
et les données de la machine, on peut estimer que les valeurs approchées sont
convenables, avec deux réserves ;

- prudence sur la derniére décimale, qui résulte nécessairement d'un arrondi ou d'une
troncature

- prudence si I'on fait des calculs successifs & partir d'une valeur approchée ; le caleul
approche peut avoir un effet boule de neige © ce n'est plus alors la demigre décimale qui
est la seule suspecte, mais toutes les décimales |

Equation __| Valeur appr. de ay, | Valeur appr. de by | Valeur appr. de cp |
e* = x10 -0,91277 I, 118 32 35,771 52
X = 520 -0, 95345 1,054 11 C89,99510
X = xi0 - 0, 968 25 1, 035 10 150, 398 62
o = x100 21, 990 12 [, 01015 | 647,277 51
Yaleurs approchées des solutions 3 10 5 prés par défaut.
R .1 : ce n'est pas parce que ce sont des valeurs approchées qu'elles doivent

éure relevées... approximativement ! Il faut les noter en donnant le degré de précision,
c'est & dire en fait un encadrement de chacune des solutions ;

¢ 2 : si on veut pouvoir formuler des conjectures, il faut présenter les
résultats sous forme glaire et ordonnée (rappelez-vous le TP n®10 sur le caloul des
dérivées successives d'une fonction ! ) ;

Remargue 3 : certains bindmes ont essayvé lors du TP d'utiliser U'éditeur de suites pour
I'étude des trois suites a, b et ¢. Avec quelques difficultés : nous ne disposons ici ni
d'une expression du terme général de ces suites, ni d'une expression récurrente. I1 s'agit
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en fait d'une suite implicite. Ainsi ap est parfaitement déﬁ‘ni par la pl:np:jéré
caractéristique qu'il est ke seul & posséder : c'est la plus petite solution de I'éguation e* =

10* .

L'éditeur de suites de la T1-92 peut &re utilisé pour obtenir des valeurs approchées
des éléments de la suite, & partir de la commande nSolve qui fonctionne ainsi @

- ¢lle donne one valeur gpprochée d'une solution péclle de V'équation proposce (méme
quand la calculatrice est en mode calcu! exact, méme si elle est en mode rectangular)) ;

- glle ne donne qu'une solution (la premiére que l'algorithme de recherche rencontre);

- elle donne cette solution sous forme numérique directe (et non pas sous la forme
1=}, ce qui permet de l'intégrer dans un programme de calcul ou un éditeur de suites.

Ci-contre on peut observer les
résultats de cette commande
appliquée & wune équation
numérique simple.On peut préciser
I'intervalle de recherche des
solutions 2 l'aide de la commande
sachant que ([ ).

nSolvelxZ+x+1=8,x)
"ma selution Found”

nSoluelxZsx-1=0,x) .61BOTI98E7S

nSoluelxZ+x-1=0,%)|x<0
-1.61803398875

Essayvons dutiliser cette commande pour la définition des suites du probleme :

La premiére organisation du
calcul suggérée ¢st assez naive :
elle consiste & définir une suite
ul{n) égale & png des solutions de
l'équation e* = x 10,

La table des valeurs révéle alors
un certain désordre :

- pour n={}, I'équation est e* = 1.
Une seule solution, x=0;

- pour n = 1, la calculatrice
détecte ¢j ; ;

- & partir de n = 2, la calcolatrice
reléve les solotions comprises
entre 1 et 2, c'est-a-dire la suite
(b . o )

Une deuxigme organisation, gui
s'appuie sur ['¢tude théorique
réalisée, consiste & définir les trois
suites de solutions, en précisant les
intervalles sur lesquels celles-ci se
trouvent nécessairement,

Les résultats attendus
apparaissent bien, avec cependant
deux problémes :

- une racine strictement négative
qui ne devrait pas apparaitre f-uur
ap (¢'est-A-dire dans 1'éditeur ul{0)

- la suite {(cn) n'apparait pas &
partir du rang 2 | les nombres, trop
grands, échappent & l'algorithme de
recherche de la commande nSolve.

La représeniation graphigue (en
mode Time) ne donne pas
d'informations supplémentaires sur
les deux premiéres suites.

L2
unidef
5 21
1.8541 e
S1ESFundaf
' undef
1.82EC (7]
«B1 72961 |unde
0145538 undef
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4. Conjecturer.

Il n'est pas facile, de conjecturer un résultar général A partir de l'observation... Clest
plus simple de répondre & la question "montrer que...". Pourtant, l'activité mathématique
(et scientifique en général) exige souvent cela : trouver des régularités, une loi générale,
repérer un ordre dans le désordre. Ce n'est pas facile, mais un principe constitue une
aide appréciable :

Il faut considérer tout résullat dans son contexte, c'est-d-dire ;

1. "enveloppé" de toutes les propriétés qui ont &¢ déja établies
-pour gg: -l Sap<0

=pourby: 1<by<10n

-pourcy: 10n £cp.

2. earichi si possible de plusieurs points de vue

Le tableau ci-dessus donne un
point de wvue numérigque
(succession de valeurs appro-
chées). Mais nous disposons aussi
d'un point de voe graphigue : ci-
comire apparaissent la courbe de la
fonction exponentielle et les cour-
bes des fonctions puissances x10 g
x 30, On "voit” aj et by, a3 et by

Il faut alors synthétiser les différentes informations. La confrontation du tableau
numérique, des encadrements et du graphique indiquent (aprés réflexion, bien siir...) :

- la suite ay semble décroitre et converger vers -1 ;
- la suite by, semble décroitre et converger vers 1 ;
- la suite ¢y, semble croitre ef diverger vers 4o,

Ces résultats ne sont pour le moment que simples conjectures. En fait, bien souvent,
nous sommes persuadés qu'ils sont vrais parce que nous savons pourquoi ils sont vrais ;
la conjecture est parfois trés proche de la preuve,

Ainsi, pourquoi annonce-t-on que la suite ¢, semble diverger vers +oo 7 Parce que les
valeurs prises deviennent de plus en plus grandes 7 Ce serait une mauvaise raison @ une
suite peut étre strictement croissante, sans avoir pour limite +== ! La raison qui emporte
la conviction est que ¢, est minorée par 10n. Or Kim (10n) = +e=. Par application du

M=o

théoréme de minoration, on peut affinmer que (c,) diverge vers +e=, La preave est faite,
Il resie & prouver le reste.

5. Une étude qualitative,

Commengons par le sens de
variation des trois suites.

- Pour 1a suite (by) :

on & représenté ci-contre la
fonction exponentielle et les
fonctions puissances x10 et x20, sur
un intervalle qui permene de
visualiser by et by,
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Observons ce qui se passe sur le graphique ci-dessus, & la Jumigre de nos
connaissances générales, Les deux courbes des fonctions puissances se croisent au point
(1, 1) Aprés ce point, c'est la fonction puissance d'exposant le plus grand qua prend le
dessus. Cest donc elle qui rencontrera la premigre la coorbe de la fonction
exponentielle. Donc by < by.

y Est-ce une démonstration rigoureuse 7 Presgue... Tout v est, 1] suffit de meitre en
orme:

- by vérifie eb? = (by)20 ;

- pour tout x de lintervalle 11, ba[, e* > x20 (of. I'étude de 1a fonction x—se* -x20) ;

- pour tout x de l'intervalle |1, ba[, x20 > 1":"{::I:rmpa.mimn des fonctions puissances) ;

- ainsi pour tout x de l'intervalle |1, by[, e* = 320 > x 10,

On ne peut done pas avoir sur cet intervalle e* = x10, Done by n'appartient pas & cet
intervalle. Donc by est strictement supérieur 4 bo. Ce gui a é1€ fait pour by et bz pourrait
tout aussi bien étre fait pour deux termes successifs by et by de cente suite, La suite
by} est donc décroissante.

- pour les suites (i) et (Cg).

On démontrerait par des méthodes analogues que la premiére suite est décreissante et
la deuxiéme croissante. Démonstration laissée au lectewr.

Il reste & éludier le comportement de ces suites i 'infini,

Nous avons déjh démontrd que IE}T@ e = oo, Quid des deux autres suites 7
n.-\.

La conjecture est assez naturelle {quand lexposant augmente, la courbe de la
fonction puissance ressemble de plus en plus & la lettve U 5 3 la limite, les intersections
avec la courbe de la fonction exponentielle vont se faire 4 "la verticale" de -1 et 1). La
premiére partie de la preuve est immédiate, par application d'un théoréme fondamental
du cours d'analyse, le théoréme des suites monotones et bornées | 81 une suite est
décroissante et minorée par A, alors elle converge vers un réel supéricur ou égal 3
A {de méme, si une suite est croissante, et majoree par A, elle converge vers un réel
inférieur ou égal 3 A).

On sait que la soite (by) est décroissante &1 minorée par 1, Donc la suite converge
vars un réel b, supérieur ou égal & 1. Démontrons que b est égal & 1, Que se passerait-il
en effet 51 b était strictement supéricur & 1 7

* par définition, pour tout n, ebn = by 100 ;

* lim ebn =gb;

O—d-4t0r

* comme la suite est décroissante, by 2 b > 1. Donc by 100 2 b100, Mais (b100) est une

suite géoméirique de raison strictement supéricure & 1. Donc elle diverge vers 4o et par

conséquent (by 100} diverge aussi vers 4eo,
Ainsi; sib > 1, alors lim e™ =eP et Him byl =+ee, Or ces deux suites sont égales
—k4o2 ==
! C'est donc parfaitement impossible.
Ainsi b ne peut pas étre strictement supériear 4 1. Comme b est supéricur & 1, la scule
possibilité est que b soit égal 4 1. On démontrerait de la méme fagon que la suite (ag)

converge vers -1,

6. Une étude quantitative

Nous connaissons désormais le comportement global (sens de variation) et local
{convergence ou divergence) des trois suites, Nous pouvons nows intéresser & leur
évolution "quantitative” : & guelle allure les svites convergent, ou divergent ? On parle
pour décrire ¢ela de 'étude des vitesses de convergence ou de divergence des suites.
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Commencons par la suite (by ).

L'étude de la vitesse de convergence d'une suite repose souvent sur l'encadrement des
termes de cette suite par des suites simples (par exemples des suites duo type n®). I1 est
clair gue by, est dans lintervalle |1, e[. Nous voulons un encadrement plus précis. Nous
disposons de la relation de définition de by, : ebn =by 10 qui peut s'écrire by = 10n.1nby,

‘agissant d'encadrement, nous disposons de la majoration classique du logarithme
neépérien Inx < x-1 {qui manifeste que la courbe de la fonction In est sous la tangente au
point d'abscisse 1, comme sous les tangentes en tout autre point : on dit que la fonction

logarithme est concave). Si nous remplagons dans cette inégalité lnby, par II{% nous

ohienons 1%';{ by -1. On en déduit by < 10n.(by -1) et enfin by > 111'33‘:1 ;

1l nous faut maintenant une majoration de by, Pour cela, nous allons chercher une
minoration de la fonction logarithme entre 1 et e.

Pour cela, nous allons minorer la
fonction logarithme par la fonction
affine dont le graphe est la corde
passant par les points (1, () et
(1, e). Nous laissons le soin & nos
lecteurs de prouver que I'équation

de cette drolte est y = :_:T

by, en remplagant & nouveau Inby, imrl%lﬁ Nous obtenons alors ﬁﬂj— > I—J"—Ej .

Nous en tirons sans peine by < -m—“-]f}h . Nous disposons donc de la double

inégalitd oo < bn <.

L application du théoréme des gendarmes confirme bien que la suite (by) converge
vers 1. Cette inégalité nous donne plus ; elle permet d'encadrer les termes successifs de
la suite.

En ul a été définie la suite
_]é{r}:] . en u2 la suite (by), enud la

suite —IDHIFI: —7 - On observe bien e ‘
Fencadrement de la suite (by,) par 2 0040871 . 0206233
les deux suites, On remarguera b F [l‘JEFI-H'I
cependant que (bp) est beavcoup Sl 8 7 T
plas proche de la premigre que de

la seconde suite.

Ceci peut se comprendre : linégalité que nous avons vtilisée pour obtenir la premiére
suite (Inx < x-1) permet une approche beaucoup plus fine de la fonction logarithme au
voisinage de 1 que la deuxitme inégalité (la premidre fonction représente la tan gente, la
deuxiéme une corde). Et comme la suite converge vers 1, ¢'est bien "la meilleure
approximation affine” en ce point qui est supérieure 4 toute autre !

On encadrerait de la méme fagon la suite (ag). Nous en laissons le soin au lecteur
courageux. Plus intéressant est le contrdle de la suite (¢ ). En effet. 1a localisation des
termes de _cette suite est indispensable pour permettre au logiciel d'en donner des

= x

vileurs approchées, comme nous Iavens remargué plus haut,
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Etudions donc la vitesse de divergence de la suite {cp).

Une phase d'observation préalable du ¢ ement de cette suite est utile. On utilise
i nouvean la commande nSolve, en reformulant la question pour faciliter les calculs du

logiciel.

L'urilisation du logarithme
permet de manipuler des nombres
moins grands. Nous obtenons ainsi
les premigres valeurs de la suite
(e sous forme de tableau ou sous
forme de graphique.

Nous pouvons observer um
gquasi-alignement des points
apparents sur le graphique. Cette
situation peut tre analysée de plus
prés & l'aide des commandes
d'ajustement linéaire de la
caleulatrice,

Cela soppose d'utiliser
l'application Dara/mairix, de
reporter les poinis (n, cp) dans un
tableau et de faire un ajustement
linéaire via le menu F5Calc, en
choisissant la commande de
régression linénire (LinReg), avec
en abscisse les valeurs de cl et en
ordonnée les valeurs de ¢2. Ne pas
cublier de stocker 1'éguation de la
droite de régression en yl par
exemple pour le tracé ultérieur.

Il reste & définir le nuage de
points par le menn F2 Plor Setup
{la colonne ¢l en abscisse, ¢2 en
ordonnée),

Aprés avoir cheisi le mode
Fonction dans Ie menu principal de
la calculatrice et choisi une fenéire
adaptée aux valeurs de n et de Ia
suite figurant dans les colonnes ¢l
et c2, 1l ne nous reste plus gu'a
observer l'adéquation entre les
points représentants la suite ot la
droite qui les ajuste (derniére copie
d'écran ¢i-contre & droite).

L'ajustement est assez bon |

La pente de la droite est (en
valeur approchée) 70, donnant
ains1 uné indication sur le rapport

c .
—n'l pour les premiers termes de la

suite.
Peut-on  en trouver une
confirmation théorique ?
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EII s'agit donc de trouver une suite (vg) équivalente & (cp), c'est-d-dire telle que
s S . TSP, (e - -
n.l.lme e 1. Comme Inc, = T i-dire Onino, = 1, cela suppose que TOnlnvy
converge vers 1. Nous pouvons commencer par tester la conjecture issue de

l'observation : pourrait-on avoir équivalence entre cq et vy = kn ?
kn

; v k
Cela supposerait que m = TOn.in(kn) = T0in(kn) converge vers 1. Or,

manifestement, n]_L‘I;I'I_m Toinikn) ™ 0. Done il n'existe pas d'équivalent du type k.n pour

la suite (cg). L'étude graphique de la page précédente permet ]
premiers termes de la suite par la fonction affine 70n, elle ne peut donc pas éwre
prolongée au voisinage de infini : un équivalent de type affine est trop faible.

v lE:II2 kn
. i 2 EETRL L | AP = r———
EEEE}’EHS alors une suite du Ly kne: T0nl 1001 I:k 1} 101 m E}'

Pour cause de domination des fonctions puissances sur les fonctions logarithmes au

; o . kn
i ik WEo— . i e 1 i kn?
voisinage de l'infini, nous avons alors oJim [OIn(kn?) Une suite du type kn< est

donc un équivalent trop fort. On obtiendrait le méme résultat vec toute suite du ype
nd aveca>1l.
1 faue dong trouver une suite supéricure aux suites kn et inférieure au suites nd, avec
a > 1. Une suite du type 10n.Inn peot-elle faire I'affaire 7 Nous aurions alors :
- ¥n__ _ lnlan Inn ; et K P
10nlnv, ~ T0nIn(10n.Inn) ~ in10+Inn+Ininn + "0Us avons bien Him g =1,

La suite 10n.Inn semble ainsi étre un équivalent convenable pour la snite (cy).

Le contrdle de ce résultat [ ASoIve(x = 10 1 IA(R), %1 % 7 10
suppose d'observer I'évolution du ," ul= I8 n-lnin
raf»pnr: entre la suite el la suite | uil=l
(10n.Inn), ce que nous faisons ci- ==
contre. Bien sir il ne s'agit que 2. 811
d'one vérification : ce que l'on .
observe & distance finie (surtout fasld £
pour Ia fonction logarithme) ne J=5* 5 %ﬁ
préjuge pas de ce qui se passe au IR T 16
voisinage de l'infini 1Le rapport |7c 8516 .
des deux suites devrait converger (1000, "EHAD
vers 1. Disons avec une grande [ilo - 680880
prudence que ce gue nous H A
observons ci-conire ne contredit [51gs" TExpaa7a]
L

pas le résultat théorique proposé... ===

En guise de conclusion

On pourrait se poser la question : pourquoi avoir choisi d'émdier I'équation e* = x 10,

et pas I'équation plus simple e = x® | avec un exposant entier positif 7
pour un exposant impair, il n'y aurait pas eu de racine négative i 'équation (en
cffiet, sur J-e=, Of la fonction puissance surait été strictement négative) ;

- pour un exposant inférieur 3 3, il n'y aurait ev qu'une racine positive i l'équation
(voirle TP 9) :

Le fait de prendre des exposants muitiples de 10} supprime ces cas particuliers. 11
existe ainsi toujours 3 solutions, De plus, prendre des exposants qui vont de 10 en 10
fait apparaitre rapidement un conflit avec la calculatrice : dis 'exposant 20, elle ne
"voit” plus la racine la plus grande, ce qui oblige & un effort de réflexion
supplémentaire, Bref, aucun énoncé ne reléve du hasard, ea TP, comme au bac !
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Diris MATHEMATIQUES...

"Comme on l2 voit, les mathématiques, contralrement
‘a4 ce gque tout le monde pense, ne sont pas une science
de la rigueur, opposée aux sclences expérimentales
qui seralent des sciences de 1'incuition. Il vy a
autant d'intuition et de rigueur en mathématigques
“gu'en physique, Mals cette rigueur n'est pas le méme.

En mathématigues, la rigueur est la démonstration
formelle par les régles du raisonnement, alors gque la
| rigueur pour un physicien est la warification par
‘l'expérience. Un physieplen gul wveut wvérifier une
= théosrie ne la démoatre pas, L1 la wvérifie
. expérimentalement.

Mous aussi d'ailleurs falsonsz des expériences, car,
pour trouver une proepri&écé, on fait de nombraux
+ efforcs sur des modéles approchés jusqu'a découvrir
. Tinalement le bon résulcat. Ainsi, en classe de
terminale, pour trouver la courbe décrite par un
. pdint, on cherche une sltuacion particulidre et les
i polnts particuliers de la courbe, ce gui aide
i beaucoup expérimentalement 4 trouver le résultat
filnal,

L'intuitien st chez nous fondameatale., On contrale
Far la rigueur, mais on trouve par l'intuition. C'est
 1'intuition quil me pousse en avanc, et j'ai tendance
‘4 aller trés wvite et de plus en plus loin, sans
 beaucoup assurer mes arridres. A un moment donné, je
im'embrouille ; 1'intuition n'est plus sufflisante.

Je reviens alers en arriére, utilise la
démonstratlon rigoureuse, et l'écris méme. A partir
dea ce moment-la, teout est bien é&cabli ; les
conséquences décrites un peu vite & l'origine
n'écaient pas forcément wrales, mais dJe sais
maintenant que je peux continuer, me reposant sur des
bages solides.”

Laurent Schwartz, 15%37. Un mathématicien aux prisss
aveg le giédcla. Bditlons Odile Jacob.

Cetre citation de I'un des mathématiciens les plus marguants du sisele est une bonne
enirée dans ce nouveau chapitre. Alors que les TP constituent une institurion dans la
classe {une heore hebdomadaire, des bindmes formés pour l'année, des rapports de
recherche systématiques), les "défis mathématiques” correspondent 4 un travail
beaucoup, plus flou | l'espace laissé & l'initiative, 4 lintuidon, au rythme propre de
chacun est plus grand.
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Une question est lancée dans la classe, les €léves qui le souhaitent s'en emparent, Le
temps de traitement n'est pas fixé & 'avance. Deés éléves trouvent des réponses
partiefles : ils vont "beaucouop plus vite", "beaucoup plus loin”, "s'embrouillent parfois”,
comme le décrit Lavrant Schwanz. Ces dléments de solution, pour Bmre communiqueés &
la classe, doivent e formulés ¢lairement. Cela permet de relancer 18 recherche, "en se
reposant sur des bases solides". Certaines démarches débouchent in fine sur une
soluton globale, d'anmres non. Quand le mavail est jugé assez avancé, les productions
des uns et des autres, accompagnées du point de voe du professeur, sont distnibuées 4 la

clazse, gui peut reprendre la recherche, corrigés et crayon en main,

On trouvera ci-aprés Pénonce des 5 défis lancés i 1a classe, accompagné des solutons
communiquées (les solutbons rédigées par le professeur sont intitulées “éléments de
réflexion sur le défi n°...). Cela ne constitue que la partie émergée de l'iceberg : des
embryons de solutions, des pistes de recherche, ont éié avaneds au cours de ['année par
tel ou tel eléve, 11 érait trés diffictle dans le cadre de cette publicanon "a chaud” d'en
faire I'inventaire ou 'historigue.

On congidérera donc les auteurs des pages qui suivent comme les pone paroles, ou
plutdt les "porte recherche” d'une classe en mouvement. Cela ne veut pas dire bien siir
que tous les éléves se sont invesis dans le processus de recherche de la méme tagon.
Mais on peut supposer (espérer 7) que l'esprit de techerche n'a laissé personne
indifférent et que toute la classe a profitd de cene dynamique favorisée par les "défis",

| QF ";.l'r‘-rrr Gue ¢ erl gue el fricr-

I lugénieun, west-ca pas P
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e Ia limitation nécessaire de Mexpansion =
oes reings sur un lerritoire donnsd :

Les questions... |

On veut placer des reines sur un
échiguier ordinaire, formé de 64 cases,
de telle sorte que chacune d'entre elles |
s0it hors de portée de toute aotre, En |
d'autres termes, il s'agit de disposer
des reines de telle fagon que deux
d'entre elles ne solent jamais situées
sur une méme ligne paralltle & I'un des
bords ou & 'une des diagonales de
I'échigquier.

Déterminer toutes les maniéres ‘
de disposer ainsi le plus grand
nombire de reines.

Ce probléme a & posé pour la premidre fois & K F. Gauss (marhémaricien
allemand du sigele dernier). Cet tllustre marhématicien avait proposé dewx
réponses successives (fausies toutes deux) avant de trouver la solution
convenable (lerreur est humaine...). La question rebondit guelgues dizaines
dannées piug rard et fit objet d'une communication au congrés de "['Association
Frangaise pour l'Avancement des Sciences” . @ Montpeilier en Aoiit 1879

Et les réponses...

On trouvera dans les pages qui suivent
des &léments de réponse & ce défi,

proposés par :

- M. de La No#, capitaine du Génie :
- Jean-Frangois Vincent.
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corrig e;cpmpfﬂ' F L , :
& L'I!.'-‘HJ:E Eferfﬂ{f- i .:.\,: L :":":::.

7

Line premiére néponse :
le nombre maximal de reings sur un échiguier

Le schéma ci-contre le prouve, on peut placer 3
8 reines hors de ponée les unes des autres. Clest
bien le nombre maximal, puisque l'on ne peut pas . 7.
placer plus d'une reine par ligne {ou par colonne). -

Le probleme se raméng donc a uon
dénombrement des dispositions possibles de huit o it
reines hors de portée les unes des agtres sur un
échiquier w

Une simplification nécessaire : lo codage des o«

solutions
On notera la solution ¢i-dessus 15863724 (le premier chiffre indigue la localisation

de la reine sur la premiére ligne, le deuxigme chiffre indique la localisation de la reine
sur la deuxieme ligne, eto,

Une solution informatigue

Il s'agit finalement de réaliser une permutation des chiffres 12345678 (on cst ainsi
stir qu'il n'y aura pas de eépétition de reines ni sur une ligne, nmi sur une colonne),

Soit fLD-f20-13-04)-F(5)-F(6)-FT)-f(R) un te]l arrangement, Pour éviter les
rencontres diagonales, on rermarguera qu'il suffira d'imposer la condition :

li-j I+ £{1) - £(ja | ipnuri jnombres entiers distincts entre 1 et 8).

La question devient alors : parmi les B! arrangements possibles, combien respectent
une telle condition ? Clest la voie suivie par la solution de Jean-Frangois Vincent {voir
plus loin}, nous n'insistons donc pas davantage sur ce point,

Un dénombrement astucieux

Le lecteur curieux pourra trouver dans les récréations mathématiques d'Edouard
Lucas! plusieurs méthodes pour traiter ce probléme. Nous reproduisons ci-dessous,
dans sa forme méme, la solution due & un capitaine du Génie, Monsicur de La Nog,
présentée au congrés de ['Association francaise pour l'avancement des Sciences,
Montpellier en 1879,

Ung premiére remanug simplificatrice

Certines solutions en engendrent naturellement d'autres @ par rotation (trois rotations
possibles) ou symétrie axiale : il existe 8 isomérries qui laissent un camré globalement
invariant {(cf, le cours sur les isométries). On observera que certaines solutions
permettent ainsi d'obtenir 7 autres solutions adjointes (nous dirons qu'il s'agin de
solutions irrégulitres), d'autres solutions n'admettent gque 3 solutions adjointes (nous
dirons qu'il sagil de solutions semi-régulicres),

1 Récréanons mathématiques, par Edovard Laxas, Librairie Scemifique ¢ Technigue Alber Blanchard,
rédding cn 196407,
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Une solution irrégulitre Une solotion semi-régulidre

Le lecteur pourra vérifier que la solution irréguligre engendre bien, & partir des
rotations ou symétries, 7 autres solutions, alors que la solution semi-réguliére n'en
engendre que 3.

On pourra noter aussi gue

- la solunon semi-réguliere est codée 35281746 ;

- le nombre renversé s'éerit 64718253 code une autre solution adjointe ;

- la somme des deux nombres est égale & 99999600 -

- setles les solutions semi-réguligres possédens cette propriéés,

Ce qui précéde permet une économie de comptage @ nous ne compterons gue les
solutions é'[::imnmairﬂs. Pour obtenir le nombre total de solutions, nous multiplierons le
nombre de solutions irmégulidres par 8 et le nombre de solutions semi-régulitres par 4.

[ stratégie des bandes

Cette méthode consiste dans la décomposition de 'échiguier en carrés concentriques
(cf. schéma ci-dessous) ; le premier forme un carré intérieur ou premidre bande de 4
cases, dont 'une st a | nous désignerons sous le nom de dewxiéme bande lespace formé
par les 12 cases qui entourent le premier carré ; par roisiéme bande, 'espace formé par
les 20 cases qui entourent la deuxieme bande ; par guarriéme bande, l'espace formé par
les 28 cases qui entourent la roisifme bande.
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Partons de la premiére bande, et plagons une reine en a ; on observera que cette reine
peut occuper, aprés un seul déplacement, 28 cases de ['échiquier, nombre toujours £izal
au nombre de cases de la bande extérieure de I'échiquier ; dans la deuxiéme bande, une
reine commande 26 cases ; dans la troisitme 24 et dans la quatriéme 22. Maintenant,
cherchons & placer le plus grand nombre de reines sur la seconde bande, de toutes les
maniéres possibles. On vait que l'on peut placer deux reines sur la deuxiéme bande en b
el ¢, ou bien en b et ¢ ; il est inutile de conserver, pour linstant, cette deuxieme
disposition symétrique de la premicre.

En partant de {abc), on placera le plus de reines possibles sur la troisiéme bande, en
d et e par exemple : il restera donc 4 placer trois reines sur la bande extérieure, ¢t 'on
constatera Facilement que cela est impossible ; donc, en plagant les cing reines (abede),
on o'arrive 4 aucune solution, On essayern done de n'en conserver quune seule sur in
troisitme bande, soit en d, soit en ¢, et I'on verra qu'aucune de ces dispositions ne
conduit & une solution ; d'ailleurs, on ne peut placer 5 reines sur une seule bande ; par
conséguent, le commencement (abc) ne peut conduire i aucune solution.

En conservant la reine a, on essavera successivement, tout en maintenant b ou ¢, de
placer les & autres reines sur les deux dernitres bandes ; mais on ne trouve aucune autre
solution ; d'oll 'on tire cette conclusion que les deux premiéres bandes ne peuvent étre
simultanément occupees par les reines.

On conserve encore la reine a, et T'on cherche & placer le plus de reines sur la
troisitme bande ; on peut en placer wrois de diverses maniéres ; puis en excluant les
solutions adjointes, on place les Lluutre reines sur la quatrigme bande ; on trouve ainsi
les quatre solutions simples ireéguliéres

35481726 46152837 48157623 42751863

MNous dirons que ces solutions correspondent au type 1034 (c’est-d-dire 1 reine sur la
premiére bande, 0 reine sur la deuxiéme bande, 3 reines sur la troisiéme bande, 4 reines
sur la quatriéme bande).

En supprimant la reine a et en plagant trois reines, puis deux, puis une seule sur la
seconde bande, on trouve les solutions simples irréguliéres :

72631485 pour le type 0314
57263148 et 16837425 pour le type (1233
61528374, 57263184 ef 51468273 pour le type (1224
58417263 pour le type (1134

Enfin, i 'on ne place aucune reine sur les deux premigres bandes, on trouve la
solution semi-régulidre gue nous avons déjl présenté ci-dessus IS281746, qui
appartient au type 0044, Ainsi le probléme des huit reines comporte 12 solutions
simples dont 11 irréguliéres et 1 semi-réguliére. Au total done ; 11.8 + 4 = 92 solutions.

Rcmmﬁ;us_l.ﬁuaﬁ_humﬂmm&ﬂ
Le mathématicien Gauss, & qui le probléme avait été soumis, avail irouvé d'abord 76,

puis 72, avant d'aboutir & 96 solutions. Méme les plus grands peuvent se tromper |

%5[}13@;; 2. Pour les mémoires défaillantes
‘douard Lucas indigue un procédé mnémotechnique pour retrouver une des

solutions : les premiéres letires de la phrase donnent (presque) le code.

est difficile K1 tu VEWr  que huit  cadrent.

Sepr deux six  prois o quatre huit  cing

Remargue 3. Sur Ia méthode

La méthode mise en oeuvre par De Ia Nog¢ repose simplement sur l'organisation
rigoureuse du compiage des solutions. Une telle méthode est précieuse : si on voulait
passer en revue toutes les permutations possibles des huit premiers chiffres, on aurait
B! = 40320 cas de figures a examiner ! Un tel examen est possible informatiquement
{cf. P'étade de 1.-F, Vincent qui suit). A Ia main, lorganisation du dénombrement exige

- la mise en place de procédures d'économies (toute solution en engendre d'autres
qu'il est inutile de compter) ;

- la mise en place de procédures de classilication (les solutions irréguliéres et semi-
réguligres, le découpage de I'échiquier en bandes).

Tout compier ¢t ne rien compter deux fois, ¢'est 1a base du dénombrement |
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Contributionm de:
Jean-Francois VINCENT

Il s'agissait de déterminer toutes les manidres de placer 8 dames sur un échiquier de telle
facon gqu'elles soient hors de portée les unes des autres. On a done recours 4 un codage: on
attribue & chague dume un numéro compnis entre | et § qui correspond & sa position sur la
ligne. Chaque chiffre n'éiant utilisable qu'une seule fois, on a done 8= 40320 possibilités &

- ':{ﬂmmr_r
T = =3 = 5 =5 F B
D . - = .

gxemple de configuration. 12468357 ]

e 1 el

P A (e A | | ] Acol.
€l H e [} ——
17 ligne, / \ M ." o
colanne | ]"Iigne, | _|__ .. R I
L .
27 ligne, colonne 4 "T_ i'.lhgdeﬁ 2
colonne 2 1 | ) _i
e _ 0 ® |
Pour vérifier si une configuration est bonne, on doit | ———————— i
effectuer un caleul simple qui montre si les deux g A _! L1
dames considérées sont sur la méme diagonale; 14 ]

[=j{=|f1)-1{] )| montre gue lés deux dames sont sur la méme
diagonale. i et j représentent le numéro des lignes tandis gue fii)
2t ), celui des colonnes,

Finalement, on cherche les configurations od

[Acolonnesi2{Alignes!.

Plusteurs solutions de programmation sont dés lors
envisageables...

& cf page suivante. .




- un premier programme &5t réalisé sur une calculatrice SFIARP EL-9300 (dont la vitesse du
processeur n'est pas connue), Le langage utilisé est proche du Basic, mais wés rudimentaire: il
ne posséde pas par exemple de boucles de répétition, et les structures conditionnelles
mécessitent le renval A des "Label”

Bilan: on peut estimer qu'il lw faudrait 2.3 ans au minimum pour traiter les 8763432]-
12345678 caspossibles! (on ne peut pas ici faire appel 4 un arrangement des nombres)

- les deux programmes suivants sont traités en [urbo Pascal 7. Leur conception différente
détermine grandement le temps d'attente des résultats,

Voie done une ébauche du premier. accompagnee de son explication.

Lime phofo od'doran oe
rexécitan du
DropraTiTe UINEE pour
résaudre axercica



program chess;

[..]

BEGIN
clrscr;
writein('entrez le nombre de cas a examiner');
readin{nb);

for x:=1 to nb do begin
a:=int(nk/10000000);

end.
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b:=int({nb-a*10000000)/1000000);
c:=int{{nb-a*10000000-b*1000000)100000);

d:=int((nb-a"10000000-b* 1000000-c* 100000)/10000);
e-=int({nb-a*10000000-b*1000000-c* 100000-¢*10000)/1000);
f:=int((nb-a*10000000-b*1000000-c*100000-d*10000-e*1000)/100);
g:=int({nb-a*10000000-b*1000000-c* 100000-d*10000-e*1000-f100)/10);
h:=int{nb-a"10000000-*1000000-c*100000-d*10000-e*1000-f100-g*10);

if a=b then alse
if a=¢ then else
if a=d then else
if a=a then else
if a=f then else
if a=q then else
if a=h then else

[.-]

if d=h then else
if e=fthen else
if e=g then else
if e=h then aelse
if f=g then else
if f=h then slse

if g=h then else begin

Le recours a des calculs pour déterminer fes
différentes parties du nrombre a analvser par la
suite ext la source d'une grosse perte de lemps.

Lexécntion d'wn tel progromme nécessiteraif
o moins U hewres de calcnl sue ue PO g base de
Cyrix o8 PRIGG+,

fl feret dlowie optimiser ce programme. .,

if lignes=20 then begin wntein(tapez une touche’);

keyprassed;
clrser:

end;

[.]

end:
end;

[..]

v

)



program fasichess;
usas orf;

var

a,b ¢ d e.lg hkgnes attenie; shorbnt,

begin

clrscr
lignes:=0;
fior a:=1 to B do begin

for b:=1 to B do bagin
If b=a then else begin

for c:=1 to B do

if c=a then else
if c=h then alse begin
for d:=1 to 8 do begin
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FAST CHESS...

Le programme est 1ol présenié dans son integralie, |

Malgré son apparente lowrdenr, il est exirémenrent

rapide, prisgue Fanalyse de tous les cas prend moins
d'une seconde!

begin

if d=a then olsa

if d=b then else 5 i B
if d=c then eise begin Fxemple: si a=3 ef d~3

for @=1 1o & do begin |
if e=a then else

if e=b then else

if e=¢ then else

if e=d then else begin
for =1 to & do begin

if f=a then else

if i=b then =lse

if f=c then else

if f=d then else

if f=& then else begin
for g==1 1o 8 do begin

if g=a than elsa

if g=b then else

if g=c then else

if g=d then else

if g=e then elsa

if g=f then elss begen

for hi=1 to 8 do begin

if h=a then alsa
il h=b thean akse
if h=c then ese
if h=d then alsa
if h=& Ihen else
if h=f then eize

La structure du programme permel de passer o
{'étape swivanite dés qu'ime condition n'est pas
rempiie. [Yetre part, on n'a pas recours ici a des
calcids gowrmands mais simplement o une série de
nomhres de 1 a 10,

Le programme ne va pas s idresser ai fettres e, f,
£ et hr et va passer direciement an cox i d=6...

w
&

Si es 8 Lh{ﬂh‘ s sont différents, on

if h=g then eise begin  penf passer & l'examen des

if abs{b-al=1 then else
if abz{c-a)=2 then else
if abs({d-a)=3 then else
if abs{e-al=4 then else
if abs(f-a)=5 than aise
if abs{g-al=d then elae
if abs{h-al=7 then eke

if abs{c-b)=1 then alse
if abz{d-bl}=2 than elze
if aba{e-bj=3 then else
if abs{l-b)=4 than elze

if abz{g-b)=5 then else
if abs{h-bl=6 than else

LR R R ] rrrrl‘nnt-}

Jposifions respectives des piéces
{ine fois de plus, dés que denx

\pieces soni sur la méme diagonale, |

an guitte la structre pour passer d
i cetre pombre,
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if abs{d-ci=1 then eise
if abs{e-cj=2 then alse
if abe{f-c}=3 then else
if abs{g-c)=4 then alse
if absih-c)=5 then alse

if abs{a-di=1 then alse
if abs(f-dj=2 then slse
if absig-dj=3 then alsa
if abs{h-d)=4 then elzse

if absif-2)=1 then elza
if absig-a)=2 than elsa
if absih-gj=3 then elze

if aba{g-Ni=1 than alse
if absih-fi=2 then else

if aba({h-g)=1 then elze bagin
witaln'la nombyre est bon a.b odefgh);
lignes =lignas+1, L -
if ignes=20 then begin : - 2 e
writein{'appuyer touche puis enter’ Mes .r::r.rr,;.l.u;:r:.:..\am_r.\ .raf.-me méme un pen limitées du
lignes:=0: Aurho Pascal ne m'ont pas permms de stocker
readinatiente): directemeni les résuliats dans un tablean.
elrsar; SLan done wiilise des copies d'éorams pour ensuite
dent!; recoper fes holmtes réponses.
Bnd,

{i LELEY ELLARE R LR ELEEEER R LY i-l}

e,
and;
&
end,
and,
end
end;
end;
end,
end;
end;
and;

end;
and,
end;
wriledn{'appuyer fouche’);
readiniatiente);
clrser
wiritelnile programme est ferminé et il reste & vérifier...');
dhelay(10000);

and.
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Le programme FastChess recense 92 configurations possibles:

18863724 36275184 48831752 57142883
16837425 36418572 47185263 37248136 gaops713
17468253 36428571 47382516 57263148 gi7q3508
17582463 36814752 47526138 57263184 84718253
24683175 36815724 47531682 57413862 68241753
25713864 36824175 4B136275 58413827 o4 186425 i
25741863 37285146 48157263 SB417263  o41p538 7
26174835 37286415 48531726 61528374  75g14485 -
26831475 38471625 51468273 62713384 sa4ppeog =
27368514 41582736 51842736 62714853 74m-5184 2
27581463 41586372 51863724 63175824  -445m128 ,,E,,
28613574 42586137 52488317 63184275 74286135 9
31758246 42736815 52473861 63185247 75316824 =
35281748 42736851 652617483 63571428 gos175138
352868471 42751B63 52814736 63581427  gorq1745
35714286 (42857136 53168247 63724815 gaqg0574
35841726 42861357 531728684 63728514 84136275
36258174 48152837 53847162 63741825
36271485 46827135 57138642 B4158273
Le programime n'a pas &1& apbordé du cité de la T1 92, mais devrait '8tre prochainement
Ling photo d'éoran

de Tirbo Paseal 7




Le langage de programmation TI Basic est 4 la fois trés proche et différent du
Pascal: les structures générales y sont les mémes, mais pas la saisie des arguments...

Alnsi, il a falln se plonger un peu dans le mode d'emploi pour déeouvrir ce langage

finalement simple 4 maitriser.

Un premier programme directement issu de la version Turho Pascal est adapté & la
calculatrice. Cependant. il slavére excessivement long. 11 faut donc ladapter 4 la vitesse
(ou phutdt "lemteur™?) de la machine. .

Vaici done le meillenr programme: tout a été optimisé pour gagner en rapidité, et

le résultat ne se fuit plus trop attendre |

Fehese2() IF 20 Then IE g1 Thes
Prgm If e=b Then IF nbsig-a32f Then
Local a,be.d.e g bm,reps.pp [Fe=e Then If aba(g-b)}=5 Then
Clel0 Il &=d Then If abs{g-c}2d Then
Disp "Programme en cours” 1T absie-ak=4 Then If abs{g-d}=3 Then
newMat(, | j-sreps If abe(e-b)=3 Then [faba{p-e}e? Then
For a,1,8 if abs{e-c)#2 Then If abs(g-fi# 1 Then
If whele-dy=| Then
For b, 1,4 il For b, 1.8
If bra Then For £1.8
I absib-al=| Then If f2a Then If h=a Then
If 48 Then Ifhi=b Then
For ¢.1.8 [T fiec Then Ifhzg Then
Ifc#a Then If fied Then I hd Then
Ifc=b Then If 22 Then I he Then
If abs{c-ajw2 Then If abs{f-a)}¢5 Then I bt Then
If abs{c-bi=1 Then If abs{f-b)=d Then If heg Then
If abs(F-ched Then If ubsfh-a)=T Then
For d.1.8 If absl 032 Then IF abs(h-b)e6 Then
I dwa Then Ifubsffer] Then If absh-c5 Then
If deb Then If abs(h-d)wd Then
IFd=c Then For 1.8 If ubsh-g)#3 Then
Eﬁxﬁ ]i}n'm If g=a Then If absf-1=2 Then
< Then If g=b Then It
If shs{d-c}w | Then whabio it
If g=d Then newhnt(®, | j-sm
Fore 1.8 If gae Then a—sm|[1,1]
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b-»m]2,1] EndIf EndFor

c—t1[3, 11 Endli

d-sm|4.1] Endlf Endlf

e—m[5,1] Endlf Endlf

-»m|6,1] Endif Endlf

a—»m([7,1] Endif Endll

k- slk 1] Eadlt Endlf

n

T._;.Iif;l:r{fﬁaﬂ.m]—ﬂqﬁ Ead gl

- Endlf Endif

;ﬂt[ Enedif Endif

Endil Endlf Endlf

Endif Endif Endif

Emﬂl" Endlf E.]'IdI"l:I'I'

EndIf Endif "

x Endlf End

E:ﬁ:: EndIt Endlf

Endlf mjl: EndfFor

. Endl

s EndFor EndFor

Endifl

Endif Fndii rc:pr:-T TS
Endlf Endlf row it Feps | —pp
EndFor Endit subMaireps.2. 1.pp, B)-sresult]

Endif Disp "C'est fni","la matrice

Endlf Endlf obternse a" dimiresult 1)
EndIf Endit EndPrgm

E"I'.u:l.“- ECI'IIJR-

Endlf Endlf

W e programme met 20 minotes pour 8" exéculer entiérement.

(et done un temps rassonmable pour ce probléme. ik #1 .
B le résulial est stocké dans une matrice (résultS) qui peut g |

; : gt ; Y FEE 1
étre facilement consultée & Maide de "éditeur de matrices.
B | programme renvoie 4 la fin la dimension de I matrice, PR R 2 P S

donc le nombre de solutions du probléme (92).
Wmm o PO : -

Pour comparer efficacement la  vitesse du £
processcur de la T1-92 dans exécution de structures — s
conditionnelles et de boucles, on a enlevé toutes les lignes o interviennent des matrices.

On obtient alors un temps dexéeution de 17 minutes 54" 60 sur T1-92.

Le méme programine est lancé sur PC. d’abord en Turbo Pascal 7 puis compilé en
fichier eve. Devant la rapidité d’exécution. il a fallu le lancer 1 million de fois pour
obtenir une mesure fiable, Résultat : sur un PC & base de Pentium 200, il ne faut que
0.1178ms pour exécuter une fois le programme ! !

La T1-92 est done 9 millions de fois plus lente gue e PC, avec son processeur 4
10MHz, Moralité = mieux vaut ne pas s’engager dans des programmes trop évolues... On
voit égakement que le processeur n'est pas géré au micux, et que ke langage T Basic
pénalise les performances de la machine pour les programmes, Mais cest Jd un vaste
sujet !
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Défin"2
De l'importance I
de Pingpirdtion des grands Anciens Vs & |

-

La question

La légende veur qu'Archiméde (=
-250), #u moment ol il découvrit la
poussée qui depuis porte son nom, ¢ soit |
€erié : "Eurdka 1", En pronongant ce mot, |
il expira un certain nombre de molécules |
de gaz ; nous les appellerons les |
miolécules A, Depuis lors, latmosphire est |
pinsi composée de molécules A et de|

molécules A,

Lors d'une de vos inspirations,
posez-vous la liueslinn suivante : quelle |
est la probabilité que vous ayez inspiré |
au moins une molécule A 7 ]

|
’ |

- on admerra que Uair contient 31022 malécules par litre |

- on ddmetira que {'on nspire et gxpire un litre d'air & chague respiration ;

- on admettra que g couche atmosphérigue est homogéne, d'une épaisseur de
1k et que la Terre a un rayon de 6000km ;

- on gdmettra que les moidcnles A, expirées le fameux jour par Archiméde,
sont également réparties dans atmaosphére | cette hypothése n'est nullement
déraisonnable aprés deux millénaires © on peur considérer que la diffusion
maléculaire, les grands mowvements convectifs de Uammosphére; le brassage did g |
la turbulence assurent une telle répartition (tous ceci ne reléve pas de la fantaisie ||
pure ! of., pour foute assurance théorique, Brezin E, 1994, Coury de physigue
statistigue, Ecole Polviechnigue). |

Ei les réponses.., l

On trouvera dans les pages qui suiw:nlr
des éléments de réponse b ce d&ﬂ,l

proposés par :

- Jean-Francoeis Vincent ;
« Lue Trouche.
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Defer2 A
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/Faci e

Mardi 2 décembre 1997

Contribution de :

edn-Frangaiz VINCENT

rchiméde a eu 'audace en =250 de 8'écrier « Euréka ! » en découvrant la
célébre poussée dans les liquides et les gaz qui depuis porte som nom. Cette
célébre phrase a engendré 2347 ans plus tard un probléme qui a¢ 'est pas moins :

En cq_r:rsr’a:..fa‘mm e notre regretie personnage d refelé un litre d ‘air contenant lii-
meme 3007 molécules, quelle est la probabilité d'en ingérer une aujourd i, sachant
que I'on estime qu'au bowl de 2000 ans, elles se soni également réparties dans
armosphére 7

Ce probléme semble d'un premier abord évident. Cependant, on se rappelle alors vite que
le sifence est d'or..,

m Premiére étape @ savoir combien 'atmosphére renferme  de
molecules.

On fait tout simplement appel & In formule du volume de la boule, sachant que I'on
a un nombre entier de molécules. La formule avant recours au nombre w, on wilise la
commande /nif} qui va arrondir le résultat 4 "entier le pius proche.

illl-l I"|I
Onadone:  fuf 2x{601010 ~600010% 3207 | >+

de comvertir |2 vohameg

La puigsamce 4 permicl
an litres
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= || faut alors mettre le probléme en €quation :

[1'y a équiprobabilité dans le choix des molécules, puisque celles-ci sont dgalernent
réparties dans ['atmosphere.

1®

Un premiére tentative malheureuse consistait & utiliser les €7 ¢ la formule —r';’]“f]ﬂn

pour obtenir In probabilité de I'événement contraire est beaucoup trop complexe, car elle
fant intervenir des factorielles immenses.

[l faut done copsidérer une loi
binomiale, id est supposer que I'on inspire les
merlécules les unes aprés les autres. On utilise
donc ume loi binomiale de paramétres
(3.10%p) pour obtenir la probabilité de
Pévénement contraire : on cherche & obtenir
0 succés dans la répétition de 3.10™ épreuves

i dewx issues, avee plS)=p= i'i

On obtient ainsi ls formule ; €7, . p"(1-p)"" =(1- )"

|

On sait que 1-p est trés proche de 1, mais I'éévation & une telle puissance est
incalculable par une Ti-92. 11 faut done recourir aux propriété des logarithmes pour
resoudre "équation

310+ In{] - p)=In{x)

Comme on est au voisinage de 1, on a: In{x)<x—1. Fn posant {|-pi=x, on oltient
SUCCCERIVEment
In{l -pls-p
Inft - p) < —p.infe)
0% Il - p) < - p.In(e). 3107
[n{{l—p}ma)s Infe 721

(t~p)"" gemrie®,

car la fonetion logarithme est strictement croissante

Or on trouve -p.3, 10" =6.62041 58
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Pour trouver plAy=1-{1-p)" " *, on utilise :
(=)™ e

(1= 21—

Soit: p(Ay21—e™""" done p(A) = 0.998667123387 (on weilise le mode approx)

En fait, on est ici tellement proche de 1 que I’on peut poser :
p(A)= 0998667123387

Goititez donc cetie cuvée -250 d’air Archiméde !

Chercher dey indices.., pour résoudre le mystére © les mathémaiigues !

P& On sait awjourd i gue Tes atomes mevrent au bowr o 'un cerrain nombre d'années.
On aurgit done pu prendre en compie ces fragiques disparitions dans le probiéme.

. A 4




O, sur la route d'Archiméde. l'on rencontre Bernouilli

Le volume de I'stmosphére E:Rl% e 60102-6000%) = 4.5, 10% km? = 4,5. 1021 litres

{on rappelle que le volume d'une boule de rayon R est g nR3 et que la comespondance

entre le sysme métrigue el le litre est donnée par : 1 litre = 1dm?).

Il ¥ a done, environ, puisque tout le gaz expiré par Archiméde a €é brassé dans
3.10%2

4,5.1021
nous allons ingérer un litre d'air, ¢'est-d-dire successivement {si l'on peut dire) 3.1022
molécules. On peut considérer, vu l'importance du réservoir d'air disponible, les
événements successifs comme imlépendanis?,

Fatmosphére, = H molécules A par litre d'atmosphére. Lors d'une inspiration,

Nous nous intéressons & I'évenoment E @ "ingérer au moins une molécule A", Cet
evenement est en fait assez complexe : il est réalisé si l'on ingére soit une, soit deux,

soil... molécules A. Il est donc raisonnable de s'intéresser & I'événement contraire E :
"n'ingérer aucune molécule A", Cet événement contraire est réalisé si la premidre
molécule ingérée n'est pas une molécule A et si la denxitme molécule ingérée n'est pas
une molécule A et si la roisigme molécule ingérée, et

La probabilité que la premigre molécule ingérée soil une molécule A est .“‘_lﬁﬁ c'est-
b 23

a-dire 2.10-22, La probubilité que ce ne soit pas une molécule A est done [1- 2,10-22],
Idem pour lu deuxiégme molécule ingérde. Pour cause d'indépendance des évenements

suceessifs, on dispose ainsi de ptE] = ]-2.1{']"*'?-13"”2?.

Theéoriguement, le problgme est fini :
p(E) = 1 - [1-2.10-22p+10%
Pratiquement, le probléme se complique un peu : si l'on souhaite avoir une valeur

approchée de p(E) {ce qui est bien le but du probléme), on se¢ heurte & quelques
dilficultés que nous allons examiner désormais,

I Ne pas considérer ces Gvénemenis comme indépendanis nous aurait contraints & wiiliser des
combinaisons. IF anrait fallu sinsi prendre en comple mes bes fagoas de "cheisir® 31022 molécules
parmi toutes fez mol&cules de lastmosphére, Les calculs ausaient &8 inextricables. 11 a &8 vu en cours
quedans be cadre de cos tieages dans de "grands réservoirs” sans remise, 1a ki de Bernowll constiteail
une approximation sisonnable de la probabilicd, EYob le choix fai e,
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(i U'on rencontre guelques difficuliés inopinées

Les grands nombres que l'on
manipule ici font que la

_2713 1052
calculatrice manifeste quelgues i'{l -2-18 "22)

Error: Dépassement de capscité
T T

1-2.19°22)% 19

(122x10°-22>~(3%10~22)18

réticences pour le caloul de plE)

- elle refuse de donner une
réponse en calcul exact ;

- en calcul approché, elle
propose comme réponse 1.

Adnsi la probabilité de E serait égale & (. Cependant on sait que la flahiliteé de la
calculatrice, en caleul approché et pour d'aussi grands nombres, n'est pas certaine. 51 on

analyse de plus prés le nombre |1-2. III]"E'-"fjj"nlz . 0n peut Temarguer que l'on éléve 4 une
puissance trés grande un nombre trés proche de 1. 81 'on songe a la forme indéterminée
1*, on peut estimer que le résultat proposé par la calculatrice doit étre considére avec
circonspection.

Peut-on reformuler la question pour "aider” la calculatrice 7 Nous pouvons songer 4
utiliser les logarithmes pour "adoucir” les grands nombres :

- en calcul exact, méme dépassement de capacilé ;

- en calcul approché, on

trouve !n{p{l_i}J = (), ce qui

) :-1:322]
semble confirmer le résultat I"['[l—z'lﬂ 22}

Error: Dépaszerment de capacité

approché déja trouvé : p(E) = 1, ; [

Si on simplifie le calcul avant
de le proposer & Ta T1-92, en

utilisant In(a)’ = pln{a). on
obtient (cf. ci-contre) : n3-1022.10(1 = 2.10722)

en valeur exacte Ia | 30p00000000000000000000 ( 1n¢ 4999999999
reéoriture de la question posée 22, 29
(qui prend beaucoup de temps); [ = “3'_ v St 20 1

- en valeur approchée, 4 nouveau In{pl[l_:l}]- = [},

Tous les résultats approchés semblent aller dans le méme sens. Peuwt-on dire
cependant gu'un résultat approché est la preuve certaine d'un autre résultat approché ?

Nous allons voir gue non, pas le biais d'un pett détour théorique...

O 'on prouve § nouveau qu'un détour théorigue entraine souvent un gain pratique

MNous nous intéressons icl au logarithme d'un nombre proche de 1, In[1- 210023,
Pour cause dapproximation affing (la dénvée de la fonction loganthme pour x=1 est

égale i 1), on dispose de In(1+h) = Inl+h. 1+h.e(h} = h+h.e(h} (avec I!in}:I efhy=0)
_i

Pour aller vite, on pourrait dire que In{1+h) est proche de h pour h petit. On aurait
dong In]1-2.10-22] proche de -2.10-22 et par conséguent :

In{p(E)) proche de 3.1022.2.10-22 = -6, Ainsi pE) serait proche de ¢ = 0,002 Pour
finir, la probabilité piE) d'ingérer au moins une molécule A serait de (,998,

Ewonnant, non 7 En effer :

- ¢¢ serpit comiraire aux résultats approchés donnés par la TI-92 ;

- ¢e serpit ¢contraire au bon sens élémentaire @ & chague inspiration, on serai
quasiment certain d'inspirer une des molécules expirées par Archimede lorsque celui-ci
secria "Euréka !"...
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Ce qui précede peut cependant [égitimement provoquer une certaine géne : il suffit
de considérer le nombre de conditionnels utilisés dans la "démonstration” ci-dessus
pour le réaliser. En effet, s'il est exact que In[1-2.10-22] est proche de -2.10-22 (puisque
-2.10%2 est "petit”), comment tre sir que cette proximité est conservée quand on
multiplie cette estimation par 3. 1072 qui est un "grand” nombre 7

Pour s'assurer de la pertinence de ces approximations, il est possible d'user de
Parme préférée de analyse : les encadrements.

Nous savons en effet que In(x) est inférieur & x-1 (cf. démonstration vue en COUTE,
via I'étede de g(x) = Inix) -{x-1)).

Liinterprétation graphique de [arors
cetie inégalité est impornante : la Tui=lnCx)
courbe de la fonction logarithme :ﬁf 8
851 S0uUs sa tangente au point =
d'abscisse 1. D'ailleurs, cene § H235
courbe est au-dessous de outes || oé=
ses tangentes (on dit gue cette y9=
fonction est concave).

Nous disposons done de 'inégalitg ;
In[1-2.10-22) £ 21022, ce qui entraiine 3.1022 In(1 -2,10022) < -6.

Ainsi In(p(E)) < -6, D'od p(E) < ¢™%< 0,002 c'est-A-dire p(E) = 0,998,

Conclusion (certaine désormais) ;
- la T1-92, en mode caleu! approché, nous a induit en erreur -
- la probabilité d'inspirer une molécule A est supérieure i 0,998 : nous

sommes done " quasiment certains” d'inspirer des molécules A lors de toute |
respiration...

b1l {1
Dans deux directions :

- si nous définissons la variable aléatoire X égale au nombre de molécules A
ingérées lors d'une inspiration, on obtient une distribution binomiale de parametre n =
3.10%2 (nombre de molécules inspirées) et p = 2.10-22 {probabilité qu'une molécule
inspirée soit unc molécule A). En appliquant les résultats du cours, on obtient
Yesperance de X, c'est-i-dire le nombre moyen de molécules A inspirées :

E(X)=np =6,

- hous avons parlé d'encadrements, Or nous n'avens fait que majorer p(E), en
majorant Inx par x-1. Pour minorer Inx, nous pouvons chercher un polvndme
convenable, La minoration par une fonction affine est impossible, pour cause de
concavité de la fonction logarithme, On peut penser alors & un polynéme du second
degré 4 coeflicient dominant négatif (une parabole "tournée vers le bas").
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Nous pouvons essayer les polynbmes de Taylor d'approximation de la fonction
logarithme que nows avons déja rencontrés

Ces polyndmes sont
aceessibles dans le Menu Calc,
commande Taylor. La syntaxc
impose d'indiquer la fonction, la

s
-1
Laylor(ln(x), ¥, 2, 1) o &t} SR

variable, le degré du polyndme M + K= 1+ u2(x) D
d'approximation et enfin le point 2 i
au voisinage duguel on se place.

L'application gmph&%ut va
nous permettre de considérer les [min=g. | I

sitions relatives de la fonction ﬂ??f:?'
ogarithme et de ce polynime (la Jumin=-3,
représentation du polyndme est 3;‘:’1‘:%'
en frait plus épais). Hélas, ce |xres=1.
polyndme, s'il semble bien &tre
inférieur & la fonction In au dela
de 1, ne semble pas minorer In

avant 1.

Le polyndme de Taylor de degré 2 ne convient pas. Nous allons done changer de
stratégie, en construisant de toute pidce un polyndme P convenable, Notre objectif :
déterminer un trindme qui soit inférieur & la fonction logarithme au voisinage de 1, par
exemple sur liniervalle I = [(,5; 1,5]. Fixons les contraintes pour P .

- pour ne pas avoir de probléme en 1, nous allons choisir P(1) =0 ¢t P(1) = 1 (pour
ajuster au pius prés la fonction logarithme au voisinage de 1) ;

- pour s'assurer gue Pix) reste en dessous de la fonction logarithme sur l. comme
In{0.5)>-0,7, nous allons imposer P{(L5) = - 1.

On a ainsi, pour P(x) = ax2+bx+¢, troas conditions & vérifier : P{1) =0, P(1) =1 el
P{0),5)=-1. On obtient ainsi un systéme que l'on résout aisément, gui aboutit a :

Pix) = -2x2+5x-3

Il reste & conmrdler que ce polyndme convient bien,

Une wérification graphigue xnimg.
(en caleul approché donc) : en EXMA%T4.
trait fin, la fonction In, en trait fymin=-3.
épais la fonction P dont la fEney=i.
représentation graphique semble fixres=1.
hien étre en-dessous, sur

lintervalle 1, de celle de la

fonction En.

La preuve de ceci suppose I'élude de la fonction f qui & x associe ln(x) - P(x). L&

. . . ; 1 :
lecteur curieux vérifiera que la dérivée de F s'annule pour & et 1, que f est croissante sur

10, i], décroissante sur [‘% 1] et & nouveau croissante sur [1, +==], Comme nous nous
intéressons au signe de f sur lintervalle [ = [0,5; 1.5], on retiendra seulement que f est
décroissante sur [0,5; 1] et croissante aprés. Comme (1) = 0, f est donc positive sor [ et
ainsi [In{x) = P{x).
Ainsi, pour tout x de I, nous bénéficions de l'encadrement ; -2x2+5x-3 £ Inix) £ x-1
En factorisant P (sans surprise, puisque P s'annule pour x=1), nous obtenons :

(x-1).(-2%+3) = In(x) = x-L
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On wiilise cene inégalité pour encadrer In[1- 2.10-22] (il est clair en effet que le
nombre 1- 2,10-22 est bien dans lintervalle Iy:
- 20022 (14 4.10°22 ) < In[1- 2.10°22] < - 2.10-22
En multipliant chaque membre de cétte double inégalité par 31022, nous obtenons

6.(1+ 4.10-22 ) < In(p(E)) < -6. D'otl e6-01+4.10%) < w(E) < eb, cest-a-dire :

el 2410 < () < o6 ”
Pour apprécier la qualité de cet encadrement, il noos faut évaluer a = 24107,

- en valeur exacte, la
calvulatrice reformule la
fuestion ;

en valeur approché, Ia
calculatdee donne 1.

..-2410722 " TISG000060065656005550)

. 24-16 22 1.
*¥10~C-225)

 J

Ce résuliat est facilement contrlable : Fexponenticlle d'un nombre proche de 0 est
bien proche de 1.

Nous pouvons évaluer 'écart entre a et | en usant de 'approximation affine de la
fonction exponentielle au voisinage de 0 : e* = x+1. Nous aurons dong ici e- 24107
-24, 1002241, ce qui est tréts proche de 1

Mieux. nous bénéficions de la majoration e® 2 x+1, qui découle de la convexité de la
fonction exponentielle (sa courbe st au-dessus de chacune de ses tan gentes). Ainsi :

e6.(-24.102241) < g0, 2107 < 5 (Fy < o6
Pour fimr : et - 6,10r24 < p(E) < e-6

En prenant e pour valeor approchée de pi':f}, on ¢st.done condoit & faire une emeor
inférieure & 6.1002%, C'est acceptable.

Fin de ce défi. Parti de I'inspiration d'Archiméde, nous avons eu recours pour notre
¢tude & des instruments de calcul puissants. Cependant une utilisation directe de ceux-ci
donnait 'exact contraire de la réponse exacte : un événement trés probable (de
probabilité és proche de 1) apparaissail en premitre lecture de la calculatrice wes
improbable (de probabilité proche de 0). Obtenir le bon résultat supposait de combiner
une étude théorique et une utilisation pertinente des outils de caleul.

'histoir

Ce n'est pas tout & Fait par hasard qu'Archiméde a été choisi comme prétexte
de cetre étude :

- précurseur génial de Panalyse, il établit 1a premiére méthode systématique de
calcnl de m, & 'aide de polygones régaliers, le conduisant & encadrement :

3+ TR 3+ .%

- mathématicien et ingénicur, il combina toujours la résolution de problémes
pratiques, la construction dinstruments et les spéculations abstraites. A propos
de I'émde des leviers, on lui préte la phrase : "Donnez-moi un point d'appui, et je
sonléverai le monde 1"

Bref, linspiration d'Archiméde est bonne pour tout apprenti mathématicien |
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De 'lmporiance de Ia recherchie o
es rigularités of des Irrégularités VAl
)
Les questions

On définit la fonction Prox ("plus
proche entier de"). Ainsi Prox (x) = 3,
Prox (-x) = -3.

¥ Ceci permet-il de définir la suite u
telle que ufn) = Prox (n+vn) 7

* Existe-1-11 une commande
permettant d'écrire cette suite sur une
TI-92 7

* Qu'est-ce que |'observation
raisvnnée des premiers lermes de
cette suite permet de conjecturer 7

* Peul-on le prouver et
comment 7

Ce probléme a été communiqué lors de la rencontre "Teachers teaching with

| technolopy” de Colombus (Ohio), en Juillet 1997, par un enseignant anglais,
| Warwick Evans. La suite initiale §appelair donc Nit (pour Nearest [nteger To),
| st Sous cette forme initiale quelle a éé présentde nux éldves de la classe. Deang

les rédactions qui suivent, on trouvers les deux (nritulés, Nit ou Prox, qui
correspondent au méme objet mathématiue,

SN S—

Et les réponses...

On wouvera dans les pages qui suivent
des éléments de réponse & ce déR,

Proposés par :

- Alice de Bigault ;

- Sandrine Le Guillon ;

- Xavier Rivory ;

- Jean-Francois Vincent ;
- Lue Trouche.
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la nébonde vient feat étve d 'adleans,
[ndlr] ceci n’est pas la réponse du probléme mais une
simple hypothess!

coniribution de. Alice de Bigault de Casanove

Défi n°3
/i) 37111 | ri t 4 \ )
N WUTLE | oy ps-tul

Le probléme consiste done 4 chercher les régularités de la sulte.
=Nt {n-l-w.l"r‘l_}. En ce gui concerne le domaine de définition, il pourrait y avoir un
probléme lorsque I'on a k+0 5 or cela n'est pas le cas puisque neN,

S Tout d°abord i faul trouver une ligne de commande sur la T.1 92 afin d"avoir un
tableau de valeur rapidement. La suife peut étre rentrée ansi dans la T.] 92

B 0 =Round(n+n 0)
mais on peut aussi la décomposer et ["écrire ainsi

tiin) = when{n + vn — lpart(n + ValO5 fparein + wn)gipart(n + 1 + ‘.‘H))
On voit ainsi la proximitd des suites nit et ipart cependant gvec la premiére, on arrondit
alors qu’aves |a seconde on tmnqua@'

== Avant d'observer le tableay de valeur Observons "expression de la suite, En effet
n eN done nit{nj=n_ On peut écrire que u{n)=n-+nit{ N ):
nit{ -\n'rI.'-Ih } joue dong un rile important, il fudrait Pmtégrer dans le tableau de valeurs afin

de la comparer avec u(n).
Ainsi pourrait-on prendre modéle sur u(n) pour entrer cette suite-la trés voisine de uin)

avec uinFround( -.I"r_'i ,0) ou encore en décomposant;

BE Un) = when(Vn - Ipart(\n){05 Ipart{vn), ipart{l + ¥n))
==0n voit quef ﬁ-ipm Jn ) joue un rale central,
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Entrons les 3 suites suivantes dans

- 1i-l-r-u-rrﬂ’n +In. 80
ulle

# wideeourdlln , 6]
iy
e % = jifart[in]

la T192;

[T
il
Jﬁ B AR 2

et I'on obtient le tableau suivant:

Observons-le! ﬁ

Le fair le plus frappant est I'absence des carrés : .
parfaits pour Ul(la suite étudiée). L =
Drong on passe a ces endroits 13 de Un & Un+ 1 par i

um saut de +2

alors quautrement on fait un saul de +1, v
On voit cei clairement avec la suite U2 qui est .

(nit{ ¥ )) puisque Ul{n) est en

Co v mal 'On we vout il
o o merteer devans so !

B it = T
probléme intéressant, non?
Observons la suite Us, 13 il est intéressant de voir que entre les carrés parfaits (Usin) est
alors nulle) et le passage au 42 { quand Us(n) va franchir le pas de 0.5) le nombre termes
augmente; ona 1,23 4. termes entre chaque passage

flit w+U2(n). o

S Ces « +2 » s situent quand UTs est proche de 0.5

Mais il existe un autre fait, le nombre de termes en 2
#+2 %  sugmente de meniére réguliére, et cela
augmente de 2 auss, en effet les +2 ont lieu entre 2.
4,6.8 puis 10 termes et ainsi de suite... On peut le voir
trés facllement avec Uy, cela correspond avec la
constance du terme.

la T.I. 92 nous permet done de caleuler un assez

¢4 grand nombre de termes en employant un nombre de

manipulations assez faibles. Ce gain de temps nous
permet de voir le comportement de suites annexes ef
ainsi davoir plus de points de vue sur un méme

Apres I"observation, vient le 1emps de ls preuve. Nous allons dans un premier temps voir

quelques moyens de preuves qui

seront abandonnées car menanl & une impasse ou en

ruison de leur longueur. Enfin nous verrons une preuve esthétiquement agréable car plus

rapide que celles mentionnées.
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= La preuve est beaucoup moimns évidente a trouver
Pour cela on pourrail essayer de redéfinir la suite en plusicurs morceaux ¢'est a dire
gueelgue chose du type:

| - g = & | &i ] ETY &« k . - - -
Uio) u b LA I inais cette définition est trés insuffisante et

U = 1i{m — Iy + 285 n & [kY &+ k)
complétement fausse & 11 est trés difficile de trouver donc un autre moyen de définir
cette suite. Si 'on trouve cette définition, elle sera assez complexe et donc difficilement
utilisable
On peut alors essayver de se tourner vers les fonctions annexes L; et U; Mais le passage
de Mune a Mautre est assez dehicat.

semi-conclusion ; la régularité est plus facile 4 voir
gu'd prouver! &

b
miais il ne faut jamais désespérer, ’QL/

~0n pourrait 8" intéresser a Vinj=n’ en effet Vin+1=n"+20+1=V{n)+ 20+,

Or on remarque alors gu’entre 2 carres parfaits l vy 2 2 ~'n +1 intervalles: un exemple est

nécessaire: par exemple 3°=9 et 4°=16 et bien il y & 2+/9 +1=7 intervalles entre 9 et 16
i

ou encore 249 =6 termes.

Posons aglors n=M+M. «."IH =oM%+ M=, (M{M | _iH

Développons /(M + 1)=(M+1)"*=1""+12 M-1/8 M- 1148 M* -,

comme il n'y a que des termes négatifs, il semble raisonnable de penser que |'expression
tend vers (1.5 par valeur inférseure done la partie entiére n'évolue pas.

Comparons n et nt+1, n+l=M*¥M+1; de méme "expression tend vers 0.5 par valeur
superieure donc la partie entiére évolue

=Ce sont les termes qui peuvent 8" exprimer sous la forme
wn’ 1+ 1w qui sont 4 la place stratégique du « +2 » dans Un
("est a ces termes la que 'on voit la suite faire des petits
bonds comme un lapin.. @

ﬁ’{lﬂtfmﬂbﬂ: Méme quand on tente de prouver, il faut toujours Eﬂ!ﬁffﬂﬂf&
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Défi n® 3, Contribution de Sandrine LE GUILLOU

RECHERCHE DE REGULARITE
RECHERCHE DE PREUVES

n} = Nit (n+vn

Définition de |a suite 1

La fonction Nit permet bien de définir la suite - U(n) = Nit (n* /% Javecn e N
Soit - ntyfy =N Pour tout N € R, il existe bien un entier le plus proche. Cependant, on
pourrait soulever un probléme. En effet, il existe des nombres qui sont aussi proches de 2
entiers . par exemple 13,5 est aussi proche de 3 que de 4. Le probleme se pose done pour
les nombres x tels que vl pavec [p = N* et étant impair
{x € D*
Un décimal dont le chiffre des dixiemes est le 5 est aussi proche de I"entier le suivant que
de I"entier le précedant. Nous pouvons nous demander si ce cas peut se produire dans la
suite étudiée -
- Nous savaons quen = N
- pour/x , il nous faut étudier deux cas
=> 5 ofn € N, alors mty est un entier {car ¢’est la somme de 2 enticrs)
=>si +fn © R, on sait qu'une racine a un nombre de décimales infini
puisqu’on ne peut jamats la mettre sous la forme a avee [a N
b b e N¥
Dans ce dernier cas nt+n = R (car ¢’est la somme d’un entier et
d"un reel).
Dans les deux cas précedents, on n'est jamais confronté a un nombre x tel que
w=ntyn =1 p
Par conséquent, la suite U{ny=Nit{n+ /i ) existe pour tout n e N,

Ecriture de la suite sur une T1,92

Sur une T1.92, on peut défimir la suite U(n) telle que Un)=Nit (n++/7 }. En effet, la
commande Nit rappelle la commande « partie entiére ». Cependant, cette derniere
commande pose un probléme pour les nombres dont fe chiffre des dixiémes est supérieur
or égal a 5
En effet © iPant (3,52) = 3, or le plus proche entier de 3.52 est 4
I est done bien nécessaire de distinguer deux cas -
= Bimtyfn =iPan (n+u )+ 0.5, alors Uin) = iPan (ntfi 12l

En effet, par définition, iPart {n++/n } est un nombre entier

On pose N = iPart (n+4/u ). N+ 0,5 va donc étre un nombre deécimal dont le

chiffre des dixiémes est 5

Sintyn > N+ 0,5, Uentier le plus proche de i+ 5 n'est pas

M mais {N‘ + |
iPart {n+ o ) iPart (ot Jm ¥+ 1
== i+ +fn e

e W YL LR

Ta— s - |
iPart (n+/n } iPart (n++fuw )+ 0.5 iPart (n = fn )+ 1
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—+ Sin+ o < (Part {n++/m )+ 0,5, alors Uin) = iPart (n ++/s ). En effet, cex
s"explique avec le schéma suivant

M = o

! A— ) TR
iPart {in++n ) iPart {n ++fn }+ 0,5 iPartin+Ju )+ 1

On peut done definir la suite suivante et Pentrer dans la TL92 avec la commande
WHEN @ [Sin+ Jn <iPart (n+a0n )+ 0,5 Uln) = iPart (n ++/n )
SinA r}lPaﬁ{n+ﬁ}+DS L:n)—lPart{n+1"_} 1

_| Ih (4 EE s R

E iP:‘t.{riﬁ:l.lﬂ*H{ 1-2 + 1Partiin
m-{l + 1Fartlfn +nlolse »

(bservation des premiers termes de Ia suite

On ¢tudie ensuite le tableau de valeurs donné par la calculatrice :

: ; 03 58 L Ce tableau de valcurs nous permet de
Lopber o bl pafinsra] ] comjecturer plusieurs choses

. - §i n est impair, U{n+1) = Un)+1
: 8 - 51 n est pair, apparemment il n'y a aucune
régularité
— En effet : = U(0) = et U(1) =2

dong LK1} = U(0)H2
Uint 1) = U{n)+2

= U@y =6etL{5)=7
done U{5) = Li{4)+1
Ui{nt1) = LU{n)+I

Cependant, il est intéressant d’¢tudier les nombres pairs tels que - Lint1) = Uin)+2
Les premiers nombres pairs vérifiant cette conjecture sont - 0,2, 6,12 [ 20
Omn remarque que O est le 17 nombre pair
H2x 1) + +1
2 est le 2° nombre pair
H{2x2) b 4 +2
& est le 4" nombre pair

H2xN4 ++3
12 est le 7% nombre pair
H2 % 4) + 4 +4

20 est le 117 nombre pair
Done, on ohserve une certaing régularité dans le choix des nombres pairs vérifiant la

relation U{n+1) = U{npH2.

Il reste alors a prouver foules ces conjectures.
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Défi n"3 : Recherche de régularité,

Recherche de preuves,
Contribution de Xavier RIVORY

Soit Uin) =nit {n++n)
bur fa TI-92, on wowve fa commande nit{ ) sous le nom de roundf{expresson , £ arrondi a 10
!

pres

[. Observations de ka svite : recherche de régularité

= Uin] est la sutte de tous les entiers naturels successifs, privée des carrés parfaits (ex: 2+ 3
A
= "Structure” -

n Linj
| 2
x 3
24— Le "samt” s'effectue au rang n = p? - p+1
- .
=4 & ———— Nombre gui ne nécessite pas darrondis: pour pe N
B Uip?)=nit{ p+ ph=p*+p
6o ¥
Ji=g)
7 i
£ 11 - 2 nombres dont la partie frachionnaire est supérieure a 0.3
A==l 12
10 13|
1114 Ir ————+ 3 nombres dont la partie fractiennaire cst inféneure & 0.5
12 15)
§==1 6
s 17

—mii{n+ -..-":1} m o+ T I'-.'rr-ll

Il. Etude théorigue

image d'un carre parfait est un nombre entier. Mais alors (aels serurent lex andoddents de
ces carrds Existe-t=1f un entier (non nul ) el que  nit{n ++'n) = p'?

[ . e | I ;1
f{nt~ynl=p-<p += (n+yn (p°
= . ll' L. F | (e _u :
Litwdede: ntn{p +—e>ntvn - p* 1 (0
¥
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Soit X=+n (neN®), X7+ X-p’- 11,"1’] Le discrimanant est 3-+dp? = 0
2 T Frow A
_cligipad o et ea) e rd Y e e,
2 ' 4 g 4
i nl ne +HOID
S o

Onadone ul<n<n2: =+ o —
2, Eowde de: p' + : = nrynenraln - pt _1 =0
I exigte deux mtin-n;j. reclles: - i

] kS .. ¥ vk 3 1
g |:—_I-rl|'4:r =) ot = !.h.’-ll.r?:ll—‘-'” avec ', < 1

i " n'? e
Yoo le tableay + o — o + . Om en dedurt gue non'l et n=n'l.
En resume. on & - -
P e i SN
4 4
AR |
. n< ‘II pet)
4
1\!4}"-':: —_I - HE
i : <
4 o
(ydp —1+1) (y4p" +3417
Finalement, I'ensemble 5 possihle contenant n serait;. — — 1 < 3
car
1] n*l nl n'd nd e wl
f I i e i.......[ feinin 1]
i

Pour ¢viter de confondre ces nomibres, on pose n',=a eln, b

clest-d-dire n',<n-n,
{u=n=b). Or.on veul montrer qu' i n'existe pas d'entier o (non nul) gui verifie cetie
expression, pour gue fa fonction mit( b o't pas de carré parfait comme image Caleulons 15=b-

a: est-ce gue E<1"
k ot |
e i ST a2
{1
! (Japt w341 (Jap —1+1)
4 4
dp' -1



jrge AT

&= —“45 +-3 _:..."'H_'[r +] +1

r II----'_ -|_
. ~ 4pt +3-4p" =1
or *E_IHH +.3 o 4;_']' + | 2 d.un.;_' HI!J___ 1& ety -|_':|

2
| — = r =
dp +3=44p° ~ ] .
'-’-‘11'IF' -"j’}lr;-—+|'--lfi—"a;_'?=

& Du reste,méme si on avait prouve que E<1, cela n'aurain pas prouve quiil n'y avait d'entier
entre & ¢t b!! En effet.on peut étre confronié a cette situation:

k [ ke 2] ke?
i =__.. -
| s |

Pour que a et b soient dans Fintervalle [kok+ 1], i1 est necessaire gue ees nombrex puissent
s'écrire sous la forme suivante
a=k + lparne fractionnaire de a)  avee h entier
eth=méme k + [partic fractionnaire de b}

Ilji ]". I
T P i
&= .‘” 4 = :|-

eth=p*+1+

L} i ] ) - -
@ =Probléme: p° +1 = p*. hélas il existe bien un eitier entre 2 el b, .

:;.E Mus quelles valears attribuer & a et b veérifiant:
[#h<b-a-|

12 a=k Hipanifa ) | b=k fpartf b )

I , =
it a? = 2pt+fnep®s
) P

LConclusion -
Mme ston ne parvient pas a expliquer toates les observations | la recherche n'es Jimals
nutile puisqu’elle entraine de nouvelles réflexions sur le probléme
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essn-frangais VINCENT

-

Duc.oté de

Contribution de :

i

dhin3

it rappel : on définit une nouvelle fonction, Nit (« Near Integer To ») qui permet

un arrondi A "entier le plus proche. Ainsi, Nit(5.45)=5 mais Nit{3.55)=b.

W On peut done tout & fait définir la suite u[r:}=h-'ﬂ[n+ -.I'H} En effet & toul entier
positil n, on peut associer sa racine et utiliser par 1 suite la fonctivn d"arvondi.

B [.a T1-92, forte de ses 10000 fonctions imtégrées, inclul une commande permettant de
rentrer cette suite. On utiliseta

rewnd(n, o)
oti o est le nombre de chiffres aprés la virgule désiré

B |ohservation « rmisonnée » de cette suite domne beu & plusieurs compectures

intéressantes. Voici done les 21 premicrs termes de cette suite

'rJ

3!

4’:‘.

n ufn)
o ()
i 2
2 g 3
3 3
4 6
5 7
& 8
2 10
4 11
4 12
| (] 13
11 14
12 15
13 17
14 |8
Is E
1o 20
17 21
18 22
19 23
20 24
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On peut dans un premier temps constater que cetfe suite est la succession des
entiers naturels auxguels manguent les carrés : 4°=16 n'y figure pas, de méme que 3=9,
5°=25...

Mous allons nous intéresser 4 une autre proprieté de cette suite qui semble encore
plus remarquable : on a vu que uin} est formé d'entiers naturels qui s¢ swivent. On
constate qu’au début, 2 entiers, 2 et 3, se suivent, Il v en a ensuite 4, puis 6, puis §... A
chagque nouvesu groupe, il y a n+2 nombres qui se suivent, ol n est le nombres de termes
conséculifs du groupe précédent.

La fonction nin}—.“-":'r{n-r u";} est équivalente A wn) = Nirln) + M:Ii«.l':}.
Comme Nitinj=n. on se penche sur le reste de I'équation, On constate que dans chague
groupe précédemment défini. en se focalisant sur la colonne de gauche du tableau, qu’il
figure un entier # dont la racine est un autre entier gue "on appellera @, Ainsi on peut
écrire n=ct*, On constate également que cet entier n'est pas placé n'importe o dans le
groupe.

Il ¥ a g1 termes avant ce nombre dont la partie décimale de Ia racine est
supéricure @ 0.5, et ¢ termes apris dont ks partie entiére est inférieare strictement
al.5.

Un dénombre 2o termes par groupe, Ceci expliguerait donc que le nombre de
termes consécutifs u{n) dans chague groupe soit supéricur de 2 au précédent. En eflet,
dans le groupe e+ 1, on a 2(e+1 =202 termes. 2o0+2-20=2...

Un petit exemple permettra certainement de clarifier cette observation peut-éire
devoilee de maniére brutale On va 8"intéresser & -

i R 10 i
8 11
a=1" [ _ e
10 ' 13
1 14
A 13

lei, =3, On a bien a-1=2 termes avant dont la partie entiére de la racine carrée est
supcricure & 0.5, Il figurent donc bien dans ce groupe. De méme, on a o rombres aprés
cette racine entiére, On peut compter @ -1+ 1{pour la racinepro=20,

W Il ne reste plus qu'a démontrer la conjecture, Si 'on enléve Nit{nj=n 4 uin) on doit
avolr o termes égaux par groupe de of termes (arrondi des racines est ke méme).

En clair, i [ot démontrer que si o« est solution de Jat . alors
."uf:'.r{a.'rr:"-.l::41]=u et ,?'-fr':{w.l'raz+a'}—'ﬂ Ou encore que la partie entiére es

respectivement supérieure puis inlérieure sirictement a 0.5,
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& démonstration de .h-'n{val — —_l:] = {7

Si Fon prend o-00.5. 1l faut montrer que s'rﬂ’ —a+l }y'l{rr—ﬂ.ﬁ}z i

{a-0.5P= o*2+0. 25 o]

I Yinégalité est vérifide. et 'on se rappellera pour cela que la fonction x ~» +x
st strictement croissante,

s Démonstration de ﬁr'r'-‘{-J'? +ax } =

On prendra o+1.5 pour montrer gue 11';?+_-:r -:ul[{.r_:::;].ﬁll2
(a+. 5= a™~a 2570 a
L inégalité est de nouvean veéritice.

Il est done désormais prouvé que dans chague « groupe » dont les termes sc
suivent, il existe un nombre done la racine est un entier noté . On trouve dans ce
groupe a-1 termes avant ke nombre « magique » et o fermes aprés. On montre
ainsi par la méme oceasion qu'ily # a chaque fois n+2 termes gui s¢ suivent.

5] Petid sunpplémert Week-end

Om vient de constater qu’aux termes de la suite u{n) manguaient kes carres, comme
4. 9. 16... (cf. tabkau) L'étude précédente va nous servie de base pour démontrer leur
absence de la suite,

Le fait d’avoir mis » dans la suite, associé i une fonction d’arrondi, fait que 'on a
des « pans » de nombre consécutifs, On a ainsi vu que 'on eut limiter chaque groupe, en
partant du fait qu'il y a toujours un nombre dont la racine carree ost entiére (démontre).
Chya;

W limite inféricure du groupe : a+a’ —a+]

{11 v a -1 nombre avant

L arreandi de la racine est
stamt & inbérienr duo

oupe

B limite supérieure du groupe : @+a’ +a

-‘.\'\ {n {roarve (o lermes apres

Comme @ est toujours présent, on cherche le développement d'un carré dans

Pimtervalle © {a® + e’ +2fr].
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Id est : on recherche le développement de (@ +5) o b est ka variable 4 trouver.

On peut poser o e (évident) et b e, Eneffet. (a+8)" =a’ +22h+b*. 5i be D, on
a toujours une décimale qui reste. Si de plus on prend @ D, on a le double de
décimales. Or, avec Nit. on doit avoir (o +h}:: £,

(4 b)Y = + b+ b°

b peut avoir différentes valeurs. Pour b=0, ona a°.
On a toujours o’ + @ + cste , la constante étant limitée par (—a+1) o .

Poar le nombre

Pour 1 racine

A la limite inférieure, on tend done vers «® sans pouveir latteindre puisque PCona a+ 1.

« poar b=1 :

O trouve {ﬂ'+i:|'1 =g +2a+1. Or la limite supéricure du groupe est

(e +1) =’ +2a . On 0'a pas cé carrd,..

o [l est inutile d"aller au-deld, car on dépasse déj les limites fixdes du groupe,

On pewt alors se demander si le carré n’appartient pas au groupe suivant, 1l n'en
est rien. En effet, le groupe précédent a pour limite supérieure ;
g=1+lg-1) +a-1=2a-2+a’ -2a+l=a’-1
On a fait entre ces deux groupes un saut de deux unités, passant de o —1 4
e’ + 1 el évitant ainsi le carré.

De méme, le proupe suivant a pour limite inférieure
ag+l+{a+l) =(a+)+1=a’ +2a+2
Méme remarque §le saut de deux umités évite le carré,

Réeapitulatif :

u(n) ne contient aucun carré comme 9, 16,... Ceux-ci sont évités 3 cause du
saul de deux unités gui intervient entre dewx groupes snccessifs (1 pour les « n » el
I pour Parrondi de b racine carré, dont la partie décimale dépasse 01.5).
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Ime ébauche de la  courbe
reprissemtative de fa sulte croissante
étudide

w

COFD ow plutét AQT

Allégorie : AQT quf fatigud, ne court plus.,,



0. Une phase existencielle : la suite u existe-t-elle ?

La suite u existe si et seulement si, pour tout n entier naturel, il existe (et de
facon unigue) une image uin).

IT est toujours possible de calculer, pour n entier naturel, v'n, puis n+yn. Peut-on

ensuite calculer Prox (n+/n), c'est i dire l'entier le plus proche de n+yn 7 Oui, &
condition que l'on ait un seul résultat possible | Il y aurait en effet une sérieuse
difficulté pour le calcul de Prox (1,5) : le nombre 1,5 est équidistant des entiers 1 et 2.

Mais peut-on avoir n+yn = p+0,5 (p entier), c'est-d-direyn = g+0,5 (q entier) 7 Cela
voudrait dire que n = g2 + q + 0,25, c'est-i-dire que 0,25 serait un entier... Impossible.
Conclusion : la suite est partout définie, 1.e. pour tout n, il existe un et un seul u(n).

Dans cette premiére phase de précision des objets étudiés, on peut aussi s'attacher &
simplifier les expressions en jeu. Peut-on écrire plus simplement u(n) ?

- de fagon générale, on ne peut pas dire qué Prox(a+h)} = Prox(a) + Prox(h) ; par
cxemple, pour a = (4 et b= 0.3, on a Prox{a+b) = 1 alors que Prox(a) + Prox(b)=0 ;

- cependant, gomuime n gst entier, on peut écrire Prox(n + YR =n+ Prox{vn).

1. Une phase d'observations et de conjectures,
Plusieurs possibilités pour la défirition de la suite sur la T1-92 ;

- on peut utiliser la commande Round (N, p), qui donne l¢ nombre décimal, avec p
chiffres aprés la virgule, qui est le plus prés de N. Ainsi Round(n+/n, () est bien égal 2
u{n) {on peut aussi écrire uln) = n + Round(n, 0))

- on peut définir la suite via la syntaxe whenfcondition, si oul, sinon) ; on wtilise pour

cela int(¥V) qui donne le plus grand entier inféricur ou égal & N, Si I'écart entre N et
int{N) est inférieur & (1,5, Prox(N) est égal & int(N} ; sinon, Prox(N) = int{N) + 1.

Les suites u(n) et vin) définies I = - >
h part'h' des deux syntaxes sont - liﬂhl'"i Calc|Gther J"?'!Iﬂ- laar a==z.

évidemment égales.
On notera que, pour définir |, Define W =round(n + A, 0) Dm;

vin), on & utilisé " (S
int{n+y/n) = n+ int{+'n}, done intln+[rl,Jn— int(F) ¢ .5

l'écart entre n+yn et int{n+vn) int{n+[n) + 1, else

est égal & l'écart entre Vn et m’”g

Al
int(4 n). -

E [afine utn.‘rﬂ{

e Ean PR EET Fumar awe
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Plusieurs possibilités pour I'observation de son comportement ;

- on peut utiliser le fichier de
fonctions :

- l'application Table zvec la
premitére valeur de la variable
égale & () et un pas de 1 ; Ia
resiricion de la foncton y1 aux
entiers naturels coincide avec la
suite érudiée. Attention
cependant : le tableau de valeurs
fonctionne en  valeurs
approchées ! : ;

- l'application initiale donne WHW"
les vﬂ]r:]:f;:-; exactes (si la TI-92 g |zf=IAlgebra(Calc|Other|PronlOjClear a-z.
été mise en mode exact bien [« segq({uin),n,0, 18, 2)
sir 1), La syntaxe {u{n}, n, i, j, k) ‘:E'{ fﬁ} 6 :9}“ 13 15 18 20 229
donne les valeurs de win) pour n |* S&qiuini,n, o,

| T g 2 F 5 & ¥ 8 18 11 12}
variant de i A j avec un pas de k. b sssiiten, 6., 16 189

5i on ne précise pas k, on
; r, £13 14 15 17 18 13 20 21 Z2X
phtiendra les valeurs successives b seqtuciy, i, 19,27

de uin), n prenant toutes les 9% 94 26 97 28 29 I8 I1 I

valeurs entre 1 et j. seglutn? n 19,27
I

Sur le dernier écran ci-dessus, on peut noter les valeurs successives que prend la
suite a{n) ;

{“'I' ':!"l 31 5! ﬁ! lr'| E‘p 1“‘ ll‘ I'I, ]3, 141. 15:| |T| 13.
19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32...}

Des conjectures sont possibles (sinon l'on peut poursuivre la recherche
d'informations sur le comportement de ufn)). Il faut bien siir pour cela un certain "sens
de l'observation” et quelgues points de repére théoriques sur les études habituelles des
suites (sens de vanation, valeurs particulidres prises, ou non, par u(n), et¢.),

La suite semble étre strictement croissante ef prendre toutes les valeurs entitres
successives, avec un certain nombre de "trous" : {1, 4, 9, 16, 25...}. Ce sont les
"carrés parfaits” (sauf 0) gui semblent manguer & l'appel.

On peut, pour compléter cette phase d'observations, considérer les représentations
graphiques :

< int de v e la fi [TaTH TR
ReBraph[HalkDrau]- 1:5’

La fonction qui & x associe
x+Vx est continue strictement
croissante de K+ dans E+.

La fonction x - Rnund[::ﬂ"}]l

est @insi une fonction en escalier
crolssante, a valeurs entiéres, qut

prend wowtes les valeors de M.

“yl=raund{x + [x, 0)
wy2=x + [x

xoi2. 67241358
Cid,




- tu point de vue de Ia spite

On considére ci-contre une
representation graphique des 100
premiers termes de la suive uin).

Il est difficile en 1'état de
distinguer une régplarité
quelcongue (mise & part la
croissance, bien naturelle...).

gy A .
une suite, ne s'adapte pas
nécessairement § un systéme
dizcrel (Jes pixels de I'écran) de

eentation que...

Par contre, si on prend une
fenétre adaptée au nombre exact
de pixels du demi-écran (116 en
largeur, 98 en hauteur), chague
point de coordonnées (n, u(n))
sera exactement placés puisque n
el uin) sont deux entiers.

Cn obtient alors (dernier écran
ci-dessus) une représentation
graphique dont l'interprétation
correspond & notre premiére
conjecture :

la suite prend toutes les valeurs de I, sauf un certain nombre : P'utilisation de Ia
commande Trace indique alors qu'il s'agit des naturels carrés, On peut poursuivre
l'abservation pour de grandes valeurs de n, mais Vobservation jusgu'a N {méme trés
grand |} ne nous dira pas ce qui se passe pour N+1. D'oir 1a nécessité d'une étude
théorique,

Z. Une premiére étude trés générale.

I est bon de commencer par appliquer 4 Ia suite u(n) les méthodes générales d'étude
de suie.
u(n) = Prox ( n + yYn} = n + Prox (+n).

Comportement global : quel est le sens de variation de la suite 7
Classiguement on calcule a(n-+1) - u(n) = n+1 + Prox (vn+1} - n - Prox {vn) =
1+Prox (Vn+1) - Prox (¥n) ., Or:

Vn+1 >+ (car la fonction racine carrée est sirictement croissante) :

Prox (vn+1) 2 Prox(n ) (car la fonction Prox est simplement croissante) ;
done Prox (vn+1) 2 Prox(vn 2 0, d'oii 1+Prox (n+1) - Prox (vn) > 0.

La suite u est donc sirictement croissante.

Comportement local : quelle est 1a limite de la suite u (quand n tend vers +o
bien sir) 7

La minoration triviale uin) > n implique bien siir que uln) tend vers +oa (%)

On peut ére plus précis en s'intéressant au comportement asympiotique de cette
suite, Pour cela un encadrement est nécessaire ;

(*) NB : ceci st veai dailleurs de toute suite & valeur dans M {c'est-i-dire telle que, pour tout n, o{n) cst
un entier naturel} b striceement crossante ; elle tend nécessairement vers +=. En offct, on dispose alors
de l'inégalité win} > u(0) + n. Lo théortme de minorstion permet alors de conclure,
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V1 -1 € Proxyn < 4n +1. Done n+ ¥n -1 u(n) £ n+ Vn +1,
La division par n, licite pour n = (), aboutit & :

I~|.--"'-IE o1 Emﬁhﬁ +l_
n a°- n n n
D'ot lim ﬂ{?—}= 1. On dit que la suitc ufn) est équivalente & n.

n_'r+w -
Attention, cela ne veut pas dire que les deux suites sont asymptoles, ce gui

sopposerait que  lim (u{n)-n) = 0, lci, on &4 en effet u(n) - n = Prox+/n, qui tend bien
e
siir vers 4= quand n tend vers +eo,

Fin de I'étude générale de la suite u. En faisant cette €tude, on ne prouve pas
'ensemble des conjectures que I'observation a suscitées, mais on délimite le terrain des
études qui vont suivre (la métaphore du champ opératoire pour le chirurgien correspond
tout & fair & cette étape indispensable).

3. Une premiére stratégie, par disjonction de cas.
{Méthode communiquée par Maryse Nogués, de I'équipe Analyse de I'TREM }

On part de 'étude de Prox (/n)

Un premier cas est simple : si n est un carré de naturel, n = pl. alors (n) = p.-On a
alors Prox (+/n ) = petu{n) = p2 + p.
Sinon, on peut toujours écrite ¥n = p+ € avec p enter naturel et e=[0 ; 0.5 ou
£€]().5, 1| : on a démontré en effet plus haut que € ne pouvait pas étre égal & (3,5.
% gi n = p+ £ avec p entier naturel £5[0; 0,3, on a alors Prox (Yr ) =pet:
p <0 <p+0,5, cest-d-dire p2 <n < p? + p + 0,25, Comme n est entier, on en fire :
p? < n<p? +p (atieation i la gestion des inégalités larges ou strictes).
* gi +/n = p+ £ avec p entier naturel €€]0,5 ; 1], on a alors Prox (Vn)=p+let:
p+05<vn<p+ |, cest-i-dire p2 + p+ 0,25 <n<p®+2p+ 1. A fortiorn :
prHpsn<pi+2p+ L.
Cela permet de situer Prox ¢+/n ) en fonction de la position de n par rapport Aux
camés d'entiers successifs :
pe <n  =pl+p ssi Prox (\n)=p
pP+p <n <pl+2p+1 ssi Prox {vn ) = p+1

uin] peut-il alors e un carré parfait 7 Nous avons vu gue u(0) = (. Et sinon 7

Examinons les deux cas mis en évidence !

* p2 £n 5p2+p s5i Prox (Wn)=p

On a alors u(n) = n + Prox (v'n ) = n + p. Ainsi pz +p =un) = |:|2 +2p.

Dol p? <u(n) < p? + 2p +1 (anention, on dispose désormais d'inégalités strictes,
puisque p=0) c'est-i-dire p2 < uln) < (p+1)2. un), compris strictement enire deux carrés
d'entiers consécutifs, ne peut donc pas lui-méme étre un carre,

“ plep <n <plelp+l ssi Prox (vn ) = p+1

On a alors u(n) = n + Prox (¥n ) = n + p + 1. Ainsi p2+2p+1 < uin) < (p+1)12 +p+1,

Dot {(p+1)2 < uln) < (p+1)2(p+1) et i fortiori (p+1)2 < uin) < (p+2)2. uin), compris
strictement entre deux carmés d'entiers conséeutifs, ne peat pas lui-méme £tre un caré,

Les deux cas éudiés permertent désormais de laffirmer :

uin), & part le premier terme 0, n'est jamais un carré de nombre entier.
pr ¥ J
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i i : valeurs entié i : : Carres 7

Examinons & nouvean les deux cas possibles :

= p? <sn  =pl+p llyaici prl valeurs possibles pour n. Or nous avons
démontré ci-dessus que : p? + p S u(n) £p? + 2p. Il y & donc aussi p+1 valeurs
possibles pour u(n). Or la suite est striciement croissante. u(n) doit donc prendre toutes
les valeurs entre p2+p et p2+2p,

* pl4p <n < (p+1)2. 1l ¥ a ici valeurs possibles pour n de p2+p+1 inclus
jusqu'd p2+2p inclus. Or nous avons démontré que ! (p+112 < uin)< (p+1)2 +p+1, c'est-
i-dire (p+1)2 -1 s uln)= (p+1)2 +p. Il y 2 aussi p valeurs possibles pour uin}. Or la suite
est strictement croissante. u(n) doit done prendre toutes les valeurs entre (p+1)2+1 et
(p+1)2 +p.

On rassemble des deux cas : si n ep?; (p+1)2], slors uin) prend woutes les valeurs
possibles entre p2ep et p2+2p puis entre (p+1)2+1 et (p+1)2 4p, Cest-d-dire que uln)
prend toutes les valeurs entre pi+p et (p+132 +p suuf (p1)2.

Pour bien voir ce qui se passe, on peut donner & p les valeurs entidres successives ;

* p=0) : si n ]k 1], alors u(n) prend toutes les valeurs possibles entre 0 et 0 ;
* p=1: sina[l; 4], alors u(n) prend toutes les valeurs possibles entre 2 et 5 sauf 4 ;
* p=: sinel4; 9], alors uln) prend routes les vuleurs possibles entre 6 er 11 sauf 9

* p=k 1 si n e[kZ; (k+1)3, alors uln) prend toutes les valeurs possibles entre k2+k et
(k+132 +k sauf (k+1)2,

* p=k+1 : sion oe[{k+13%; (k+2)2[, alors u(n) prend toutes les valeurs possibles
entre (k+12+k+1 et (k+2)2 +k+1 sauf (k+2)2.

Conclusion : toutes les valeurs entiéres, sauf les carrés d'entier & pariir de 1,
sont bien prises par la suite uin).

4. Une deuxiéme stratégie, par étude des écarts entre u(n) et uin+1).

Ces écarts semblent étre parfois de 1, parfois de 2 (pour sauter un camé), L'¢tude
sysiématique de ces écarts semble done naturelle.

On essaie d'abord de conirdler Prox (yVn) : yn - 0.5 < Prox(n} < v/n + 0,5 (inégalités
strictes, nous lavons vu). D'oli: n++n-05<uln)<n+Yn+035

De la méme fagon : o+l + ¥+l - 0.5 <uln+1) <nsl +Vn+l + 05,
D'oi, par soustraction des deux inégalités (attention & l'inversion du sens de la
premitre inégalité, lors de la multplication par le nombre négatif -1)

yn+tl -V <ufn+l) - un) < n+l - Vi + 2 (indgalitd 1)
Examinons de plus prés la différencevn+1 - +/n . Elle est bien siir strictement
positive, De plus, par multiplication classique par la "quantité conjuguée”, on obtient :

o]
v+l -fne——— < 1.
Yo+l + i

Le report de ce résultat dans Uinégalité | donne: 0 < nin+1) - uln) < 3.

Conclusion : l"écart entre deux termes conséeutifs ne peul étre que 1 ou 2,
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On peut en revenir & unc phase d observation, pour repérer lendroit oir se produisent
des sauts de 2 :

m T 1 3 & 7 2] 1 0| 21] gl
T ] 5 " 0 15 7| 24| 26| 13

On remarque qu'aprés n=2 on saute le carré de 2, aprés n=6, on saute le carré de 3,
aprés n=12 on saute le carré de 4, aprés n=20 on saute le carré de 5, aprés n=30 on saute
le carré de 5, etc. Essayons de mettre un peu d'ordre dans le désordre (apparent) pour
localiser les sauts de 2+

* aprés n=1.2, on saute le carré de 2 ; * aprés n=2.3, on saute le camé de 3 ;

* aprées n=3.4, on saute le carré de 4 ; * aprés n=4.5, on saute le carré de 5 ;

* aprés n=5.6, on saule le carré de 6, etc...

Cette nouvelle forme du méme résultat permet de conjecturer un résultat général ;

* aprés n=p.{p+1), on saute le carré de p, C'est-d-dire :

ul(p-(p+1)} < (p+1)% < ulp.(p+1p+1]
On veot dong établir gue !

plip+proxy plep < (pr1)2 < plip+1+ pmm.ll pa+p+1 (double indgalité 2)

* On sait que p+p+ prmm < |:I3+p+“n.|;1?+ 0,5.

Si on éablit que p2+p+'hm+u,5 < {(p+1)2, la premitre inégalité de (2) sera
assurée. On a pi+ p+".|| pETp +,5 = {p+1)? 51 et senlement si (aprés simplification) :

Vplep < pH0.5 si et sculement si p2p < plep+0,25. Clest bon.

* O sait que plep+l+ "qrpz_+]1-+-i - 0.5 < plepl+ prox ‘u'rpil-p+1 .

Si on établit que (p+1)2 < plep+1+Vplep+l - 0,5, la deuxiéme inégalité de (2) sers

assurée. On a (p+1)? < pleptl+ “1[52+p71 - 0,5 si et seulement si (apres
simplification ):

p+0.5 < *J'Ehprl si et senlement si 0,25 < 1. C'est bon,

On a done prouvé qu'on & toujours |
ui(p2+p) < (p+ 102 < u(pi+p+1)

Autrement dit : tout carré d'entier est strictement compris entre les images de deus
entiers consécutifs. Comme 14 suite est strictement croissante, un carré d'entier ne sera
jamais égal & u(n), Nous avons uinsi prouvé que I'écart entre u(p™p) et u(pZ+p+1} était
égal & 2, et que le nombre sauté était alors un carré de maturel (le carré de (p+1)). 1
nous reste d prouver que c'est le seul cas de figure ob ['écart entre u(n) et u(n+1} est cgal
& 2. On peut achever In démonstration avec une stratégie de dénombrement qui rejoint
Ia stratégie développée duns le paragraphe précédent :

ufp?) =p” +p

ul(p+1)2] =(p+1)2 + p+1 =p2 + 3p+ 2,

La suite étant strictement croissante, si p2< n < (p+1)2 alors ulp?] < uln) < ul{p+11],
cest-i-dire p2 + p < uln} < p? + 3p + 2. Entre p? et (p+1)2 (surictement), il y a 2p
nombres, Entre p2 + p et p? + 3p + 2 (swrictement), il y a 2p+1 nombres.

Or la suite est strictement croissante © toutes les images sont done distinetes. Iy a
au départ 2p nombres, & larrivée 2p+1 nombres, 1l ne peut done y avoir gu'un saut de 2.
Or dans lintervalle d'arrivée, il n'y a qu'un carré d'entier, cest (p+1)% . Conclusion ; il
n'v & que ce nombre qui n'est pas atteint. Ce qui achéve la démonstration.

Révons un peu. Est-il possible de trouver une suite u{n} qui prenne toutes
les valeurs entitres successives, sauf les cubes d'entiers 7
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Yéfi n°4
Polir tne décomposition aptimale
de Ia nouvelle annde (1998) g

La guestion

On écnt 1998 de toutes les Tagons
possibles comme aj+ 43 +.. + @y
(n=14a. 03, . & e0t

—— e

Quelle est la (ou quelles sont les),
décomposition(s) ay, a2, ..., 85 qui
donne{nt) le plus grand produit
810305 7

Spuveniry..,
Ce probléme rappelle des problémes déjd traités, par exemple - pour un

périmidire donné, quel est le rectangle d'aire maximale 7
Simplement, ict, le cadre est un peu plus général.,

_-.—I———-'-'.lr.ﬁ—:—_._ g —

Et les réponses...

i

On trouvern dans les pages qui suivent
des éléments de réponse & ce défi,

proposés par :

- Jean-Frangois Vincent ;
- Luc Trouche.
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Uﬂf‘ h 4 |
Do 14 déeomposition optimale d,,
Conttibution de :
Joan-Frangoie VINCENT

FPH | s'agit de décomposer 1998 (en attendant 1999 pour "année prochame) en une
| somme de n terme de telle sorte que leur produit soit maximal pour un nombre de

facteurs donné.

I. Premiére compréhension du sujet :

A Le plus petit nombre possible : question stupide

On peut trouver 1= 1" voire méme 0 si 'on se permet de décomposer aves o8
nombre.

B. Le plus grand (1)

On cherche la décomposition optimale qui puisse donner par la suite ke plus
grand nombre possible, sans se soucker du nombre de facteurs. On peut alors
éearter toul de suit¢ les nombres supéricurs 4 10, puisqu”il existe toujours une
décomposition de ce nombre qui donse un produit plus grand.

Exemple : 13 peut étre remplacé par 5+8 = 40, voire autre chose,

La guestion commence donc & se poser a partir de 9, On peut done
examiner chagque nombre.

Nb. Eﬂiﬁﬂ'ﬁdﬁ&ﬂﬂpﬂﬂﬂﬂlﬂ'ﬂﬂlﬂﬂﬂ o

_|"5‘|' =343+ 3 IJ.I' 3 = 275 9 i ne convient pas
A8 = dEderd=16 i S pe convient pas
|7 _ﬁ&‘"‘%lzjﬁ:ﬂ-}:‘-;;ﬁ . Te convient pas
6 eE s | URE ST e convient pas
‘|5 AR | ne convient pas
4 TR convient done si I"on a un nombre pair
Lo de facteurs 2
| 3 comvient

convient
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11 faut done choisir entre 2 et 3. Or 2+242=6=3+3 et 2'=§<3 =9. Il
faut done premdre dans lu mesure du possible 3 et compléter éventuellement par
.

1 S 1998
Par chance, 1998 est divisible par 3 e vl

Le plus grand nombre possible est done 3 = 5794077, Pas si mal!

il. De la bonne compréhension du probléme :

11 fallsit comprendre que 1'on cherchait, pour n termes, la décomposition optimale.

Comme la premiére décomposition oblenue portait sur des puissances, mes
soupgons se portenl sur ce genre de décompositions. Ainsi, pour n=2. on Aurait
1998/2=099, Le plus grand produit serait alors 4997,

Peux petits programmes écrits en Turbo Pascal 7 permettent de vérifier le résultat
du L.B. &l pour n=2.

= - srme

program multil 998

{ lobjet du programme est de trouver le plus grand produit a
partir de la décomposition en une somme de n termes (ici 3) de 1998

{remargue fondamentale: ne pas oublier de passer en mode SN+ pour
utiliser e coprocessewr mathématique lors des caleuls)

uses crl;

Var

a.b.c.vall:longmnt:

ad, bb,ce,maxi,abe: longint { extended | ;

Begin
clrser:
maxi:=(0;
aa:=(0;
bh:=);
{  cc=0;
vall =k,
writeln('le programune va d,marrer, -touche-");
readinia);
for a:=1 to 1998 do begin
vall =1948-u;
lor be=1 to vall do begin
¢:=1998-a-b;
abc:=a*b*c;
i abezmaxi then begin
miaxt=ahc;

aa=a,
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fend.

hb:=h;
cor=g;
end;
if abo=maxi then writeln{a,' - 'b." - '.¢,' - "abc):
end;
end;
writelni finalement, ke meilleur score est: " maxi);
writeln('il a .t, obtenu avec aa," - .bb,' - "cc);
readinia):

Ces detix programmes confirment les résultaty supposés. Cependani, ils ne sont pas
aptimisés et certalnes configurations somt analysées a plusienrs reprises. Clest N'une des
raixons pour lesquelles analyse informatique des configurations a été abandonnée &
partir du rang 4.

|-.*.nd

program mult 1 998;

| Folyet de programme cst de trouver be plus prand produit 4
partir de la décomposition en une somme de 0 termes (icl 23 de 1998, )

uses ort;
VT
a,b.aa, bh maxi.ab:longint;

Begin
cleser,
muaxi:={);
aa:=lk,
bi:=();
writeln('le programme va d,marrer, -touche-');
keypressed:
fior a;=1 1o 1998 do begin
bi=1998-a;
ab=a*h;
il uhemaxi then begin
imaxi:—ah;
aa=a;
bh=h;
cnd;
if ab=maxi then writeln{a_b.ab):
end:

writelnd Tinalement, le meilleur score est: .maxi);
writeln('il a .1, obienu avee s, e "bb);
readinga);
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Enthousiasmé par ces deux résultats, je me lance a la congueie de n=4.

-1-?—3 =4993 , I¢i, pas trop de problémes, il suffit de prendre @ 49595007,

i

o8
Cependant, qu’en est-il d'on cas plus complexe 7 Prenons 55 & 36327272... On

suppose qu'il v a plus de facteurs du coté de 36 gue de celui de 37.

D'ob une formule magique qui conviendrait pour tout n<1998 (ou autre...) :

1998
WHari| — | =a

i

1998 madm =5
On a alors : a"*«{e+1)"

Pour rendre la formule plus coneréte, appliquons ka a 1998/55 : on a ici
iPart( 1 998/55)=36. Ensuite, 1998mod 55=18 (reste de la division). En appliquant la
formule. on trouve © 367 " F+(36+ 1}”-' . Comme prévu, on a plus de facteurs du coté de
36,

Pour ceux qui resteraient sceptiques, la somme est bien égale a 1998 :
at{n—b)+{a+Ush=a*n+h

Reste alors & démontrer la formule...



La question peut Etre comprise de deux fagons ; soit n est fixé et on cherche alors le
partage de 199% en n termes entiers tels que le produit P, de ces n nombres soit
maximal ; soit n n'est pas fix€ et on cherche & partager 1998 en une somme de termes
entiers telle que le produit obtenu soit maximal.

Qui peut le plus peut le moins. Nous allons donc cheisir la premiere interprétation,
chercher la décomposition optimale pour toutes les valeurs possibles de n, En
comparant tous les maxima Py, obtenus, nous pourmmons alors déterminer pour quelle
valeur de n ce produit est maximal et répondre ainsi a la desxigéme question. L'inteérét de
la premiére interprétation est qu'elle se préte & un abord du probléme par étapes, en le
traitant pour des valeurs particuligres de n.

(Quelques partages particuliers

Premier partage :n=2

5i on partage 1998 en une partie, le résultat vite obtenu : un rerme dans la somme
donne un facteur dans le produit. En conséquence Py = 1998,

Le premier calcul sérieux commence avec n = 2, On éorit 1998 = x+y. 1] s'agit de
déterminer x et y tels que le produit xy soit maximal. Nous pouvons réduire la
complexité du probléme, puisque vy, par définition, est égal & 1998 - x. Le probléme se
raméne ainsi & calculer x pour que xy = X,{1998-x) soit maximal.

ngl
C'est celle qui est la plus habitwelle au lyeée. Elle consiste & Studier les variations de

la Fonction f @ x — f(x) = x.(1998-x). Cela ne prmc:nle pas de difficuleé : il s'agit d'un
trindime du second degré dont le coefficient et négutif.

L'utilisation de la calculatrice §
n'est pas indispensable ici... La
fonction s'annule pour x=() et
x=1998, Le maximuom est atteint
pour x= 999 (par étude de
dérivée ou application des
resultats relatifs aux paraboles,
représentations graphiques des
trindmes : le sommet a pour

abscisse - Eb_a ;N

Le produit maximal P2 est alors égal & 998001 {(on remarquera ci-dessus que
'application graphigue, qui caleule en valeurs approchées, donne ici les valeurs exactes
cherchées),

E&m&gys_jjﬁ;gnw : en traitant la guestion dans un cadre analytique, on étndie
une fonction réelle de variable réefle. On aurait ainsi pu rouver que le maximum de la
fonction f étail atteing pour une valeur non entére de la variable x. Il aurait fallu alors
rechercher pour guelle valeor entiére de la variable x la foncrion était maximale. Cet

effort nous est évité, puisque le sommet de la parabole a une abscisse entidgre, donc une
ordonnée (puisque les coefficients du trindme sont entiers) entiére,
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i lgehn
Elle passe par la transformation de l'expression f(x) = x.(1998-x). L'ldlfﬁ: est de
contrivler 1a variable x (cf. TP n®7), via l'utilisation de la "forme canonique” :
fix) = -x2+1998x = - (x? - 1998x) = - {x-000)2+ 000Z,
Il est alors clair sous cette forme que f(x) < 9992 et que l'égalité f(x)=999" est
obtenue si et seulement si (x-999)=0), c'est-i-dire x=994,

T
Elle découle de l'inégalité arithmético-géométrique ; pour tout couple de réels

positifs, on dispose de linégalité xy SE}-I (la movenne géomémique de x et y 5t

Jnfém:urc ou égale & leur moyenne ar:lhméuque] Cetie inégalité découle de I'lnégal:lé

Xy € x+y, c'est-B-dire x-2/xy +v = 0, c'est-i-dire enfin {(Vx - *ﬂf]l‘ 2 0. Cette
prt:u'-'s: montre d'ailleurs que 'inégalité est une égalité si et senlement 51 x=y.

Ainsi donc, pour revenir & notre probléme, xy E%iiz c'est-di-dire xy 999°. De

a . :
plus, d'aprés ce gue nous venons de voir, 'égalité xy = 9997 ne sera réalisée que si
x=y=090

Nous voulons gue x{1998-x) soit maximal. Il n'y & que 1998 valeurs entiéres
possibles pour x (méme moins si on rationalise les recherches, ¢'est-d-dire si l'on pose
% = y) I suffit de les tester toutes et de retenir celle(s?) qui assurera le produit xy le
plus grand. Cela peut &re réglé assez facilement aver n'importe quelle calculatrice
programmable. tie méthode est évidemment plus lourde gue les methodes
précédentes. Elle présente cependant un petit avantage : le probléme ici se situe
d'emblée dans les nombres entiers (puisque ce sont les seuls partages que l'on teste).

Bilan : les différentes méthodes aboutissent dans le cas n=2 i la détermination
d'un partage optimal de 1998. 1l suppose un partage en deux parties égales. Le

2
prodult maximal est alors Pz = (—— 1”! = 999

Deuxiéme partage, pourn =3,

Nous allons tenter de transférer pour n = 3 les méthodes wiilisées dans le cas
précédent. 11 s'agit de déerminer X, ¥ et z entiers naturels tels que 1998 = x4y+z et que
le produit xyz soit maximal. Nous recherchons done x et y jels que le produit Xy (1998-
%-%) soit maximal,

Line méthode informatiqie est toujours possible (mais les temps de calcul sont plus
longs). On recherche x <y tels que x.y.(1998-x-y) soit maximal. On peut li aussi
réaliser un programme qui passe en revue tous les couples possibles et retienne celui
qui donnera le produit maximal.

3! alvtigue devient plus complexe : il sagit d'étudier une fonction de
deux variables f{x, v) = x.v.(1998-x-y}. Certe étude n'est pas ay programme de Ia classe
de terminale. On peut cependant I'thorder par deux biais ;

- en se ramenant & I'étude d'une fonction & une variable. Pour cela, on fixe y, 1l s'agit
alors de déterminer x el que g(x) = x.v.(1998-x-y) = y [-x2 + (1998-y)x] soit maximal,

Ce trindme du deuxiéme degré sera maximal pour x= 199:? - }:, c'est-d-dire 2x+y=1993.

On démontrerait en échangeant le role de x et de y que le produit est maximal pour
2y+x=1998, La résolution de ce svstéme de deux équarions i deuy inconnues aboutit &
1998

a=y=—3 =066 (chance : encore un nombre entier! ),
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On en déduit aussitot que z =606, Ainsi, 3'il existe un produeit maximal, celui-ci ne
peat étre atleint que par un partage de 1998 en trois parties égales.

- I'étude de cette fonction de deux variables peut aussi étre envisagée graphiquement,
en mode 30 ; la représentation graphigue d'une fonction de deux variables est alors une
surface (la cote z d'un point M est fonction de son abscisse x et de son ordonnée v).

La forme de la surface semble
accréditer 'existence d'un
maximum. La commande Trace
permet de localiser grossiérement
le maximum éventuel. [1 faudrait
{aire un zoom pour vérifier 1a
concordance avec le résultar

eyeet =20,
E9§+“'%ﬂ.
®min=G.

wmax=1998,
®orid=14.

précédent qui suggérait un
partage nécessaire de 1998 en
trois parties égales.

Zmin=08.
Zmax=295408296,
Z5cl=1000095003.

T —

In supposerait la généralisation de Uinégalitd arithmético-
géométrique établie plus haut dans le cas de deux nombres positfs. 1l s'agirait ici de

3 —— A4z ) S PR :
Prouver gue Vxvz E—--,lL'. Cette inégalité est triviale si x, v ou z est nul. Nous nous
restreindrons désormais au cas ol x, y et Z sont strictement positifs, ce qui nous permel
d'utiliser Ia fonction Jogarithme, Linégalité & érablir est éguivalente i ;
3— K+y+i = XHY+E
InVxyz<ln —,:;'—1 c'est-d-dire 3 [Inx +Iny + lnz} <1n "!.L

La preuve de cette derniére inégalité repose sur un raisonnement barycentrique et sur
la concavité de la fonction logarithme {58 courbe st sous toutes ses tangentes €1 gu

dessus de ses cordes).

I R e e e e e .
by XEY+Z
3
|.I‘J_'_-' o e L e
[n;-.+FnE+'.‘n3 /
5

Inx |----- 0

On considére ci-dessus lu geprésentation graphigue de [a fonction Ingarithme et fes
trois points A, B et C, de cogrdonnées respectives (x, Inx), (y, Iny), (2, Inz). Pour des
raisons de concavité de la fonction logarithme, le miangle ABC, donc son centre de
graviteé G, sont sitnés spus la courbe,

N r + -~ i

Le point G a pour abscisse %H-I' el pour ardonnde M‘uﬂ—z- Le point M, " la

verticale” de G, sur la courbe de la fonction logarithme, a pour abscisse E# et pour

3
crdonnée 1n l—.]: +-I-.
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Pour les raisons de concavité déji évoquées, M est au-dessus de G, ce qui prouve

l'inégalité recherchée : ?5?‘-*2!';3*-"-1? < In 2, clest-i-dire e SR

De plus, il est clair que l'égalité suppose que le point G soit sur la courbe, donc que
le triangle soit réduit & un point, donc que x=y=z.

Notre probléme est ainsi résolu pour le partage de 1998 en trois parties X, y €1 2

3 v 3— e ;
Xy *:-‘.-.E:,'T—-l-é, C'est-h-dire Yxyz = Lkl c'est-A-dire enfin xyz < 6663, Le produit
sera maximal si et seulement si xyz = 6663, nous avons vu gue cela SUpposE X =y = 7.
Bilan : les différentes méthodes aboutissent dans le cas n=3 a la détermination
d'un partage optimal de 1998, [l suppose un partage en trois parties égales, Le

produit maximal est alors P3 = 1']'93—%33 = Eﬁl'iz.

Résolution compléte dans le cadre de K

Nous pourrions poursuivre ce qui a été fait ci-dessus pour d'autres valeurs de n
les méthodes informatiques sont toujours possibles, avec un cofit en terme de
temnps de plus en plus grand ;

- les méthodes analytiques nécessitent P'éude de fonctions dépendant d'un nombre
de plus en plus grand de variables (les représentations graphiques exigent alors de se
situer dans un espace de dimension n) ;

- la méthode algébrique, reposant sur l'inégalité anthmétco-géométrique, se
généralise sans peine. Nous ne reprendrons pas la démonstration, qui repose sur le
méme principe que pour n=3 (au licu de considérer le centre de gravité d'un triangle
sous la courbe, nous envisagerions le centre de gravité d'un guadrilatere, d'un pentagone
et plus généralement d'un "n-gone™). Cette démonstration a l.]tir_a.it au méme résultat ;
il existe un partage optimal de 1998 en n termes péels. Celui-ci suppose un {nr'lage

en n parties égales, Ce produit maximal, que nous noterons [1,, est égal & e o
Il s'agit a priori d'un partage réel et non pas en entiers naturels - il 'y a aucune raison

gue le quotient soit entier ! La décomposition optimale en entiers naturels donnant

le plus grand produit Py reste & trouver, Nous aurons bien sir Py s [l,, puisque
l'ensemble des entiers est inclus dans l'ensemble des réels : dans les cas n=2 el n=3,
nous avons dailleors 1'égalité.

En restant dans le cadre réel, il est alors possible de déterminer la valeur de n pour
lacquelle le produit est maximal,

Cela suppose l'étude de la =0,
PP 1998 ::gg-? Do,

n
suite uwln) = ( —— } . Une [|plotstri=l,

plotstep=],
premiére observation graphique :ﬂéﬁ;?bgﬂ_
de 1a suite indigue un pic trés
pointu qu'il est difficile de
localiser avec la commande
Trace.

Il est alors commode
"d'adoucir” la représentation =

: e ’ P &= B

graphique en considérant la suite Jp q{_gb?z!i -
In{u({n)), La deuxiéme courbe ci- gtstep=l.
contre permet alors la
localisation du maximum de la
suite @ le produit maximal semble
gtre atteint 81 l'on partage 1998 en
735 morceaux égaux,
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T35
On aurait alors le produit maximal égal & {%} . Tout ceci doit Etre étayé par une

démonstration qui justifie les variations et le maximum de la suite uin). On peut

envisager pour cela I'étude du phénomeéne continu correspondant fix) = {1:;;93}; =

Exh{l'ﬂﬂﬁ}

. La fonction exponentielle étant strictement croissante, Ie sens de varation

de f est le méme que celui de g : x = gix) = x.lnlggg .

X
La dérivée de g est une foncton décroissante (cf. ci-dessous).
Elle s'annul = 1998 1998
SRANNIE POUr X o Define gfx)=x Inf'-;r-] Donel
{on retrouve encore el ), d 24
La fonction g est ainsi [Fgxleixd) 1""[",,?] 3 In(3 -1
: 1998
croissante  sur 0, =1 psolue{1nfZH]+ 3 13- 120, %]
-1
décrolssante E'I,.L]‘{”f:!;s,-l-ﬁ[, x= 1938 ¢
La fonction g admgcégdunc un J;?:E T
MAXITUm pour X= _t:_ . Mais 9(735) IR, QT 2TIO67
ce nombre n'est pas entier. 9(736) 735. 022474593}

Pour déterminer le maximum de la syite, il faut calculer les valeurs qu'elle prend
pour les valeurs entiéres de la variable gui Eﬂlﬂl:i‘ﬁnll—i‘g‘—ﬂ . c'est-h-dire 735 et 736, Les

resultats ci-dessus confirment l'observation de la représentation graphique : la suite
admet un maximum pour n = 733,

Bilan : si n n'est pas imposé, le partage de 1998 en une somme de termes dont le
produit est maximal existe. Il suppose le partage de 1998 en 735 termes égaux.
T35
Lé produit maximal est alors [[735 = {%] :

Le probléeme est que !%9‘;_.3 n'est pas entier... Il reste done & réaliser un partage de

1998 en termes goticrs de produit miaximal,

Eléments pour une résolution dans M

MNous ne donnerons pas dans ¢e qui suit une réponse complite, mais quelques
élements de réflexion susceptibles d'zlimenter une recherche personnelle.

Traitement du probléme dans le cas on n=4.

Clest un cas intéressant, puisque 1998 nplest pas divisible par 4, L'inégalité
arithmético-géométrique nous assure que la décomposition optimale est un partage en

i . 1998 4 G s
quatre parties égales de 1998, Le produit [1y = fT?’) est alors maximal, Muis E?S

n'est pas entier, 11 faut envisager une autre décomposition de 1998 en une somme de 4
entiers 1 1998 = x+y+z+t On utilisera une propricsé fort utile pour cela ; P'écart entre
deux nombres de la décomposition (x, y, z, 1) est soit 0, soit 1. Supposons en effet
qu'il ¥ ait entre x et y un écart supérieur sirictement & 1 (c'est-d-dire y-x>1), On pourrait
alors remplacer lx décomposition x+y+z+ par {x+1)+y-11+z2+1 sans modification de la
SOmMme, mals avec un gain sur le produit : en effet (x+1)y-1) -xy = y-x-1 > 0, donc
(x+1)(y-1) > xy.
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i
Comme tTmﬁst Egal 4 499.5 et qoe I'écart entre deux des quatre nombres x, y z et

est €gal i 0 ou 4 1, ces quatre nombres ne peuvent prendre que la valeur 499 ou 500,
La décomposition en nombres entiers optimale est ainsi ;
1998 = 499+499+ 500+ 500, donnant e produit maximal P4 = 4992 5002,

On peut comparer ci-contre

ten valeur approchée pour le

premier) le produit maximal [T4 TG

obtenu avec un partage non enter '{ F ] 62250374750,
et le produit maximal P4 obtenu 2 2

en respectant la contrainte d'un |= 435 soa 62250250000

partage en nombres entiers,

On constate bien que Ps < [14.

h’ Ceci permet de traiter le probléme pour un partage de 1998 en n parties.

, 1908 i oy : o R
5 81 5 estun entier, Nindgalité anthmético-géométrique impose un partage en n

nombres égaux 4 1_'51?_3 Le probléme est alors réglé.
* Sinon, ce que m:ru'-'. venons de voir indique que nous devons utiliser pour li:g:nuﬂagr
i
les deux nombres entiers qui encadrent -1—’:’:—8 . G'est-3-dire E(—— gga cl I‘.( J+1 (E

représentant la partie entiére).
Combien devons-nous prendre de chacun de ces denx nombres 7
Utitisons pour trouver cela la division euclidienne de 1998 parn

1998=np+r, p et r enticrs naturels, O<r<n, avec p = E[IEF?E]- Usons d'un jeu

E}J+l t o 1998 =np-rp +p-r=(n-rip + fpsl) =

PP ; = . R
d'écriture pour faire apparaitre I:{i :

(n-1). E{i‘:J'EJEj +r [E{_l_‘-'-!‘P-_E:H” Mous avons bien partagé 1998 en une somme de n

termes [ous égaux i Ffw} i E{] '}QS‘HI Cela revient d'ailleurs & dire que 1998

] JQH

|

barycentre de E(- -'"—Bﬁ- et de E{

Le produit mammal pour n qLIE'J{ ongue (en généralisant ce qui a ét¢ fait p::rur n=-4}
19‘}3 y ot B¢ ]E"E}H} 17"

Lin Lxemplﬂ, pour appliquer cette formule lumineuse au cas n=13 (par hasard) ;

1+ 1 affectés respectivement des cocffi icients u ==

est alors : [E(=

1998 ] L Ic1 1
On trouve E{"]"jh]ﬂ a3, r=9 *l. Al gebra|Calc|other PromIo[Clear a-z.
S 23 lint.[ IE‘BH} ¥
D'od le partage optimal de . 1998 IIIE 15%
| 153, 54, ' - Yot
998 ¢ 1534 + |E491 LA LER donne 534+ 1549 199

I produit maximal

Py = 15341549

Ce nombre est bien inférieur
au produit [1y3 issu du partage en
13 parties égales de 1908,

2.669536987582

2. 66979IF41032
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Nous pouvons désormais définir une nouvelle suite uin) permenant de calculer le

produit maximal pour un partage de 1998 en n termes entiers
1998 1998
u(n) = [E(—

I"IECT,
Les commandes de la TI-92 permettent de définir cetie suite |
1998 : . . & 1998
- Tni- —n—]l permet d'obtenir la partie entiére de =

- r est le reste de la division euclidienne de 1998 par n, done r= |WE-H.EI:'I—£P!_IEE].

L'écnture de la suite dans l'application initiale (ou I'éditeur de suites) est longue mais
ne pose pas de probléme théorigue particulier. Comme pour la suite déja €tudiée,
donnant le produit pour un partage en n parties égales, on écrira en fait pour la
calculatrice le logarithme de la suite, pour réduire le pic de la représentation graphigue,

Il semble ici (cf. ci-contre)
que le produit soit maximal pour
un partage de 1998 en 666
morceaux (don tous égaux 3 3).
On  avrait ainsi le produit
maximal égal & Prgg = 36606,

MNous avons reproduit ci-
contre plus bas la représentation
graphigue de la suite donnant le
produit [1n pour un partage en n
parties égales. g",‘g{:{ﬁﬁ}‘

l.a comparaison des deux pletstep=l.
graphiques peut donner liew & [¥nin=0.
quelques observations, quelques fxsci=1
conjectures, quelques érudes la;;g:a}gg_
complémentaires..., dont nous fyscl=1.
laissons le soin & nos lecteurs
attentifs.

Nous avions wouvé un produit maximal (en partage en lermes égaux. non

. . . Qg8 735
nécessairement entiers) pour n=735: [I135 = E%} . Bien enterdu Pgag, < [171s.

(i l'on finit par quelques éléments de preave,

Supposons trouvé le produit ax a2 x...xa, maximal avec aj+ az +... + a, = 1998,
Supposons gun 8 soit supéricur ou égal & 5. Mais alors on pourrait le couper en deuox

de la facon suivante ;

o .
' . . @y d; A i
- 81 & est pair (done aj 26), on ﬂurmtﬁ’ —2‘ = —4‘-} ﬂ’-:n- i
: oy o oa-l m+rl a1 Saj-l a; -1
- & 4 est impair (donc a; 25), on :-lurmt—':_-,- : '1 = —!a— > r:i = g§; +‘T‘:ni.

Conclusion : le partage optimal (si le nombre de parts n'est pas imposé) ne
contient que des 2, des 3 ou des 4. En fait il ne contient que des 2 et des 3, puisque
4 peut étre remplacé. sans changement de produit ni de somme, par 2.2,

Le probléme n'est pas résolu pour autant ; combien de 2 et combien de 3 ?
Observons le partage optimal sur les premiers naturels :

- pour 5 : un seul choix possible, 5 = 2+3, produit maximal 2.3 =6 ;

- _fHJIJl’ 6 : deux choix possibles (6 = 343 er 6=24242) ; le produit maximal ¢st assuré
par 3, 3=9 ;
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- pour 7 : un seul choix possible, 7= 24243 ; le produit maximal est 2.2.3 = 12 ;
- pour 8 : deux choix possibles (242+2+42, ou 34342 ; ¢'est le deuxieme choix qui
est optimal et donne le produit 18 (en fait, on retrouve le choix fait pour 6, il vaur micux

prendre 2 termes égaux & 3 gue 3 termes égaux i 2). N
Finalement, si nous voulons partager un nombre N en une somme de termes posiiifs

de procuit maximal, il nous faut effectuer la division euclidienne du nombre N par 3 :

- soit N = 3p ; le partage optimal de N est alors N=3+3+...43 (p rermes) ; le produit
maximal est 30 ;

- soit N = 3p+1 ¢ le partage optimal de N est alors 3+3.43(p-1 rermes)+2+42 ; le
produit maximal est 3-1,2.2=30-14 ;

- s0it N = 3p+2 ; le partage optimal de N est alors 3+3..43(p rermes)+2 | le produit
maximal est 30,2,

Comme 1998 est un multiple de 3, son partage en une somme d'entiers de
produit maximal est bien 3666,

possibilité de voir ce nombre “en
eatier” ; il suffit pour cela de :
- le stocker dans vne liste (1]

La TI-92 offre d'ailleurs la
3586 4y |
BF2102T71I50440396051 2459202395505 1 260,

PAFEREIpic) ; 4102771 35044039605124 ==1 1
o s checher e 11 dans | TERCTRRIASI RS M Res ST EESS [
e répertoire Var-Link ;
et ks | A R
¢ menu ontents (conteau),
cf. sur ce point le TP n°1, EgEﬁ9%?3%3—1??%%2%%2;&%1?421 ?%

Om obtient ci-contre le nombre ggqg&ggﬂgﬁgﬂ?‘l [ 7PB14183966587
qui a €té le but d'un auss long ’
détour, ..

1L _-

Remamue, morale et critigue de 1a morale,

Ce probléme est une version complexe d'un probléme bien connu @ on dispose,
pour clbturer un champ rectangulaire, d'une cenaine longueur de fil L. Comment
choisir la largeur et la longueur du champ powr que Paire soit maximile 7 Cela

revient i panagr:rif (le demi-périmétre) en deux nombres positifs x et ¥ de produn

maximal. D'apres Iinégalité arithmético-géomérique, nous savons que la forme
oplimale est la forme carrée (x=y}.

Certains philosophes oufel mathématiciens, comme Kepler (duns L'armonie du
monde) ou Leibniz (dans les Essaiy de Théodicde sur la bonté de Dieu..),
considéraient que de telles "coincidences” éiaient une preuve manifeste de la
perfection du monde, preuve maniteste d'une volonie divine.

A cette foi naive répondit Volire, qui écrit en 1758 Candide, ou l'optimisme

1l est démontrél ...) gue les choses ne peuvent pas ére auirement | car toul étant
fait pour une fin, tour est nécessairement pour la meilleure fin, Remarquez bien que
les nez ont é5é faits pour porter des lunettes, aussi avons-nous des lunettes. Les
Jambey sont visiblement faites pour fre chaussées et nous avons des chausses, Les
pierres ont été formées pour éire 1aillées er pour en faire des chiteaux | auss
maonselgnewr a un trés beau chiteai...

Petite digression philosophique aprés une décomposition optimale €t laborieuse
de 1998, année d'examen (pour les éléves de Terminale). On concluera en accolant
I'adjectif "optimal” u mot “année”, plutdt qu'au mot “décomposition”, afin que tout
aille pour le mieux dans la meilleure des anndes... possibles |
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e
£l n®5 h )
O '0n &voque 1a prababilité =
du désordre maximal. -—-Le;i:h{x
K I3
i —— _'_I.-"'I___)
Les questions

* Quelle est la probabilité
qu'une permutation de 35 éléves
(pour 35 places) aboutisse 4 une
disposition oi personne ne
retrouve sa place 7

* Généralisons un pew : soient n
éleéves, dont chacun dispose d'un
parapluie. Chacun l¢ déposc &
I'entrée de la salle et récupére un
parapluie au hasard en sortant,
Quelle est la probabilité gque
personne me retrouve le sien 7

* (Juestion suhsidinire : est-ce-
gue cette guestion a un rapport
aver le caleul dee ?

EEE. r la petite fiytoire, .

Lors du devolr yurvelllé n® (consacré justement au calcul approché de e, of.
chapitre n®t), fex places des 35 éléves présents ont 1é tiréey au sort, L'on
constata alors que personne r'avail retrowvd sa place habielle. La question se
pesa alors @ était-ce un événement tréds surprenant 7 Cette question naive devair
déboncher sur ce dernier défi,

Et une réponse...

Pour cause de délal d'impression de
cet ouvrage, une seule réponse est
propasée, celle du professeur.




1. Une premiére recherche "artisanale™.

Nous savons combien il y a de dispositions possibles pour 35 éléves et 35 places
(chaque Eleve n'utilisant qu'une seule place et une place émant cccupée par un seul
¢leve) : 35 ! dispositions possibles. Clest exaciement le nombre de bijections existant
entre deux ensembles de 35 éléments. On appelle ces bijections entre un ensemble fini
et lui-méme des permutations.

Résoudre le probléme posé suppose de déterminer combien il y &, parmi toutes ces
permutations, de permutations pour lesquelles ancun €lément n'a pour image lul-méme.
De telles permusations sans point fixe sont appelées des dérangements.

Par exemple, pour les 3 objets & R E il existe 2 dérangements |

- un dérangement ﬁ & w
- et Vautre ?’{:’ E &

Le probléme se complique bien siir si l'on recherche le nombre de dérasngements pour
35 éleves...

Commengons par fixer les notations que nous utiliserons @ nous appellerons din) le
nombre de dérangements de n objets. Pour n petit, il est facile de compter

- d{1) = ) (c'est assez évident) ;

-di2y=1;

- d(3) = 2 {nous 'avons compté ci-dessus).

Comment poursuivre 7 Nous avons ao moins deux pistes possibles

- nous pouvons Gter de 35! le nombre de permutations qui ont exactement un point
fixe, le nombre de permuations gui ont exactement deux points fixes. ete. | la
réalisation d'un tel calcul est assez délicate. Mous y reviendrons & la fin de ce défi |

- nous pouvons essayer de trouver une relation de récurrence en réfléchissant anx
mécanismes de passage d'un rang au rang suivant, Voyons ce qui se passe par cxemple
pour le calcul de d{4) :

Nous allons réaliser ce dénombrement ¢n essayant de privilégier les procédures
d'économie de compiage, pour tenter de wouver des mécanismes généranx de passage
d'un terme de la suite 3 son soivant.

& 5= | & 4]

Le bonhomme peut étre placé i la seconde, troisiéme ou quatrigme place. Ces trois
positions sont équivalentes pour la suite des calculs. Aussiil o : 3

dérangemenis avec le bonhomme 4 la seconde place ¢t nous multiplierons le nﬂﬁﬂ;n;
frouyeé par 3 pour obienir di4) ; premidre économie de comptage.

&
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Une fois casé le bonhomme, ol peut-on placer le chien 7
- s0it & la premiére place :
&

Il nous restera alors A réaliser un dérangement pour le cactus et le fautewil | qui sont

isolés & la troisiéme et quatriéme place : d{2) possibilitds ;

- soit & la troisiéme ou la guatrieme place : la position du bonhomme étant arrétée,
nous avons trois objets i ranger dans trois places (cf. ci-dessous). Mais pour chacun
d'entre eox, il v a une place interdite (celle gque nous avons grisée ci-dessous).

Position initiale @ ‘E‘—'E rﬂ
Position finale ?-';f ; O Hodil i ‘5

hﬂui avons donc on dérangement & réaliser pour 3 objets c'est-a-dire d{3)

Conclusion : d(4) = 3[d{2)+d(3)}] = %

L'organisation de ce calcul nous a permis d'aller vite. Mais elle nous donne surtout un
procédé de généralisation. Nous établirions de la méme fagon que di5) = 4[d(3)+di4)].

Plus généralement encore, en considérant n éléments et en reproduisant exactement
le méme raisonnement que celui suivi pour 4 éléments (c'est-d-dire plagant d'abord le
premicr élément & la deuxiéme place, puis en plugant le deuxiéme €lément soit & la
premicre place, soit & une awire des places possibles), nous obtiendrons la formule de

FeCurTEnce
din) = (n-1) [din-1) + din-2)]

4. La résolution du premier prohléme.

Le probleme de probabilité posé peut alors Btre traité, La suite din) peut étre obtenue,
soit en valeur approchée, via I'éditeur de suites, soit en calcul exact, via l'application

iniriale,
Pour un calcul de probabilité, et pour un indice de la suite risonnable, le calcul
approché est acceptable, La suite din) est définie en ul dans l'éditeur de suites.

Puisque Ia récurrence est
deuble, nous devons indiquer les I:"—“TF

; : ul={n - 1} (ul{n - 1)+ ulin=23
deux prgm1v.‘:rcs1 valeurs prises Gty }[ )
par la suite (dans Pordre inverse, ._.;,i

Un tablean de valeurs permet

exigence étrange du logiciel),
d'obtenir les valeurs successives mﬂ———_‘
de la sune din). Anention, il est ! x

nécessaire de préciser en  [3. 2,
Window que la suite commence |3« T
pour n=1 (c'est-d-dire gue les ' 325

[

o

deux termes initiaux donnés r =
correspondent aux rangs 1 et 2).  [4, Fﬁh ;

Il est alors possible de caleuler 2
une valeur approchée de d(35) et
de répondre a la question posée :
la probabilité de l'événement
“aucun €leve ne se retrouve i sa

Lol

F]acc" est égale au rapport entre ul(3s) 3.80135269942€3
e nombre de permutations sans ul(35)
points fixes, d(35), et le nombre 35! « 36787944117

total de permutations, 35!
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Deux remarques sur ce résultal ;

- le fait qu'aucun éléve ne se retrouve 3 sa place d'origine était donc moins probable
que I'événement contraire. Cependant, il ne s'agit pas pour autant d'vn €vénement
exceptionnel : In probabilité reste asscz raisonnable ;

- 1a question subsidiaire concernait un rapport éventuel de la probabilité rouvée avec
e, Cette probabilité (nécessairement comprise entre ) et 1) pouvait difficilement ér.rlﬁ
¢gale 4 e... Elle ne peut avoir un rapport qu'avec une fonction f de e 1elle que f{e) soit
entre () et 1. On peut penser & la fonction inverse pour au moins deux raisons :

- la probabilité trouvée est de l'ordre de %_ ,eteestde l'ordre de 3 ;

F 1 . ; > r
- la fonction x —» - envole tous les nombres supéricurs & 1 dans lintervalle |0, 1] (e

réciproguement ). Essayons dong :

Miracle ! La probabilité [ <5,
rouvée semble bien Gtre égale & e 357879441171
1 .
e La différence entre les deux % . 367BTI441171
nombres gn valeur approchée uiEl'-E} 1
——— -I ® -I-q
semble &re de l'ordre de 10-14, - :

Cene différence cependant n'est pas fiable : aver cet ordre de grandeur, nous sommes
aux limites de la précision de la caleulatrice en caleul approché. Alors, serait-il possible
que la probabilité rouvée soit égale & ¢ 7 La réponse se trouve dans le devoir surveillé
n"6 {cf. chapitre 4) :

- e m'est pas un nombre rationnel, ¢'est-d-dire n'est pas le quotient de deuxs entiers

1 :
naturels, done 3 n'est pas un nombre rationnel non plus ;

- or la probabilité calculée, égale a 51%%3‘] est bizn le quotient de deux nombres

enkieTs.
Ainst il y a seulement un rapport de proximité, €t non pas d'égalité, entre la

probabilitg troaviée et é Mais ce résuliat relance le probléme :

- pourqguol cene progimité 7

- 5i le nombre d'éléves avait é1é plus important (ou moins important), aurait-on eu le
méme résultat {ou un résultat meilleur) 7

Répondre & ces questions suppose de traiter Ie probléme dans un cadre plus général,
D'oit le remplacements des éléves par les parapluies et le remplacement du nombre 35
par le nombre n.

3, Etude du probléme général

Commengons certe étude par une question : aurait-on pu trouver ung proximité avec
e si l'indication n'avail pas ¢é donnée ? Cela pose une question plus générale : que
peut-on Faire pour étudier une suite dont Vexpression récurrente est seule connue ;

din) = (n-1)d(n=1} + di{n-23] ? 11 existe des méthodes svstématiques qui ng sont pas
du miveau d'une Terminale 5. Sans ces méthodes, nous ne sommes pas pour autant
demunis. Nous pouvons d'abord comparer cette nouvelle suite aux suites connues.

Une comparaison "interne” consiste & rechercher des régularités dans le
déroulement de la suite ; est-clle arithmétique, géométrique ou quasi-géométrique. .,
Ceci peut nous amener & faire les quotients des termes successifs |
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Une telle observation
débouche assez facilement sur le L1113
fait que le rapport de din) et de P uiies 10, 9999952509
di(n-1) ressemble & n {attention, ul(28)
dans I'éditeur de suites de la TI- "oy 20.
92 fonctionne toujours en caleul | 4 eag,
approché), I" uicasy 43.

Adnsi d?g“:['\] ressemble & ng—E% ressemble & (n-1). Par produit, on peut conjecturer

1
un rapport entre din) et la suite nl. Du reste, on sait bien que 1.nn—w est égal & n.

Cmn peut aussi procéder & une comparaison "externe”, en confrontant din) & une
suste “naturellement proche”, Les dérangements sont 1iés aux permutations (puisque
tout dérangement est une permutation particuliére, sans point fixe). On peut done
comparer le nombre de dérangements de n objets, c'est-d-dire d(n) au nombre de
permutations de n objets, c'est-i-dire nl. On retrouve encore par cette comparaison
externe la snite n!. Nous disposons de plusicurs méthodes pour cette comparaison,

hode de ¢ ison graphigue,
La suite ul représente la suite  [5 ul uz .
din), Ia suite v2 représente la |1, 0. i,
suite n!, Le mode graphique |[2: 1 .
cusfornt {dans le monu F7 de i i g;_
I'éditeur de suvites) permer de : A4, 120,
representer quelques points de %‘ 65, 720,
coordonndes (ulin), uw2in)), |7. 4. 504, "
c'est-g-dire {d(n), n!). "

Du fait de la croissance més rapide des deux suies, il n'est pas possible de distin guer
assez de points de la représentation graphique sur 'écran (cf. ci-dessus) pour svancer
unme conjecture wés assurée sur le rappon des deux suites. Les points obtenus semblent
vaguement alignés avec l'origine du repére (cc qui traduirait une relation de
propertionnalité entre les deux suites),

Les méthodes d'éude statistique permettent de dépasser les contraintes graphigues et
de prendre en compte beaucoup plus de points de coordonnées (d(n). n!). 11 5 Agit, pour
ces points, de déterminer I'équation de [a droite qui les ajuste "au mieux”, au sens des
"moindres carrés” (ef, TP n°3). Pour cela, il est commode de stocker duns deux listes
un nombre suffisant de termes correspondants des deux suites din) et n!, grice 4 la
commande segiuin), n, i, f, k) qui permet le calcul des termes de la suite u(n), n variant
de i & j par saut de k.

Une fulis dﬁ_f:'n'tg;‘s les deux
lﬁ;;‘anéﬂﬁ;ﬁg;“gmggi i: (0, 265. 1468B4570. 7.6970642517Sclp
calcul des coefficients de la ﬂ‘f““%‘fﬁ:“'fggﬁggéf IEE.GEEEFEQEE‘BEIE?
Sﬁéﬁﬁﬁ;ﬁgmssmn (cf. résultats b\ mon 11,12 e

seqlulipl, n, 1,50,5 %11




La commande Showity
permet d'obtenir I'équation de la
droite de régression. On peut, ou
non, observer une ressemblance
entre le coefficient directeur de
cette droite ¢l un nombre réel
particulier, ¢ {cette observation
suppose d'aveir dans e
processus de recherche, une
attitude comparative permanen-
e : ce résuliat ne rappelle-t-il
pis un résultal connu 7

Une méthode de comparaison via Uapplication initiale

Cela nous conduit (comme nous auraient condult aussi les procédures de

_— o s a |
comparaison interne de la suite) & considérer la suite diny

Cette observation numérigue

fait apparaitre une grande losoof Lo 0 10,50, 10)
I

proximité entre la suite % ete. | {2.71828165767 2. ?115|1'131|a|z2 Eﬁ azz : 212 gih

La c¢alculatrice, pour la ;
précision qui est la sienne, 2. 718281820845
identifie d'ailleurs les deux
valeurs pour n=100).

4. Une conjecture ef sa validation,

Formulons précisément [a conjeciure issue de 'observation : )
- le rapport entre n! et din) semble Etre non pas €gal & e (impossible, nous l'avons

déja remarqué : e n'est pas un nombre rationnel), mais proche de e ;
L]

- plus précisément, en formalisant mathémaiguement celte conjecture, la suite aim

semble converger vers e, Notons u(n} cette suite,
Connait-on des suites qui convergent vers ¢ ! 1l y en a une infinité, bien siir. En effet,

: ; Z | . sin
&1 la suite u(n) converge vers e, alors la soite uln) o la sunte ufn) + h o convergent

aussi vers e. Cependant, la suite u(n) en question st nécessairement une suite de
nombres rationnels, ce qui limite un peu le choix.

Premi ativ

La réponse & une guestion d'un probléme dépendant du contexte de ce probléme, il
esl {relativement) naturel de penser & utiliser la suite du devoir surveillé n™6 i l'occasion

Tl i
duquel ce défi avait i€ lancé ! la suite uin} = ¥ % converge vers e. A-t-on alors %“J =
k="
win) * Autrement dit, a-t-on :
n! nl .
din) = e : ?
E —
i 3

Avant de tenter une démonstration générale, il n'est pas inutile d'observer la justesse
de cette conjecture sur quelques termes de la suite, Nous allons confronter les premiers

. ... nl e .
termes de 1a suite din) et de la smie uin) Erace a I'Editeur de suites !
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défini i [aPLITY
En u2, a été définie la suite - u1=(n—13 Eul{n" 13 + ulh - 23)

1
L uil={]
din) SR n!

L'observation de la table T 1
indique bien une proximité des ['F}
deux suites, mais pas une I .. Kk=0
identité... =

Cependant, une certaine _- e
prudence est nécessaire : du fait & 1.
des caleuls approchés realises B g_ TB615384
par les tables de wvaleurs, il [= ad a4, 1717791
convient de vérifier en calcul ‘? Eﬂ 264, B9S24
exact grice i lapplication . 834. 34
initiale. B, L L]

. ml
La suite v(n) = aln) est définie
1

dans I'application initiale. Les ["Define win)= H"' Dong
préemiérs calculs confirment % [.._lr.]
gqu'elle ne colncide pas avec la k=gt ¥
sulte din) : les premiéres valeurs  |» seafuind, n, 1,5
prises par la suite uin) ne sont {1,,2 475 9.4 'EEEE
mémes pas entidres | - 163 J

Deyxiéme fentative

Faisons le point © nous recherchons une suite uin) qui converge vers ¢, telle que vin)

n!

U_I:rﬁ 801, pour tout n, un nombre entier. Plusieurs indices peuvent orienter la

recherche

- pour obtenir des mombres entiers, il vaut peut-&re mieux faire des multiplications
que des divisions ;

- on utilise pratiquement non pas la suite u{n) mais pludt uf}_:ﬂl'

Ainsi il serait peut-&tre plus intéressant de digposer d'une suite qui converge vers o

c'est-d-dire vers e-1 (on retrouve la probabilité renconirée au début de cette éde). Cela
exige d'élargir le champ de la recherche. Nous avons pmuvf dans le cours de caleul

n .k k
X
intégral, que la suite ¥ | converge vers e, Ainsi la suite ¥ Lk]—ﬁ CONVErge u,n,é
ket k=)
La suite vin} = n! E i— convient-elle ?
kil I“

- tous ses éléments sont bien des nombres entiers (pour raisen de simplification de
faciorielles) ;

1 n!
- la suite il }u;:lnv:,rg: bien vers o Cest-d-dire que [a L-Ll:lttﬁ converge bien vers e.

Il reste & pmuver I'égalité de la suite v(n) et de Ia svite din). Nous pouvons
commencer par observer les premiéres valeurs prises par les deux suites.

L'éditeur de suites et la table
de valeurs semblent indiguer
quil ¥ a colncidence (en valeur
approchée) entre les premiers
termes des deux suites.
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Petit probléme : si 'on calcule 4
o il Fuomm s
(i HErence mon mulle cmure Jos | 1+1188719610782¢64 - 1..118871961078 1564
deux nombres. WH{50) = uB50) falsej

Cette différence est petite : elle porte sur le dernier chiffre significatf de la différence
{en effet les deux nombres sont de l'ordre de 1064 i1 y a 13 chiffres significatifs, le

dernier chiffre est donc de l'ordre da% = 10%); c'est précisément l'ordre de grandeur

de 'écart entre ul(50) et u2(50). Nous ne pouvons donc pas savoir s.'t‘]a différence entre
ces deux nombres est due aux approximations liée au calcul approché, oo si elie est due
it 1a non égalité effective des deux nombres,

Une vérification & ¢e rang impose donc une défimbon en vaieur exacte des deux

l
suites. Cette définition est immédiate pour la suite v(n) = n! E ) o } , grice & la
commande "somme".
La définition de la suite v(n)
dans I'application imtiale permet
le calcul de la valeur exacte de DEEEsE Wrd el - E [E Ll’l -

v(50). Nous pouvons contriler
au  passage que la valeur
approchée trouvée par ce biais
coincide avec la wvalewr
approchée obtenuge & partir de
l'éditeur de suites.

Wi 0
111BB719610782480504530258070737 734329
Wi 507 1.11B871%6108e564

Pour !a suite din), nous avons deux possibilités

- soit I'ntilisation directe de l'applicarion initiale © les termes successifs de la sulte
peuvent étre obtenus en utilisant la relation de récurrence et les possibilités de rappel de
lignes de I'écran,

L'utilisation de la commande
ans(l) et ans{2) permet de
récupérer les deux réponses
précédentes sur 1'écran,

11 suffit alors de modifier le
coefficient multiplicateur sur la
ligne de commande pour faire
apparaitre les termes successifs
de la suite en valeur exacte.

Evidement, c'est un peu long. ..

Lans {l}+un“(]}}*5
r'r'rr_'rrli

o A | { ;
Mais la commande any évite “
de lréricrirl: les wermes Isur.'i.:r:sﬁifs Eﬂm Ear I
qui  sont automatiquement 951421?355m?ss14495155255?@3?2223!35#&

rappelés.  Clest une  aide L og514517356107551449515525570372223064
considérable, érant donnée la 4566824330931624695 7674522737 TEEETOT 10

longueur des nombres cn |-(455552433&?31524595?5?4522?3??555?5?1}

question, S 22377479221 56496 1009260516141515468640
~ Nous arrivons ainsi 8 d(30)  bgoox9747902156496 1009260516141 51546869
(derniére ligne de l'écran ci- 11188719610782430504630258070757734329
contre ). Cans (1 2+anst? o ) %49

iﬁ AL Lianl - | E——
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- s0il I'écriture d'un programme, en choisissant, dans V'application Program Editor le
type Function. En effet, nous voulons définir une suite, c'est-a-dire une fonction
particuliére.

Le programme a éié nommeé m Fr= Thvi F':'T TS L
dEan{“}. Lli“IElrEt dlun tl.’.‘-] "l'_[— CCI'I"!I'EI"CI']. IO ar F]hdn-mi“nd#

programme est guil réalise |ifonan

automatiquement (et donc |ikocal a,b,c,d
beaucoup plus rapidement) les J:is
iérations faites manuellement H 7 P
dans l'application initiale, : -+i..,.j il

On vérifiera, mode d'emploi ff.r*':

: : fisiatb) b

en main, gue le programme ci- | :z+
contre permel bien de calculer Enduhi le
les termes de 1a suite d{n). | FiS TIWTTH FOFY

Nous pouvons ainsi obtenir la
valeur exacte de d(50) et

vérifier, gn _calcul exact, que deran( S0}
d( 500 = v{50) (alors gu'en calcul 111887 195107 24805048 02500707 ST P a4 2

dapproché, nous avions cu la deran{ 307 1. 11887 196108e64|
réponse false), deran{30) = vl S0 true

Cette vérification peut s
poursuivre anssi loin que faire se
peut, cest-d-dire tant que les
capacités de calcul du logiciel le
permettent. On peut voir ci-
contre qu'au rtang 1000 e
logiciel renonce,

® derani 100) = w{100)
o daprand 1000 = {1000
ideranC1008>=v (1000

tr
Error: Himo:q

Conclusion provisoire ; en calcul exact, nous obtenons bien I'égalité des termes des
suites d(n) 1 v(n), tant que l'on ne dépasse pas les capacités de calcul du logiciel, La
validation définitive de notre conjecture, c'est-d-dire la preuve que I'on a bien, pour
tout n, din} = vin} implique une prevve générale qui peut prendre la forme d'un
raisonnement par récurrence. La relation définissant din) étant du deuxiéme ordre (din)
est définie en effet en fonction de din-1) et d(n-21, nous devrons faire une récurrence
reposant aussi sur deux rangs successify,

L'égalité e e au rang 1 el an ran
Em effet :
L 2
[

dily=0etv(l) = 1(5z-77)1=0;

-d{(2)=1etvw(2)m= 2!, :E}T-llq-%}: .

Prouvons que i . te, c'est-d-dire que, si elle est vraie i la fois &
l'ordre (n-1) et & l'ordre (n-2) elle est aussi vraie 4 lordre n.
u:If_”i; n-l{_”k
Supposons donc que din-2) = (n-2)! ¥ ~—i— etdin-1) = {n-1)! ¥ *=—. Nous savons
k=l k! k=t] k!
calculer alors din) = (n-1)[d{n-1) + d(n-2)], soit, en remplagant din-1) et d(n-2) par
leurs valeors :
: n-i[_]jE H-l[_[]k
diny = (p-1) [ (020 ¥ o R n-1)1 % 5 [. Il est naturel de mettre (n-2)! en
k= ™ k=1 ™
facteur hors du crochet, ce qui donne



Poge 212

n-2r 11k -1 n-2(.1)k 1k
din) = (n-1).(n-2)! [EDEFI[J— ' {n-l}:afﬁﬁlﬂ“'l)! [&n% * ["‘1}&%1 '

En développant le facteur {n-1) & l'intéricur du crochet, nous ochtenons ;

: n-Zi_ kA=l ]k n-l{:”k T _
dnj=Mm-11[ X i ¥ m +0 ¥ - h 1. La simplification des deux premiéres
k=l =} ™ k=)

sommes ne laisse qu'un terme, d'od le résultat :

_1yn-1 -1y, 3 1 r=ly 13k
amy= -0t -5 w0 S EE ) oy U 0 S E) Brentin:
k=0 :

+1
{n-1}! i K
-l =l gk n 1k
diny = (n-1)! nf ulﬂ. + EL—IIL] —_— E&, ce que nous voulions prouver,
n! = k! = k!

Ainsi cette expression générale de din) convient pour les deux premiers termes et elle
est récurrente ; elle est donc vraie pour tout n. )
Nous pouvons bien conclure maintenant que le nombre de dérangements de n objets

v Ik
(i din)= n! E']i_'
L

Ce demnier calcul est un peu laborieux, pour établir de fagon générale une formule?
dont Vobservation prouvait qu'elle était vérifide & rous les rangs oi la vérification
pouvait Etre fuite. Mals, chacun le comprendra, une preuve générale et définitive a une

portée infiniment supérieure 3 un nombre, méme trés rés important de vénfications,..

Conclusion ; nous posions la question au début de ce défi. Est-il érommant que le
nombre ¢ intervienne dans ce calcul de probabilité 7 On peut envisager plusicurs
niveaux de réponse.

Premier piveau : il est naturel gue le nombre e intervienne, puisque le caleul qui
vient d'stre fait prouve que le nombre de dérangements est égal précisément au prodult
de n! par une suite qui converge vers %

On powrrait objecter & cette réponse qu'il est tout de méme curieux que certains
nombres fondamentaux des mathématiques, comime e ou m, intferviennent régulierement
au déwour dun caleul. Ainsi nous avons prouvé ici gue la probabilité qu'une permutation
de n objets soit un dérangement (c'est-a-cire guaucun objet ne s¢ retrouve i sa place)

1 : . A o
Converge vers _ | Buffon avait aussi prouvé, si on lance une aiguille de longueur L sur
un plancher dont les lattes ont une largeor L, alors la probabilité que 'aiguille rencontre

L Taimune est de % Celg reléve-1-i] du hasard ?

: les objets rencontrés lors dune étude mathématque
dépendent évidemment du contexte de celle-vi
- I'étude des permutations repose sur des factorielles, comme la définition de e. 1]
n'est pas élonnant que 'étude des unes nous fasse rencontrer l'autre ;
- I'étude de l'aipuille & un rapport avec la surface couverte par celle-ci {un disque)
quand elle tourne, Ceci a évidemment un rapport avec 1 |

Troisitme nivesu de réponse : la formule ei® + 1 =0 rappelle en fin de compte gu'en
mathématique tout & un rapport avec tout !

3 % Bomargues @ be lectour concux pourma consiater g Lespression rovEs PRI ausst 50 mcline, apris
développement et simphilicinon, sows T forag

din) =0l - C! -1} + Cn-2)! 4o+ CUPCP (nop)! + ok (1
Cette expression est toul simplement be résulial du cideul envisag aw début de ceue étude, consistant &
rerancher du nombre wial de permutations les permutations a points fixes. Cetio idontification, reposant
sur les résaltuls fondamentaus du dénombrement *, cst laissée aussi au soin du lecleu.
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DE L'"INTERET DES
CHEMINS DE TRAVERSE

Cdtan en sol montueur, aries secidentd irds propre aix gmiilches,

o sur léqieel on ne se hasarda guavec ume extréme précastion,

Top et Jup marchaient en éclairewrs, er, se Jetant de droite el de pauehe

ditny les dpvds dalllis, iy rvpiisaient dintellipence er d'adresie,

Mais rien n'indiquais que Jes rives du cours d'eau eisrent fié récemment fréguentdes,
rler mannergail n la présence nl la proxmisé dex convices.

Jules Vemne, L'lle mystériense.

Apres les TP, sujets imposés chague semaine 3 wute la classe, aprés les défis, sujers
proposcs de temps en temps i toute 1 classe et releves par les volontaires, les sujers que
Fon trouvens ici relévent de la seule Initiative des éléves.

Pour autant, ils ne relévent pas du hasard et ne sont pas tout & fait étrangers pux
problémes soulevés dans la ciasse ¢

- ils naissent parfois de ln rencontre entre une guestion mathématigue (les suites
récurrentes) et une curiosié historique ou culturelle (Log mysiéres du nombre d'or) |

- ils naissent parfois de lintérét pour une potentialité de la calcularrice (la
programmation) insuffisamment traités en cours (Fractales sur T1-92) :

- lls peuvent aussi naitre de la surprise créée par une réponse drange ou pardoxale
de In calculatrice ( Vartutions autour de Uastroide) ©
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- ils peuvent aussi etre suscitds par lobservation numérigue des processus pius ou
moins rapides de convergence des suites (Prendre le chemin des coliers pour atteindre
143
- ils peuvent enfin provenir d'un prolongement théorique d'une question traitée en
cours, d'une recherche de généralisation d'une méthode partielle de caleul (Sur le

chemin des combinaisons),

Le sujet est d'ubord proposé i a closse par un éleve monve, les éldves intdresses se
regroupent pour le raiter. Le professenr propose des références mbliegraphiques pour
approfondir la question. De petits exposés & Ia classe par chague équipe permettent de
suivre l'avancée des truvaux. Enfin 'éoriture d'un article permet & Péquipe de fixer ses
idées et A la classe d'avoir connaissance du travail rénlisé,

Le chemin de traverse emprunté par guelques uns leur o ainsi permis de découvrir
quelques nouveaux paysages mathémangues. La reletion de lears travaux i aussi pemmis
A l'ensemble de 1o classe d'avoir un apercu du voyuage,

C'est en guelgue sorte I'shoutissernent du travail de l'annde ¢ la manifestation d'une
curiosité, la mise en ceuvre d'une méthode de recherche, l'aptitude & wavailler en
groupe, la réalisation d'un rapport final, tout cecl a éé facilisé par le cadre de travail mis
en place (TP, défis, disoussions dans la ¢lasse ),

C'est en méme temps une préparaton aex travaux de recherche (TIPE en classes
prépuriifbires par exempie) que les éidves rencontreéront dans leurs érudes ulneures.

Place aux éclmreprs done !
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A la pour" suite" %‘T Y.
du nombre d'or e {
Vanls

D J fon ) S

Contriburion de Audrey Arnoux, Mathilde Lieber ot Mathien Mouls
(avec laide du professenr)
L. Quid ?

Clesten 1932 que Matila Guyda - prince Toumain, diplomate, ingénieur - aurnit
inventé le terme de “nombre d'or”, qui correspondrait & ia valeur d'une proportion
particuliérement esthétique. Cene "divine propartion” surait sol-disant €1é urilisée
depuis l'antiquité par architectes et peintres duns la création de leurs chefs-d'oeuvre. En
effet, on retrouverait ce rapport "doré” dans la construction du Parthénon, du 1emple de
Louksor, de la pyramide de Chéops, de cathédrales... et dans de trés nombreuy tableaux,
comme ceux de Poussin, Seurar, Cézanne ou encore Matisse.

La naissance de Vénus, de Boticelli

Les spécialistes ont tragué dans les proportions de ce chef d'oeuvre {e nombre d'or.

L'architecte Le Corbusier est allé jusqu's élaborerun SYSteme .L.r'": TS qits met en
relation les proportions humaines et e nombre d'or pour bitir les "maisons du bonheur
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Le nombre d'or est en fait un nombre irrationnel dont la valour exacte est égale &

lil,ii, soil environ 1,618, et dont le symbole estla lettre grecque < (phu), par allusion

au sculpteur Phidias.

4 est amnsi la racine positive
de 'éguation x2-x-1=0,

On retrouve aussi le nombre e solvelx?-x-1=8,x)|= >0 ® =£E;§—1-
d'or dans le pentagone régulicr
{ef. ci-contre), dont les
diagonales se coupenl en un

solveCx™2-—x—1=0,x) | x>0]

partage en cxtréme el moyenne c ac= 2.09ch
. ac  ab :
raison, clest-indire que —p = o= ab= 1.23cH
] bo= 0.80cm
. Les pgreecs accordaient & 22
-dlailleurs au pentagone étoilé, le
pentacle, une valeur symboligue +

el meéme mystique... b _ _

Le nombre d'or serait l'explicaton mathématique, incontestable, de la beauté dans
Vart et Funivers. Nous serions méme "mystéricusement accordés & ce nombre.., qui agit
SUr Nos Sens el par cux sur notre cortex cérébral”, si l'on en croil le médecin Lucien
Israél. Mais le pouvoir de ce nombre n'est-1l pas un mythe 7 Peul-l exister une loi

mathématique de la beauté 7 Diapris cerains, il existerait en fait une confusion enlre g,
qui est une proporlion triviale trés wvtilisée en peinture, et @, Dailleurs, est-ce que |a
science peut tout expliguer 4 'aide d'un seul nombre 7

2. Ou l'on retrouve les suites

En partant de I'équation de définition du nombre d'or, x2-x-1=(, on peut éerire ce
nombre sous de nombreuses formes, par exemple :

* Paoap- 1= dquivaut & B2 = 1+D, c'est-d-dire =" 1+P, En itérant le procédé, on
peut alors défimir le nombre d'or par 9= \‘||1+'w,|||i+'|.jl+... :
* D =0 équivaut & O = B, clest-dedire D = 1+};. En 1érant le procédé, on
|

peut alors définir le nombre d'or comme = 1+ —
I+

§ g
Ces relations nows conduwisent i rechercher des suites récurrentes de la forme ug =
fiug), telles que P soit solution de 1'équation x=0{x).

Premigre suite : tp.) = Y 1+iy,

La définition de la suite impose de choisir ug = -1 1l est immédial alors que tous les
termes seecessifs sont alors positifs, ce qui assure la définition de la suite. La fonction

qui & x associeyf1+x est croissante, on en déduit que la suite u est monotone. Son scns
de vanation dépend alors de la relation entre ses deux premiers termes :

* up < uy équivaut i ug <1+ up équivaut i ug? -ug -1 = 0, clest-ii-dire uy < O ;
* on démontrerail de méme gue by = vy équivaul b upz $
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Ainsi, 51 ug < <, la suite est croissante ; on démonire par récurrence gu'elle esl
majorce par 4. Elle converge done vers l'unigue racine positive de I'équation x=v14x,
cest-d-dire P, 51 au contraire up = P, la suile est décroissante | on démontre par
récurrence qu'elle est minorée par @,

Elle converge donc aussi vers [[ariars 1
l'unique racine positive de I~ t_:%h]_lﬂiﬂin-n
I'équation x=v1+x, c'est-i-dire _,uazw_—”
®. Ci-contre un point de vue || uizg=
graphique sur les deux types de || ui3= {14
suites, I'une croissante, l'autre ||  W3= :
décroissante, qui convergent ug= o I

T

toutes deux vers le nombre d'or. fwcriel

: ; |
Deuxiéme suite : vy, | = I+“—
1]

Il est évident que, si l'on choisit pour ug une des solutions de 'éguation x2-x-1=0

N - R e i
(¢'est-a-dire ,:'Ei, celle-ci vénfiera alors x = ]+; et la suite sera constante. 1] est

evident aussi que l'on ne peut pas choisir ug = 0.
Si w) est sirictement positif, on prouve facilement par récurrence que tous les termes

de ia suite sont alors strictement positifs, Si ug est strictement inférieur 2 -1, alors 6

sera stnctement supéncur & -1 el uy sera ainsi strictement posilif, ce qui assurera la

défnition de la suite.

Un probléeme se pose si le premier terme de la suite est compris entre -1 el 0. Par
exemple, si ugest égal & -1, alors uy est égal & 0 el la suite n'est plus définie & partir du
rang 2. Pour quelles valeurs initiales de fa suite "tombera-t-on” ainsi sur 0 7 11 faut pour

i ; 1
cela redescendre la suite "a l'envers" : u = |+ — Eguivant & u, = v Oin aura
e lig * SR TP -1

anst Upey =081 ¢t seulement si vy = -1, 51 et seulement si vy = e Pour découvnr la

suite des valeurs initales interdites, nous pouvons définir une nouvelle suite v -

1 =
vip=0, vy = Vool Define win)= " lu Done
n wWnohoelee

Voici la suite des premiéres
valeurs imtiales interdiies pour la [F sealv(n, n, 0, 5
smilc u @ si par exemple nous @ -1 -1-2 -2/3 -39 -5-83
i 3 ) BeqluUCA), iy &, T
choisissons ug = -z la suile u ne {=8-13 -13-21 -21-34 - 34.5%)
e e e e p————eteit]|

sera plus définic des le Siéme L : -35,n=8
terme, comme on peut le vérifier [*Define u(n)= 1 Dere
1+ ﬁ_—”, elzg

ci-conitre.

C'est 'oecasion de vérifier
Vimporance du mode de caleul :
dans l'application initiale, [e

seqluirl, rn, 0,5
L3S -2-F =12 -1 0 undefd

calcul est gxact. Par conlre, si B
l'on utilise I"éditcur de suites gui :-5

fonctionne en mode approché (cf.
ci-contre), le S4me jorme de [a
suite est bien *délini" {on obtient
une "grande valeur”, 3.1012),
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Remargue : si I'on considére la suite des valeurs "interdites” pour le premier terme de

o
la suite uy, (0, - %. - %. - %’,— %. - %, . é-—?-...}, on remarque que 'on retrouve les termes
successifs de la suite de Fibonacei @ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... : chaque terme est égal i la
somme des deux fermes qui fe précident. Or 1'on a démontré en cours que le rapport de
deux termes successils de cetie suite convergeait vers le nombre d'or. Ainsi la suile des
valeurs interdites pour le terme initial de la suite u converge vers l'opposé de l'inverse

du nombre d'or | _ o - _
Revenons 4 notre suite w, $1 l'on choisit pour terme initial de la suite u un nombre
n'appartcnant pas & la suite des valeurs interdites que nous venons de mellre en

évidence, i1l semble gue les termes sont tous positifs a partir d'un cenaim rang :

- ¢'est facile & prouver 1 a,lT-: ug <0. En effet, on a ainrs]E -2, doliuy=<-1, cequi
impligue ul—j:v- -1, ce qui implique enflin vz > 0 ;

- ¢'est plus dillicile & prouver si -1 < ug c:;t- (peut-8tre parce que c'est dans cet
intervalle gue se trouvent les valeurs interdites que nous avons mises en évidence...).

Nous allons nous limiter désonmais au cas oil up est stnctement positif.

Une simple observation
graphique semble indiquer gque la
suite n'est pas monotone,

C'est naturel, puisque la

fonction I"fx}:l-i-::— esl décrois-
- : d=
: y ] g ul 5.
sante. Ainsi, 51 up<®P, alors ""'i: nnl‘f;EﬂEE
f{ug)e=f{d), clest-d-dire ug, ) =D uct 1. 6EE7

Cela implique de choisir une autre méthode d'éude que celle des suites monotones
bornées. Nous savons déja que, si u converge, elle ne peut converger que vers l'unigue

racine posiive de l'équation x = 1+ 2, cest-a-dire vers le nombre d'or. Ceci peut nous

conduire & examiner la différence entre & et les termes de la swte u, plus exaclement, la
valeur absolue de la différence :
1 1 I 1

1 : L i . ] e
Ium|-¢i=li+a:—- l; or g= 1+E. Alnsi |I.|n.|.j"¢'|—”+u“'1 --!I!'I_I"'ﬂ- tl.‘rl'

. | ug-Pl ; - | .
Do) gy ) -8 = ——— Or si ug est positil, uy = 1+ Ef:':t nifcessairement plus grand
iy
que 1, ainsi que tous les termes suivants de la suile u. Nous pouvons donc considérer
que tous les termes de la suite (en tronquant éventuellement celle-ci & partir du terme de
| un'{bl

rang 1) vénfient EI--_r. 1. Dol lug, i = T Par le jeu de dominos habituel, on
Il ]

obtient : lug-d Eﬁ lug-tl . La suite géométrique de raison icmvm’gc vers U, donc

(par application du théoréme des gendarmes), iy converge vers O et donc la suite u

converge vers @

Fin du détour mathématique... Si on peut émetire quelque doute sur le
caractére universel de l'intervention du nombre d'or dans 'univers, il n'en reste
pas moins qu'il reste une assez jolie curiosité mathématique !
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sur 1T1-92

Contribution d'Alex Guer

Des définitions :

De la définition de !'encyclopédie Encarta 97

Fractale : en mathématiques, forme geométrique de structure complexe qui se
construit selon des régles utilisant le fractionnement. Les fractales sont souvent i
homathere interne | chaque petite portion d'une fractale peut étre considérée comme une

reduction de la totalité de la figure.

De la définition de [ ‘encyclopédia Universalis

Certaines structures trés irméguliéres, souvent construites par itération, possédent
des symétries de dilatation caractéristiques: 1'ngrandissement d'une partie est semblable
au tout. Le concept de frocialité unifie la description de nombreux objets mathématiques
ou physiques et quantifie leur degré d'irrégularité: 1l a été introduit en 1975 par Benoit
Mandelbrot, mathématicien frangais qui a poursuivi ses recherches aux Etats-Unis, dans
les laboratoires d'1.B M. Le terme fraciad | forgé 4 partir du latin fractus (du verbe
frangere | qui signifie ebrisers), souligne le caractére fractionné & infini de ces
ensembles présentant des irépularités 4 toutes les echelles

De 'exemple :
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La figure 2 s'obtient en tragant, su centre de chagque cité du premier tiangle
équilatéral, un mangle équilatéral dont les catés ont une longueur réduite & 1/3 par
rapport au triangle initial, et ainsi de suite.

La courbe 5 est une fractale de niveau d’itération 5 nommée «flocon de neiger, ou
courbe de Helge von Koch.

De ’histoire:

Les mathématiciens du début du 207 siécle (Georg Cantor, Félix Hausdorff ou Helge
von Koch) s'interrogent sur la notion de deérivabilité et construisent toutes sortes de
contre-exemples aux régles habituelles du caleul infinitésimal” : des courbes continues
mais possédant des tangentes en aucun point, des surfaces et des volumes trés
irréguliers. On a associé & ces objels une dimension dite de HausdorfT-Besicoviteh -
définifion complexe au demeurant qu'il serait inulile de citer ici. 1l en sort une dimension
identique 4 la topologie ordinaire pour une figure réguliére (1 pour une ligne, 2 pour une
surface, etc...) mais cela n'est pas vrai en général,

Mandelbrot généralisant les travaux des mathématiciens frangais Gaston Juha et
Pierre Fatou sur les itérations des fonctions complexes, montra 'intérét de l'introduction
d'une telle dimension éventuellement non entiére pour caractériser des figures
géométriques « avanf la propriéié de ponvoir &ire décomposdes en parties de telle fagon
quie chaquie partie soit une image réduite di tout » c'est & dire une fractale.

Prenons I'exemple de la courbe de Helge von Koch (e e ﬁl:k:un de neige) présenté
plus tét. Si on place cote 4 cote (voir

figure ci contre) une partie de la "'u.:. e
figure 5 et son image par uneg

homaothétie dont la valeuwr absolue du "‘1-;

rapport est 173, on s"apergoit que ot

£l * H] £

I"on retrouve 4 fois 'une dans AM%

I"autre. C'est a partir de cette
caractéristique des fractales (a
laguelle Mandelbrot fait alluston dans la citation donnce précédemment ) - Thomothétie
interne qui définit la dimension fractale homothétique d'un objet
Prencns par exemple huit cubes identiques, i3
forment, assemblés,un gros cube homothétique ."Jf ._,-:_'.5"'
dont tous les cotés sont deux fois plus grands. &
Mais, avec des carrés, il suffit d’assembler quatre
petils carrés pour faire un carré dont le coté est
deux fois plus grand. jﬁ
Pour doubler un cube a 3 dimensions, il faud

B=2"cubes. Pour dowbler un caré 4 deux

dimensions, il faut 4=2* carrés. On obtient ainsi P
une relation vérifiée par tout objet 4 homothetie B
interne . le nombre de morceaux est égal au

i1

" branche des mathématiques qui traite de L notion de lmile, de dérivie, de primitive des fonctions gui
pennet démdier les fonctions o1 de déterminer bes aires of les volumes des solides.
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rapport d”homothetie élevé & une puissance égale au nombre de dimensions de 'objet.
Soit n=s "oil n est le nombre de merceaux, s lerapport d homaothétie” et d la dimension

Pour obtenir d il suffit de faire intervenir les logarithmes -n=5" = log (n) = d log (s)
_loglm )

log{s)
Dans cette formule de calcul de la dimension,on ne tient pas compte de "utilisation des
loganthmes décimaux ou naturels car le résultat est identique
Ainsi par cette méthode de calcul, 1a dimension du flocon de neige est 1.262 en effet il
log( 4 )
log{ 3}

Mais il v a, on le voit bien,un probléme pour les disques, En effet il est difficile de
faire appajraitre une homothétie interne dans un disque. C'est pourqual nous utiliserons
pour trouver la dimension d’un disque une dimension plus générale que celle utilisée
précedemment (dimension homothétique) : la dimension de Hausdorff-Besicovitch, Seule
I'une des propriétés nous intéresse (le toutl serait trop compliqué a expliquer en
detail) :les espaces plus petits ont une dimension inférieure cu égale a I espace qui les
contient. Un disque contient un carré de dimension 2 donc la dimension du —
disque est supérieure ou égale 4 2 Orun carré contient un disgue, de ce fait @
le disque 4 une dimension inférieure ou égale 4 2. On en déduit que la

d

=262 g

faut 4 morceaux pour obtenir un morceau 3 fois plus grand. d=

dimension du disque est éxactement 2 Cqfid !

De I'origine :

Tout cet expose précédent est le fruit d'une réflexion dont ongine est un livre dont
nous tairons le nom ; pas de pub. Nous nous proposons donc de narrer 1'événement qui
fut le point de départ de cetle recherche approfondie sur les fractales

« Un jour, au hasard d'une lecture (un livre trés bien mais dont 1'adaptation
cinématographique laisse un peu a désirer) je vis une représentation géométrique assez

simple - %‘F,Idans un contexte qui laissait 4 supposer que ¢e fut 'un des premiers
niveaux de complexité d'une fractate,

 Au fur et & mesure que ) avangaif dans le récit, je revis des constructions semblables
de plus en plus complexes, des lignes enchevétrées, des carres de partout, bref quelque
chose d’assez compliqué, Ayant par chance dans ma bibliothéque personnetle un livre
traitant de fractales, je décidai de le consulter et reconnug sur |'une des pages la figure
dega presentée plus 166, L auteur indiquait que fe niveau de complexité ou degré
d'itération de celle-ci fut trois. Il indiguait aussi que le niveau un est © ~Ll. Je remarguais
aussitdt [évidence et la rivialité de la construction me permettant d”obtenir fe niveau3 i
partir du niveaul.

« 51 l'on effectue 4 la figure de niveau] une rotation de 907 dans le sens positif comme

ml-
- T . | N BN
sutt 1 et st on y ajoute la higure de miveaul on obtient le niveau2 51 'on

" nous patlons de ' homothétic permetlant de passer du plus petit morcean au phis gros morces
coRnsideTes
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réitére la méme construction,mais cette fois & partir du niveau2, on obtient le mveaus -

w Je me repris vite de |'éblouissement de cette découverte et décidais de mettre en
forme un programme permetant de construire cette fractale connue sous le nom de
The Harter-Heightway Dragon Curve, 1'éditeur de programme que je choisis fut
évidemment celul que |"al sous la main ol que je sois et oi que jaille c’est 4 dire celw
de ma TI-92 bien sir. »

Voici pour ce qui est du lien avec "utilisation de la TI-92. Le rapport avec les études de
mathématiques de "année est simple © le fat que la mise en forme de ce programme
n’eul pas lieu pendant les heures réservées a I"étude des mathematiques, En effer je
profitais des rares heures de la semaine ol je n'étudiars pas les maths pour me liveer &
la rédaction puis 4 I'éenture du programme dont la simplicité sautera aux yeux du
lecteur. Le voici :
Prem

Frif

Clrly

ClrDvaw

setMode{"Graph","FUNCTION")

setMode{"Exponential Format”,"NORMAL")

sethode” Vector Format”,"RECTANGULAR™

sethiode]"Split Screen™,"FLILL")

setGraph(" Axes” "OfF™)

setCiraphi"Gmd®, "0}

Local a8,b.e.i.efnmmnil gm

{{J., [, 1h—a O trepvieille o ‘aivord dars sn pepdrg viviuel, puis sons effeciveroms
1001k —+h g fiomthitle de rappors o détermner ultdricirement, cela afin a'ére
I st e for dengenliee ol e fiynere sott bien davis Héeran fon travaiile en picef

el 'doran foid | 0-238,0-102)

Input *Nivean d'itération? (0 £ n < 9)" . m
Fori, 1. ni
For pn+1,2%0-1
bf24n-i]+a[n]-bjn] —»alj] Ditermieniion ces comrdontices des sommels de la corbe
alnj-a[2*n=j]+bin] —+b]j] Jrorctale e nivean § & parir de celles d mhvea 1+
EmndFor
2= 1=¥n
EndlFor

min{ 102 {max{a)-minia)), 238 (maxibl-mim(h1i) —< Calcul o vappore d homoibétie
Lbsl grp

Sl<{rmm a s al) * of2—ee Donrbes gui pevmeriront de centrer ia fignre
I 19-{mun{b)+maxih)) =2 —f
Foriln

iPart(a[i] *c+e) —x|i] Cenirage ef redimendonie e

iPart(b|i] *c+f} —y[i]

IFicll

Pulline x[i-1].yli-1].x[i].v{i] Trapage de b courhe
EndFor
EndPrem
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Courbes :

WVoicl ce que I"on peut obtenir par exemple.

Et ainsi apparait le dragon...
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_ ]
Variations R A
dauiour de 'astroide . }}'*- '1'}“

e ——— e

Caniribuiion de Alex Guez, Orfon Mowrgille, Danielle Obono

Définition de I'encyclopaedia Universalis ;
Astroide : disposé cn forme d'éroile.

On comprendra aisément que cette définmnon est legérement insuffisante pour bien
cerner ce gu'est une astrofde. Mais pourguod parler d'astoide 7 Quelle est la démarche,
guel est le ralsonnement gui nous mend (nous : les rédacteurs de cet article} 4 Ja
rencontre de ce mot 7 Clest ce que nous nous proposons de vous présenter (3 vous
lecteur) dans un premier lemps.

De I'histoire :

A l'origine éaitle TP n®l6 et la
higure ci-contre, Le but de ce TP
£tait de trouver 1'équation de la
courbe sur laguelle sé déplace le
point P lorsque le point M varie
sur le cercle de ravon R (14 droite
{MP) ézant perpendiculaire au
segment {KH]). Cette équation,
nows la mouviimes sous forme misyl=1, 552
puramétrée, elle £tait |
x(t) = Rcos (), y(1) = Rsin(y)  [EZB REEENRT 41
(tétant égal & 'angle des vecteurs OA, OM).

Nous remarqudfimes sur [a figure un fait particulier ; soit N l'intersection des segments
|KH] et [MO], MPN est toujours un triangle rectangle en P et ceci quelque soit M. On
en deduit que P se rouve toujours sur le cercle de \:ﬁuméu'e [MN], N drant e milieu de
[MOY, ce cercle est done de rayvon R/4.

Considérons maintenant la courbe déerite par P, i, par un effort d'imagination, nous
prenmions le cercle et le sectionnant au miveau de A, nous Paplatissions sur laxe des
abscizses, nous obtiendrions une courbe déji vue en cours © une cveloide, Une oycloide,
pour ceux qui ne le savent point, est la rajectoire d'un point d'un cercle lorsque celui-ci
‘roule” sur une droite, Ces dewx indices nous firent penser que la courbe décrite par P
serail 1a frajectome d'un point situé sur un cercle de rayon r lorsque celui-ci "ronie”™ 4
l'intérieur d'un cercle de rayon 4r,

Plus tard, lors de Ia correction du TP, notre professeur de mathématiques nous apprit
qu'il 8'agissait d'une astroide. Apres quelques recherches, nous comprimes que les
cycloides se partagent en deux E\E:m:he;s :

- les hypocyclotdes, lorsque le perit cercle moule & linténewr thypo) du grand ;

- les Epicyeloides lorsque le petit cercle roule & l'extérieur (épi) du grund.

L astroide est done une hypocyeloide particuliére,
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Lorsque nous essayons de modéliser la figure du « petit cercle roulant sur la paroi
intérieure du grand cercle » dans "application géométrie de notre T1-92, nous rencontrons
un léger probleme. En effet, si la calcTilatrice sait déplacer un objet sur un autre, en faisant
varier le point d'intersection sur cet autre, elle est en revanche incapable de le fare tourner
Nous sommes donc obligés de trouver une astuce. Celle que nous proposa notre professeur
était : soit P le point du petit cercle el gue lorsque son centre se trouve sur 'axe des
ahscisses, P est le point d'intersection des deux cercles et soit A et M les point respectifs
d'intersection du grand cercle avec I'axe des abscisse ef avec le petit cercle . Lorsque le
petit cercle « roule » & I'intérieur du grand, I'arc AM a méme longueur que I'arc PM. Or la
longueur de I"arc AM est ﬂr.m} (avee r étant le ravon du petit cercle et Y son centre)
et celle de 'arc PM, r.(PO'NM) (O étant le centre du grand cercle, son rayon est 41 comme
nous I"avons déja précisé). On en déduit que 4r.(AOM) = r.(PO"M) donc 4.(AON
(POM). En théorie, il suffirait de tracer un cercle, de placer le point M sur le cercle, de
tracer le rayon [OM], de placer N son centre, de construire le cercle de diamétre [NM], de
centre O milieu de [NM], de mesurer | angle m ). en radians évidemment, de défimr le
point P, sur le petit cercle, tel que (PO'M) soit égal & quatre fois 'angle (AOM) et enfin de
placer ce point P {ouf | )

Eh bicn, non ! 8i 1'on construit la

figure de cetle fagon, en faisanl mg.] i‘-:lmgﬁiﬁ >
Ny

varier M sur le grand cercle, le
petit cercle "ronle” bicn au début | /
{sur la partie inféricure de la ligure R

ci-eonire), puis, tout d'un coup, il
change dc sens de rotation, ce qui

donne les deux loopings de la 8.65rd
partie supéneure de la hgure. p: 285
Ce qui se passe est irés simple.

Pour Mapplication géométrie de I

: i . e
notre chére calculatrice, un angle en radian n'esl jJamais supérieur a ;T m nféneur a -,
en effet, 3/2 n'existe pas, c'est -2, Lorsque l'angle (AOM) dépasse la valeur i, 1l
devient négatil, d'oil le changement de sens remarqué.

La deuxitme fagon de procéder i
laguelle nows aboutimes, a la

speur de notre front, est la swivante
St "on reprend ce que nous avons
gerit plus 11, on ' apergoit que la
seule défmllance est la construction
de la figure, la question est

done .comment exprimer sur la
figure le fait que 4 {AOM) =
(PO sans qu'il y it de
probléme ? La réponse est par symétrie. Supposons que "on a construit les deux cercles,
0.0, M, N, A et considérons la droite (d) paralléle a 1'axe des abscisses passant par (), on
a({dO'M)= AOM) car cg sont des angles commespondant, soit 'image Al de M par la
réflexion d'axe (d), (A,O" M= AOM), soit P I'image de M par la réflexion d'axe (("Aq ), P
appartient bien au petit cercle car du fail que son gentre O appartient a la droite (O°A 1
est invariant par ladite réflexion et on a bien (PO'M) = 4.(AOM). Pour construire P, il faut
tracer I'image de (O°M) par la réflexion d’axe la droite paralléle a (Ox) passant par O, P
est "image de M par la symétrie axiale par rapport 4 |a droite obtenue précédemment. Cest
tout et ¢a marche bien cette fois, Astucieux non 7
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Du premier essai :

MNous allens maintenant tenter de trouver un équation générale des hypocycloides, $i
I'on traite le probléme classiquement, voici ce que I'on obtient -
Soit k le rapport des rayons du prand cercle et du petit, les arcs MP et MA ont méme
longueur, I'un est égal & (PO'M).r (r étant le rayon du petit cercle) I'autre & (AOM).R =
AOM L k.r (R étant le ravon du grand cercle vous 1'aurez deviné). Le rapport des angles
(PO'M) et OM) est done k.
OF =00 +O°P
En projetiant sur les axes on obtient ( t étant la mesure de "angle { AOM), (d) étant la
paralléle 4 (Ox) passant par O')
x=00"cos(t )+ O cnsfl{l-’f.} M) - [dDM‘.I]
={R-r)eos(t)+r cos{ kt-t)
={R-1})cos{ t)+r cos{ (Rirht-t)
={R-1)ecos{t)+r cos{ L(R-r¥r)
de méme,
={R-r)sin{ t)-r sin{ L{R-r¥r )

Mais on vois bien qu'il ¥ a un probléme lorsque k st un rationnel. C'est pourgquoi nous
avons imaginé une autre inéthode.

Du second essai :

En fain & Vissue du premier essai, las de fatigue intellectuelle, nous nous demandimes
s'il etait possible de, & partir du cas ou le rayon du petit cercle rest égal au quart de celui
du grand, se ramener & un cas plus pénéral _Reprenons donc la figure de 'astroide
Supposons que I"on fait subir au petit eercle une homaothétie de centre O et de rapport
légerement inféricur 4 1 (0.7 par exemple) soit M’ Iintersection de OM” avec le second
petit cercle que nous considérerons a I'avenir comme le petit cercle. Considérons le cercle
de centre O passant par M ce cercle que nous désigneront 4 I"avenir comme le grand
cercle

OM'=R
OM=r1
O = kORI = TR + MR = v O - v MPT

.-"u .ETM = fnmf = GTE'F
= MM = 1/3 OR- 43 OB
soit VIR-4/3r>0 Soit I3R-43r<0

Le. BR=d4r R=4r
StR >4

M'M =13 R- 43 r {00 MM’ sont
alignés)

= UM = OM™ + MM’
=R+ 13R-4/r
OM=4/3R-43r
= les coordonnées de P sont |
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x=(43R-431)(cos( 1)) °
v=[{43 R -4/3r Lisin{ ¢t )}"3

E=-OMOM= ¢/ (O°'M+M'M) =/ (r+13R-431) =1/ (1/3R-1/31) = 3 14 R-1}
Pla,b)
O appartient au cercle de centre o et de rayon OO'=R-r = Of{{R-r}.cos(t) ; (R-r). sin{t}}
OP{a-x.b-v)

:-f_J"P'Ifﬂ—[R—r}.ms{t}',ha{R-r}sintt‘j

OHOM . (cos{ t ) -(R-r)cos(1):OM _(sin{ t )7’ -( R-1 ). sin{ 1))
OPF =k0Pork=3{R-r)

—a-(R-rheos{t)=3m{ R-r)[43(R-r)fcos( t ) -(R-r) cos(t)]
=sa-(R-r)eost)=4r{cos(1)y-3r.cos{t)

=a=4rfcos(t)) - (dr-R)cos(t)

de méme. b =4 r.{sin( 1]}3-{4r-R]5in{ L)

= P{dr(cos( 1)) - (4 r- Rycos(t ) drsin( 1)) - (4r-Rysin{ 1))

SiR<dr
MM =4/3r-113R

= OM = OM" - MM

=R-43r+ /3R

OM=43R-4/3T

= les coordonndes de P sont

x=(4/3 R - 431 hicosi )} "

y={HIR - 4/3 1 Lisin{ 1))

k= OMOM= r/{O°M-M'M)=r/(r-d3r-13R) =1/ (-13r+13R)=30/{R-r)
Pla,b}
£ appartient au cercle de centre o et de rayon OO'=R-r = O{(R-r} cos{t) , (R-r} sin(1)]
OP{a-x,b-y)

— -
= OP(a-(R-r)cos{t).b-(R-r)sin{t})

G PIOM . (cos{ t )7 - (R-r)cos( 1); OM . (sin{t})' -{ R-r ) sin(t))

OPF =k{ork=3M{R-1)

=sa-(R-1)cos(t)=k[OM, (cos( t))'-{R—r)ecos t)]
=3r{R-r)[43(R-r)lcos(t)) -(R-r) cos(t)]

=sa-(R-r)cosit)=4r(cosi t)F-3rcos{t)

=a=4dr{cos(t)) -(4r-R)cos{t)

de méme, h=4r.l,'5inl{t‘,lfv{ dr-K jsin( 1)

= P{dr(cos{ 1)) -{ 4 r-Rycos( t); 4r (sin{ t ) - ( 4 r-R)sin( 1))

" on réwtilise be résultar obtem en TP @ x{ty= Bofcosd 1 )1, vty Buising 1 3} que I"on retrouver avec le
maer essai en remplacant rpar B4 e en simplitiant car O3d=2.0°'M
on rétilise be réaubtat obtenu en TP - x(tr= Ro(oost t 1), vit)= Roisini 1 17" que I'on retrouver avee be premier
esspl en remplacant r par B4 el en simplifiang,
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['équation pénérale d'une hypocyeloide est donc:
SiR = dr
x(t)= drfcos(t)) -{d4r-R)cos(1)
¥ 1)~ 4rsin{ t)f -{4r-R )sinf t)
SIR < dr
x(t)=dr{cos(t)) -(4r-Rlicos(1)
yit)=drisin{t)) -{4r-R)sin(t)

Histoire et applications de I'astroide:

La surface de glissement d'un glissement de terrain n'est pas éxactement cylindrigue
comme on pourrait le croire, Sa section 4 la forme d'une cveloide.

1643 Toricelli ne publie pas les résultats de ses travaux et études sur P'influence de la
pression atmosphernique sur le mercure: il est trop occupé par ses études de
matheématique pure en particulier par des caleuls sur la cyeloide.

1630: Mersenne lance Roberval sur le probléme de la cycloide dont il est le premier &
mentionner la notion en marge de harmonie universelle,

Pasons nous le probleme suivant: on considére dans le champ de la pesanteur deux
points A et B et un point maténel M se déplagant sans frottements sur une courbe
dextrémité A et B. Déterminez la courbe appelée brachistrone pour laquelle le temps de
parcours est minimal lorsque le poimt M par du point A avee une vitesse nulle,

Facile? La solution est en général une eycloide.

Chez les Téléostéens et Holostéens™ on parle d'écailles evcloides,

Le chronometre n'est pas le fait des horlogiers mais bel et bien celui du géométre qui
assujettira Iisochronisme” 4 la cveloide

Pascal appliqua l'une des nombreuses propriétés quiil déduisit de l'analyse
infinitésimal, sur laguelle il travailla pendant dix ans, au probléme de la roulette (la
cycloide)

En conjuguant Pexpérience et l'imagination, Huygens étudia le pendule conigue et le
pendule oscillant entre deux lames courbes, en ce qui concerne ce dernier, il parvint &
démontrer que les lames en forme de cyclofde assurent 'sochronisme rigourens des
oscillations( | 660,

Un dernier point de
vue sur I'astroide et
I'ellipse, comme
enveloppes d'une
famille de droites...

¥ méme peniode, mlme dunte

**pour néophytes, 1€léostEen et w super ordre (25000 eeploes, i pen pris autant que chez tons les autres
verfehris réunia) de poisons asseux qui comprend la plapan des podssons actuels. Holosifens ¢ classe de
poissons O'esu dotice.
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Autre alléeorie ; aprés les éléosidens ef les holostéons, un parschutage de pachydermes

(il= ntterrissent page 2559}
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- Quelques possibilités
 decalculdu nombre

2

Lantrilwtion de Anne-Sophle Katoghivs, Philipps Souteyrand, Jean Frincois Vingens

& |
A
‘J
N

(-

.|‘ II i

.'_II

y

Les hommes, dés ' Antiquité, définissent le nombre © comme étant le rapport de
la_circonférence an diamétre d’un cercle (CE formule P = 248 ), Historiquement, une
fois reconnue ["existence de ce rapport constant, la premidre approche a consisté &
déterminer le nombre ©t par des mesures physiques (le plus souvent, on obtient des
encadrements).

MNous allons essaver ici d’aborder ce nombre « mythique », d’abord #n observant
queigques méthodes d'iustres mathématiciens, puis avec des pistes plus personnelles...
mais bien moins eficaces.

= Quelques aspects de cette traque du nombre 7 :
» L utilisation des algorithmes par Archiméde (287 - 212 av. JC) permet de calcuier 7w :

soit p, le pérmétre d'un polygone régulier de n corés mscrit dans un cercle de
rayon 3. Alors = lim p, (voir la formule du périmétre d'un cercle : P= 2ak).

On peut d'silleurs programmer cet algorithme sur la TI-52. On n'étudiera pas ici

. ; 1 i 0 .
les formules mises an jeu : Uy =P, avet W, = E{l—hl'l—-u,'... doot on peut
cependant regarder le résultat (en mode approche)

Archimed| m) L™ Py

Prizm LR B B S PR
Loecal n.u.p.i n*u—+p

Cirlo Disp g

G—sn EndFor

1 i AR EndPrim

For i.l.m
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# | arrivée des ordinateurs (et de la T1-92 1) permet d'avoir des résultats trés
rapidement et beaucoup plus approfondis que les mathématiciens de 1"époque.
Fn effet, Viete (XVI*™ siéele) n'obtient que 7 décimales cxactes du nombre = 4
partir de la quantité conjugude dans les expressions de Palgorithme d° Archimede

i Moo
M., ".E l—] +"|I],_H::'

Voici le programme et kes premiers résullats obtenus avee la calculatrice :

viette{m ]
Prem

Laszal mou p
Clrla

fi—#n

(h.5—=u

For i1 m

2*n—n o ‘im:_ﬁr
]."'1""{::'}'{'-""1\':'{!-"'r![l'tr"ﬁ]}]} - Wi&%ﬁ

P
sl 3, LAIIESLEET
Disgpi p 5, LA1SYE | T

. T AR AEATEOT
EndFor 3. 148599265147

- anss s R
EndPrgm a:¥

- i ————

o | utilisation de ces programmes prend beaucoup de temps de caleul. La mise au point
de nouveaux algorithmes de caleul plus puissants permet de déterminer le nombre n
avec une précision plus grande et plus rapidement.

11 faut d abord définir la fonction « Arclan » |

e i i 1 5
(=1} -x" . P LU
arctanlxj= 2 —— —— e —
(x) f?“ 2k +1 I3 5
Arctplsn]
Func
sum{seq(iPantd 10 n ® - 1Pk a™ 2% 12K+ k)
EndFunc
John Machin (1680-1752) &ablit alors la formulbe
t 1 -'ll --:- . L
a=16- an:tan( E) -4 ur-::t:m( TE'QJ S 2 L S "j
e~ TR e
= hachdnd 3] 3141 LY
16*arctgt|/3.n)-4*arct(11239,0) e e
Frdlunc

On remarque que la TT-92 ne garantit pas les derniéres décimales lorsqu®on utilise
la formule de Machin ; en effet, comme il est impossible de faire une somme jusgu'a
1'infini, on utilise la fonction arctan,,, ol m est la valeur limite de & dans la somme, ce
qui entraing une imprécision pour les derniéres decimales.

Griice & cette méthode, on peut trouver facilernent des décimales de n (sur TI-92,
on ne peut en trouver guére plus de 200)

e nombreuses formules apparaissent depuis le début des années 90 ; cerlaimes

permettent d oblenir direclement Tan

cme

racine sans calcvler les précédentes. .,
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= Approche analytique du nombre 1 :

Nous allons nous intéresser ici plus particuliérement 4 "utilisation de séries,

* Formule de Leibniz {quadrature arithmétig ue) :

Leibniz définit 7 comme ka somme d"une série ¢
T 1 1 I 1

B Lad Lo
7 9 11

g
4 3 5
* i
e =]
Cin peut dans ce cas écrire = f_lrr'l[ rrer i{!?]J

On ne peut rien conclure quand au sens de variation pénéral de la suite ¢udiée. En
eflet, pour # pair, on a sln) = (s —1) el pour m impair, s(n) = sln—1).

Une petite observation - E — o 50) = ~0.004901 4898

La convergence de cetie smtn est done plutdt lenie, puisqu'elle n'offre pour 50
termes qu'une précision nférieure 4 107

o Formules d'Euler :

Buler, & partir de la formule mise en évidence par Leibniz. 4 savoir

x x % -
= —— === Obficnl ;
I 5

3
& o I =
4 %{ 2n +1).2™ ,Z,.{m )32

e P41 (1) (2 )
‘estddire; —= : — -
c'est & dire F % [2H+ l]_ﬁ:!ﬁu ; [‘2”_‘_-“.:-12"”

arctan| x) =

On pose | HI{H}=Z"2. {fl;ﬁl:_l”;i;:c.ﬁ_l} .

i n) est visiblement décrotssante. Comme pour la suite précédente, 3 est la limite

de cette suite, done une somime infinie qui s'explique par le fait que x est un nombre
irrationnel transcendant,

Onaici :— i 50} = —2-107", 11 est évident que la convergence de la suite est ici

bren plus rapide.

= D'autres séries ont é1é mises en évidence, par exemple -

]

""’[‘{"} EI: )j? || 'ﬂﬂ(‘*{"}=§il‘J:_
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= Une approche géomeétrique :

On part d'un cercle trigonométrique (R=1) pour déterminer . Cette méthode
s'avere trés peu performante...

@ A 1"aide de la surface d un disque .

Le principe de la suite considérée est

- A simple.

/ | f.-”f h e On divise fe quart de cercle en n
?f ‘ A --!, segments  égaux  (sur Paxe). Comme
e T ||:. R=1. chaque rectangle a une largeur
| | 4.15-15'.:4|I|:a|?|:l

|'. "

| : e« On prend ensuite n-1  rectangles

_ ; intérieurs et n extéricurs au cerche, Le

T | 3 cercle étam  trigonométrique, on &
pocia A=k’ =x

Pour fes roeofampgles ierienss -

[l s'agit ensuite de connaitre la kargeur d'un rectangle, notée R, . En appliquant le
théoreme de Pythagore. on trouve :

. 2 k-
R, =l-——7 s0R R, =,/l-—7.
" "
s : : I 'S
L aire d"un rectangle est alors égale d @ a, = —4/l - =%
" H°
=k Jl_ ﬁ!
["aire intérieure vaul @ 4= Z— oty
= i
Par passaee i ka banre, on i 3 \ _I m “:_ Iu
—4ll= =
-ll..l.l:';.}[JL : H'I n' ] 4|

LRV T ill'l"""_ "-.1.‘.-"_::r-:_=_' |

Lk - 1]

On procéde de méme : la largeur notée R, est ici épale & R = 1I|]— —

toujours grice 4 Pythagore (il suffit de regarder la figure pour s'en convaincre). L aire

i n k s -! :\.
extérieure vaut donc ; A'= 3 |—{ 7 ) A
=in "
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= 1 {k-l}f] P

Puis par passage a la limite - Hm[z 1i||——--— S
el Yo g ) 4

e

On erée ainsi deux suites qui convergeni vers /4, On a la double inégalité :

7 I . I T
: ' oeot RePll | PR P b, ey | TR wacl” il
.4:§4£.-a‘_5u1lzu1i|] ;f{d{gu I -

Reste a connaitre la rapidité de 1a convergence. Un programme sur ordinateur {en
Turbo Pascal) permet d’apprécier ou non la suite. Ainsi, pour n=40 (00 000, on trouve
n= 31415926, ke tout en 40 secondes de caleuls, en wiilisant la formule pour les aires
intérieures. Le résulial est done « un peu s insuffisant, compard aux méthodes des
o grands » comme Machin.. qui nont pas attendu Parrivée de Tordinateur pour
connaitre plusieurs dizaines de décimabes du chiffre mythique.

" Autres méthodes a envisager

Le volume de la sphére :

Le problkéme sc complique, car si T'on passe par des cylindres. on fait

: ; : + 4
automatiquement intervenir 1 pour ke caleul du volume @ V= Em‘i" B

[Jes carrés A 'mbim..,
' L'approche de Paire par des canés est-elle plus rapide,

moins 7 Encore une autre voie. Cependant, les approches
. géométriques du nombre m semblent moins clficaces que les
\, méthodes analytiques...

Ce pombre fascinant n'a pas fini d'occuper les mathématiciens. Une multitude de
méthodes s'offrent a eux, et arrivée dordinateurs de plus en plus puissant a lancé
une véritable course aux décimales.

Connaitre la 0™ décimale de 7 ne présente pax en soi wn grand intérét fles 40
premidres décimales suffisent a calculer In distance Terre - Voie Lactée avec ume
précision d'un proton), mais le nombre garde toute sa magie.

Alnsi, nous n'avons pas en la prétention de découvrir des méthodes miracufeuses,
mais, comme de nombreuses générations qui nous ont précddé, nous wous sopme
penichés sur ce nombre qui éveille motre curiosiré |



Cantribution de Xavier Rivory

Un des mértes de PASCAL fut de savoir organiser ingénieosement dans un riangle

p ; n! ;

54 découverte que nous écrivons de nos jours C.ﬁ - ﬁ]_'p' . Plus tard, ce triangle
poussa de nombreux chercheurs 3 démontrer certaines régularités comme le fit
SIERPINSKI en expliguant la disposition en triangle das nombres pairs.

i“:'.' -a'- -. a.'.-.'--
o T

B ."""!u-".l."f =

g :
WA |/ R\
o e R
e W 6

b o A
v

: : B
(dans la wriangle ci-dessus ont éé hachurées towtes les cases coptenant des nombres
pairs. La confipuration obtenue est asser singuliére : une fractale ?)
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=1 o I !
. Fa o L e e T o
W era mvmnﬁnmmww
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|| it cermpie Alevorer 4 L= Lo
b P & F W ;

' i i&mes

Probléme ;: Calculer fes sommes:

5{__ = Eg::_.ll1 qu o EC:MI. Sﬂ e Eci,u!

@ Sy i e ip=i n 0 I+l dn

Le rappel du binéme de newton &' impose: {a 4 x}" =¥ €, a"™* &',

k=i

Pour a=1, on obtient: (1-+x)" = ZE: ¥,
=
(I+x)=Cx"+C s +C 2"+ X+ ... +Cx"4 .. +LC" 2"
(1+4x)" = Zﬂff’ ¥+ ECT"E - o Z[‘i‘“z et

O gyt L ip+iLw Qs I+ A w
a 1 N L} H] ip= ]
::'l " j:}" - EC"JI r [ +I ZC"FH x o +5 ZC"I' i ¥ n
g ip <n AL I+l Zn s g +1 50

Pour fuire apparaitre 5, 8, 8., il faut que x soit égale & [, On est donc amené a
g LE
utiliser fes nombres complexes 1, j, j% avee 1=¢ * {ou plus généralement les
racines de |' unitd).
Onsaitque /7 =1, (7)== (FYr =11 = .
Aanst, on remplace successivement x par 1, |, j*:

[(I4+1)" =2" =8, +5, +8, (a)

'lll.ll+j}ll=5n+f.s|+.f!51 {h}

L1+ )" =8, + /8 + /8, (c}
#Calcul de 5,:

On additionne les équations du sysiéme précédent,
Y Y =35 (0 8 (14 4 S,
Comme +f+ /" =0, 1+ j=~f, etl+ " =—7, onen déduit S
g _: IH +{1+_||r'." 1 :']I Jll:.h
iy =
3

_ =Y =

3

Sy
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L
P -
1

i X I |||.'-.|. il ||:.!| oo :
Soit encore §, = %{E“ e ' +le 1) )=- tE” +{e y+ie ). Usuffitd

-i':l

appliguer la formule d' Euler: (¢ "Myee "T)=2 cos Th On en conclut:

> L= 2" +2 vos( —31

L ip £

#(Calon] de §:
On multiplie (b) par j* , (c) par .
[(1+1)" =2 =8, +5,+5,
‘:ja{] + Y = # S+ 8 +Ji5,
i+ Y =i S+ S+ 8,
AR R ) M (L M
3

En additionnant le tout, on cbtient: &, =

clest=a-dine:

1 1 1Ig In "
b |'I| |-E i ] |'|'||'§-a—l-' [ TR

SI Fad %EEH Jog 3 {I: 1 rII b 1 [l" ;.:I.l' :| ot El:-zll Fe R o i )
On applique -.flu., nouveat la formule d' Euler, et on a finalement:

ot =1 42 cost L2220

nslp+lsn 3

#Caleul de S, (toujours la méme méthode !)
En multipliant (b) par j. (c) par j2 et en additionnant le tout avec (a) on obtient

54
qu | . n _:".'. 1r I__".ml'rI
S!=--|j{l f}"!'_lrl:.]-f-ill} 1{2"’+{_| 1 I:I+f‘":l I'i
X 1 | 5
Et par comséquent : 3 O '5;'" + 1 cos( A& : i )}
|5:IJ| LS 1] -
%ﬁlﬂemuqumﬂ.

s On peut généraliser le procédé et obtenir les sommes des coeflicients du bindme pris
de guatre en guatre ou de cing en cing ou de  en g, en faisant intervenir les racines

giemes de |' unité. R
" » f=[AlgabeaiCalc|Other PranlliClear &=z |

= Comme clle le fait pour Eﬁt , OR peut espérer

Kl
que la T1-92 donne une formule générale i n-(n+ 1)
pour le caleul S, 8, 5. Avant tout, on doit " E.‘JE 2

modifier la syntaxe; en effet. pour 5, on veut - raneee =
e | iv{—iﬂlgehraglnmwglﬂlﬂlear 3*1.1

gque 0 3psn test-a-dire 0= pr {de

L
méme pour S, et §,).En théoric on doit ] a”{f]
. . . " rlrin, 3-p)
utiliser la partie entiére de 3 car p est un pufl

. Kl
- P
entier. 1 art.lﬂ[ 1 )




|2 el
Amnsi, 5, = i_"!{'_':l' L8 _-_[Z!(:-:."" . ._I . ]

| o il

en ayant remplace la combinaison par sa définition: CF = -

Pour verifiar nos caleuls, comparons les résultats
de I' expression imtiale ot de celle finale pour
une valeur de n fixée, soit en les mémorisant
dans deux fonctions différentes, soit én
utilisant 1a touche sachani gue ™ | " { 2nd k)
On a bien des résultats identiques.

N2 Tl n'est pas nécessaire de prendre la partic

i n - -
entiere de 5 la T1-92 considére que p est

s .- oy p 3
Z C7? | Hélas, la T1-92 renvoic I expression

n!

(n-3p)t 3p!

|
iPartf 5|
* 3 nlrin.3-pd|n=5 11}
]

Fﬂ.
5 af 4 E-cu;[L;} |n=5

1]

¥ {n/3)3pn=

i £

un entrer dans son calcul de somime. On peut aussi dire que: &, = ZEI”' car,

el

lorsque p dépasse la valeur de ; . les combinaisons CF sont nulles,

Quelles sonl les hmites de la T-927 En calcul
exact, on peut caleuler 5; pour n=2039, ce qui
correspond a 614 cheffres, mais pour n=204{,
la caleulatrice sature...En calcul approché, la
valeur maximale fournic par la TI-92 esf de
10,107 1, au-deld de n=3321.1a
calculatmee donne l'infint comme solution. 11
faut alors faire attention au message situd sous
la barre de calcul: Warning...

I1. Un autre exemple.

Vérifier que 3 ¢ C) ' = (7

=il

= Premicre méthode:

hv {--ﬁﬁl;ehh*aE:TnEmrlPrgﬂﬂEhrm rz._.]

n'x

E"'+E-:.|:-5[—-—

3

8 ron( 2035
21039714 IAT1 0071 [ 4025 [ 451 085ATTI0)

" Fon 2048

3

3 roall Doesz

Errort Dwerdlou
lp?ﬁiﬂﬁﬂﬁilﬁﬁ

On compare les termes en x” dans (1 + x)"(1+ x)* = {1+ x)""7,
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(1+x) {1+ x)" = (1 +x)*"

t&iL* ZCH.-_ZL i

=0
s ,[|+{_"Fr+c':_x* R o S +C"rF}{1+C'.r+C"f o O+ L HCE R
] 2 1 "
={l G R O0 ot +OE 4 # O

e 1+{C‘;c;+(" C,1x +(CCL + C.C + €0 +(C r:,:r +C,C) + CoC, + L0
+ o+ {0000+ CLET RO e 2 CIO0 " + L + O AT

= I 3 Z' i P
=1+C, .:.'+Lru|1' FC ¥ + o FCL N o ¥R
Par identification des lermes en x {avec x # 0), on trouve bien: E s s G T
T
= Dewxiéme méthode: avec les ensembles.
partie & n ¢léments: jc choisis les parties a
n éléments parmi p+q éléments C° Comme k varie de 0 d n, |' union de A et
Py

de B équivautd 3 ¢, €3 par
q éléments k=
conséguent, om obtient le méme
résuliat qu' avec la premiére
miéthode.

- L £
{(Juelle syntaxe peut-on emplayer suy la T1-927 On -i— nlrol {1 0Uar Find, . . Mods

e F !;unl.'-'.mq.n.‘-'
tahiser I' i
E:Ful?i I;l r I'éditeur de programme {type |£:m:r:p, S —
onction). T

Ensuite, on compare c¢ que nous donne la

calculatrice pour des valeurs de p el g fixées .i J_iEEmiihﬁah:a]EEtm F;.;h m[:].“. ..J

{ici, p=6 et g=8) et n allant de 0 & pHq grice & s gou(aaniie, E,n} 8,14,

la commande "séquence™: Jod4  IoAl 2002 91l

seqlexpression var déb, finf pas]) évalue les  |veeqlsoni(é. B, “:h r, 8, 14, 3
:vﬂltul'f'- de expression lorsque var varie de déh s sttt B B, (4T
jusqu'dl fin avec un pas de pas puis retourne la {1 286 17is 715
liste des résullals obtenus. " seq(soml(4, 9, r'nLh EI 1*1 o 3
Heurcusement. les résultals sont identiques. i 1716 713

11 364 SEEE SO -

L3}

Egﬂaugﬂ#.ﬂl?m,u.qrﬁlﬂ

& & Attention aux apparences. La calculatrice
est un bon outil de verification mais ne posséde pas la vérité absolue...
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DEvoIrRs SURVEILLES

Le débat sur les calculatrices, aide ou obstacle pour l'apprentissage des
mathématiques, devient briilant dés qu'il s'agit des examens. La réglementation en ce
gqui concerne le baccalauréat n'a pourtant pas changé depuis 15 ans en France (elle
n'impose gu'une limitaton du format des calculatrices et une autonomie fonctdonnelie),

Mais la crainte. pour de nombreux professeurs, est que la puissance de plus en plus
grande des outils de caleel enléve woute difficulté & ln plupart des problémes de
mathématiques &1 vide donc 'épreuve de son sens.

Cet argument avait déji ¢ évoqué lors de 'apparition des calculatrices graphigues.
Maig on a pu observer une certaine adapeation des énoncés, Obtenir la courbe
automatiquement sur P'écran de sa calculatrice ne consutuait plus dés lors une aide
cruciale pour I'étude de tels problémes.

O LE FRINIRE,
"Tr.rﬁfwm " ml .-:.H |

Depuis trois ans, les expérimentations conduites avee des caleulatmces symboligues
en TS ont permis de comparer, lors d'épreuves communes 4 des classes "avec” ou
sans” de tels outils, les réalisations des éléves, [l a éié observé que les classes équipées
de TI-92 n'avaient pas globalement de meilleurs résulars que les autres. En rentrant
dans le dérail des compositions, on a pu remarquer que la construction des devoirs n'est
pats towt 4 fat 1a méme :

- l'obtenton automatique de résuliam concernant les limies, les dérivées, les
intégrales rend moins nécessaire, pour les éléves équipés en calculairices symboliques,
d'exécuter ou de fournir ke détail des calouls ou des théoremes utilisés ;

- les erreurs accidentelles {(fréquentes pour certains éléves) de syntxe dans 'éeriture
des commandes imposent une conciliation entre les résaltats de [a machine et ceux issus
des calcuis & la main ; d'od pour ces £léves, une pena de temps.

On observe en fait, chez les éléves composant aver caloularices symboligues, des
phénoménes contradictoires © pour certains un enfouissement dans les calouls, I'écrimre
des commandes, I'analyse des réponses, pour d'ourres un recul favorisé par les
possibilirgs d'investigation, par I'nssistange wchnigue de 'outil.
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C'est dire qu'une calculatrice symbolique ne constitue pas la baguette magique que
certains imaginent, Son utilisation, comme celle de tout outil, est problématique. De
deux choses I'une : soit I'on estime que Futlisation de tels insruments est utile pour
I'cnseignement des mathématiques (ce que l'on a temé de "prouver” dans les premiers
chapitres de cet ouvrage), el on Inscrit leur apprentissage comme nécessaire dans le
cadre de Ia classe (ceci implique alors de penser l'utilisation de ces outils & tous les
niveaux de Iactivité : en cours, en TP, en "devoirs maison”, en "devoirs surveillés”..) ;
soit I'on pense le contraire et, en conséquence, on se situe dans une logigue de
restriction, voire d'interdiction pure et simple de ces outils.

Dans le cadre de la classe expérimentale, nous nous sommes situés évidemment dans
la premiére perspective. Le fait que la classe de terminale soit une classe d'examen cree
une difficulté - il faut en méme temps évaluer le wavail spécifigue réalisé dans un
"environnement TI-92" ef préparer i un cxamen ne se situant pas dans ce cadre. Pour
surmonter cette difficuled, le dispositif suivant a éé mis en place :

- ¢hagque semaine, un devoir maison porte sur des épreuves “standard” de
baccalauréat, issues des annales de cel examen |

- les devoirs surveillés incluent des questions de namres différentes :

- pour certains exercices, la calculatrice n'apporte aucune information ;

- pour certaing exercices, la calculatrice apporte une aide, mais celle-ci
n'est pas indispensable ;

- pour certains exercices, la calculatrice seule peut donner le
renseignement cherché ;

- pour certains exercices, li réponse ne peut venir que d'une combinaison
entre un travail théorique et 'utilisation de Finstroment (le travail théorique “abstrait™ ne
suffit pas, l'otilisation “"directe” de la caleulatrice ne suffit pas plus, voire induit en
errent).

Il s'agit en effet de situer chagee éleve non seulement dans le processus d'acquisition
des connaissances mathématiques, mais aussi dans le processus d'appropriation d'un
outil de calcul et d'intégration de cet outil dans une démurche générale de pensée.
Comme on pourra le vérifier dans les six devoirs surveillés qui suivent, I'équilibre des
différents niveaux est précaire. Ne disposant pas de beaucoup de sources dinspiration,
l'suteur des énoncés a du défricher quelques pistes. Ce n'est qu'un début, la recherche
continue !

Nous avons fait le choix de ne donner, aprés les énoncés, que les éléments de
correction relatifs & une utilisaton raisonnée {ou déraisonnable) de la calculatrice. Les

solutions des excrcices posés sont i la portée du lecteur consciencieux.

Ce chapitre a été relu el corrigé par Claude Bozonngi, Anne-Sophie Kaloghiros,
Sofie Khalil et Marguerite Tuszinska,



On précisera d chaque fois les méthodes de résolution urilisées. En ce qui concerne
lwtitisation de la TI-92, on indiguera avec précision les commandes utilisées.

O répondra, d la fin du contrdle, @ ces trois questions
- la calewlarrice m'a-t-elfe aidé, er en quoi 7

- lg calewlatrice m'a-r-elle surpris, et en quoi ?

- la calcularrice m'a-r-elle géné, et en quol ?

Exercice n"1 (5 poinis)

Prouver par récurrence que, pour toul entier n supéricur ou égal 4 1, on dispose de
Fégalité - 111+ 221 + .. + n.nl = (n+1)! - 1.

Exercice n°2 {4 poinix)

Résoudre I'équation C, + €, +C; =387n

Exercice n"3 (3 poinis)

Déterminer les trois derniers chiffres de 'écriture décimale de la somme -
oo

Tkl=11+21 4 ., + 1997

k=1

Exercice n®4 {4 pointy)

Nous avons calculé en classe la probabilité de 'événement ; il y a, dans une classe de
37 éléves, au moins une coincidence d'anniversaire”. Généralisons un peu la chose : on
appelle pq la probabilité que, dans une population de n individus, il v ait au moins une
cotncidence d'anniversaire.

- pour quelle (s} valeur (s} de n auma-t-on py =17

- pour quelle (s) valeur (8) de n aura-t-on p, 20,5 7

- pour quelle {s) valeur (s) de n aura-t-on py, = 0,999 7

Exercice 5 (4 points)

Démontrer 1a relation {CE}E 4 l{:;]l + .+ {C::}z = f:;n :

- en calculant de deux maniéres le nombre d'échantillons de » boules gue I'on peut
former & partir d'une population de 2n boules constituée de n boules blanches et »
boules rouges ;

- en déterminant le coefficient de x dins les deux expressions égales {1+x)".( 14x)" et
In
(1™
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1. L'apport possible de la calculatrice

Il ne s'agit pas de dire ici comment il éait souhaitable que les ¢léves traitent les
exercices proposés, mais d'indiquer simplement

- quelle pouvait étre, théoriquement, la contribution de la calculairice & la résolution
de l'exercice ;

- 51 les éléves ont utilisé la calculatrice dans ce sens.

ixeroice 1
La calculatrice pouvail se T . . - —
prononcer sur I'égalité proposée | 2 (k-kij=11! -1 Lrue
pour des valeurs particuligres de k;]
n (# condition de maitriser la o .
commande samme), Pour un n [ Eﬁ“ wi e S
guelcongue, Ie logiciel retourne "
la question, S (kkl}s(n+1)n! -1
Le logiciel pouvait apporier k=1
une #ide au moment de la preuve [-:-_——_
de la récurrence, & condition s factor((n+ 11t —1+{n+ 1):{n+1)1)
d'appliquer deux fois la (r2+3med)nl =1
commande factor. '
Aucun éléve ne semble avoir pfactor(n®+3.n+2) (n+1)(n+2}
utilisé la calculatrice pour cet
exercice.
Exergice 2

Le logiciel pouvair fournir ici
des formes simplifiées des
combinaisons {(ou la formule
générale). La résolution de
I'éguation pouvait &tre traitée :

- soit par recollement des
différentes combinaisons calcu-
lées et application de Ia
commande Sofve ;

- soit par application de la
commande Solve & ['équation
sous la forme od elle éait
donnée;

- soit par empilement de
commande (Solve et Somme).

Pour ce deuxidme exercice, un éldve sur deux a utilisé la commande Solve. Parmi
ceux-ci, un sur deux a trié les solutions parasites, On peut estimer que deux attitudes
emoignent d'une maitrise plus avancee du logiciel

- Paptitude & empiler les commandes (deux éléves ont empilé les commandes Solve
et Somme, ce gui témoigne d'une borne maitrise de la syntaxe ;

- Paptitude & wiliser la calculatrice pour des calculs partiels (par exemple la
vérification de la simplification d'une combinaison) ; la calculatrice apparait alors
comme un avxiliaire de résolution €1 non pas un substimt a la rétlexion.

nCri{2-n, 1) 2R

nCr(2 n, 27 n{2:n=1)]

2onfn=1){2-n=-1)
3

pCe(2:n, 3)

nCr{r, p)

solya(nCri2 n, 1)+ nCr(2 n, 2) + ACr(2-n, B
=17 or n=28 or ne =]

3

solwve|l > nCri2-n, k'}l=33.?-n.nJ
k=1

p=l17¥ ar =0 or n= "1
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Exercice 3

L'utilisation directe du logiciel
ne donne rien : le calcul dépasse
ses  capacités. 11 Tallait
comprendre que, pour n 2 50, n!
s¢ termine par au moins trois
zéros. 11 suffit donc de faire la
somme  des 14 premidres
factorielles et de repérer les trois
dernitres décimales.

Il est anssi possible d'obtenir directement celles-ci par Yapplication de la commande
fPart. L'exervice est une application directe du TP n°1. Seuls 2 éléves arrivent a
transiérer cette connaissance acquise du TP au devoir surveillé, Pour 10 autres éléves,
l'ntilisation sans précaution du logiciel (en demandant la somme des 1997 premiéres
factorielles) a un effer désastreux : la calculatrice se blogue, avee effacement de toutes
les mémnires. .

372826831

14
¥ k!
k=1

14

5kl

1000 - FPart]| Fot
1068

Remarque : cet échec a servi de legon pour la suite. Les TP sont des travaux
specifiques de recherche, lapprentissage qui en résulte est & "longue ponée”, il n'est pas
immédiatement transférable dans des travaux de nature différente comme les devoirs
surveillés. Pour les contriles suivants, il n'y aura plus de questions lides i des sujets qui
m'aurdient £¢ traités que lors des TP,

Exercice 4

Le logiciel donne une réponse :
difficilement interprétable pour la o so1ye[ DEE(38Sm) _ o

premiére question, alors que le 385"

bon sens permet une réponse | [+ 3ES)1 =@ or [-n+365) - -
immeédiate : dés qu'il ¥ a plus de

365 personnes, une coincidence

d'anniversaire est certaine |

Pour la deuxiéme question au Jrare u
contraire, ni le "bon sens™, ni le . =9 - OPrE365. 0 I7E; -115654
caleul " la main™ ne permettent ; Ies5n =0, 4Lls
de conclure, Il est nécessaire ““I%: 20 'Hg LE
d'utiliser Ia calculatrice pour | wil= =5, »
déterminer quand la probabilité | Y32 £0. 56
cherchée dépasse 0,5 ou (0,999, ur 951595
Cette utilisation peut é1re plus ou | 414=

m0oins rapide :

- elle est rapide si on définit une suite et si on utilise la table de valeurs pour une
localisation d'abord grossigre, puis plus fine du rang n convenable {cf. copie d'écran ci-
dessus) ;

- elle est plus lente si on prociéde de fagon artisanale, de proche en proche.

La moiti¢ de la classe a su trouver la réponse & la premiére question, la moitié aussi
pour la deuxiéme question, avec une approche artisanale. Les deux moitiés ne se
recouvrent pas tout a fait @ savoir guand lutilisation de la caleularice est pertinente et
quam? elle ne l'est pas reléve d'une compéience qui nécessite un apprentissage assez
long !

Exercice 4

La calculatrice éait 13 de peu d'utilité. Personne ne déclare v avoir eu recours (et
personne ne semble v avoir eu recours effectivement),
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2, L'effet estimé de la calculatrice ?

Pour e premier devoir surveillé de 'année, il est intéressant de noter le point de vue
des éléves relatif au role de la calculatrice.

La calculatrice ma... | O Un peu Non Non 5
Aide Bl% 1% 3% a 1%35?0“—
Surpnis 2% 0% 11% 57 %0
Gene 2% AT 4% 62%

Deux éléves indiquent qu'ils ne se sont pas servi de leur calculatrice. Pour les autres,
les pourcentages ci-dessus mettent en évidence qu'une forte majorité d'éléves estiment
avoir émé aidégpa.r la calculatrice ; le rapport entre les oui ¢t les non s'inverse quant il
s'agit de relever la géne ou la surprise occasionnées par cet outil : la majorite des €leves
a €té probablement surpris ou géné, au moins ponctueliement, pendant cette épreuve par
la prise en compte d'un instrument de calesl de cet type.

La plupan des éléves évoquent les commandes de calcul numérique élémentaire
(pour les combinaisons, les arrangements, la vérification générale des calculs), la
transformation des expressions et la résolution des éguations.

Quelques appréciations significatives :

“elle m'aide en me donnant un ordre d'idées”, "elle a conforté mes résultats ou résolu
les équations 3 ma place quand le temps me manguait” ; "la calculatrice m'a aide pour la
facilité et la rapidité des calculs™ ; "elle m'n aidé & vérifier mes idées” ; "elle m'a aidé€ &
vérifier mes calculs et & les anticiper” ; "elle m'a aidé surtout pour Vexercice 3, pour le
tatonnement ainsi que pour la résolution de l'exercice 27 ; "pour les calculs de base et
pour les vérifications” ; "pour les factorisations et les résolutions d'équation” ; "aide .
oui, pour aller plus vite” ; "elle m'a permis d'avoir des approximations™ ; "elle m'a aidé
A rouver pour le premier exercice une autre écriture pour {n+1)1{n+2}) qui m'a permis de
le résoudre” | "elle permet une simplitication des calculs™.

Dans la rubrique “la caleulairice m'a surpris”

La surprise semble avoir pour origine les problémes de syntaxe (aussi bien pour la
formulation des questions que pour l'interprétation des réponses) et les refus de la
calculatrice de résoudre certains problemes. L'illusion qu'one calculatrice "puissante”
prut tout faire est eneore vivace en débur d'année... Quelgues commentaires ;

- "impossibilité de traiter certaines informations” {somme des factorielles de l'ex 3) ;
"elle m'a surprise pour les réponses aux questions de l'ex 4" ; "peut-éire que je ne
maitrisais pas le langage de la caleulatrice mais elle m'a géné par exemple pour l'ex 4" ;
"la forme symbolique gu'elle renvole est parfois déroutante” ; "certaing résaliats
n'étment pas attendus” ; "oud, pour l'inéquation de l'exercice 47 ; "la TI-92 m'a surpris en
donnant 4 l'ex 2 un résultat négarif possible ; le résuleat m'a géné dans la mesure oi je
ne conniis pas cette forme™ ; "surprise, car elle n'aide pas A grand chose™ ; "elle m'a
surprise car elle n'a pas pu résoudre certains exercices (ex 41",

Dans la rubrigue "la calculatrice m'a_péné"” :

En plus des arguments évoqués ci-dessus, on trouve le sentiment d'une perte de
temps. Gérer un outil complexe constitue une tiche supplémentaire 4 prendre en compte
dans un devoir surveillé qui se fait, par nature, ¢n temps limiteé ;

"pour 'exercice 4 (too few argumenis un certain nombre de fois)” ;"elle m'a géné car
on perd beaucoup de temps i écrire ce que l'on cherche” ; "elle s'est bloguée a l'ex 37 ;
“elle m'a fait perdre un peu de temps” ; "il est vrai que si elle était un peu plus rapide
dans certains caleuls, le temps serait plus facilement gérable”.



On prévisera d chague fois les méthodes de résolution utilisées. En ce qui concerne
lwiilisation de la T1-92, on indiguera avec précision les commandes utilisées,

n répondra, 4 la fin du conmrdle, A ces trois guestions

- la calvulatrice m'a-t-¢ile aidé, et en quoi ?

- la calculatrice m'a-t-elle surpris, et en quoi ?

- la ealcuwlatrice m'a-r-elle géné, er en guoi ?

Exercice n®1 {4 paints)
Prouver par récurrence gue, pour tout naturel n, 3271 4 202 egq divisible par 7.

Exercice n"2 {4 poinis)
Les deux questions suivantes peuvent tre traitées indépendamment

n
-résoudre ¥ p.(p-1).C" = 233 538 846 720 ;
p=U i

n
- calculer (¢'est & dire donner une expression synthétique pour) ¥ d‘}.l{p-l}.f_‘g.
p:

Exercice n®3 (5 poins)

Une urne contient 1000 jetons (950 rouges et 50 bleus). On tire un jeton. Quelle est la
probabilité que ce soit un jeton blew ? On procéde désormais i des tirages selon deux
modalites

- modalité 1, on remet & chague fois Te jeton tiré dans 'urne ;
- madalité 2, on ne remet pas le jeton tré dans Fumne.

On répondra 4 chacune des questions suivantes en se placant du point de vue de
chacune des deux modalités (on attend donc & chague fois deux réponses).

a) Combien faut-il tirer de jetons pour étre siir d'avoir un jeton blew ?

b) On tire 10 jetons. Quelle est la probabilité d avoir :

- exactement un jéton bleu 7
- exacteément 3 jetons bleus 7
- au moins un jeton bleu 7

¢) Combien de jetons doit-on tirer pour que la probabilité d'obtenir au moins un jeton
bleu soit supérieure & 0,999 7 La comparaison des réponses des questions a et ¢ vous
inspire-t-glle un commentaire particulier 7

Exercice n®4 (5 points)
~ Déterminer les limites suivantes, en justifiant précisément les résultats, et en
indiquant les conséquences pour la représentation graphigue de la fonction :

figy: SEK lim {‘a'r;m; +x+3)
A—dten o XACOSK A—% -
Exercice n®5 (5 poinis)

On considére la fonction §, qui 3 x associe f(x) = S

) Etudier ses variations, ses limites aux bornes du domaine de définition ; en déduire
l'existence d'éventuelles asymptotes. Préciser la position de la courbe par rapport 4 ses
asymptotes,

b} Résoudre, sur l'intervalle [0;2], I'équation f(x) = tan flgi - %} {on justifiera la
reponse gvec la plus exiréme précision).
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I. L'apport possible de la calculatrice

Excreice 1
el Sl BErmt Ligurng oy w5274 503052 pon
la suite. Elle donnait avussi une |® uln) :| 335 Nea.2
nouvelle forme de I'expression |™ sea(uini, n, 8, 18)
géHEI:!IE:, mettant en &‘I.?i?:lE;HCE 2 (7 35 239 2219 15747 177275 151.

et 4.,
Avcune éldve ne I'a semble-t-] utilisé ici.

Exercice 2

lLa combinaison des ; n
commandes Sofve et Somme ["solvel 2 (p-(p =1} nCrin, p)] = 23353884¢h
rendait I'dcriture  ici  (rés p=0
complexe ¢ il fallait différencier G i plp-1

:I ]
w !‘: sttt d’: P- I:“' Ij! FI

variable, et le statut n_dc, o n
fixé puis dans I€quation le statut fe pefine uini= % (p-{p - 1) ntrin, gl
de n, inconnue, - =

Aprés tous ces efforts, on |n

constatait que le logiciel ne savait g,

G ! : S EBE

pas résoudre |'équation. Pour 3 =

obtenir une réponse, 11 fallait Fg ERF IR

observer les valeurs successives 121, BZ08560.

prises par la suite : ci-contre par [2€. 169051 SB464d,

une premidre localisation [&ls = £k ‘“L?%L

grossiére, puis par une "5" e S50 I S €

détermination cxacte dans

Vapplication initiale, Prouver [ruf3g) 233538846720

quil n'y avait gqu'une solution
nécessitait de prouver que la soite

rait croissante.

Une fois trouvée unec TS

L 3 - L] L4 .

expression synthétigue pour cette I+ ui=utn) o. 2
suite, I'éditeur de suite permettait uil= e
de vérifier l'égalité des valeurs ||© w2=n-(n-1)-2" P P R
prises pour les premiers rangs. ulg 48, 148,

Quant & la résolution de || uil= E' _igg' y
I'éguation, le Jogiciel ne donne || Y3z = 1344 ]
pas plus de réponses. Il faut 1i u3=
wussl passer par une recherche
:ﬁ,ﬁnm far ariames v e L solve(n-(n-1)-2" "2 = 233538846720, n)

Un éléve sur deux a trouvé n-({n—1)2"= 934 LESEEEEHGI
une expression synthétique de u. R
Seulement 4 ¢léves ont pu résoudre 'équation. L'impossibilité de la résoudre
théoriquement avec les outils habituels et le refus direct de réponse du logiciel ont
découragé la plupart des éléves. La recherche de procédures de contournement des

premier refus est sans doute assez (rop?) difficile dans Ie contexte d'un devoir surveillé,

B o s
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La premidre question a éié

traitéc par un éléve sur trois fepegine winy=1 - oL, 0 Don
(malgré sa simplicité, elle L_-_,,{'..ﬂ"—”,m_j
exigeait de prendre un peu de
recul) ; la deuxiéme question,
classique, a été traitée par toute la
classe. La troisiéme question n'a
&1¢ traitée que par quatre éléves :
ce n'est pas son traitement avec la
calcolatrice qui a posé probléme
(¢cf. ci-contre), mais la
formalisation mathématique de la
queston.

Exercice 4

Le logiciel ne connait pas la | lim [-FH&] undef
premiére limite. Cela a sans [|x»# L% ¥ cos0
gﬂ?f:fﬂ conséquences pour les | . [m — 3] a

- la quasi-totalité de la ¢lasse
traite la deuxigme limire ;

- un tiers de la classe seulement traite la premiére limite {un ters affirme quil n'y a
pas de limite, un autre tiers ne se prononce pas).

——tr

Exercice 5
Aver cet exercice, le logicie! 5 1
" : + & +
ne réserve pas de surprise. Toute Lo po o peos X5 H:—.l s+ 1 Dore

la classe €redie convenahblement
la foncuon f. L'asymptote oblique L oo oneeacerin, 0
est mise en évidence par une
grande diversité de méthodes (5
éléves utilisent la commande de
division euclidienne (cf. ci-
contre), daptres divisent "4 la
main”, d'autres encore utilisent 1a
représentation graphique...
Quant & la comparaison de la
tonction f et de la fonction
tangente, elle est abordée par un
tiers de la classe. Tous, & partir
d'observations graphiques (cf. ci-
contre}, essaient de se mere en
situation d'utiliser le théoréme de
la bijection sur intervalle [0, 2]

=3 + % + &

2. Le point de vue des éléeves

Seulement 20% des Eléves répondent aux guestions relatives a l'aide apportée par la
caleulatrice ; le temps a4 mangué pour donner un point dé voe réfléchi sur cetie question
(la répartition des réponses est de mEéme nature gue lors du précédent contrdle),

Il semble difficile d'ailleurs de méler dans le méme temps des questions
mathématiques (le devoir surveillé) et "mémamathématiques” (une réflexion sur le
travail réalisé). Ces deux éudes seront distinguées & 'avenir,



Exercice n®1 {/+2+1 poins)

On veut déterminer une fonction f dérivable sur |0, 10] telle que : f{0) =0, fid) = 10
et {10) = 3 ; on notera M le maximum de I .

a. En utilisant l'inégalité des accroissements finis, que pouvez-vous dire de M 7

b. Déterminez une fonction convenable en indiquant la valeur de M correspondante.

c. Déterminer pour finir une fonction [ telle que M soit le plus petit possible (wn

Exercice n®2 (1+15+15 points)

Isabelle I'a noté dans le "cahier de doléances” : relever les devoirs-maison de
mathématiques de fagon aléatoire évite certes V'arbitraire, mais n'empéche pas les
inégalités. Certains éléves auront sans doute plus de notes de devoirs que d'autres...

On se propose d'étudier plus précisément cette situation p;ﬂ.d!tﬂl_uu._tmm
Supposons qu'il y ait 10 devoirs dans ce trimestre et que, pour chacun d'entre eux, cing
cahiers (sur les 37 cahiers de la classe) soient relevés de fagon aléaoire.

4, On s'intéresse d'abord au cahier d'lsabelle ;

- quelle est la probabilité qu'il ne soit jamais ramassé 7

- on définit la variable aléatoire X égale au nombre de fois ob le cahier d'Tsabelle est
ran?assr.‘. Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance mathématique et sa
variance,

b. On sintéresse désormais au sort compare des cahiers de Julie et d'Tsabelle. Quelle
351[ |Hh]:r:']ﬂbi?tbllllé que le cahier de Julie soit deux fois plus souvent ramassé que le cahier

sabelle

PROBLEME (/2 points : 243+ 142+ 142 +1)

Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel non nul. On se propose d'éudicr les
fonctions I'J:| définies sur R+ par fn{l}} = ) et, powr x:{), fn(x] = x.{lnx)". On notera C"
la représentation graphigue de la fonction £,

l. Eétud'[_ez. la -::r:r_nri_nui'lé et la dérivabilité de ces fonctions en (.
2. Bwudiez les limites et les variations des fonctions 1'1r:t f,. Les dérivées de ces deux

fonctions sont-elles majorées, minorées sur R+ (et par quoi) 7
3. Représentcz graphiquement, avec précision, dans un méme repére adapté, les
courbes C, et C, des fonctions Fet £,

4. Etudﬂu p[us généralement fes variations des fonctions {_, en distingunnt les cas od
n et pair et of n est impair, Quelle est la position relative dah courbes C 7

3. Soit un point M{a, b) appartenant & une courbe Cn. Pouvez-vous déten‘n'mm' nen
fonctionde aet b ?

6. Déterminer I'équation de la tangente D & C au poimt d'abscisse e, Soit x abscisse
du paint d'intersection de D avee P'ixe des abscisses. Calculer x, et déterminez sa

limite quand n wnd vers 4=,
7. On considére n fixé. Discutez, suivant les valeurs de k, le nombre de solutions de

l'équation fn{x} =k.
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Cet exercice fait suite aux TP 3, 4 et 6. 11 avait &€ décidé aprés le devoir n®1 de ne
plus aborder en contrdle des questions lides aux seuls TP, Mais le cadre de cet exercice
est Finégalite des mccroissements finis, largement abordée dans le cours danalyse
proprement dit. Le contrat est donc respecté.

ette inégalité permet
d'affirmer que M 2 2,5,
Une moitié de la classe

détermine la parabole passant par
les trois poines. Seuls cing éleves
utilisent la calculatrice pour
déterminer ses coefficients A
l'aide de l'application Daraf
Matrix (les calculs pouvaicnt
aussi étre faits a4 l'aide de
P'application initiale, cf, ci-
Contre),

L'application graphigue cst
utilisée en général pour vérifier la
conformité du tracé.

L application initiale permet
de déterminer le maximum de la
valeur absolue de la dérivée, égal
a sa valeuren 0 : £ =1—3Tn—9. On
est loin de la valeur "plancher”
M=25.

= Define fix)ma %% +b-x

®enluslfid) =10, b}
" LE)

100-a+ 10'b|b= -4-a+5-2
solualel-a+25=3, a)
"-4-a+352|a=-11-30

&PFLATE 1

lot 1:ls O et vl
-11-%x% 119

=g+ 35

yz=

Y=

5

S (u100) [ x =0

F(u100) |x=0

119
e

3. FELELEGEEET

Pour déterminer une fonction meilleure de ce point de vue, il fallait nécessairement
utiliser une fonction affine sur lintervalle [0, 4] et prolonger avec une fonction
convenable du point de vue de la qualité du raccord. Trois éléves ont indigué la
deémarche & suivre, mais ne l'ont pas engagée, faute de temps. Cette question relevait
d'ailleurs plus d'un probléme de recherche que d'un devoir surveillé,

Le lectewr curienx observera
que, si l'on construit une fonction
gui soit affine sur [0,4],
raccordée avec un tnnome sur [4,
10], on obtient en 10 une dérivée
plus forte en valeur absolue que
la dérivée de la fonction initiale.

Obtenir un maximum de I | le
plus petit possible pouvait e
réalisé en choisissant une
fonction affine sur [0, 4] (c'est
nécessaire), en choisissant une
fonction affine de pente opposée
sur [7,2, 10] (de telle fagon que
f(4) = £f(7,2)), et en reliant sur
14, 7.2]par un trinéme du second
degre (cf. ci-contre),
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Exercice 2

]_.i!.'EHJ.{LHIEIJ.'.IEC-I: anm[l une [.F—_-—__—
fois identifiée une loi hinomiale :E.;.{ k-ner(10, ky(5-37) % (32.37)1° 7 ¥)
de paramétre (10, 35, de calculer S6.37

; 1
espérance el  variance. k Eﬂ [kz-nl.‘.ﬁiﬁ,k}-[EfI?Jk-EEEfE?}m' F]p
k=0

Cependant, il était beaucoup plus
simple de réaliser ces calouls en .].gﬂ_‘l
utilisant les résultats vus en &m“_-__,“_ﬂmﬁ?-
classe E(X) = np, (X) = np{1-p).

C'est ce qu'ont fait les éléves (2 sur 3 environ) qui ont traité cet exercice.

¥ La question b reléve d'une erreur de conception : l'auteur de 'énoncé (le
professeur), voulant modéliser une situation issue de la réalité de la classe, a imaging, 4
tort, que les deux événements ("le cahier de Julie est ramassé” et "le cahier d'Isabelle est
ramassé™) étaient indépendants, ce qui n'est bien sir pas le cas : deux €léves l'ont releve
duns leur devoir, si le cahier de I'une est ramassé, cela réduit bien sir la probabilité que
le cahier de l'autre le soit. Cene différence a des conséquences importanics pour le
traitement de l'exercice. On peut en effel décomposer I'événement ainsi : (0, 0), c'est-a-
dire le cahier de Julie est ramassé 0 fois, le cahier d'Isabelle est ramassé 0 fois, (2, 1),
{4, 23, (6, 31, (8, 4), (10, 5). Considérons I'événement (0, () :

- &i les éviénements avaient 1€ indépendants, on aurait en pl,0) = p(0}.p{0) ={%% }24} 3

Coc 10
- les événements n'étant pas indépendants, on a en fait p(, 0) = ( —g—"—] :
i 37
Nous pouvons observer ci- 20
contre la différence entre les [F{32-37) . 05482328801
deux résultats, assez petite. nCreIs, 5110
[-Rrﬁ{ﬂ-’-gg] . 052489746241

Les choses se compliquent quand on aborde le caleul de p(Z2, 1) :
- 5i les évinements avaient €€ indépendants, on aurait eu pi2, 1} = p{2).p{1), ces deux

nombres se calculant sans peine
contre) . 09411841247

1-| == 5 = - — — S EEr T TRERE hRemr o = 1

- les éveénements n'éiant pas indépendants, nous devons distinguer deux cas de figure:
soit le cahier d'1sabelle est ramassé en méme temps que le cabier de Julie, soit ils sont
ramassés i des moments différents.

Le premier événement suppose que : un jour (10 possibilités) les deux cahiers soient
ramassés (il reste donc 3 cahiers A choisir sur 35), un autre jour (il restc 9 possibilitds)
le cahier de Julic soit ramassé et pas celui d'Isabelle (il reste donc 4 cahiers g?:]misir sur
36) et les huit awtres jours avcun des deux cahiers ne soient ramassés. La probabilité de

CE C# Ej g
cel événement est donc 10, ( —3.55 1.9, r—%ﬁ-‘). [—,j.llj—} :

—

3 37 £
Le deuxiéme événement suppose que, a deux moments différents, le cahier de Julie
soit ramassé et pas celui dlsabelle, et & un autre moment le cahier d'Isabelle soit
ramassé et pas celui de Julie (ce qui suppose que 4 cahiers soient choisis parmi 35). 11

restera i choisir, pour les 7 auires jours, cing cahiers parmi 35 (ni Julie, ni Isabelle). La

4 C"T

2 G 7

probabilité de cet événement est done C]:IHE %& JR.B "'355'-1- -l’,—%i} .
o

37 i ki



Nous pouvons encore
constater la faiblesse de l'écan
entre cette probabilité et la
probabilité calculée avec
'hypothise de lindépendance des
Evenemants,

La complexité croissante du
d'envisager les événements (4, 2)
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L 20-nCr({3s, 3}-nﬂr‘{35,4}-{rﬂr[35,53}3+ n
{nCr{37,

| —

« 09464883877
=T

phénomene Fait qu'il n'érait guére raisonnable
et les suivants... Errare humanum est, la question

navait pas 4 place dans ce devoir surveillé.

Remarque : L'hypothése, fausse, de l'indépendance des événements permenait de
trater assez vite la question b, comme on peut le constater ¢i-dessous

- On définit grice 4 la loi
binomiale la probabiiité u(k)
qu'un cahier soit ramassé k fois.
Ceci permet alors de calculer la
probabilité que le cahier de Julic
soit ramassé deux fois plus
souvent que le cahier d'lsabelle.

® Define u(k}=nCr(10, k}(5-37) % (32-37)""
Don

5
« 5 (ulny u(zZ n)) . 15654555966

n=0

Le lecteur intrépide pourra reprendre cette question en considérant les événements
dans leur dépendance. 1l pourra alors constmer gque la probabilité ci-dessus une une
bonne approximation du résuliar exact,

PROBLEME : tréts classique

L fonction f peat-Eire définie
pour la TI-92. Cependam le
logiciel ne donne pas de réponse,
nl pour la continuité, ni pour la
dérvabilité de f en 0 ; il semble

uc ¢e soit Ia syntaxe des
onctions définies par morceaux
qui perturbe le caleul de limite.

En effet, i l'on définit f
uniguement pour x > (0 (cf. ci-
contre), alors les limites sont bien
données par ke logiciel.

Ailleurs gu'en 0, le logiciel
calcule la dénivée, détermine les
valeurs de x pour lesquelles
¢elle-ci s'annule (on notera que la
vialeur 0 n'est pas donnée,
puisque le logiciel n'a pas pu
déterminer la dérivabilité de la
fonction en ce point).

Notons que, pour n
quelcongue, la dérivée est
exprimée sous forme non

simplifiée (cf. ci-contre), ce qui
entraine gue le logiciel ne
détermine plus qu'une racine
pour la dérivée,

LI:I-IH':'LHE Flxd ={
=

| o sﬂlue[{ lncxhjz +2:lnix}=4d, x]

= g "2 o x=1
F o0
= n
uhwr-[:u: # D.% +E1nfu':l'.lh]|

e 5ulue[m-—-

" Define Fix) ={E’=“=“ Don
% (1ntx)", else
Lim F00 1im F(x
i 30"
L (ro0) £(r0
Oefine £(x) =x-{In(x))% Dore
lim £(30 B
w0
lim (%) =
x4 .
B.x =0 Done

k'{lh{x}:lz,.#l:‘--l

Lired)  whenlx #0,(1n00)% 4 2- 1nt

. i
r{ i) +(1rG) " =0, :-:]
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Le logiciel peut aussi
déterminer la valeur de n
convenahle pour que la courbe
passe par le point (a, b).

snlunfh = a-(Intan™, n}

Il peut enfin déterminer
I'équation de la tangente au point
d'abscisse e, son intersection avec

-ﬁ{ﬂx}}l K=

solve(@=({n+1)-(x~e)+fle), x]

l'axe des abscisses, s0il %p, et T L
enfin la limite de xp quand n end n+1
vers 1'infini. i

Cependant, il faut nettement distinguer les potentialités théoriques du logiciel et
ce gu'un éléve, avee une connaissance furcément limitée de celui-ci, peul en faire.

Pratiquement, pour la résolution de ce probleme ;

- les éleves ont tous utilisé les potentialités de I'application graphique de la T1-92
[comme une calculatrice graphique ordinaire) ;

- ils ont utilisé les potentialités du calcul symbolique pour vérifier les calculs de
dérivée, les calculs de limite, les valeurs prises ponctuellement par la dénvée,

Il est beaucoup plus difficile de reformuler une question pour un traitement de celle-
ci par le logiciel ; senls deux éléves ont wiliser la caleulatrice pour déterminer la valeur
de n elle que la courbe passe par le point (a, b) ; 1ls n'ont pas pu d'ailleors retrouver
cette valeur par un calcul "i la main".

11 est beaucoup plus difficile aussi "d'empiler” des commandes ; par exemple, pour
lintersection de la tangente avec l'axe des abscisses, trés peu d'éléves utilisent la
calculatrice.

On pourrait résumer cette situation en disant que, pour ce probléme de fonction (et 4
ce stade de l'année), 'application "résidente” pour les éléves reste l'application
graphique. Ils ne font que des incursions ponctuelles dans l'application initiale ; le
calcul symboligue est un caleul d'appoint. Cela se comprend dans la mesure oi les
calculatrices graphigues sont un outil usuel, pour I'étude des fonctions, depuls au molns
le début de la classe de premiére. Le processus d'instrumentation est donc beaucoup
plus avancé avee les caleulatrices graphiques qu'avec les calculatrices symboliques.

Une dernigre illustration de ce fait pour conclure, Alors gue I'éude de la derivee a é1é
convenablemen: réalisée, deux éléves estiment que la fonction £3 est croissante sor
i, 1,

C'est en effet ce que donne & fomms
voir unc considération rapide de | Flot 1: 2
la représentation graphique de J-wl=x{ln{x})
cefte fonction. “iy2=y {1n{x))3

1‘ =
Celle-ci garde une fonction de | S==
concrétisation trés forte, qui ‘_:'%f
dépasse la simple illustration. )b

D ST G A 5T 0 5 G D 0 50 S 0 T o 5 T 5 o T R D i e o e e

= - - e ey e
P P P IR S PPy ErEEw

e e S o G0 0 G G 650 5 G G0 G S G G G P T T 1 S G 60 DT 60 BT B 6



FPremier devoir type bac. Quelques conseily:

@ planifier son temps de travail {1i2 heure pour chague exercice, 2 heures pour le
probléme, 112 hewre pour towl relire...) ;

&0 ridiger avec soin (on pourra utilement méditer la pensée de Confucius © "le sage
donne aux choses le nom gui lewr convient”) ;

@9 ne pas se¢ laisser surprendre par la forme des exercices ; il y a towjours, derriére
des énoncés méme étranges ou ésotérigues, des guestions mathématigues 1rés
classigues.

ﬁ" Par ailleurs, on trouvera, en guise de cadeau de Noél, deux guestions
facultatives 4 la fin de P'énoncé. Ne pas trop perdre de temps sur celles-ci, les traiter 71l
reste du temps en fin de matinde, ou en puise de récréation (puisque, 5i je me souviens
bien, il ¥ a une récréarion le Lundi matin...).

Bon travail d tous !

Exercice n°1 {7+ [+2 points)

#) Résoudre dans € I'éguation 22 - (14421 2+ 42 = ) ;
b) Résoudre dans € les équations z+ ; = | etz+ % =+2;
¢) Soit P(z) le polynéme P(z) = 2? - (14 23 + 2D 22 - (1212 + 1 ;

. £ ; 1
- exprimez —:"f} en fonction de Z= 2+ =i

- résoudre alors I'équation Piz) = 0,

Exercice n®2 (/+1+ 2 poinis)

Lorsque les éléphants sautent en parachute au-dessus de la savane, ils chaussent des
raquettes pour ne pas senliser. 1l y a deux types de raguettes pour pachydermes
certains utilisent quatre raquettes & petit tamis, une & chaque patte, et les antres deux
raguettes & grand tamis, pour les pattes postérieures. Les fixations sont les mémes pour
les deux types de raquentes. La probabilité pour gu'une raquette se détache avant le

contact avec e sol est notde o,

1. Un éléphant saute avec quatre raquettes i petit amis, Quelle est la probabilité p
qu'il ait moins (strictement) de dewx raquettes encore aux pattes i 'atterissage (calcul en

fonction de o évidemment) ?

2. Un éléphant saute avee deux raquettes & grand tamis. Quelle est la probabilité g
qu'il n'ait aucune raguette aux pattes i latterrissage 7

3. Un éléphant s'enlise <'il 4 perdu strictement plus de la moitié de son équipement.
Vous seriez un éléphant, avec quel type de raguettes décidéricz-vous de sawter en
parachute 7
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PROBLEME (12 points : 5+4+3)

In désigne la fonction logarithme népérien. On considére la fonction numérique de la
variahle réelle £ x = fix) =In | ;_1-‘! i |, On note (C) 1a courbe représentative de f dans le

plan rapporté i un repére orthonormé (0, i, j).
A Etude des variations de f

a) Pour quelles valeurs de x la fonction f est-elle définie ? Sur quels intervalles exst-

elle définie 7 Dérivable ¥ )
b) Etudiez le sens de variation de f sur chacun des intervalles ol elle est définie ;

¢) Etudiez les limites de f aux bornes de ces intervalles ; prouvez que les droites
déquation x =0, y = 0 et y = - x sont asymptotes & fa courbe (C} {on précisera la
position de la courbe par rapport & ces asymptotes) | :

d) Tracez la courbe (C), avec soin et précision, dans un repeére orthonorme.

B Etude de la restriction g de & Uintervalle T = J0, +o= |

a. Montrez que g est une bijection de l'intervalle T sur un intervalle que 'on précisera.

b. Résolvez I'éguation gix) =0

¢. On désigne par @ l'application réciproque de g et par {I') sa courbe représentalive.
Explicitez @(x) ¢n fonction de x et tracez () en justifiant sa construction.

C. Etude d'une famille de Tonctions

On considire les fonctions numérigues £ définies, pour a > () par :
x — fa(x) =In |+| el on désigne par {Cy) la courbe représentative de . On
(L

remarquera gue f) nest rien d'autre gue la fonction [ éudiée dans la partie A du
probléme.

a. Résolvez I'équation f(x) =0

b. Qu'ont de commun les différentes fonctions f;; 7 les différentes courbes Cy 7

c. Par quelle transformation passe-t-on de la courbe (Cy) 4 la courbe (Chjaeth =07

(En prenant des valeurs particuliéres pour a et b, on pourra observer lex courbes,
faire des conjectures, puis démontrer)

Deux questions indépendantes faculiatives pour finir:

Question 1 {7 point) :

51 A et B sont deux événements indépendants, A et B le sont-ils et pourquol 7
Question 2 (1 point) -

Que pensez-vous du rpisonnement suivant ©

pour tout X strictement positif, x% = x.0x. % (X facteurs) |
d'ol par "passage au logarithme”, xlnx = Inx 4 Inx + Inx+.. .+ Inx (1 termes);

d'ol, par dérivation, 1 +Inx = ]1{ + : +ic4 i (X Termesh,

®
doi 1+ Inx = 1;
d'oll, pour tout x strictement positif, Inx = {,
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L'équation n'avait pas été
choisie au hasard : le logiciel ne
simplifie pas l'expression des
decux  racines réelles. Les
solutions proposées en mode
caleul exact n'indiquent pas que 1
(manifestement) et v2 sont
racines. En  mode  calgul
approché, le logiciel propose des
valeurs qui peavent faire penser i
ces deux nombres,

Lors du devoir surveillé, une
dizaine d'éléve ont conservé cette
expression non simplifide des
racines, oc qui les a empéché de
trailer la fin de l'exercice.

o

AR

Eﬁés‘ﬂ%ﬁ’ﬂ o,

e

P

l‘ﬂei‘ine o=z -(1+3)z+ [

saluelf{zi=0,2)
I ze= 141421356237 or z= 1.

pond

id2: 2y

soluelfiz)=0, )

AT

| [z 3-3)+E+1

5 =1 fals
{(GE-9-5-1) _, i
2 L dlse

margue : 5i l'on teste I'égalité des deux racines proposées avee 1 (of. ci-dessus), la
reponse du logiciel est fafse : puisqu'il ne sait pas simplifier ces expressions, il ne peut
pas identifier I'une d'entre elles avee 1... Cette insuffisance du fogicicl est évidemment

problématique !

Une dizaine déléves ont
utilisé le logiciel pour un calcul
partiel : la simplification de
l'expression du discriminant, ce
qui feur a permis de résoudre
ensuite sans peine |'équation.
Quelques éléves ont utlisé leur
calculatrice pour vérifier que | et

% 2 éaient bien solutions.

Les autres éléves ont tenté de
résoudre "A la main® I'équation.

Pas de probléme pour les deux
equations simples de la question
b : le legiciel fournit des
réponses facilement exploitables,
aussi bien sous forme algébrique
que sous forme polaire.

Quant § 'équation finale, le
logiciel founit bien 4 solutons,
muis dont la forme, aussi bien
sous forme polaire que sous
forme algébrigue, est assez
compliquée. Trois é&léves
recopient in extenso ces 4
EEPITSEI0NS,

Les quinze éléves qui ont
traite conveniblement 'exercice
ont su coniriler une démarche
géndrale de calcul ™3 la main” et
des calculs ponctuels avec T1-92,

3-2.02 IZ-1
FOLD 0]
£([2) 2]
= smr—_ —E
I:Sulue[z+%=1,:]
I=1r’2+%'i ar zllfﬂ—g-i
::Enlu&[: * -i— =1; z]
i-7 “in
r = 3 o =g =
e T
ls perine gl.'z:l=zq-[1+ﬁ]-:3+[2+ﬁj-22’:’|
Da

I"chocluelgizy=s 0, z)

2B+ [z -3 ﬁ—3J+5]]
[GE-5-B-1 [

=4 tand -

L=

LcSﬂtueigl{zJ=ﬂ.z}
d-53-1) . l2{(f2+1)

[2Z-3)+5] »

g
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La calculatrice n'apportait aucune aide spécifique pour le traitement de cet exercice.
L'idée des éléphants sautant en parachute (énoncé inspiré d'un exercice du manuel de
mathématigues de TS (collection Terracher, Edition Hachette) a I:'lcaud::mma.fmmuic
limagination des éléves (cf. dessins tirés du Perr Prince de Saint Exupéry dans
l'introduction de cet ouvrage et illustragon ci-dessous).

> tail 195]’? mﬂdeleﬁrj coloris m

raguettes "elephant’

le choix
et
la garantis de n= pas

g'enlizer

enfinm 11 faut wvoir!

ALICE BAD ERACT FUNE
Excreice 3
Le logiciel permet d'obtenir & l
peu de frais la dérivée de la §perine fex) =1H[H] Done
fonction et les limites aux bornes e® -1
du domaine. Un éléve sur deux se @ -p¥
contente de reprendre ces PogR(fi) Yoo
résultats sans les justifier (ce qui ) = )
ne correspond pas & la régle [ 1im fOO *
: +8
précisée par le professear?). 4 i —
Par contre le logiciel ne p lim £f(x) =
connalt pas la limite en 4= de la | x*@7
différence f(x) - (-x) : P lim FOD o
- 25% des éléves arrivent i | %97
surmonter l'obstacle par une oy X .
tranformation cﬂnvtnghlc de HI.E: (FEx+x) ,}JL"[ 1nﬂr Il] ) x}
l'expression ; o
- 25% des éléves déforment la
définition d'une asympilote |gn 0 [ 1 ] J
i f ®)=ln Don
("puisque fix) et (-x) ont méme ERIaE A e™ =1
limite en +oa, leur différence tend o solvety = aix), %)
vers 0..7) ; w=tnle¥ 1) =y and [e¥+1]-e 792

- 50% des éléves renoncent.

Auvcun €léve n'otilise la Do

mDefine #{x)=Inle™+1)-x

,r_la]l:-u].ﬂlfi;-cﬂ, pour déterminer #Lal =)} Errort! Circular definition
Papplication réciproque ;5 le | raeiy *
logiciel le permeitait pourtant, ef. | o gety x

ci-contre, mais une telle utilisa- - -
tion nécessitait une reformulation de la question, et cette reformulation nécessitait une
trés bonne compréhension de ce gqu'est la détermination explicite d'une bijection

réciprogue. On pouvait aussi vérifier que la composée de g et @ éait égale & x
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- & la demande g{d{x)}), la réponse était circular definition ; cela pose un probléme
de conception du logiciel, qui n'accepte, pour une fonction définie avee la varable x,
auvcun autre symbole comme variable ;

- par contre le logiciel identifie bien g(d®()) et ®(g(t)) avec . De Vimportance des
symboles pour exprimer une variable qui, du coup, n'est plus tout & fait "muene” !

L'application graphique est [inin=-2,
Evidemment mise & contribution Jxma =¥,

pour contréler les représentations ;:E'n; 29
graphiques de f, g et @, EEE?;%:

Pour l'application réciprogue [xres=1.
de g, un tiers de la classe n'a pas
st trouver d'expression
algébrique. 1ls construisent alors
le graphique par symétric par Fem e
rapport 4 la droite d'équation ¥y =
X, Pour quelques eleves, le [*BF05 4,

domaine de définition de @ pose [“41=9(x}

I

|
/

probléme, l'idée éant gue deux :3‘%;:(:}
fonctions réciproques l'une de | 94=8

l'autre ont nécessairement le | Jg=

mime domaine de définition (les HEf
souvenirs des fonctions [ &2

puissances l'emportent sur ceux
du couple exponenticlle-
logarithme),

Pour la partie C, l'application
graphique apporte une aide *"-Ii=ln[
incontestable pour la
formulation de conjectures quant
aux relatons entre les courbes
{Ca). A partir de considérations
sur la translation du domaine de
définition, six éléves évogquent Py
une translation de wvecteor i

directeur (Inb-Ina, k) = (In ah". k).

Pour des raisons relatives 4 b= Ne— R——
I'invariance nécessaire de

Vasymptote oblique, cefe i
tramslation ne peut avoir comme Define f{x,a) =1n[ ” Done
vecteur direcieur que le vecteur ~ 3

h ] ; Fluy 3+ hix) Done
(in e -In i Trois &léves Fix,5) % ki) i
prouvent cette conjecture par un  rhit + 1n(3-5)) = kit) In(5-34
calcul " la main", Personne
n'utilise Fapplication 'u:titi.glle qui  Feex, a)+ hiwxo Done
permettait de prouver l'exisience b peuw, p) + ki) Done

de la translation dans des cas %

particuliers (cf, ci-contre), pas h["* ¥ 1”(?]] = k(L)

dans le cas général (en raison de Error: Circular definition
la présence de a et b dans la défi-

nition des fonctions et dans le calcul pamiculier demandé ; circular definition...).

Fin des commentaires sur ce devoir : il illustre bien la difficuleé quil v a 4

sélectionner linformation pertinente lors d'un travail avec un outil de calcul mmpfe.xe
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Exercice n®1 (4 poirns)
On appelle I I'ensemble, dans €, des racines ni®mes de (-1), cest-d-dire I'ensemble
des solutions de I'équation 27 = - 1.
#. Déterminer I, I, I3, I3
b. Déterminer Ia forme générale des éléments de I,
; g Soit n fixé. Quelle est la somme des €éléments de I 7 Le produit des éléments de
]

Exercice n®2 {4 poinis}
soit la suite numérique u définie par ug = | e, pour tout naturel n, g —'—é tp+n- L

Soit la suite v définie, pour tout naturel n, par v, = 4uy, - 6n + 15,
. Montrer que v est une suite géométrigque.
b. Calculer vy puis calculer vy, en fonction de n. En déduire que, pour tout entier
naturel n,
19 . 1:n_ Gn-15
Up="g Az} +— 3 -
€. En déduire gue la suite u peut s'écrire sous la forme u = 1+w o t cst une suite
géométrique et w une suite arithmétique.
d. En déduire une expression synthétique de S, = ug +up + w2+ u3 ... ug.
e. Facultatif {1 point) : vérifier ce dernier résultat, pour n = 50, avec votre calculatrice
{on précisera les commandes urilisdes).

Exercice n®3 (4 points)

a. Soient M, N, O, P guatre points du plan. Montrer que MNOP est un
paralléiogramme si et seulement s le point P est barycentre des points pondérés (M, 1),
I::N'- ‘l}ﬂ- Eﬂ, ”.

b. Soient ABCD et A'B'CD deux parallélogrammes dans le plan, Onnowe I, J, K et L
les milieux respectifs des segments [AA', [BB'), [CC'] et [DD'] ;

- montrer que L est baryeentre des points I, J et K affectés de coefficients gue
l'on déterminera. Que peut-on en déduire pour le guadrilatére ITKL 7

- montrer que les centre L2y, (g, .l]?lL , des parallélogrammes ABCD, A'B'CD" a1
ITKL sont alignés et préciser les positions relatives de ces trois points.

Exercice n°4 {8 points)
On consideére sur 'intervalle T = [0, % [ la fonction f : x = f{x) = 2sinx + tanx.
a. Pourquoi peut-on affirmer que la meilleure approximation affine de  au voisinage

de 0 est la fonction x — 3x ?
b. On veut démontrer l'inégalitéd de Huvguens (astronome, mathématicien et
physicien hollandais, 1629-1695) : pour tout x @ [, 2sinx + tanx = 3x :

- montrer gue ' peut se metire sous la forme HiX) = 2X + X2 ol X = COsX ;

- étudier les variations de H pour Xe i), 1] (puisque X =cosxetx & I= [{]Lg s
- en déduire que HiX) = 3 ;
- en déduire alors I'inégalité de Huvguens en wrilisant 'inégalité des aceroissements
finis,
; : oo G iz 5x
c. Quelles inégalités peut-on en déduire sur l'intervalle |- 3 015w 5[ 2



- sl - s et
. Petitbilan du devoir surveillé n°s

Le logiciel donne les racines [ Csoivelz2= -1, 2) S e S
de l'équation pour les premiéres |: 3 ' )

valeurs de n, aussi bien sous [rcselve(z®=-1,z 5

forme algébrigue que polaire, r= I--’2+-l§-i ar T m 1;1--{#4 ot T= -
B80% des éléves donnent les
solutions de ces é€quations -:5n]}_ue[z;=*1,z] P

particuliéres, la résolution est B 2 _dF =_"¥,,
justifife pour la moitié d'entre SR BRAT Ty el G L

ElUX. _ _ l (2t )
Cela se complique si l'on [eoolvelz®="1,z

souhaite une résolution pour n :T“ _‘2'1
quelcongue (cf. troisidme écran e M
ci-contre) : le fogiciel fournit pcSolvelz®=-1,2) :
bien la réponse (@ n20), ou @nk --3—‘ = S
cn général repésentent un nombre z=e or z=¢ >  or z=-l
entier quelcongue). Les racines
sont bien les nombres complexes (2 en20+ 1) -7 4

4 n+2kn Z B2 | b
de module 1, d'argument ===, | z=¢ n and =————L%1
Mais l'interprétation du résultar
affiche n'est pas simple. En Fait i sign((2 En21 +1)-7)-n
l'interprétation n'est possible que - 5 ;
pour celui qui sait résoudre o 12:€n21 +»

n

I'équation "A la main" (25% des | z=p

Cléves).
La calculatrice posséde une
commande de somme d'un P (n+2 km
nombre donné de termes, mais | ° = E - }] .
pas de commande de produit. On kg:ﬂ * Errort Memoryl

peut voir ci-contre que la

commande de somme permet 13[ i{n+2 km
d'obtenir le résuliar attendu pour p ¥ le <H 8
des valeurs particulidres de n, pas k=0 '

dans le cas géndéral.

D¢ toutes fagons, les cing €léves gui ont déterminé le résultat général l'ont fait par un
calcul & la main, en général en référence aux résuliats relatifs aux racines nigmes de
T'unité qui avaient éié établis en classe.

Exercice 2
L'utilisation de la TI-92 posait e ]
ici des problémes assez délicats, |+ ul=— +n=-2
Premigre possibilit€ @ définir | wil=fl
les suites u et v & l'aide de |* w2=4-ulin-1)-&:(n—1)+ 15

(NG ]

l'éditeur de suites { mode calcul
approché).
L'éditenr impose de définir u(n) en fonction de uin-1), ce qui imposait de modifier

I'expression de la suite u ; 8u licu de ugy g =3 uptn-1, il fallait écrire uy = 3 Uy +0-2.

De méme pour la suite v{n), nécessairement définie en fonction de uin-1) : nous avons
dong ainsi €crit vp.1. Tout ceci n'est pas particuliérement simple...



Une fois c¢es problémes
d'écriture  surmontés, nous
pouvions obtenir des valeurs
approchées des premiers termes
des deux suites et constater que
la suite v ressemblait & une suite
géométrique de raison %

Deuxigme possibilité : utiliser
Uapplication initiale en calcul
exact. Les suites u et v sont
définies formellement (il est alors
possible de définir directement
vin} au lieu de vin-1)),

Le calcul du rapport entre
deux termes successifs de la suire
v, pour quelques valeurs donne
bien l'impression d'une suite

; . . 1
géométrique de raison 3 La
virification ne peut pas aller és
loin @ la définition récursive des
suites entraine une saturation

assez rapide de la mémoire,
Quant au calcul général du
vip+l) .

\1EET—,|Inc donne pas

un résultat concluant,

rapport
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o 1 e
1
1, " & i
g 5 26,3
ﬁt « 925925
4, oo X
2. |§:E§§§d Y2
5. 1 2 15779 | 07818930041
* i E;EEZI?]BZS .IEEEEIEEE!EI
Define uin)= IE::EI” Done
-HT +Pp—2,elae
[I:Ief“ine vim)=d - ulnl=E&-n+ 1S Done
HE + 1:]
“q{ W) 'P'B'E}
1.3 1.3 123 1-3 1.3 1233
22
w2
[wiis 13
:Eig; Erraori: Memory
wip + 1}
g 1 8]
iR ~3(2p-3)
]‘:n +3¥ -2,else
Fl,n=0
q-4 7 = =3{2:p-T)
R +i££%—il-—2.else

La plupart des éléves ont bien défini la suite u dans I'éditeur de suites (pour 50%

d'entre cox) ou dans P'application initiale (pour 20% d'entre eux). Mais

définir a partir de 13 la suite v.

L'énoncé fournissait ensuite
Pexpression du terme générai de
la suite u en fonction de n. Dés
lors, la caleulatrice pouvait
donner une expression
synthétique de la somme des
premiers termes de cette suite,

Personne n'a donné cette
forme pour la suite S(n) : tous les
éleves ot utilisé les formules du
cours donnant la somme des
termes des suites arithmétiques et
géomérriques.

1l$ n'ont pas pu

gg ulk} 1g4ﬂ?95;334?39¢5P13115??9!13

k=D 183258877

=(50) 1240795638447 115779113
71789798 eY BPFO243

Define uin) =19-4.(1-3)"+ € n-15

Done
n g i il
Eﬂutk} ”33 + 20 %4278
k=
-19.3°0 3.

=Top+ 2778 # s0m)

Dore

Quelques éleves ont tenté d'identifier la forme obtenue ainsi pour la suite S(n) avec
celle donnée par 1z calculatrice, mais ont renoncé faute de temps.

L'énonceé demandait ensuite, de fagon ambigu#, une vérification pour §(50). Dans
Fidée du concepreur de I'énoncé, il s'agissait de comparer ce que donnait l'expression
synthétique de la suite, (300, e le résultat obtenu grice & l'application directe de la
commande somme & la suite définic par son terme général (cf. derier deran ci-dessus).

Pour la plupart des éléves, de fagon finalement plus natrelle,
sommne des premiers termes de la suile obtenue & partir de l'expression

comparer la

il s'agissait plutdt de

initiale de celle-ci (au début de l'exercice) ot la somme des termes obtenue 3 partir de
l'expression synthétique finale. 115 avaient donc deux choix possibles ;
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- utiliser I'éditeur de suites qui

1728.373
permet de donner des valeurs
approchées pour la suite u (mais 1728, 375

la comparaison de deux valeurs
approchées nc permet pas une
conclusion définitive) ;

- soit utiliser la définition Lporine utr) .[1.n=|3 Déive

récursive de la suite u dans utn = 13
'application initiale. On aperyoit

alors un message d'avertissement ita UK 51./1,n=0

en bas de I'éeran @ warning, | g SO Bach ¥ S P
memory full, simplification might 3

be incemplete.

On obtient alors, pour la somme des termes demandée, la réponse ci-dessus. Son
interprétation est simple : le logiciel indique simplement qu'il y a 51 termes dans la
somime, et que chacun d'entre eux est un des termes de la suite. .

Dans un cas (valeurs approchées via I'éditeur de suites) et encore moins dans l'autre
(saturation de la mémoire via la défnition récursive de la suite), on ne peut pas dire que
la "vérification” soit probante.

- il illustre assez bien les difficuliés wechniques qui peuvent résulter de Futilisation
d'un logiciel pour le traitement d'un excrcice finalement assez simple |

- il 1llustre aussi la nécessité d'ére extrémement précis diés lors que l'on sollicite
I'utilisation d'un outil de calon] dans e cadre d'un devoir surveillé (pour une vérification
par exemple).

Exercice 4
_Pour tout x de I, on sait que fpnopine Wi C3i w24 S EnCR) + L ants Do
gink =x o tanx 2 x. La d 2
comparaison de 2sinx + tanx [" g lvl(x}) 2-cos(x) +(Lan(x))" + 1

avec 3x présente donc un certain 2
TEEEL. |= tExpand[E -cos(x) +(Lan(x))* + 1]

Le logiciel fournit une 2-[;“':;.;}}34- i
expression de la dérivée de f qui
n'est pas tout & fail celle arendue,
La transformation peut éire Jxmin=0,
réalisée avec la T1-92, Les éléves ﬁ:ﬁ:T* STO79632679
ont guant i eux uwilisé les |{ymin=0.
différentes formes connues de la 3227:?-
dérivée de la fonction tangente. xrese].

Il s'agit ensuite d'une
application classique de
l'inégalité des accroisscments
finis. La df_gni&rle question ; éré e —
assez peu réussie, preuve d'une J|xmins-
interaction mal maltrisée entre le || 50 :7{: ﬁgsaﬂlﬁﬂ'}?
registre graphique et le cadre jfymin=-l0.

i : s ymax=10.
algébrique : la réponse a ¢t¢ en || gsel=1.,
général gque l'inégalité subsistait [|xres=1,

COSL x}:lz

sur ]3%, S%E, ce gui ne cofncide

pas avec l'observation graphique.

Notons gue les potentialités
d'étude formelle de V'application *wllt +2 %) - gl(L) '
initiale (cf, ci-contre) ne sont pas [v 9l(t + 1) = yi(L) “4-sint
du tout exploitées. Pyl( -ty +ullty :




Exercice n°1 {6 points)
Dxans un plan P, on donne un triangle ABC rectangle en A et isocéle avec AB= AC =
a, 00 a est un réel donné strictement positif.
a) Déterminer ¢t construire le barycentre G du sysieme {(A, 4), (B, -1}, (C, -1}
b) Déterminer et construire I'ensemble E des points du plan tels que :
4MAZ - MB2 - MC2 = -2a2,
b) Déterminer et construire 'ensemble E des points du plan tels que :
2MAZ - MB2 - MC2 = -2al,

Exercice n®2 (14 points)
Une calculatrice peut donner en
général une tralli:ur apgmchéef?e e | #
avec au us 13 chiffres T
significatifs. 3 2. 71828
On se propose dans ce probléme d'obtenir des renscignements supplémentaires sur e :
- une précision plus grande (par exemple avec 20 décimales) ;
- une information sur sa natere (¢ n'est pas un nombre rationnel, o'est-i-dire qu'on ne

peut pas 1'écrire sous la forme B . pet g érant des entiers naturels).
A, Pour atteindre le premier but, n étant un entier naturel non nul, on définit ;
k=n _k 2 n
b =X i 00X X
¥ et (l+grEsrrar 5
an K 1121 n!

- la fonction fn sur [0, 1] par x — r“(x} -

la suite u u =k§ulhi+l+i +i
Parun= & jr =1 Hrtarte-tq

n

1. Montrer que £ est dérivable sur [0, 1] et que £ x)=-e% #
1

2. En déduire que, pour tout x de [, 1], on a Il'n' (a ) SF

3. En appliquant Uinégalité des accroissements finis &  entre 0 et 1, prouver

is i u ]
l'inégalité : =k -1 <ol

4, En déduire l'inégalité luy - e | {%, puis la convergence de la suite u vers e.

5. A partir de quel rang n est-on siir que 1'écart entre uy et ¢ est inférieur 4 1020 7

6. En utilisant une calculatrice T1-92, en déduire une valeur approchée de e, sous
forme de fraction -E {avec p et g entiers) & 10°20 pres,

7. Pouvez-vous en déduire, en utilisant de fagon adaptée votre calculatrice, les 20
premieres décimalesde e 7

B. Pour atteindre le deuxig¢me but, on définit une deuxiéme suite v par vy = up + i

n.n!
1. Prouver que u est sirictement croissante et que v est sirictement décroissante.
2, Peut-on en déduire, sans utiliser la partie A, que les deux suites convergent, et
convergent vers la méme limiwe 7
3. En déduire, en utilisant la partie A, que les deux suites convergent vers ¢ et que !
Up < & < ¥y pour tout n.

4. On suppose que ¢ est rationnel, ¢'est A dire que e = 5 . aved p et 4 entders naturels.

Montrer alors, en wtilisant Vencadrement précédent, que p.q! - .4!.ug serait un entier
appantenant & )0, 1]. Conclure,



S
":'";'.“:: :‘::?:.*: }
Les fonctions , peuvent élre n (&
définies de deux fagons : P Defire Flx,ni=e = 3 ['ET] Done
- & partir des fonctions de deux H"@
varables ([{x, n) ci-contre) ; L -
- gomme une fonction de x, en rﬂef‘lh-l' Plx) =e 'hEﬂ 7 Dore
laissant n "flowant” (cf. ci-contre). o —
L'intérét de la premigre forme o e ey
est qu'elle permet d'affecter pfix,3) +“"‘+H+ f
directement une valeuwr

particuliére & n, alors que la deu- e DK
xigme forme demande une double P o) |n=3 s o ik
munoeuvre : il faut stocker 3 (par k=0
cxr:.mplv:]l dans la mémoire n, puis fF3*¥n 3
exprimer la fonction (la syntaxc O S i
sachant qie ne sulfit pas). g{=} -t txtle
Le logiciel n¢ permet pas
d'obtenir la dérivée pour une —E;(Fl:x,n:l)
fonction générale | 1l permet ALK Wt &
d'obtenir la forme voulue pour la PR [L] - XY [“ ]
dérivée de fonctions particuliéres dx| gl K=o KT
i condition de factoriser le résultar .
donné directement. Fact W‘[ﬂ( Fix, 3}}! AL

Les élgves qui ont utilisé ici la calculatrice ont exprimé directerment la fonction pour
des valeurs particulidres de n, ont utilisé la commande de dérivation et ont constaté
I'annulation de la plupart des termes. Is ont ensuite pu généraliser le processus. Mais il
s'agit li d'une minorité d'éléves @ la présence de n et d'une somme indéxée sur n semble
avoir rebuté la plupan, La majorité de la classe a ainsi fait le calcul " 1a main”

Bemarque : un €ldve se rompe dans la dérivation 4 la main de la fc-n::r.mn e® (il
prend pour dérivée -xe™). 1l y a 14 un certain effet pervers de N'utilisation régulicre et
non contrdlée d'un logiciel

- il est utilisé en permanence pour la dérdvation des fonctions simples, sans effon de
mémorisation, d'identification des résultats obtenus ;

- en présence de fonctions plus complexes, non prises en charge globalement par le
logiciel, il ¥ a en dernier ressort un caleul & la main, en général assez maladroit {alors
gue la calculatrice pourrait donner des résultars partiels).

En somme soit le logiciel fait toot, soit il ne fait nen...

Aprés une partie théorique pour laguelle la calculatrice n'étail pas d'un grand secours
on posait la question @ § partir de  forinTs
- uln—:
gl

guel rang a-t-on % < 10020 7 La
E ul
classe s'est partagée en deux ""é'

groupes: - o uh:
- une premigre moitié a utilisé la U:‘g:

calculatrice, via la table de valeurs | ;{4
des suites ou par titonnement via  ptg=
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l'application initiale. Une valeur convenable pour n a éié ainsl repérée, sans autre

justification ; . . o
- l'autre moitié de la classe a tenté (en vain) de résoudre 'inéquation ™3 la main®, a

I'aide des logarithmes par exemple.
Personne n'a combiné une réflexion théorique et une utilisation de l'instrument, en

o . ; . ; .
remarquant par exemple que la suite i) €tait une suite décroissante gui convergeait
vers ), et que, dans ces conditions, il existait bien une valeur de n convenable qu'il était
dés lors légitime de relever dans une table de valeurs de cette suite. Une telle

combinaison de plusieurs outils nécessite sans doute une trés bonne maitrise de
I'nstrarment... et des mathématigues !

‘ 1 4 _m 1 3 ] - - r .
Pour n = 22, nous sommes donc assurés d'une précision de 557 c'est-a-dire inférieure

a 10720, ce qui est bien meilleur que la précision obtenue par le calcul approche de e
dans 'application initiale.

La moitié de la classe obtient
ainsi la valeur exacre de uag et
donc une valeur approchée de ¢

[ B N ] EllﬂN;E%EE%%EE%EE%
avec une précision de 10-20 (mais | k=0 ¥’ Loshpola
sous forme fractionnairs). i

51 on demande une waleur [_k"_] 2. 71828182846

approchée de ce nombre, on o
obtient alors la valeur approchée L® 2.718268182846

déji connue pour &...

Pl
3

i}

L
L

C'est pountant ce qu'ont fait ici la plupart des éléves. C'est sans doute la marque d'une
habitude d'utilisation d'un raccourci clavier #_Enter qui permet d'obtenir des valeurs
approchées. Plus profondément, cela témoigne sans doute d'un besoin, pour connaitre
un nombre, d'en voir une approximation sous forme décimale,

Il était possible d'obtenir les 20 premiéres décimales de ¢, & condition de se ramener
a un calcul sur les nombres entiers @ le logiciel peut alors manipuler des s grandes
expressions. Deux méthodes étaient envisageables ;

- multiplier la valeur exacte de 1029, ¢11070150696522592097
uzz par 1020 er prendre la parie |* i”t[m
entiéredu résultat ; on oblient ainsi 2718281828453904523534

Ia j.'llzl.l"lil: entiere de & 'fﬂl.'li est 2h et ng'ﬂ 6110701 50698522593 097
les 200 premiéres décimales, dont |® propFraci——=sigpETasss=s315%e000

on sml qu'elles sont exacies ; 267
- on peut aussi opfrer une 2?15!2313’23#5?1:4523535*-!%

division evclidienne de uzy 1020,

L — i

Seuls cing éléves ont obtenu ces résultats. Ce type de caleul avait déj €1é vu pourtint
en classe, les commandes Trt ¢t PropFrac étaient connues, Mais les metire en ocuvre
supposait une certaine habitude du travail avec les nombres entiers, difficilernent
acquise en 'absence d'on cours d'arithimétique (pour le moment) en collége et lycée.

Nous arrivons maintenant & I'étude des suites u et v,

On aura besoin ici de la suite vp =0y, + ﬁ'l'rﬁ {déja évoquée en A).

L'écart entre les deux suites tend vers (), ce qui assure aussi [a convergence de la
suite v vers €, Micux, les deux snites sont monotones :
- tl est immédial que la suite u, par construction, ést siriclement croissante ;
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- l'observation de P'évolution de la suite v (cf. A4) semble indiquer qu'elle est

décrossante.

La démonstration de la
décroissance de v passe par le
calcul de la différence v - v -

Cn peut tenter un calcul direct
avec la calculatrice. Refus du
logiciel de traiter ceite différence
dans le cas général (cf, ci-contre ;
définition récursive interdite).

Par contre, si l'on reformule la
question en prenant une auire
lettre gue n, le logiciel fournit une
réponse (c'est évidemment un
probléme théorique important créé
par le logiciel ; le statut particuler
accordé & la letire qui & servi &
définir la suite fait que celle-ci
n'est plus tout a fait "muetic”...).

L'expression renvoyée pour
vp+1-vp n'est pas simplifiée. Elle
doit I'érre "i la main”.

Il faur ensuite utiliser encore
deux commandes, expand et
comDenom, pour obtenir le
résultat incontestablement
srrictement négafif gui garantit la
décrotssance stricte de la sune (cf.
ci-dessous & droire).

Deux remargues simposent :

- on gurait sans doute eu plus
vite fait de prouver la
décroissance stricte de la suite A
la main” ;

- traiter le probléme avec la TI-
92 requiert une certaing expertise.
Mais cela peut reverir un caractére
formatewr si cela est fait, collecti-
vement, dans le cadre de la classe.

1 1% - - FE
v = AlgebralCalc|0iher|Pranllillear a-z..
noeoy 1
[* Define un:n;-=igﬂ[-ﬁ]+w Doney
win + 1) = win)

Error: Di&finition rdeursive interdiiep

u(n*l y=yinl
EEEE‘B

LRV R ll—u{n}
Error! Définltion récursive interdiie

oylp+ L) =wip)

i)
P g 2 (p+1)e P
2 [4r]- 2 lHrl~5
i=0 1=0
vip+tl)=u(p)l
e A E -;E:“ B L'ir!ilr’ LE F‘r"rﬂﬂﬁlﬂ T Lild -Z-:‘" BT,
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Adnsi 1a suite u est strictement croissante e converge vers €, la suite v est strictement
décroissante et converge vers € (on dit que les suites 1 et v sont asjacentes).
On en déduit sans peine que, pour tout n, Ug < € < vy On a ainsi

Supposons alors que e est rationnel, c'est a dire gue ¢ =E . ANED

+L-:c'-:5| T
" n! !

1

1
2Tl

—

p €1 q entiers

naturels non nuls, Cn aurait, pour fout n

ki

1 p i
-.+"_r¢: -::]+-ﬁ-E+

l 1 ]
B inl
il LI

!



FPage 273

Cette double inégalité étant vraie pour tout n, on peut choisir n = g, pour pouvoir
bénéficier d'expressions "comparable”. On obtient alors :
Lo d 1.p 1.1 L, L.
|+“+2!-| ...+q|{q {]+I!+El+"'+q!+q. !
En multipliant les trois expressions en présence par q.q!, on obtient de nouvelles

inégalités gntre nombres entiers
S 1 1 ]
qqt (1 + 77 +57+.. +-q--!-}c:p.q,| <qql(l+q7+57+ .. +E) +1.

Peut-on utiliser 1a T1-92 pour ) |
effectuer ces multiplications 7 -
II faut noter un probléeme dans
la gestion du fichier de suites @ si
(-Te% |

B
I'on défimit la suite en ulin), c'est |" Define ul(n} “129[1%-]
=

i dire dans le fichier de spites, le | (s
logiciel i . u
ogiciel refuse tout traitement { L'argument doit &tre un nombre décim

symbaoligue.

[l ne peut faire que du calcul
approché i partir de cette suite
ainsi définie.

On peut ainsi vérifier, & partir
d'une table de valeurs, gue le
procluit n'a est bien entier, mais
sous toutes réserves, car il ne
sagit que de valeurs approchées !

oAl Ul
Error: L'argument doit &tre un mombre b

n*nt =ul {n%‘-

51 on veut uwn traitement
symboligue des expressions, il
faut définir la  suite
indépendamment du fichier de
suttes (cf. ci-dessous).

La suite u est définie en uin),
qui n'gst pas une variable réservée
pour le fichier de suites, I v 2
alors un traitement symbolique de
l'éxpression mais celui-ci rl':ilbmﬂi:
pas aux expressions espérées
{Ll'utilisation des différentes
cormmandes do menu Algebra n'y
parviennent pas davantage),

S5i on particularise (ci-contre
pour n=100), les simplifications
donnant un nombre entier sont hien
faites. Mais ce n'est qu'un cas particulier...

Cornme pour I'étude du sens de variation de la suite v, tilisation de la TI-92 pour
I'étude de ce produit pewt susciter une réflexion utile sur certaines singularités du
logiciel. Mais on ne peut pas dire que cela constitue un gain de temps...

Appelons désormais N 'entier naturel égal a q.q! (1 +-]~1r,- + 1], +..* '%]. La double

indgalité obtenue s'éerit alors plus simplement ;

n
n-nd i) 'EEI j—ir] n-nl
1=

ELIERRRERNY |

*n-on! wn)|n=10

ZE8 357
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Peut-on avoir un entier naturel sricterment compris entme un enter e son successeur?
Bien sir que non ! . Ainst Ihypothése faite, au départ de ce misonnement, s'avere-t-elle
fausse : e n'est pas un nombre rationnel,

Il n'y a donc pas d'effet de contagion : le fait que e se rouve entouré de nombres
rationnels, aussi prés que I'on veut, n'implique pas qu'il soit lui-méme un rationnel.

Une petite différence et ses grandes conséquences :

- il n'y & donc pas d'écriture décimale finie de ¢ ;

- pas d'écﬁnu:ﬁ-lawc p et g entiers ;

- pas d'écrure décimale périodigoe.

Conclusion de cetie deuxidme approche de ¢

On peut avoir des valeurs approchées rationnelles ou décimales aussi proches
gue l'on veut de &, mais la connaissance numérique exacte de # échappe a la TI-92
comme a4 tout outil de calcul. La seule connaissance exacte de ¢ est donc
symbaolique.

e est égal 4 e : c'est "'unigue réel dont le logarithme népérien est égal a 1.

W51 CA PEUT vOUS RASSURER,
LA PREMIERE FOlS JE NAI PAS
COMPRIS NON PLUS ..

| O noters que cette conclusion est rendue possible par Iétablissement & indgalitds strictes, découlant de
I'Eablissemement de Ta monoionic stricte des suies dtadides,
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(AuTto)EVALUATION

Mesurer les évolutions des éléves au cours d'une annéde scolaire n'est pas en général
chose facile. Dans le contexte d'une classe expérimentale, cela l'est encore moins. Cela
supposerait en effet de suivre & la fois les processus de conceprualisation (les
apprentissages mathématiques, mais aussi plus largement "la formation de |'esprit
scientifique”) et les processus d'instrumentation (ici la maitrise progressive par chague
éléve de sa caleulatrice). Thche difficile :

- les processus de conceprualisation et les processus d'instrumentation ne sont pas
indépendants les uns des autres ; la honne compréhension d'un objet mathémarique
permet de I'spprocher de fagon raisonnable avec une calculatrice, mais |'utilisation
raisonnée de la ealeulatrice permet sussi de se faire une bonne “idée” des objets
mathématiques (& l'inverse, une uilisation non raisonnée de la calculamice permet
souvent de se faire une idée fausse des objets mathématiques) ;

- ces processus sont individuels, mais ils ont aussi une dimension sociale. Les éléves,
surtout dans le contexte de cette classe expérimentale, spprennent en interaction avee
leur collégue de bindme, dans le cadre des échanges qui ont lieu dans la classe.,,

Il a été choisi ici de repérer les évolutions & partir de ce qu'en disent les éldves eux-
memes ;

- une premiére occasion a été le questionnaire national sur les savoirs, desting aux
lyeéens, Ceux de la TSS onmt bien voulu v répondre, en le limitant aux savoirs
mathématiques. Deux éleves de la classe ont assuré le dépoutllement, Elles le
commentent dans les pages qui suivent ;

- In deuxigme occasion érait lice au cadre expérimental. Un questionnaire au nom
evocateur - le barométre- a é1é proposé aux éléves en début ot en milieu d'annde, relatif
a tous les aspects de l'expérimentation. On en trouvera le bilan dans la deuxiéme partie
de ce chapitre.

Ces différents outils de mesure font spparaitre des évolutions certaines, quant au
rapport avec linstrument de caleul, ¢e qui est bien naturel, mais aussi et surtout quant
aux mathématiques elles-mémes et plus généralement encore quant & la construction
des connaissances de “I'honnéte homme™ du XX(DEME gigele...

OV OAVHAIVCAVHAVEHAVSA
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- B TEUSSIr $0n examen
fBac, BEP)
- ff réussir son orientation

{ powrsuivee deg fludes supérieures)
- i réussir son insertion professionnelle

{irouver wn empiod)

- & développer sa personnalité

{affirmer son identité en explorant de rouvenur horizons
- & acquénir une culture générale

fronnaitre les prandes dlapes de la pensée lindeaire, philasophique et scientifigue, en Oceident ¢f

ailleurs)

3.1 A votre avis, i quoi set ce que vous apprencz au lycée 7 (Cochez les propositions
!

i 5, le numéro I pour la proposition la plus importante}

a
o
8
-
-

3.2. Le lycée permet-il, & votre avis, d'acquérir les qualités suivantes 7 En utilisant le
cadre ci-dessous répondez, pour chacune des qualitds cuides, dans une des deux cases en

donnant un exemple vécu,

OUlL, le lycée permet
d'acquérir cette qualité ;
voict ung illustration.

NON, le lycée ne
permet pas d'acquérir cette
qualité ; woici wune
illustration,

ESPRIT CRITIQUE

fa Dépard des opinions,
préjupés et dex  lenlatives

el padestens )
RES ﬁICT DE LAUTRE

fapprentissage e la vie en
commun el de la discussion
démarraliowe...)

AUTONOMIE

{ddans o pesion de son travil
el e choix de cex orieriaiions...

CREATIVITE 1T
INITIATIVE
{(elivns les dowmaires scolalre of

exirg-soolaire.. |
URIOSITE
(envers um  parrimoine

ariisiigue, litéraire, hisiorigue,
iey découverics sciennifiques... )

[ CIVISME

(conscience de sex drors of e
FE5 devolrd de cltovens,., )




Migpe 279

Petit bilan du questionnaire éléves relatifs
aux shvoirs mathématiques enseignés,

Le minisiére de l'éducation nationale a diffusé auprés des professeurs eq des éléves
une grande enquéte sur les savoirs g enseigner en Ivedes. Il a éé proposé aux éldves de
la T3S de répondre aux deux derniéres questions (cf. les énoncés dans U'encadré ci-
contre), en se référant plus particulidrement aux marhémariques, Une vingtaine d'éléves
ont acceptd de r - dewx éléves de la classe, Anne-Sophie Kaloghires et Danidle
Cbone commentent ci-dessous, l'une gaprés Uawre, les réponses de leurs colldgues.

& & Le point de vue d'Anne-Sophie Kalopghiros

"Pourquoi apprendre au lycée?" Vaste question, n'est-ce pas 7 Cela fait environ 6
mois que notre classe de TS suil un enseignement de mathématiques un tout petit peu
différent de celui des autres classes, nous avons done eu 4 remplir un questionnaire qui
nous permettait de préciser nos sentiments vis & vis de cette nouvelle version des maths.
Tout d'ubord, nous avions & répondre i la question "3 votre avis, & quoi sert ce que vous
apprenez au fycee?". Ensuite, on nous demandait si noos pensions que l'enseignement
mathématique que nous recevons nous permettait d'acquénr diverses qualités telles que
la curiosité, l'esprit critique, le respect de Fautre... Les réponses ont é1é relativement
nombreuses et j'ai réalisé cette synthese sur les 20 questionnaires qui me sont parvenus.

Drang un premier temps, nous devions classer les propositions suivantes selon que les
methématiques nous permenaient, nous étaient plos ou moins wiiles pour y parvenr.
Celles-ci étaient : "& réussir son examen”, "# réussir son orientation”, "& réussir son
nsertion professionnelle”, "3 développer sa personnalité” et enfin "4 acquérir une
culture générale”. Le classement sulvant est revenu fréquemment ; tout d'abord les
mathématiques nous servent i réussir notre examen, ensuite 4 réussir notre orfentation
et notre insertion professionnelle. Enfin les maths nous permettent d'acquérir une
culture générale et & développer notre personnalité,

Comme je I'ai signalé précédemment, la seconde partie du questionnaire consistai
nous demander si les mathématiques nous permettaient d'scquérir cenaines qualités, i
savoir I'esprit critique, le respect de Uautre, Uaitonomie, Ia créativité et Uinitiative, la
curiosité et le civisme. Une grande majorité des éléves a estimé que les mathématiques
aiguisaient notre esprit critique " 1'égard des problémes et des différentes méthodes
(nowemment en TP)" ou encore “contre les préjugés, les démonstrations évidentes”,
Ainsi, selon un élgve, "on pergoit les choses cll:iﬂén:rnnwnt en essayant de les retrouver
et de chercher leur sens, leur but”. De méme, comme le signale un autre, "lorsqu'une
reponse est donnée, on se pose la question : est-elle convenable 7 Rapide 7 Efficace 7",
De plus, nombreux ont éé cenx ciui ont souligne 'intérét des conire exemples que I'on
peut trouver aux théorémes que I'on supposait a priori toujours valables. Cependant,
quelques uns ont émis des réserves ; "mais qui oserait critiquer et mettre en doute le fai
que 2+2=4 7"

En ce qui concerne le respect de l'autre, 12 encore les réponses ont €16 massiverment
affirmatives. La grande majorité des éléves a évoqué les séances de TP qui initient "A
l'esprit d'équipe” : "lors des séances de TP, nous sommes confrontés & une autre fagon
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de travailler, chez le collégue de bindme”. En effet, pour que la recherche puisse
avancer, "il faut confronter ses idées & celles de son partenaire, apprendre 4 coopérer”.

Au niveau de l'autonomie, & nouveau, le "oui” a connu une adhésion guasi-
généralisée : "il faut apprendre & gérer son temps en devoir et lors des séances de TP".
Durant les cours “classiques”, 'utilisation de la TI-92 nous laisse une certaine liberié”,
Certains soulignent également l'effervescence des séances de TP ou encore l'intérét des
"Défis mathématiques”. Quelques uns se sont montrés plus sceptiques, évoquant le fait
gu'en dehors du travail qui nous est demandé, ils n'ont pas de temps pour effectuer du
travail "en plus”,

Beaucoup d'éléves ont signalé que les mathématiques favorisaient la créativitg et
I'initiative tout comme la cuniosité, qualités qui, comme le rappelle un éléve, "résument
I'histoire des mathématiques”. Ainsi, un autre précise "la curiosité est un élément
essentie]l du raisonnement scientifique”, LA encore, les travaux de recherche (TP, defis),
de méme que l'utilisation de la TI-92 ont été cités. D¥autres constatent que "l'on ne crée
que ce qui a déja été prouvé par d'autres”. Enfin nombreux sont ceux gui ont cité la
curiosité historique vis & vis des maths qui est suscitée en cours.

Enfin, au sujet du civisme, bien gue personne n'ait répondu que les maths
cncourageaient cette gualité, comme le souligne un éléve "les math ne sont pas li pour
nous lapprendre, mais il est évident qu'il faut en faire preuve”,

Pour finir, Lao Tscu a dir ; il faut se trouver sa voie”. Je laisse la parole i un éieve
qui déclare s'avancer "toujours plus dans linfini de la connaissance” ... Réjouissant

@& Le point de vae de Daniéle Obono

Sans vouloir revenir sur Uexcellent travail de synthése qu'a effectué ma trés chere
coéquipiére Anne-Sophie, je voudrais pour ma part revenir sur guelques questions gqu'il
m'a paru utile de préciser quelgue peu.

Une premiére lecture un peu superficielle fait apparaiire ce qui scmble le point de
vue essentiel des avis des éléves qui est gue les mathématiques servenl avant tout &
réussir un examen, son insertion professionnelle, etc... lls {elies 7) sont pergus donc 4
premiére vue comme un outil dont il faut apprendre & "se servir” pour pouveir “réussir’.
T faut bien ga comme motivation quand on a prés de & heures hebdomadaires
d'enseignement de mathématiques (ah | ol est donc passé Pheureux temps ol on ne
faisait des mathématiques que pour le plaisir ! ah, ces jeunes !1).

Néanmoins, au delii de I'aspect utilitaire de cet enseignement, il se trouve que, dans
notre classe, il suscite autre chose gque Uintérét classique. Est-ce dii & 'utilisation de la-
o-combien-pratique-merveillense-guoigue-un-pen-lourde-et-pas-mrés- belle-calculatrice
TI-92, ou & l'organisation de travaux pratigues en bindmes 7 Tl ressort en 1ous cas des
questionnaires que les mathématiques suscitent presque des vocations aupreés des
éleves. Elles {ils?) développent l'esprit cntigue, 'autonomie et le respect de Tautre,

Les éléves se retrouvent la plupart du temps sculs face & leurs devoirs de
mathématiques. T1s s rendent compie qu'il §'agit pour eux que ¢a "passe” ou ¢a "casse”,
Ils doivent donc faire preuve d'initiative personnelle et essayer de trouver par cux-
mémes les réponses A leurs questions qui sont en l'occurrence celles des devoirs,

D'od I'importance des TP et d'exercices comme les défis et 'adhésion quasi unanime
qu'ils ont remportée. Dans un cas comme dans l'autre, Péléve est seul face aux
problémes ; c'est 4 lui de prendre linitiative, de décider, de choisir en pensant & toujours
garder un esprit mathématique, Le processus de titonnements et de recherche
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intellectuelle suscite presque sutant de plaisir (et oui, ['ai bien dit de plaisir!) que la
résolution elle-méme de la difficulté. 1/€léve est allé chercher au fond de lui-méme ce

dont il avait besoin, et I'a confronté aux regards de son codquipier. Clest souvent un
travail gratifiant.

i
-~
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\ MATHC Ay GLEyeg :
Y (o

Pour finir, revenons sur lindispensable TI-92, celle par qui le scandale est arrivé,
objet de toutes les convoitises et de maintes tractations... La TI-92 est devenue outil
indispensable de tout TS5 qui se respecte. C'est en effet un outil fort pratique, encore
faut-1l savoir bien en user. Cela demande done de la part de ['éleve plus d'attention et de
patience pour arriver 4 en tirer le maximum. Et puis, on s'atache 1ellement vite... A un
point tel que I'on n'ose méme plus imuginer sa vie sans 'Voili en quelques mots ce que
sont pour moi les traits les plus essentiels des questionnaires, Encore une fois,
I'essentiel n'est pas autant ce que I'on fait que comment on le fait,

P.5. Aprés le sexe des anges, le genre des mathématiques : masculin, féminin 7

T P P P P P T P P R P T P P A P TR TS TEES®
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A, Daestions pluldt lechniques

|, Comment estimes-n te débroulller avee la TI-92 {trés bien, plotde bien, phatd mal, wés mal) 7

2. Congnltes-tu ke mode d'emplod (besucoup, régalitrement, parfods, jamais) 7

Si oud, quelles rubrigues 7

3, Par rapport aux calculatrices graphiques que w monipolais avant, comment juges-1o la TI-52 ;
(utilivd, convivialind, lsbilad ; bien micux, plutde micux, moins bien, bien pire).

4, Che'esl- oo gui 1e plade be plus sur cete maching ?

5. Cheest-oo qud e plail be moans sur colte maching 7

6. Comment joges-tu I'utilité de 1a TT-92 {on cours, en TP, en devoir surveillé, & la maison | trés atile,
utile, inutile, s inoile)

7. Péux-tu classer dans 'ordre décroissant dutilisation les spplications de 13 TT-92 gue i conmnis {por
chocune dentre elles, siwnale les menos oo les commundes qoe o atilizes e plus),

B Chi'as-tu reneré en mémaoine (programmes el informations diverses: 7

B. Questions ples pénerales
Depuis te débul de lonnde, une calvudatrice réraprojetable et utilivée systématiguement dans le codre

di cours.

1 Cela a-t-il changé quakque chose pour toi {Chi, mon |, Sarks opiniong

Prourgued ¥ (o pewx Svoguer un [aag, oo un dvénemenl, gub ilusire b réponse)

2. Al jugd cela comme une agde poar B compréhension 7 {Chd, non | sans opimon)

Postardpued 7 (o pre Svosgpur win Tadt, ou un Svénamet, qui llnsire ta rdponsa)

3. As-lu juré cela comme une porie de emps {Ohai, maid , sans opinion)

Poasrgpucd T (iu peas Evosguer wn [dl on un Svénemend, qui illustre 12 rEponss)

4, Tu poua laire des sugprestions poar amdliornion du disposinf de cours ?

Chagus remaine der TP sonr Poccasion dun travaedd de recherche en Biname.

5, Ces shances vont-elles ndresss T (O, non | SuRs opinion}

Pourquni 7 ( penx évoguer un fait. od un événement, gui illostre 1a réponss)

6, Plus précisément, pono une appréciation sur chacun des TP d&fh réalisés (s mtdressant, iniéressant,
irnulile, ennuyeus, surprennl)

7. Chae penscs-tu do fail de trevniller par groups 7 (Inpéressant, e, ennuyes)

Pourguoi ¥ (i peds dvoquer un fail, oo wn Svénement, qui illustre @ réponse)

8. Que penses-li de ka réalisation d'un rapport de rechorche sur chagque TP{Tnséressant, inuile, ennuoyeus )
Poorguai ? (tu peux évoquer on fail, on on événement, gui illustre @ réponss)

U, Comment juges-in be travall de wn propee groupe pendant ces TR 7

Coche ley caxes correspondant § la réponse (irawaddl o quips, rapide, efficace, scolgire, bricoleur,
observatenr, méthodiowe) [ on peul aiouter der gualiffoaiifs,

Pourgued (o pewx Svoquer un fwit, oo on événement, qui illuestre tedpommse )

[}, Fais éventucllement des suggestions poor Teméliorason du dispositid TP.

Da fagon pénérale (st Uon considére Pentemble da dispositf de travail de ceite anaée
el TP davairsfconirdles... |

L1, Quetle appréciation pones-t sur celui-ci ? Queelles sugpestions peur-tu faire poor Faméliorers |

12. Ce type de ravail a-t-il modifié won point de voe sur les mphémstigues 7 (Oud, non |, sans opinion)
En quoi ! {tu peux évogquer un fait, ou wn événement, qui illostre t réponse)

14, Ce type de travail a-1-il modifié ton point de voe sur les caboulatnces T (Ood, mon |, suns opinion )
En guod Y {lu peux dvoquar un fall, ou un dvénement. qui illustre s néponse)

Pour finir, in poinl de vae sur tod-méme..

14, Comment juges-to les résubinis on matkématgoes (hons, moyens, médincres)
Coinmentuire dventael. .,

15, Comment ces réaulins on-is Evolud coe annde 7 (e hausse, sibles, en bawse)
Commenthne éventuel, .,

16, Cotnment juges-lo ton aptitode & atlser une caloulaimes: 7 (boong, moyenne, mddinene)
Commentaine éventoel..

17. Comment cotte aptitude a-t-elk dvalué petie annge ? (en mibeux, stable, en ple)
Commentaine éventuel...

18 1y o peut -Bire ume guestion gui n'o pas && poste, ot & laquetle e ourais simé répondre,.. C'est lo
licu et le momentL.,.
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Les mémes questions ont 6é poséer aux dléves d 5 mois d'intervalle, le vendredi 24
octobre 1997 et le vendredi 20 mars 1998, On trouvera ci-dessous les réponses en
pourcentage de Veffectif toal de la classe (37 éldves) © en caractdres normaix les
réponses d octobre, en caractéres gras les réponses de mars.

Puizqu'il s'agir d'auro-évaluarion, en ne trouvera ici aucun commentaire, Les
réponses des éléves sonr toutes retranscrites (d'abord celles d'octobre puis celles de
mars). Un effort d'organisation g ét¢ fait, en regroupant les réponses proches.

I. Comment estimes-tu te Es bien | Plutol bien Pluted mal | Tres mal
débrouiller avecla TI-92 7 J0% 11% [61%  78% | 0% 1150 |

2. Consulles-1u le mode Beavcoup | Regulitrement | Parfos Jarmis

d'emphoi 7 6% 0% |6h%  60% |

Y. Par ra Ipurt aux caleulatrices graphiques que tu manipulais avant, comment
Juges-tu Ia T1-92

Bien micux | PIutor mieux | Moins ben Eienpin:
[ilité 2% B0% |B% 4% |[0% 0% (0% 0% |
Convivialite 3% 4% [61% do% | 0% % 6% 0%
Lisibilité 53% 86% |HA% TI% | 7% 3% (0% 0% |

4. Qu'est- ce qui te plait le plus sur cette machine ?

-"Ca fait petir ordinatenr”, “elle fair micro-ordinarenr”, "la résolution de "tout”,
o'est un ordinateuwr”, "f'ai Uimpression qi'elle pewt résoudre tous les calenls”, “on peut
tont faire", "les nombreuses applicarions ¢ la ressemblance avec un petit ordinateur”,
"k priissance, son ergonomie”, "le clavier”, "Uinterface (clagsement par catégories)”,
“les menus en hauy, le fait qu'il y ait plusieurs touches 2nd er enter”, "l'aceds facile aux
différents calewls, aux différentes fonctions, aux fichiers et aussi les dimensions de
l'écran”, "accés facile aux différents mems, multiplicité des touches”, "sa prise en main
et son format”, "la waille de Uécran et le caleud symbolique sysidmarigue”

“le fait qu'elle résolve de nombreuses opérations (factorisation, limite,
dénominateur commun...)”, "les applications wsuelles (limites, factorisations)”, "la
puissance de calenls (limites, dérivée, résplution”, "résolutions, la lisihilité, puissances
dans les calewls”, “les réselutions de limites, de dérivées”, "la résolution d'éguations, la
lisibilité de U'écran”, "la touche solve, factor, enfin ce qui permet de faire des calculs
trés longs (expand)”, "la TI-92 a la possibilité de résoudre les calewly trés complexes”,
"les méthodes de résolwion d'égquation™, “sa facilité d'utilisation, ses possibilités de
calcul”, "toutes lex fonctions de caleul, dalpébre. ", "moyen de vérification utile”, “trés
bon mayen de vérification, le mode d'emplol est trés facile & fait qu'on puisse vérifier
fous leg caleuls et éire sire de ne pas avoir fair d'erreurs de calcud (limitey...)", “elle
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répond avec rapidité et indique noys erreurs de syntaxe”, "le fait de pouvoir vérifier de
rombrews calculs, de multiplier les conjectures facilement (on ne doit plus taper sur 10
touches pour obtenir ce que U'on veut - c'est une image!- une seule suffit”, "possibilird
de recherche pluy grande”, "nombre de programmes que Je devais créer moi-méme Uan
dernier son! inrégrir dans la Ti-92... et comme je ne suls pas trés douée en
programmation.,.”, "le mode 3D", "la 31D, la qualité des graphiques, résolution
d'dquations avec des degrés £levés”,

R P - - 5 T
. Le peep !l
B f I

-“la mémoire"(2 fois citée), "la mémoire, 'écran”, "les fichiers, ex - F2, F3, qui sont
tris wttles”, “I'écran qui est grand”, "le clavier, la taille, I'écran, ley potentialités”, “elle
eit extrémement apréable d'wilisarion®, "la facilité d'wilisation”, "sa maniabilité et
Uévernail des possibilités d'urilisation offert™, "fe trouve cette calcularrice rés prarigue,
simple d'wtilisation”, "la présence d'un clavier (letres), la facilivé de compréhension et
d'wiilisation {avec le professewr)”, "la répartition des touches, les 3 louches enter,
l'accés facile aux différents fichiers, la poggibilité de vérifier les calouls, notamment
dans les problémes”, "le grand écran, le clavier, la résolution a'équations, les
commandes somme, intégrale, dérivéde, factor, expand...”, "les messages d'erreur précis,
les touches sont plus visibles que sur les aurres calculatrices (normal, il y en a plus)”,
"la clarté ;| écran nufisamment grand, U'utilité au niveau de la simplification des calculs,
elie permer des vérifications”, "les menus en hawr de Uécran, la multplicitd des touches
Enter, les liens entre Home, Uapplication péomdirie, bref le iraitement des donndes” |

-"on peut vérifier pratiguement wous les calculs, les dérivées, les primitives, le calcwl
de nombres complexes, les touches solve, expand..”, "elle permer la vérification de
certains caleuls”, "elle est utile pour faire des vérifications”, "le caleul symbeligue, ia
raille de Uécran”, "le caloul en valeur exact”, "les calewly de dérivées, d'intégrales, de
limires qui me permettent de vérifier mes calculs”, "le grand écran, le clavier, la
résolurion d'éguations, les commandes somme, intégrale, dérivéde, factor, expand...”, "la
faciliré d'accés awx programmes”, "trés maniable, beaucoup de raccourcis, fenéires”,
“la rapiditd d'ustlization”, "elle est plus performante dans les calculs, pour rentrer leg
praogrammes, ¢'est plus simple grdce au clavier des letires”, "le calcul symboligue
{dérivées, limites, etc), l'application géomerrie”, “lapplication géométrie”, "la diversité
des applications, lapplication géomérrie, l'outl de vérificarion”, "programmes déjd
intégrés, calcul de dérivées, d'intégrales, toutey les fenérres, surtout en géomérrie”, "la
grande variété de résolutions possibles {ex. primitives, racines, dérivées...),
simplifications rapides d'équations, écran plus structurd”, "le fait de pauvoir vérifier
les résulrats, de conjectwrer (limites, tangentés er autres dans le mode Graph), Par
aillewrs, j'aime beaucoup 'énorme capacité de mémoire (bien que parfois le made
glométrie ne veuille plus fonctionner)”, "les nombreuses capacités (inlégraies,
dérivées, animation); elle est utile 4 toutes les fapes d'un probléme”.
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5. Qu'est-ce gui te plait le moins sur cette machine 7

Béponses d'octobre ;

“Eeran rayé et poussiéren, sinan rop laurde et pewr de la perdre érant donné le
prix", "la sobriété de U'ensemble et son desipn”, “le poids, la taille, assez encombrante”,
“elle est rop lourde (8§ réponses) “son poids, la place qu'elle tient, le mangue de
coulewrs”, "mangue de couleury™, "la raille”, "les dimensions”, “la taille, manipulations
parfois difficiles et compliguées”, "le mode d'emploi, trap pros et repoussant”,
“beaucoup de forctions et manipulations possibles que je n'uriliseral famais... cad fal
parfois Uimpression de m’y perdre”, "il n'est pus irés évidenr de connaitre touy les
programmes”, “trop de menus, on se perd et aussi elle ne précise pas pourquol ¢a ne
marche pas parfois” ;

- "la lentewr du déplacement du cursewr | le clavier est en anglais er Uinversion A-Z
est génante”, "je rouve gque la calculatrice est parfois trés lente (par exemple pour
tracer des graphiques ou pour donner un tableau de valeurs”, "le fait que les menus
Yoient cachés dans les Fr (1 <n =8)", "difftcultd pour trouver des touches (comme en
physique, j'ai besoin de la touche log) et je ne sals pas ok elle se rowve sur la T1-92",
“la vitesse, U'obligation de passer dans le menu applicatlons pour utiliser les éditeurs

{pragram, geometry, rex, tableau)” |

W AL

= "la riguenr de lg syniave”, "difficultd au nivean du langage de la calcularice”, "il y
d trop de syntaxes d apprendre (er plus cest en Anglals lorsgu'tl v a une faure)”, “sa
complexité et les remarques du npe few arguments”, “je tronve les syataxes lourdes”,
“on en veut towjours plus | des logiciels un peu plus puissants (par exemple du calcul
symboligue qui donne toujours de bons résultats) | la commande Zerog semble & bannir
au profit de Jolve", "la difficulté pour créer un programme” ;

- "sa trop grande performance”, "rien ne me déplalt”,

Reéponses de mars ©

- "son polds” (cité 9 fois), "trop de menus et trop lourde”, "son volume, son poids”,
“la taille, le poids”, "la taille démesurde” (cirde 4 foiz), “je rouve que la calcularrice
est traop grande : elle est beaucoup trop tmposante et parfols peu pratique d
transporter”, "elle fair penser & un mini-ordinateur, par conségquent une calculatrice
lourde et grosse”, “la place, encombrane, lourde, rds prande consommation de pile,
parfois capricieuse”, "je trouve que les touches pour les chiffres devraient étre pluy
grandes que celles pour les letres puisqu'on les unilise plus fréquemment”
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- "la lenteur pour obtenir un tableaw de valewrs pour les suites”, "lorsquil y a une
interruption des calculs (parce gue, par exemple, on n'est pas dans le bon mode), cela
peut devenir pénant”, "la perte de la mémoire sur certains blovages”, "l'absence totale
de physique-chimie, lobligation de programmer en Tl-basic trés trés lenr, assemblenr
(fargo ou autre} non inclus... lenteur relative de lg machine dans certaing cas, la
gestion de la mémoire (60 ko pour le sysiéme et encore une partie de la RAM pour
Vowverture des fickiers), la version ight des logiciels, manguent aussi les petits plus de
fa HP 486X", "le mangue de raccourcis pour passer d'un mode & Uautre, la viiesse
d'exécution dey programmes, le langage de programemation” |

- "le fait qu’an doive faire tow le temps trés aitention”, "apprentissage pénible g1
lahorieux”, “faible marge d'erreur dans la syntaxe”, "les messages d'evrenr”, "les
erreurs gue fe ne comprends pas toujours bien (exemples ;| dependent limit ou data
rypel); de plus, il faur étre trés précis (pour les suites définies en fonction de un+) par
exemple)”, "elle est assez compligude au niveau des syntaves”, "langage spécifique - 5i
an ne mémorise pas, on est en quelgue sorte blogué, son poids”, "il faut mémoriser les
différentes syntaxes afin déviter les messages d'errenr | des fois, je ne comprends pas
Verreur”, “gquand s'gfffche window variable domain ou d'autees erreurs”, "le fait que ce
soit écrit en Anglais, quelgues éléments rrompeurs {calend en valeur approchée dans le
fichier de suites par exemple”, "messages d'erreur en Anglais, longueur de certaing

calculs™,

- "d force de tout faire (calcul de dérivée, limites...), la TI-92 pewt empécher de
réfléchir”

6. Comment juges-tu 'utilité de la T1-92 :

Tres utile Uile Thutile Tres inutile
Tn cours 3R 269 | 12% A%
En TP 20 579|250 43% | 3%
En contmle 2% A9 [ 55% 40% | 1% pE)
A la maison 0% 26% | 59%  14% | bob

8. Qu'as-tu rentré en mémodre { programmes el informations diverses )
% ; bre =

- "informations en physigue et chimie (11 réponses)” |

- "des schémas”, "les dessing des TP{IO réponses)”, "quelques fonctions (5
répanseys)”, “certaines manipularions VIES En cOUrs pour mienn pouvoir e retrolver en
revayant fe cours” |

- “guelgques programmes, comme wn programme qui résour les équations du 2éme
degré en donnant le A", "j'ai essavé de rentrer un pragramme pour (€5 systémes
d'équation”,

- "deg valeury dont je me sery souvent sous forme de lelires”

- “rentatives pour progrommer des jeux”, "des jewrx, des poémes”,

- "pas grand chase”,"rien de spécial”, "rien { 10 réponses)” ;

- "fe w'ai rien rentrd mais j'ai des tonnes de progranmes venant de ma soewr qul me
les as transmix”,

Béponses de m

- "des synthéses de cours " (8), “les formules de Physigue-Chimie"” (17), "la
classification périodigue’{2), "j'ai rentré des programmes de math el mes cours de
marhs (les formules, les théorémes) et mes cours de Physigue-Chimie" ;

- "des dessins” (3), "des courbes ou fipures plométriques des TF® (7), "des
applications géométriques (praph 303}, "constructions géométriques (orbites des
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planétes)”, "guelques images, surtout des conigues (wtiles pour le concours général de
physigue}”, "des fonctions” (3], "des fonctions complexes" ;

- "programmes” (3), "un programme donnant e tablean de variations dune fonction
assez limité"(3), "un programme sur le bindme de Newton”, "calculs nécessaires pour
certaing défis, afin de ne pas leg perdre”, "conversions pour les wnités", "traitement
d'information stockées”, calcul de longueurs et d'angles dans wn triangle”, "programme
e réalisation de courbes fracrales (Dragon curve, Koch curve), de comptage de zéros
terminant un nombre® ;

- "des feux" (2) ;

- "guelgues informations utiles en cas de besoln... non, sewlement quelgues vers de
Rimbaud et ;ﬁs Musset pour me faire plaisir’, "agenda téléphonigue (en prajet)” ;

- "rien" {3).

Depuis le début de l'année, une caleolatrice rétroprojetable esi wotilisée
systematiquement dans le cadre du cours...

1 Cela a-t-il changé quelgue chose pour toi 7

%}p Mon Ens OpInion
Bboe | 3% 0% | 3% 1%

Réponses d'ocrobre ©

- "On comprend mieux les utilizations diverses de lu calowlatrice”, "cela m'a permis
de powvolr siivre les manipulations de la calculairice gui sont parfois compliquées”,
‘vela permet d'apprendre d se servir de lo calculatrice méme 51 c'est souvent un peu
rapide”, "pour les manipiwlations de la colculatrice, ¢a nous évite de lire le mode
d'emplof gut, lui, n'est pas convivial”, "cela permer de comprendre, sur des exemples, la
fonction de la calculatrice”, "si je ne comprends pas, fe peux suivre les manipulations
sans déranger le voisin”, “on peur conrrdler qu'tl n'v a pas d'errenr de saisie” ;

- "on peut davancage travailler ous ensemble sur un prabléme et apprendre d mieux
uiiliser la calcularrice”, "je reparde plus souvent le tablean”, "cours plus convivial,
plus vivant”, "il ¥ a plus de participation en classe”, "la calculatrice [llusire les
théarémes et démonstrations | elle me permet de mieux comprendre”,

Reponses de mirs ;
- “vela masgue wne grandes pardie du ableau !

- "possibilité d'apprendre de nowvelles commandes, des raccourcis clavier,
Paossibilité de contrdler notre bonne (ow magvaise) manipulation”, "on pewt suivre fes
calculs, s'entrafner & la maniplation de la calculatrice”, "ga m'a rassuré ; je me suis
rendu compte gue je ne me débrouillais pas si mal”, "ca m'aide d la faire fonctionner”
(4), . "on mémorise plux facilement les commandes, les menus” (4), “découvertes
nowvelles commandes, manipulaions plus rapides”, “cela permet de miewx suivre les
instructions & rdaliser”, "cela m'a aidé @ miewx unliser ma TI-92 ; par contre, sa plus
grande vertu est de me terroriser lors du ritel Rand 372, "on pewt mieux suivre les

manipulations, voir les errenrs gue Uon doril sur netre propre caleulateice” |

="V quie {al ew du mal @ mCadapier a la calewlarrice, cela mi'a permis de suivre er de
Fappréhender de fagon plus ludigue gu'avee seidement le mode d'emploi (2], De plus,
rout le monde travaille en méme temps” [ "cela permet de suivee un certain rythine, cela
permet de ne pas érre en refard par rapport gex autres”, “trés wille quand on n'a pas

“ Chague semaine, guelgues cahicrs de devoir sont gunassés “au hasard”, grice au générour de nombres
eldatires de la TT-92,
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tour bien suivi®, "cela permet au professenr de voir exactement ce gui se passe sur la
TI-82 et de donner [es instructions en conségquence” ;

- "compréhension en cours”, “il v a plus de participarion”, "cela permet d'aborder le
cours de math d'une awire facon fex  recherche de solutions avant de commencer W
probléme”, "je suis plus active en cours, plus anentive”, "les exercices semblent moins
abstraits ; cela montre gue parfois, méme la colculatrice n'est pas capable de lex
résoudre”, "elle aide & mieux swivre en cours, & le rendre interactif”, "permet de
vérifier les différentes manipulations, caractére nowveau de l'enseignement des maths”,
“les cours de math cette année ont é1é radicalement différents de ceux de la classe de
premidre @ adaptation nécessaire”,

2. As-lu jugé cela comme une aide pour la compréhension ?
O Non Sans opinion
B0 Booe |3 3% mﬂ—mr

- "par celui gui fa manipule a souvent les mémes difficultds que nous”, "parce qie,
SOUVEnt, je ne saiy pas guoi faire” ;

- "gela permet de micwx suivre les manipulations et visualiser d'une awtre fagon ce
gue 'on obtient sol-méme”, "on comprend miewx visuellement gi'oralement”, "cela
pﬁemer de voir e résultat & obtenir méme xi Uon a fait une erreur et de reprendre cela
chez 5ol

- "an apprend plein de choses wtiles”; “pour P'étude des fonctions, les dérivées, les
limites ou bien des probiémes immédiatement illustrés par des graphes ou des
schémas®”, "ou niveéaw des fudes de fonctions, cela est beaucoup plus palpable, plus
concret avec la TI-92", “je ne sais jamais de quoi & Uair une fonction done ga aide”, "il
ext plus facile de comprendre guand on nous montre ce que Uon expligue”, "les
solutions des problémes sont explicitées davantage price @ la calculatrice (et au
professeur)”, "elle permet de voir concrdtement ce que Uon démontre” |

- il ne me semblait pas avoir v les suites yous forme de somme  la TI-92 m'a permis
de comprendre & travers des exemples”.

Non "l est difficile de jouer sur les dewx rableawx  coursicalculerte”, "fai
limpression qu'd force d'aveir recours 4 la calculatrice je ne serais plus capable
d'expliguer ou de faire moi-méme les calewls”™,

Qi et mon ! "fe ne suls pas assez d Uaise sur TI-92 pour saveir exaciement ol je
vals | pas une aide pour lo compréhension mais pour Uexécution”, "“oul qucand on arrive
d swivre, non guand on st en retard ef qu'on perd le fil dex opéralions”.

- "rela nous permer de vérifier noire connaissance des commandes” (3), "guand
sagit dutiliser de nouvelles applications 1 commandes qui semblent compliquées
{gﬁaméfﬁe}" (3}, “on comprend miewy mais quelquefois (selon la personne qui est aux
manentes, cela va trop vite", "d condition que lon swive en méme lemps, sinon on e5t
perdu”, "'expérience des autres éléves nouy aide & mieux connagirre la TI-927, "quand
U'éleve wilisant fa calewlatrice nous monrre ce gu'il faut faire et ce qu'il faut éviter”, "si
l'on voit que Uon obtient un écran différent (déjd on s'apergoit plus vite qu'il ¥ a un
probigme), on peat résoudre le probléme plus vite”, "toute la classe est au méme piveau
elit proint de vue des pistes & engager” |
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- "ley intégrales”, “les graphiques et applications géométriques me permettent de
mieux visualiser une situation” (2), “illustration des exercices d'application”, "on voit
foul de suite la chose (fonction et sa courbe) éndide”, "l'application graphigue permet
de mieux visualiser ley choses (convergence de suites avec la table)", "permer de
matérigliser une situation parfois peu évidente”, "cela nous permet d'aborder un
exercice selon différents points de vue", "les différentes éiapes sont visibles”,

3. As-tu jugé cela comme une perte de temps ?

%i - %ch:% — Sans opinion
Réponses d'octobre :

“on doit e servir de la calculatrice et cela constitue un entrafnement profitabie”,
"ca prend plus de temps, mais on pewt comprendre plus vite ; ga compense ', "car le
femps mis pour comprendre n'est jamais superflu”, "comprendre n'est jamais une perte
de temps”, “les explications ne sont jamais une perte de remps méme 51 la plupars ont
compris”, “cela fait partie intégrale du cours EHE' oo

ma compréhension”, "ye servir d'une
calculatrice développe un coré manue! sur Uinformatigue qui peur aider pour ["avenir
professionnel”, "parce gu'en pénéral, ley éléves qui manipulent la calcularrice
rétroprofetalile vont d la méme vitesse que tous les auires”, "elle donne un rythme
uniforme o la classe”, "il est plus facile er avanmageur d'apprendre & manipuler la
calculatrice en cours pludt que chez soi (gain de temps)”.

- DEFFICILE DE MNE PAS
STEsdRER . .
Réponses de mars ;
“Cela ﬂﬂu:épemm d'apprendre d se servir de la T1-92, Trés wile”, "méme 5i au
début de U'année, on Vunilisair un peu trop, ¢'éait sewlement pour se familiariser plus
vite", "cependant, dans certains cas, lutilivation de la TI-92 pourrait étre différée”, “on

découvre un auire aspect des marths © comment une machine limitée réapit-elle face d
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nos demandes?","quand on est en retard par rapport au reste de la classe, on peut
rattraper ce retard en se contentant de regarder le rétroprojecteur toul en prendant le
cours”, “tout le monde en profite, on tape en méme temps sur la nétre”, “en utilisant ce
procédé, cela permet une pause, mais aussi acquisition de certaing mécanismes”,
“cela aide @ mieux visualiser les choses (intégrales...)", "cela permel d touf moment
d'illustrer un passage, une démonsiration du cours”, "on perd peut-étre du temps en
cours, mais on n'en perd pas le double chez nous @& lire un manuel. De plus,
apparemment, ce w'est pas une géne pour finir le programme (nous Sommes en avance
par rapport & d'aurres)”, "plutdt gain de temps © on assimile les commandes en cours,
cela nous évite d'avoir towjours recours au mode d'emploi”, "au contraire, cela permet
de gagner du temps et de mémoriser les commandes”, "utilisation pravique des legons
du cowrs”, “le cours est péré de telle fagon que cela ne freine pas son avancée”, "pour
résoudre certains problémes, on posséde d'emblée une vision plus simple de la
guestion, donc la résolusion vient plus rapidement”,

4. Tu peux faire des suggestions pour I'amélioration du dispositif de cours 7

Réponses d'octobre :

- "aller plus doucement dans Pwtilisation de la calculatrice car parfois je suis en
retard dans les manipulations (réglage de la fenétre par exemple)”, prendre du temps
pour bien expliguer les corrections des exercices ¢t les manipulations avec la
calculatrice” ;

- "w'étant pas toralement anglophene, aveir les indications en frangais | savoir
comment la retier d un PC ou d un Mac” ;

- "faire plus d'exercices d application”.

B 14 THArs &

“Te sais bien gue c'est difficile & réaliser, mais lorsque c'est Jean-Frangois qui
manipule la TI-92 (o un autre élgve qui 8y connalit bien), il va trés vite et on w'a pas le
remps de regarder ce qu'il fait, Le rétroprofecteur perd alors un peu de son intérét car
on @ towjours un temps de retard”, "pouwrrait-on gvoir un meilleur contraste, car
souven! la lecture de 'écran projeré reléve de la devinene”, "le seul probléme est le
haut du rétroprojectenr gui cache le tableaw, ce qui est trés pénible. Il faudrait trouver
un dispositif en fond de salle par exemple”, "rien d dire”, "aucune”, "ce Sont toujours
fex mémes qui fort la manipulation @ la calculairice rétroprofetable”, "non”, "je trouve
que ces temps-ci c'est miewy gu'en début d'année (plus de récrées, des activités diverses
lides aux maths”, "peui-éire rentrer plus doucement dang les chapitres nowveaux | les
premiers cours sont souvent difficiles & comprendre”.

Chaque semaine des TP sont l'occasion d’on travail de recherche en bindme...

5. Ces stances t"ont-elles intéressé 7

Ol Noa Sans opinion
B0 0% 1%
91 % 0% b R

Chii : "travail en groupe, expérimentation et problémes trés intéressanis”, "fe n'avais
Jamais songé d compier le nombre de zéros & la fin de 10! ou 199717, "cela permet
d'aborder de facon différente (plus ouverte) certains problémes”, "¢'est wne maniére de
travailler plutdt stimulante je trouve”, "cela nous permet de faire une pause dans la

semaine [ le fravail est plus décontracté”, “je trouve ¢a intéressant de réfléchir d
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plusieurs et les probidmes posés sont originaux”, "ga nous permetiait de travailler sur
un probléme complexe en mettant en commun nos idées et poy pistes de recherche”, "ra
demande de la logique (pour rouver une fonction qui réponde aux conditions que U'on
sowhaite)”, "c'est la premiére fois en math gue U'on privilégie la pratique par rapport d
la théarie”, "le bur des maths pour moi est de résoudre un probléme d partir d'ousils. La
réflexion d dewx ese irés enrichissante (8 condition d'étre en forme...)", "ca change des
cours théorigues... on doit se prendre en main”, “on fair face & des problémes
différents, cela change des cours et des exercices habiels", "car elles donnent un
aspect pratigue awx marhématiques”, "Il ¥ a une réflexion intense, les sujets sont peur-
dire un pew durs”, "elles permertent de réfléchir et d'aborder les notions du coury d'une
manidre différente”, "elles permettemt le développement d'un espriv critique et de
recherche”, "parce qu'on fait une recherche g deux, er gue le résultar n'est pas
SERCrionné par une note iy par une appréciation”,

Qui et non  “la méthode de travail m'intéresse mais les contenus des TP un pey
:mc;ﬁ:, “fe ne vois pas trop la finalité de ces TP, "je ne vois pas Uintérét des TP pour
e 2

e DA S TR LA AT ENGE
BT o E RACLTE T T VE-oAtiuE,

Béponses de s |

"Une autre vision des maths, pews-étre plus concrére”, "les problémes posés sont
ariginaux, intdressanis”, "recherche er wilisation de la TI-92%, "réflexion sur les
proliémes inhabituels", "éiude de problémes trés variés”, “ravailler @ dews, plus
détendues”, "elles nous donnent in aspect différent des mathématiques”, "méme si les
questions sont parfois trés dtomnantes, dans Uensemble ces TP ne sont gu'un
prolongement du cowrs”, "le TP permet d'approfeondiv e cowrs”, "on aborde des
proflémes dfférents du couwrs”, "f'al bequcoup aimé le TP sur la suite d'imaginaires
puis de réels. C'érait asser dur, mais tréy intéressant”, "quelquefois cex séances
pouvaient érre irés agréables”, "certaines séances ont pu m'intéresser, quand les
démonstrations me semblaient accessibles mais quelques fols (TP n®12) elles me
dépassaient. Les TP devraient éive plus proches du cours”, "applications irés concrétes
du cours”, “surtout guand on cheming vers la selution du probléme, guand on trouve
plusienrs pistes, qu'on cherche & les justifier sur le plan théorigue”, "ils ouvenr de
narveaws korizons, font réfléchir et approfondir le cours. s aidenr & faire une liaison
entre les différents outtls mathématiques”, "recherche active 0 denx, abords différents
dex maths, meing conventionnels”, "on vait bien ce gue l'on n'a pas assimilé et le ravail
en équipe permer de diminuer ceétre faiblesse”, "de la recherche plus gue du calewl”, "la
recherche personnelle (v dompris ses Impasses, ses erreurs) reste mieux gnorde gue les
cours (dans men cas)”, "on prend le temps d'observer nos réflexions sur un probléme et
cela permet de les améliorer”, "vela permet un véritable investissement, On ne peur pas
laigser son dquipier travailler seul, alors an 5% met", "travail en commun, fusion des

fdées”,
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7. Que penses-tu du fait de travailler par groupe ?

Intéressant Inurile ._En'nu VEUX
TIN5 915 | 0% 6% | 0% 3%
Réponses d'octobre ;

{ntéressant © "on pew unir nos idées (souvent différentes)”, "la recherche en bindme
enrichit énormément vu gue nous n'avers pas nécessairement les mémes pistes de
recherche”, "les idées de I'in complétent ow corrigent celles de Uautre”, "ca m'oblige a
me remertre en question”, "on peut confronter nos idées, expliquer a Uautre ce gu'il n'a
pas compris”, “meilleure écoute de 'autre, partage des idées, de démarches
différentes”, “on communique, on a plus d'idées”, “on peut wiliser les idées des auires
et vice-versa ; la réflexion peut avancer beaucoup plus vite car les germes d'idées chez
{'un penvent déboucher sur une idée chez Uaurre”, "on peut comparer les résudiats, les
pistes de recherche, on échange lex observations. C'est aussi loccasion de demander
des consells”, "vela permet de metire en commiin ses idées et de progresser plus vite,
chacun n'ayant pas fe méme raisonnement”, “il ext utile d'apprendre d travailler en

rotpe pour les classes supéricures”, "travailler @ 2, ¢'est beaucoup plus motivant, la
fa;.'-:m de rédiger nous fait avarcer | c'est un bon principe mais il faut souvent déborder
de Uhewre gul lui est réservée”, "on dpit expliguer d Uautre sa méthode et done cela
permet de contraler sa validité. Pour le TP4, j'ai du expliguer comment passer de la
dérivée d la fonction et cela m'a permis de voir les erreurs 4 éviter”.

Oui ef pon - “ce serait bien de changer de bindme de temps en temps”,

Eépo marsg :

"On peur invégrer de nouvelles fagons d'aborder les choses®™, "chacun a dex idées
différentes quant & la démarche & employer. Parfais rowtes sont bonnes”, "souvent un
des membrres du groupe est plus actlfl ou passif que lautre, Comportement obligé pour
évirer certaines interactions parfois...”, "on partage les idées, donc on avance plus
vite”, “on peur confronter sex idées, se remetire dans la bonne divection mutuellement”,
“on confronte différentes fagony de rravailler, dappréhender un probléme”,
"complémentarité du bindme”, "mise en commin des idées et des méthodes de rravail”,
"on peul confronter ses solutions, avoir wne {die o partir de ce gu'a dic lautre”, "laltre
a toufeurs une gpproche différente du probléme”, “on peut voir les idées de Uautre et
discuter @ propos des différents procédés”, "complémeniarité grandissante dans le
bindme”, “on v'a pas les mémey facilités | Cécile arvive bien pour la pédomérrie, Valérie
pour les différentes pistes de travail, ef nows remettve en doute, moi pour Uanalyse”, "ce
serait trés bien pour avair des idées nouvelles mals il est difficile de §'entretenir de tout
cela en une hewre!, "on peut confronter ses idées aux auires”, "mise en commun d'un
travail de recherche”, “tréx proche du mode de travail abordé a la fac ou dans lex

fcales dingdnienr”,

8. Que penses-tu du Fait de réaliser un rapport de recherche pour chague TP ?

Intéressant

Tmuatile

EHrlLi'_'r'E-'II}'.

T T

2%

0%

500

14

Répomaes o' I

Intéressamt : - “rigedo”, "cela permet de parder une trace du travail effeciué”, "on
peut ainsi voir les idées des auires”, "ca nows permet d'avolr une vue d'ensemble, de
voir les différentes résolutions et de mieux comprendre”, "il faur bien laisser une trace

de ce gue U'on fait {ne serail ce que pour le professeur) et ca aide & clarifier les idées |



Page 283

de plus on peut 5y reporter wliérieurement”, "il laisse une trace écrite du travail,
permer de reposer clairement un probléme powur le résowdre”, "cela vous permet de voir
comment nous réfléchissons”, "permer d'avoir la critique d'une personne exiérieure au
groupe”, "cela nows permet de ne pas oublier nos résultats er de voir nog erreurs lors
de la correction”, "c'est indispensable car, £l ne fallair pas faire de rapport, les
recherches seraient effectudes avee molny de sérieux”, "vous vovez bien ce qui nous a
échappé” ;

- "¢'est trés bien, on doit vraimenr explorer le sujer er le comprendre”, "cela nous
pousse 4 trouver des solutions plus précises", "on écrit pas d pas nos réflexions et cela
permet de ne rien oublier en cours de rowte”, “ca nows permet de reprendre le compie-
rendu quelques temps aprés et de révoir les points ebscurs™, "ca nows fait revenir sur
des questions ayant frait 4 la force obscure que représente chague TP, "il permer de
fixer les idées principales de nos recherches (méme si les résultars sonr faux)”,
"Imtdressant car il permet de fixer les idéey”, "cela nous oblige & déiller notre pensée
ef & parfois miewx la comprendre”™, "il permet d'apprendre 4 nows exprimer en langage
mathématique”, "on est oblipé de faire la synthése ou de menre sur papier nos
recherches, de ce fair on cherche quand méme une finalité”, “c'est un concepr utilisé
pour les classes supérieures, dond mous avans une trés bonne approche de la chose |
Jaime vralment bien ce travedl 1"

LS Brucmes voruent FATRE
fREWE v unE PRFAZTE BrvErvre...

Qui et non : "fe fair de donner une note (2t done de mettre en question la reatabilité
du groupe ) n'est pas intéressante”, "Il ¢st intdressant de faire un rapport de recherche
pour que vous vaviez quand nous réagissons mais fe Fouve ga inutile de le noter ; les
TP doivenr ére réalisés par curiosizd intellecuelle et non pour une note” ; "fe pense
que le rappart g5t aussi important que la recherche ; je souhaiterals powvoir le rédiper
d téte reposde”,

Inutile : “perte de temps”, “certes on montre ce qu'an a fait 5§ on ne trowve pas mais,
perte de temips (la présentarion doit 8rre soignde, i ne faur pas faire seulement une
prize de nores)”.

Reéponses de murs ;

Mitige “Diisons que parfois cela fait perdre du temps de rendre un rapport et dong
souvent des pistes non explordes”, "la plupart du cemps, on doit le fnir 4 la maison,
Clext un travail en plus, qui n'est pas directement nécessaire pour le bac”, “intéressant,
mals cela nows prend énormément de temps & (2 maison”, "ieds souvent, fe me rappelle
ne pas lavoir rendi & temps”

lntéressant | "ga mous permer de remettre en question er de mertre en forme
compréensifne nos propres confectures”, “on connall souvens plusienrs méthodes d la
résolttion di probidme", “cela nous apprend & rédiger ve gue Uon observe, les chemins
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pris pour la résolution de problémes e nowy permet Jd'argumenter pourquol on choisi
ol non wee idée”, "car on apprend enfin les "vraies” mathématiques | ce n'est pas le
réyultat gui compte, mais le raisonnement... toute démarche n'est jamais ineile”, "car
on garde une trace dcrite de chague recherche”, "lovsque nos recherches n'onl pas
aboutie, il est intéressant de voir les différentes pistes empruntées par les autres
bindmes®, “¢a flaisse des traces pour un retour évemtnel”, "ca donne un esprit
synthétigue”, "ennuyeux, wmais wtile pour rassembler ses idées”, "ennuyeux, mais
nécessaire pour nous pousser d la recherche. Triste réalité”, "méme i on ne rouve pas
la réponses, on pewt écrire nos recherches”, "ca nous oblige d clarifier nos approches
el parfols ¢a nows méne & la solwion”, "il laisse une trace du travail fait, peut-étre la
souwrce d'une nouvelle recherche”, "solution, et mise ¢n commun des différentes
réflexions”, "nécessaire, pour pousser les éléves a chercher et ainsi d §'y intdresser”,
"mettre d plat ses idées permer de mieux voir les erreurs éventuelles”, “on peut ainsi
revenir sur un TP et, en plus, ¢a nous aide souvent & mettre nos idées au clair, parfois
méme d voir des erreurs”, “cela nous entraine d rédiger clairement, cela permer de
miewx visualiser notre évolution de recherche”, plus qu'iniéressant, plutit nécessaire
car cela nous oblige & rédiger clalrement nos ldées et done d bien les metire en ordre

duns notre esprie”,

9. Comment juges-tu le travail de ton propre groupe pendant ces TP T
Coche les cases correspondant & ta réponse. On peul ajouter des gualificatifs...

Elrpvqil Rapide | Efficace | scolaire” Bricoleur | Observa | Methodi |
equipe =teur ~ue

Oui 97 %80% [28%28% |33%5T% |3% 1T% |75%80% |75%93% |40%40%
Non 3% B% |55%46% |25% 8% [S58% 63% |14%17% |B% 0% |47%2R%
1 0% 12% |17%26% [42%31% [39% 14% |11% 3% |17% 7% |13%28%

Octobre - deux éléves ajoutent un qualificanf, "agréable”, pour Vun, "4 deux
vitessex"” pour 'autre,

Muars : deux éléves ajoutent aussi un qualificarif, "vivaat” pour I'on, "stimuwlant” pour
lautre. Commentaire d'une éléve : "notre Bindme ext beawcoup plus actif, vivant,
impligué et intéressd, Moi-méme af appris & envisager les problémes de marh avec
beaucoup plus de curiosité”,

10, Fais éventuellement des suggestions pour 'amélioration du dispositif TP,

Reéponses d'octobre ;

- "Il faudrait nous expliquer, st personne ne trouve, la guestion du lendemain” |

- "expliguer plus précisément Vurilisation des applications concernées” ;

- “Hl faudrait une hewre pleine de recherche !, "Il faudrair gu'on puisse y réfléchir
plus longremps”, "pouwrriez-vous nous accorder plus de temps ? ", "un peu plus de
temps pour fes TP,

Réponses de mars :

“fl faudrait que UVon ait une heure pleine”, "peut-éire prendre un pen plus d’une
hewre”, "peni-étre plus de temps pour les TP qui nécessitent plus d'une heure”, "donner
des TP un peu plus court”, "ine heire €51 souvent trop pen el finie chez soi est
contraipnant”, "ce serait bien gue vous aldiez un peu plus {coup de pouce) les éléves en
difficulté, qui ont du mal d se lancer”, "aider plus cewx qui sont en difficulté”, "faire des
groupes mieux fquilibrés (Den que certaing changements dient &é effectuds) ;
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pourguol poser une question du lendemain 7 Presque personne n'y réfléchi, le TP en
lwi-méme suffit”, “faire une introduction orale @ chague TP", "plus de dialogue enire
les différents bindmes serait souhairé (aides, échanges d'idées”, "il est bien gue, pour
certaing TP, on ait le week end powr réfléchir”, "aprés chague TP, une correction
devrair éire faite (méme photocopide), cela permettrait de revenir plus facilement sur
les TP, "le concept est déja trds bien”

Die Fagon générale (si I'on considére I'ensemble du dispositif de travail de cette
année cours'TP/devoirs/contedles... ) :

11, Quelle appréciation portes-tu sur celui-ci 7 Quelles supgestions peux-
tu Faire pour I'améliorer 7
Ré 1 )

Positif ;- "bien”, "c'est trés hien d'aveir mis ¢a en place”, "le disposinf est assez
bien”, "il est trés bien comme ¢a”, "je rouve que les méthades de travail sont originales
et irés complétes (TP, devoirs..) ; ¢a permet d'aborder différentes facons de travailler
(en classe, en groupe, sewl)”, "complet, adapté, intéressant”, “travail d'un bon nivean”,
“il est peut-étre un pew 1it, mais fe ne pense pas avoir pu passer 8 heures par sematne
en math avec un prof ennuyeux et mou”, "pour linstant je le trouve bon ; peut-éire
Saudrair-il conseiller certaing exercices sur le fivee avant un contréle pour mieux fe
préparer”, “quel est le maximum P 19,9 (pour laisser la place 4 d'éventuelles
améliorations ! Amélioration possible : un libretto pour chacun (cela laisse
songeur... )" ;

Reéserve : "le cours est-il assez rapide 77, "les cours deveaient étre plus expligués -
prendre plus de temps pour fes exercices d'application et leur correction”, "je trouve
que les devoirs maison sont durs et trés longs ; notre dimanche est souvent gdché”,
“personneliement, je préférevais gue les devoirs d la matson soient corrigés en classe
ou la plus grande partie du devoir”, "niveau difficile. Beaucoup d'exercices nécessitent
d mon avis un esprit mathdmatigue afin d'étre FEUssis * méme si on a compris son cours,
si on l'a assimilé et 5i on fair des exercices supplémentaires, ils somt presgue
infaisables. Les devoirs en classe devraient davantage valoriser le travail er la
compréhension que Uesprit de recherche ou la maftrise de la calcwlatrice”, "le travail
esf assez difficile | je rrouve que lon travaille un peu trop avee la calculatrice”, “moins
cibler 'enseignement en vie de Math, Sup. : personnellement, ['ai choisi la spécialité
Math afin d'acquérir une méthode de travail®, "les cours devraient étre plus expligués |
plus de temps powr les explications”, "je rouve que tout va wn peu trop vite, mais en ¥
réfléchissant un pew je dois avouer gque ¢'est surtowt moi qui suis en retard d'un o dewr
wagons” ;

u pour et du contre : "lex TP sont trés intéressants, les devairs & la maison
inispensables {surtour les corvections), les contréles... surprenants ! Vos méthodes de
travail sont difffrentes et il faudra du temps pour m'y habitwer”, “les cours me semblent
clairs, les devoirs aussi, les TP me semblent étre une torture”, "Uensemble me con vient,
sauf les TF que je n'arrive pas & faire”, "le dispositif de travail a éié 1w d'abord
Surprenant mais 'aime bien la “modernité” du cours, Peut-étre passer un pey moiny de
temps d la TT er privilégier les manipulations et la recherche?”, "Uwitlisation de la
calculatrice est intéressanie en cours mais ne devreait pas étre nécessaive lors des
contriles. En général le dispositif de travail est intéressant”, “devoirs du Lundi - trés
bien. Contrdles : irés bizarres | je n'en comprends pas trop le sens {formulation), Cours
: dans U'ensemble, pas assez “carré” (ex : | abe, If abe...). Les sous parties intitulées “un
peu de logigue” ou autre. . ce n'est pas un avis négarif mais cela me géne car je n'ai fie i3
abordé les choses de cette fagon U'an dernier, Refaive les choses tout & fait différemment
n'est pay évident...”,

Réponses de mars ;
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“au début de l'annde, on a eu des comtrdles de 7 heures, voire de 1 hewre. C'est
vraiment trés dur. Je ne sais pas si ¢'est forcément efficace”, "pas assez de temps pour
chercher”, "bien péré dans Uensemble ; il est vrai gque les questions ésotérigues génent
beaucoup”, "plus d'exercices d'application simples, pour scguérir les réflexes
demandés pour 'examen trés codifié du bac auralent été les bienvenus”, “le dispositf
était assez bien organisé er réparti. Mais les cours éraient trop rapides. Et on sort de
femps en temps du programme, ce qui m'a personnellement embrowillé un peu”, "c'est
un bon dispositif gui permer de sortir des mathématigues trés théorigues et "scolaires” |
wn probiléme se pose cependant, il y a le bac & la fin de 'année, I tout ant de rouver
wune fuste meswre. Je pense que c'est réussi cente année, résultars dans trois mois!”,

“aucune suggestion”, “towt va bien dans le meillewr des mondes”, "trés bon dispositif
de wravail, il n'y a rien d améliorer”, "travail d'un bon niveau”, "le dispositl) est pas
mal - méme si les devoirs d la maison nous prennent towjours beaucoup de temps, c'est
n excellent exercice. Les contriles sont surprenants mais on 5y fait .. et les cours sont
trés intéressanis®, "les TP permetient de voir différemment les cours ! les deux sont
trés lifs. On se penche un peu plus sur laspect pratique du cowrs”, "['alme beaucoup
fes TP et je trouve trés urile les devoirs du lundi”, "le TP est trés relié au cours et en
approfondit parfois certaing aspects”, "je ne vois pas de probléme dans le dispositif de
travail”, "le dispositif de travail de cetre annfe est satisfaisant”, "intéressant”,
"intéreszant, car il permet de voir dautres aspects des mathématiques”™, "aucune
amélioration souhaitée, trés bien”, "sérieux, expérimental”, "le disposivif est trés
organisé, Pour les DS, ce serait bien de faire un auire devoir rype bac avant la fin de
Fannde, Les cours sont bien, car ils ne font pas prewve sewlement d'une approche
théorigue, il v a aussi des exercices”, "il est & la fois scolaire 1 permet de voir d'auires
aspecis des mathématiques”, “organisation originale, dense, compléte ; Uensemble est
bien mené", "une année asser marguante | accés awx marhs est assez surprenant
{peui-ére un pont entre le lvcde et la fac 7", "énudier plusiewrs lecons en paralléle (ex:
suites le lundi, barycentre fe mercredi...) évite de saturer”, "pluidt sympa, vivani,
intéressant”, “les cours de mathématiques ont été les plus intéressants er surtout les
plus vivanis de toute ma carriére de lveéenne”, "j'ai beaucoup aimé Venseignement des
meathématiques certe année ; cela les a rendu vivantes et a éveillé la curiosité de tous et

Fenvie”.

12. Ce type de travail a-t-il modifié ton point de voe sur les mathématigues 7

O Non Sdns opinion
Ti% W% | 1% 9% | 11% 1% |
Réponses dioctobre ;

MNeutre : "c'est une awtre facen de travailler”, "en TP, j'al vu la difficuliés de
résoudre certaing problémes”, “les TP apportent un npuveau mode de réflexion”, "la
pratigue du TP montre la difficulté a résowdre des probiémes”, “hesoin de temps en
It E::.r.rgemsm SUPEriEWr QUT Quires anndes er aux aurres matiéres” ;

Positif : "les maths apporient une riguenr méthodique que je re soupgonnais pas
aussi importante”, "va ressemble & un jew plus qu'd un cours”, e les aborde de
manidre meing carrde, plus détendue”, "le mélange théorie-pratigie-calewlatrice rend
plus passionnantes les mathémariques”, "on se penache sur des problémes plus
intéressants”, "les mathématiques peuvent ftre intéressantes”, "une approche plus
concréte, le sera encore plius je pense pour la géométrie”, "la part plus Importante
donnée & la pratigue rend les mathématigues plus intéressantes”, "le ravail de
recherche et de réflexion est important en mathématiques”, "je me suis apercue que la
riguenr est indispensable et que je ne pouvais pas inventer des théordmes guand ¢a
moarrange”, " je me suis réndu compie gu'il fawt ravailler plus réguliérement et plus
sérieusement”, “on falt beaucoup plus de recherche alors que les années précédentes
an fuisait senlement des applications directes du cours”, "en comparant cela d la
musigque, il ne s'agir plus senlement de pammes, mais dapplications intéressantes” |
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Egserve : "elles m'apparaissent plus compliguées qu'avant”, "les marhémariques
m apparaissent plus vivantes mads aussi plus compliguées”.

Réponses de mars @

Dubitatif :"la question mérite réflexion : fe crois étre en mesure de répondre : peui-
érre” ;

Affirmatif :"le travail demandé est trés intéressant, vivant et éveille la curiosité”,
“les marhs, c'est en fait une recherche (difficile) d'oit on ne part de rien pour arriver 4
guelque chose. On ne connalt jamails les bases, les vraies relations entre les choses”,
“les maths, ce n'est pas seulement appliquer des résultats, mais aussi chercher... c'est
une science trés créamrice!”, “je les apprécie encore plus malgré un débur difficile”,
‘plus de recherche”, “la résolution des problémes est plus intéressante d chercher”,
“les maths ne sont pas des sciences absiraites, j'ai découvert histoire des maths”, e
privilégie plus le raisonnement”, "f'appréhende les maths avec beaucoup plus de
sérénité, dintérét”, "les maths pewvent éire moing ennuvenses, moins scolaires”, "ce
fype de travail permet de foire découvrir les veaies mathémadgques”, "il m'est arvivé de
rechercher o la maison, car [‘aime bien chercher sur les TPY, "on n'a pas besoin de
rouver absolument une solution pour évoluer en mathématigues”, "je pensais gue les
mathématiques étaient une discipline carrée ; je me suiy apercue que, bien gu'une
certaine ripuenr soit indispensable, les maths favorisent la créativité et Uingéniosité”,
"cette année, plus de convivialité, mais 'ai toujours trouvé les maths intéressantes”,
‘celie annde, on a pu avoir plusieurs approches sur un méme probléme”, "j'ai
découvert Vaspect historique de la chose”, “trés différent des autres années,
passionnant bien que surprenant parfois”, "on n'a jamais fini un probléme, il v a
foujours une guestion pour le poursuivre”, "en nous apportant un point de vue moins
scolaire”.

13. Ce type de travail a-1-il modifié ton point de vue sur les calculatrices 7

] Non Sans opinion

3 6% “20% | 11% 17% |

Oui : "Jen découvre un peu plus Vuiilitd”, “elies me semblent encore plus uriles
qu'avant”, “c'est en fait trés unile (‘aimais autrefois faire les caleuls de téee”,
“fapprends @ mieux les apprécier”, "je les pensais beawcoup moing performantes, A
vrai dire, je ne m'y suis famais intéressée”, “les calculatrices sont des outils de travail
?m permetient de fustifier des résultats et surtour de pouvoir résoudre des problémes si
OR Sail S'en servir®, "je me sens un pew plus d Paise © elle rassure pour la vérification
de la résolution de ceriains probiémes en interro”, "je saix désormais gu'une wilisation
sérieuse et appliguée de la calcnlatrice permet d'alléger le travail” |
Non : “on doit pouveir se passer de ces machines (mangue de confiance dans la
machine car, des fuis, les réponses ne correspondent pas) ; faive des caleuls 4 la main
est pluys agréable”,

Réponses de mars :

Mitige ; "les caleulacrices ont tongjours 61¢ des auxiliaives de réflexion pour moi,
“tenefonirs la méme apinion @ utiles, mais pas indispensables”, "on bricole”, "¢'est un
outil wiile er efficace, mais qui ne remplace pas une réflexion méthodigue”, "nouvelles
peentialités, nowveaws défaurs”

Oui ; “¢a nows aide @ en voir les limites”, “oul, en tant g outil”, "je ne pensais pas
gue'on puisse faire awtant de choses avec une caleuwlatrice”, "elles sont trés utiles en
TP", "beaucoup plus rapide que mon ancienne calewlatrice”, "beauconp plus
performantes, rapides, diversité des calculs, grande capacité de programmation”,




Page 295

"rapidité de calcul de la T1-92, plus performante”, “cela m'a permis de voir Futilicé des
calculatrices ef me donne envie de mintéresser qux ordinateurs”, "maintenant, Je voLs
combien une calculatrice pewr étre utile, Elle ne sert pas sewlement d faire des
apérations usuelles”, “avant ceite année, une calculetie me semblait inniile, je ne dirais
pas gue ma calculetre m'est devenue indispensable, mais c'est un bon ouril de
vérificarion”, "elle pewr ére un owll efficace”, "je ne regarderais plus ma calculatrice
de la méme maniére. Je peux vous affirmer que dorénavant mes avis sur la question
seront marqués par le respect... et un pen de tendresse (si, 5i!)", "avant, je lex jugeais
plus ou moins inutiles (trop peu de fonctionnalités)", "la calculatrice permet de
confecturer”, "elles sont devenues powr mol de véritables owils utiles qui aident a la

réflexion”.
Pour finir, un point de vue sur toi-méme...

14, Comment juges-tu tes resultats en mathématiques...

s Maovens
% 5% o

Reéponses d'octobre :
“te recherche les solutions avec de pluy en plis de plaisir”,

Béponses de mars

Mitigés [ ""awrais pu rravailler un peu plus pour les améliorer”, "peut faire mieux”,
“fatigie et probiémes divers.., du mal & gérer mon temps”, “irréguliers (plus aux bacs
Blancs qu'en contrale”, “(3 fois) mea culpa ! d rdge, & désespoir, d mathématiques
ennemies!", “avec 8 heures de maths +1 heure de sourien + 4 heures de devolr + 5 a7
heures de travail personnel, avolr 7.5 au bac blanc est surprenant”, “vraiment
movens”, "résultats encore & améltarer”, "difficile de porter un regard critigue sur s0i”,
;{gbcfﬁ'rm'x plux travailler”, “rdsultats moyens mais guand méme meilleurs gu'en tout

dbut”.

Contents © "en netre évolution depuis le débwt de Pannée”, "moyens, mais j'ai
augmentéd!", "bons résultais, sauf pouwr le dernier bac blanc”, "des résultars bien

meilleurs gue lannée dernidre”.

Meédiocres

Bl% | 2% %

15. Comment ces résullats onl-ils évolué cetle annde 7

En hausse Stables En baisse
425 4% 42% MR | 16% 2% |
ires de mars -

“Le niveau des devoirs me semble moins difficile gu'en débur dannée”, “je me suiy
plux on moins adaprée & la maniére de faire fe conrs du professenr”, "résultatsy en
hauisse, powrvie gue ¢a dure!”, "peut-étre qu‘mt{fur &t d mesire le nivean des contrdles a
dté miewx adapté”, “je me suis mize 4 ravailler plus sérieusement (enfin, je crois)”,
“résultats en hause, pewt-Eive pas au niveau des notes, mais dans la fagon d'aborder les
choses", "aprés des débuts décourageants, le dispositlf de ravail différent m'a permis
de reprendre conficance”,

16. Comment juges-tu ton aptitude a utiliser une calculatrice ?

Hotne

Moyenne

Médioore

25%

4%

61%

6 e

T4%

1% |
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Commentaires de mars ;

“Créer des programmes me dépasse”, "fe ne maltrise pas les systémes d'équationy et
toures les capacités de lapplication Datalmatrix®, "il ¥ a encore certaing points
trenhies et je ne maltrive pas toutes les applications”, “fe ne passe pas mes muits avee”,
“pas assez rapide”, "je ne malirise pas tout (par exemple la résolution des systémes
d'égueation)”, "je ne suis pas trés férue dinformarigue alors, forcément, o pose certaing
problémes”, “fe sais que je n'utilise pas assez le mode d'emploi...”, "je maitrise les
commandes dont ['ai besoin, mais je ne fais pay beancoup plus...", "encore faur-il ire
intéressé par les caleuwlatrices en péndral”,

"fe fais le tri entre ce qui m'est utile et ce qui représente un +", "je ne suis pas
Encore wne das, mais je lutilise mieur que les calcwlarrices que favals avant”, “c'est
incrayable comme on 8y habitue vite”, "des capacités, maiz encore des choses & mieux
nm.g‘fr:'.rer". “honne aptitude, d part lutilisation des programmes, qui reste sombre powr
moi™.

17. Comment cette aptitude a-i-elle évolué cette année ?

[Fon haussc Stables Fn baisse

"je m'intéresse de plus en plus & cela (car utile et amusant)”, "le guide TI-92 me sert
de plus en plus”, "futilise plus la calculatrice”, “fe suis de plus en pius d Uaise rmais je

peix encere découvrir dantres putils”, "plus on PFuilive, plus on est habile®, "f'ai
appris @ tracer un graphique, ce gui me semblait insurmontable an dernier”,

"Il faut parfois se forcer 4 faire cé gue U'on n'aime pay,.."

“évidemmenr que, depuils seprembre, Untilisation personnelles de la TI-92 s'est
améliorde”, "aptitude en progrés © ¢'était ga, ou j'éais novée car pour les TP comme
pour certains contriles on devait saveir wriliser la calculatrice”, “progression, mais
faible”, "on est bien obligé, du fair de la diversité des probidmes abordées”, "je connais
maintenani les fonctions wsuelles”, "on se familigrive au fur er d mesure, en déconvrant
sex wilitgs”, "on apprend touwfours un peu plus tout le temps”, "les messages d'errenrs |
Je suis ¢ présent capable de modifier ma demande pour obienir une réponse”, "aptitude
en hause, grdce au cycle perpétuel  intérét-amélioration”, "on arrive d intégrer de
nowvelles méthodes powr aller plus vite”,
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18 Il y a peut-Eire une question qui n'a pas été posée, et a laguelle tu
aurals almé répondre... C'est le lieu et le moment :

Libres propos dioctobre

"Pourrait-on avoir un cours sur la programmation de la calculatrice?”,
“difficulté sur la calcalairice : programmation” ;

- "Palmerais vraiment saveir si la calewlatrice ae nous indutra pas en errear le
Jour du bac, sachant que Uon risque de foncer ifte baissée, sans réfléchir
préalablement” © “les exercices des contriles me surprepnent beancoup par
rapport d ceux faits pour les deveoirs @ la maison : jlespére qi'on en anra jomais
de tels au baccalaurdat ! Si ce n'est pas le cas, comune je ne souhaile pas Joire
prépa, e préffreraiy gu'ils ressemblent plus auwx éprevwves de bac, Je venx gquand
méme dire que c'est irés agrdable que vous soyet d notre dcoute. mais on a
souvent peur de vous contredive (sur 'évidence des exercices...). I est vrai que
Pon dait faire des choses difficiles mais pas qui nous apparaissent insurmeoniables

el qui nous abscurcissent Uesprit®,

Libres propos de mars :

"Panrais almé savoir si nous étions en fin de compie des cobayes de 'éducation
nationale : est-il moral d'williser des éléves (étres lumains ) comme cobayes?®;

"ext-ce que lex autres anndes il y avail xi pen de solutions pour les défis el
problémes ou est-ce une nowveantd de neire classe? Pourguet ne favoriser gu'une
classe en distribuant des TI-92 ef non pas toutes les terminales de Joffre 7 En
effet, c'est sensd valr 81 c'est une alde préciense mais je pense gue le tanx de
réussite au bac de notre classe sera élevd ef pas que grice  la calenlairice @ on a
Sfait une classe de mivean, ef cela fousve ley resultaix®,;

“une remargue : fapprécie beanconp les simulations bac. Cela nows donne une
viee d'ensemble du nivean de la classe, cela nous permel de nous situer dans la
classe, de vair ce gue l'on devrait améliorer [ je trouve cela stimulant et, en ce qui
Me concerne, rassurant" ;

"sans vouleir offenser mon professenr, f'aimerais savoir d gued servent des
problémes hors programmes (probléme de Fermat, algorithme babvlonien, ¢ic.)
pour le bac, Ne serait-il pay souhaitable de passer du termps sur des points précis
du bac, méme xi on doif les refaire plusieurs fois 7 On e dira que les devoirs
hebdomadaires sont faits pour cela... Je réponds que les devoirs sont uniguement
du travail personnel, on doit tow! faire towt senl samns awcane aide.
Personnellement, je trouve les corrections pea développdes (limites a expliquer
plus précisément, trowve-t-on par exemple dans le devoir n°12.. . Comment fent-il
SJadre? ). Maiy je suis bien conscient que celle pensée ext paradaxale. La majorileé
des éleves réussissent. Le svstéme permet d'avantager les meillenrs, Ne me
reprochons pas de travailler car j'ai 13,5 de movenne en physique et aiwiant en
biolagle, Je tronve que Venselpnement en classe est loin d'étre synihidtique et clair
pror aider les éléves en difficulté, Merci de votre compréhension” ;

"la méthode de travail mise en place cette annde m'a beaucoup plu. Elle m'a
permis de m'intérexser un pen plux aux mathe du foir d'un fravail moing scolaire
{du genre on copie ai lablean el on part). Je pease que cela devrait &ire frendu a
d'autres maliéres car cela permet un dialogue et un échange élévelprof gui est
selon moi trés appréciable. De plus, le fait de nows metire au pied du mur {en TP)
permet de s'interrager vraiment sur un probléme, dexplover. Clest cel aspect qui a
éte plty on moins mon mateur®

*Texas Instrumenis sort réguliérement de nouveanx modules powr sa
calcalatrice, Cependant, la firme devrait imiter un modéle comme celui d'TBM :
Vatilisatenr est souvent celui qui connalt le mienx les défants et les amélioraiions
possibles de la machine. Le consulier serait certainement bénéfique ef ce, méme si
les ingénienrs travatllent durement".
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CoNCLUSION cOTE
EvLEvES

Cher lecteur, ¢a y est, vous 8tes presque au bout de vos peines. Nous espérons que
vous BVez apprécié ce court voyage d'initiation dans le monde surprenant de la TI-92.
Mazis, avant de nous séparer définitivement, il vous reste 3 digérer ce court bilan.
Comme nous voulons vous dviter une indigestion, ce bilan sera donc allégé et concis.

Bon appétit |

Ce bilan est principalement tiré des deux barométres donnés & notre classe en
octobre et en mars. Ces baroméwes sont des questionnaires sur les jugements de notre
classe, sur la nouvelle pédagogic que nous avons testée.

[¥abord trés surprise par ses formes imposantes comparables 3 un micro-ordinateur
et tranchant délibérément avee nos petits ealeulettes des anndes passées, la classe s'est
peu i peu adaptée & cet "engin”, En premier licu, nous avons découvert ses avantages
non negligeables, les facilités opératoires qu'elle offre ; en second lien, nous avons
découvert certains inconvénients au fil des mois @ "elle est rop lourde", voilh ¢¢ qu'un
tiers des éleves remurque principalement, 5i la T1-92 o d'abord flaté nos yeux, son
poids n'a pas pu attendrir nos petites épaules... Dans le méme ordre d'idée, 70% des
€léves avouenr n'avoir recours que "parfois” (10% des éléves “jamais") av mode
d'emploi de la TI-92. 11 est vrai que ce pavé aux allures de Gaffior (pour les latinistes)
nous refroidit de fagon wiviale |

Mais la classe s'est relativement vite familiarisée avec les avantages de cette
calculatrice, Son appreatissage o d'aillears été facilitd par lemploi de la calcularrice
rétroprojetable. Les avis quant sux services rendus par celle-ci ont été¢ cependant
partagés. Certains y découvrent une convivialité, un moyen d'Btre plus attentif en cours
("je regarde plus souvent le tablean"), d'autres mettent en évidence certaing problémes
miteriels done elle est 3 lorigine ("elle masque le tableau™),
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Les séances de TP du vendredi ont été apprécices par 0% des €léves car elles
favorisent le coté pratique des mathématiques jusqu'alors considérdes comme res
abstraites. En effer [e bindme peut progresser en toute liberté dans la recherche du
probléme. mais ce sont surtout 'aspect convivial et le caractére peu scolaire qui sont
appréciés : "on Fait une recherche 4 deux et le résultat n'est pas sanctionngé par une note
mais une appréciation”, Ainsi cette activiig a développé entre nous une meilleurs
communication, une meilleure écoute du partenaire er, pour 80% des €leves, un travail
d'équipe plus efficace. I en ressort que les TP devraient tenir ung place plus importante
dans notre emploi du temps.

De fagon générale, "les cours de mathématiques cette annde ont été radicalement
différents de ceux de premidre”, de plus 86% des éleves ont jugé cette méthode
d'aborder le cours comme une aide pour la compréhension, En contre partie, cela aura
exigé pour tous une sdaptation considérable et parfois difficile. Enfin, 80% d'entre nous
guitteront le lycée avec an jugement différent vis-a-vis des mathématiques @ "elles
apporient une rigueur méthodigue que je ne soupgonnais pas et peavent @ire

accompagnés de cours s vivants, voirg conviviaux”.

Ainsi, vous voild au bout du tunnel, an fond brille la lumigre de la connaissance..,
Nous espérons que vous avez fait bon voyage, qu'il n'a été ni trop long ni trop pénible
mals au contraire res instructif et interacrf. 51 le voyage vous a plu, vous pouvez
partager vos découvertes avec dauwmes. Dans peu de temps peut-étre, toutes les classes
pourtont vivre notre expérience. Ainsi nous ne resterons pas de simples "cobayes”, mais
des précurseurs de neovelles pédagogies nous armant davantage pour affronter un

monde ob la technologie prend de plus en plus de place.

; ‘d ‘etie Conc Senevieve Erhéve, Valérie Lefévre,
One contribud 4 Uélaboration de cette conclusian Geneviéve , :
Softe Khalil, Qlivier Clua, Laetitia Rodrigues, Aurdlia Charar, Véronique Gerlond,

Pierre Rouguerte, Arnaud Lewillon et Marguerite Tuszinika.
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CONCLUSION COTE
PROFESSEUR

Clest done lu fin du voyage pour le lecteur, mais aussi pour la classe qui a construit
cet ouvrage, la fin d'un voyage collectif qui a duré un an, prélude & d'autres
explorations. Nous espérons avoir prouvé, i travers cetle aventure, plusicurs choses :

- méme dans une année d'examen (le bac), malgré un programme officiel lourd, il est
possible de prendre le temps de chercher, il est possible de prendre des chemins de
raverse. ' a

Em]lﬂlﬁllﬁllﬁimh E.:ﬁ[ dﬂ !Elllnﬁ ﬂﬂﬂltﬁ [ECHLEE iﬂ EHIIIE...

- les nouveaux environnements dans lesquels va se déployer de plus en plus
l'enseignement des mathématiques ne sont pas nécessairement des obstacles
supplémentaires pour le professeur et les éléves, Tls peuvent permettre un enseignement

plus yivant, une pratique des mathématiques autour de la ésolution de problémes |

. 1L L LaE At ALICTICT - i = e
classes”. La classe quia réalisé ces "38 variations" était certes d'un trés bon niveau, cela
ne veul pes dire que tous les éléves, au départ, sont, ou étaient considérés comme bons,
Un éléve redoublant écrit par exemple (cf, page 300) :

“la méthode de travail mise en place cette annde m'a beaucoup pli. Elle m'a
permis de m'intéresser un pet plis aux maths du fait d'un travail moins scolaire (du
genre on copie au tableau et on part) ... Cela permer un dialogue et un échange
élévelpraf qui est selon moi trés appréciable. De plus, le fait de nous mettre au pied
du mur {en TP) permet de s'inerroger vraiment sur un probiéme, d'explorer. Clest

cer aspect qui a &1¢ plus ou moing mon motewr”,

Celu ne veut pas dire que tout s'est passé sans peine et sans heurts, Ce type de travail
a déstabilisé parfois certains éléves (cf. page 300) :

“sans vouloir offenser mon professeur, f‘aimerais savoir o quei servent des
problémes hors programme {probléme de Fermat, algarithme babylonien). Ne
serait-il pas souhaitable de passer du tempys sur des points précis du bag, méme si
Lon doir les refaire plusieurs fois 7.

La conviction du professeur est cependant que, malgré quelques petits conflits (ou &
cause de... 1) le mouvement de recherche engagé cette année a fini par entrainer toute la
classe et que ceci aura des retombées bénéfiques pour le bue et pour les érudes gqui
Suivront

Il nous reste & espérer gue cet ouvrage donnera l'envie au lecteur de tenter le voyage,
éventuellement pour une courte traversée ! il est possible pour tout professeur
d'organiser en classe quc]cﬁues TP, en regroupant les éléves par deux, ¢n proposant des
rapports de recherche ; il est possible dinstaller de temps en temps en classe un
dispositif de rétroprojection d'une calculatrice symboligue, en confrontant les résultats
obtenus avec ceux des calculatrices (pour le moment graphiques) des éléves, Aprés
quelques excursions, des expéditions plus longues peuvent étre envisagées..,



Puagpe 34

Il est assez naturel pour un professeur de mathématiques de terminer par une
parabole, extraite, pour refermer cet ouvrage comme il 4 commencé, du Petit Prince de
51 Exupéry.

La sixiéme planéte était une planéte dix fois plus vaste. Elle étair habitée par un
viewrx Monsiewr gui écrivait &' énormes livres (...)

- Je suis géographe, dit fe vieux Monsieur.

- Qu'est-ce qu'un géographe ?

- C'est un savant gid connall ot se trowvent les mers, les fleuves, les villes, les
montagnes et les déserts.

- Ca c'esr bien intéressant, dit le pertit prince. {...) Elle est bien belle, voire
planéte, Est-ce gu'il y a des ocdans ?

- Je ne puis le savoir, dit le géographe,

- Et des villes er des flenves ef des déserts 7

- Je ne puis le saveir non plus, dit fe péographe.

- Mais vous étes géographe !

- C'est exact, dit le géographe, mais je ne suis pas explorateur, fe mangue
absolument d'explorareurs. Ce n'est pas le géographe qui va faire le compie des
vilies, des fleuves, des montagnes, des mers, des ocdans et des déseris. Le
sdographe est trop important pour flidner. I ne quitte pas son bureaw. Mais il regoit
les exploratewrs, H les interroge, et il prend en note leurs souvenirs. Et si fes
souvenirs de Uun d'entre eux lui paraissent intéressants, le géographe fait faire une
engieére sur la moralitd de exploratewr (..} Donc, gquand la moralité de
Vexploratenr parait bonne, on falt une enguéte sur 5a découverte.

- On va voir ?

- Non, C'est trop compligué, Mais on exige de l'exploratewr qu'il fournisse des
prewves, Sl s'apit par exemple de la découverte dune prosse montagne, on exipe
qu'il en rapport de grosses pierres.

Le pénpraphe soudgin 5'émur.

- Mais tod, i viers de loin ! Tu ex exploratenr ! Tu vay me décrire 1a planédte !

- Oh ! chez moi, dit le pent prince, o n'est pas rés intéressant, ¢'est tout pett,
Sai trods volcans. Dewe valcans én activité, er un valean éreint. ol aussi une fleur,

- Nous ne notons pas les flevrs, dit le gdopraphe.

= Pourguoi ¢a, c'est le plus joli /

- Parce qiie les flewrs sont éphéméres.

- Qu'est-ce que signifie “dphémére” 7

- Les péapraphies, dit le péographe, sont lex livres les plus précienx de tous leg
fivres. Elles ne se démodent jamais. 1 est trés rare qu'une monfagne change de
place. Il est tréx rare qu'un océan se vide de son eau. Nous écrivony des choses
éternelles,

- Mais les voleans éteinis peuvent se réveiller, interrompit le petit prince. Qu'est-
ce que signifie "éphémére” ?

A linverse des géographies du vieux Monsieur de 5t Exupéry, les mathématiques
vivantes ne sont pas faites de vérgds élernelles qu'il s'agirait d'apprendre par coeur dans
de vieux grimoires.

Les mathématiques se font,

Les éleves géometres, les ¢léves arpenteurs de la T5S ont exploré, comme le petit
prince, une petite partic d'une vaste planéte, grice & d'étranges (et lourds !) instruments,

grace surtout A leurs capacités de réflexion. 1ls ont appris & !&HEL.Q&LF.DMHS}
ephéméres, 4 gxpleiter les ircéoularités du terrain pour trouver de nouvelles prises, &
confronter différentes sources d'information, & gnalyser les impasses pour prendre un
nouveau départ.

(est utile pour les mathématiques, c'est utile pour la vie !
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