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RESUME

Afin de pouvoir établir un critére d'initiation dkélaminage pertinent pour une
modélisation simplifiée dite multiparticulaire (Glwt, 97) (Chabot et Ehrlacher, 98),
nous proposons, dans cette premiére analyse (GastpB9) (Chabot, 2000), de
calculer quasi-analytiqguement les taux de restitutid’énergie de multicouches
composite (61,62)s fissurés en traction. L'étude d'empilements paiécs montre

(c'est démontrée dans le cas (10’,90")5) que le taux de relaxation d'énergie G

s'exprime vraisemblablement sous une forme linégiradratique du cisaillement en
pointe de fissure. Par conséquent, pour cette nsadéh, un critére d'initiation de
délaminage de typ& < G, reviendrait & poser un critére de délaminage enrainte

maximum directement sur les efforts de cisaillentBinterface.
ABSTRACT

The aim of this paper is to establish a delamamatiriterion of laminates for a
new simplified model (Chabot, 97) (Chabot et Ehikrg 98). We calculate energy
release rates using the example of tension in ekeda(el,ez)s composite laminate

(Cantournet, 99) (Chabot, 00). In particular stagkisequence cases, we exhibit a
guadratic relation between the energy release @tand interfacial shear stresses

th*1 (@ =12;i=14) at the crack front. For this simplified model, alaiination

criterion like G < G, could be directly substituted for a criterion Iikéi+l <1g®,

MOTS CLES: TAUX DE RESTITUTION D'ENERGIE - MODELES-
STRATIFIES — MULTIPARTICULAIRE —-DELAMINAGE - CRITERES

KEYWORDS : ENERGY RELEASE RATE - MODELS — LAMINATE —
MULTIPARTICLE — DELAMINATION — CRITERION
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INTRODUCTION

L'analyse de la progression de fissure a l'integfde deux matériaux élastiques
linéaires dans le cadre d'un modeéle classique 3D diparaitre des singularités a
exposants complexes. Ces exposants ne sont physiquepas acceptables car ils
impliguent une oscillation des levres de la fisswetrainant généralement une
interpénétration de la matiére au voisinage deidsufe (Leblond et Leguillon, 99).
L'analyse thermodynamique du taux de relaxatiomefgie dans la progression de la
fissure d'interface est donc parfois rendue dikiciCe probléme a une importance
particuliere a l'interface entre deux couches decttires multicouches que ce soit par
exemple entre deux couches de matériaux compositie le béton et les matériaux
composites dans les dalles en béton armé répandesncore dans l'analyse des
propagations de fissures dans les structures dessées en béton.

Une description simplifiée de type plaque multigatire pour les matériaux
multicouches (Chabot, 97) est beaucoup plus gmesgi€une description 3D mais décrit
correctement les densités surfaciques d'énergistiglee dans la structure. Les
modélisations multiparticulaires sont construitgsaéir d’approximations polynomiales
par couche suivant I'épaisseur des champs de qutetrdD et de la formulation mixte
d’'Hellinger-Reissner (Reissner, 50). Les coeffitiede ces polynémes sont reliés aux
efforts généralisés classiques de plaque et, pssurer la continuité des champs de
contraintes aux interfaces, d'efforts d’interfaceiséillements et arrachement). Ces
modeles multiparticulaires constituent une famglé va d’'un modele a 7n (n étant le
nombre de couches) équations d’équilibre identeuenodéle "local" de (Pagano, 78), a
un modéle a 2n+1 équations d’équilibre qui est géeéralisation du modéle classique
Shear Lag Analysis et qui permet notamment deetrdiés problémes de flexion (Naciri
etal., 98).

Afin de pouvoir établir un critére d'initiation akélaminage pertinent pour les
modélisations multiparticulaires, nous proposonssdeette nouvelle étape de calculer
quasi-analytiquement les taux de restitution d'gieede structures fissurées. Ainsi si
I'on introduit dans le multicouche une fissure & umterface, cela fait apparaitre lors de
la construction du modéle simplifi€ multiparticukai une variable d'état qui va
caractériser la présence de cette fissure et seertove. On peut alors déterminer un
taux de relaxation d’énergie associé a la prograsie la fissure d'interface.

Dans cette premiére analyse, nous effectuons wulcdé taux de restitution
d'énergie a I'aide du modéle multiparticulaire laspsimplifié (en nombre de champs
cinématique par couches) car il permet aisémentsdegions analytiques (Chabot et
Ehrlacher, 98). Ce modéle est le Modéle Multipattice des Matériaux Multicouches a
2n+1 équations d’équilibre, noté (2n+1f.NNous présentons dans un premier temps les
équations du modéle.

L'application choisie est le calcul quasi-anglyé du taux de restitution
d'énergie d'un quadricouche composite rectangule(i&@ez)s fissuré en traction

(Cantournet, 99). Les résultats sur des cas phetistsemblent montrer ici qu'il existe
une expression quadratique entre le taux de réstitud'énergie et le carré des
cisaillements d'interface.

Notations

Le multicouche dans le repef®©,e;,e,,e3) est paraliéle au plafx,y). L'empilement
des n couches se fait suivant l'axe des z. Changuehe i(i D[Ln]) occupe le domaine
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(AR hi_,h;'J (hr:hi_+1), son épaisseur esk; :hi+—hi_, sa cote moyenne est

_ hi++hi_
i =T
tenseur d'ordre 4 des souplesses du matériau deolehe i. a,B,yetéD{LZ}.

. Nous notonsSijkIm iD[ln] j,k,l,mD[],B]4 les composantes du

T3 (respectivmenfr :;: ) est la composante normale du vecteur contrainp®sé sur la

face externe inférieure (respectivement supériedre)multicouche. Nous supposons
gu'il n'y a pas de forces de volumes et que I'hgs® des petites perturbations est
vérifiée.

LES EQUATIONS DU MODELES (2N+1) M*

Le modéle a (2n+1) champs est construit (Chabgta9gartir d'un champ de
contrainte 3D approché, simple, polynomial en ztdes coefficients er(x,)/) ne sont

reliés qu'aux efforts membranaire\%B(x,y) de chaque couche i et aux cisaillements

i,i+1

14 (X,Y) de chaque interface i,i+1 tels qu'il soient respeatent définis ainsi pour:

Niqg(x,y):j:lfoag(x,y,z)dz i0{1,n} a0{12} )
rid(i+l(x,y):oag(x,y,hi*):oag(x,y,hi'+1) in{1n-1 a0{12}

Ce champ de contrainte tridimensionnel approché iesbduit dans la
fonctionnelle d'Hellinger-Reissner (Reissner, 30h en déduit les 2n+1 déplacements

généralisés du modele. Ce sont les déplacentdzb(x,y) dans le plar{x,y) de chaque
couche i et un déplacement vertical commun a tdatesouchesNs(x,y):

Uio((x,y):hji Mdz?weu(x,yﬁ US(X’y’h;);U3tx’y'hI)am{lz} iofin} ()
o€

Par stationnarité, la fonctionnelle donne les équatd'équilibre du modéle:

®3)

N 00y) + [ *Hxy) -t ()] = 0 sur

3 o3 )+ st [ (5 b )=omre o
2

avec pour conditions aux limites:
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N hi
N'D=Tq a-jTa X,y,2)dz (5)
n i A avec h;
€ [=i,i+1  ~i-Li _Ad
ZE( +T )J-D‘Qs by
i=1 st-jT xyz)d
b

/ﬁ\

Dans I'énergie élastique écrite en contrainte, noégligeons les termes en

+ . . . . : :
T}J'al et les énergies couplant les efforts membranaugscontraintes perpendiculaires

aux couches. Cette derniére hypothése est habitdalhs la plupart des théories de
plague. Les comportements de couche i, associés effiaxts membranaires, et
d'interface i,i+1, associés aux efforts de cisai#@t hors plan s'écrivent:

el 0y)= 20l )+ U o 03) = aeﬁ% N ) ©

el +e|+1

DLI*1(x,y) :[Ug“l(x,y)- Uk (xy)+ Waa(xvy)J )

_ ei i i— 1 1 1

| S e )
el *1 i+ i+1i+2

+ 45 $3TB (x,y)

Ce modéle apparait trés similaire au modéle ShagrAnalysis excepté le fait
gue la cinématique est définie a I'aide de 2n+Ing®(2) (le modéle prend en compte
la fleche globaleWs du multicouche). De plus, le "comportement d'ifaee” (7)

couple trois interfaces consécutives. Sur le aaplsi de laming @ ,90")s en traction, le
modeéle (2n+1) M fait apparaitre un effort concentré au bord de §jsac (Chabot, 97).

CALCUL DU TAUX DE RESTITUTION D'ENERGIE
DANS UN QUADRICOUCHE (81,6;); FISSURE

Nous proposons ici d'utiliser le modéle (2n+1} pour le calcul du taux de
restitution d'énergie d'un quadricouc(ﬁi,ez)s en traction dans lequel on a soit des

fissures de longueur a a l'interfafg/0, (cas 4 fissures, Fig. 1a) soit des fissures de
longueur a & l'interfac@, /8, (cas 2 fissures, Fig. 1b) (Cantournet, 99).
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Figure 1: Plaque8;,8;), en tractiordélaminées
a l'interface®, /0, (Fig la: 2 fissures) et a l'interfadg /0, (cas Fig 1b: 4 fissures)
Delamination of a(el,ez)s laminate
at interface0,/6- (Fig 1a: 2 cracks) and at interfac@; /6o ( Fig 1b: 4 cracks)

On suppose que I'éprouvette est de largeur 2brsuiiexe des y, de longueur
2L suivant I'axe des x et que chaque couche posseElenéme épaisseur e. L'éprouvette
est soumise a un déplacement suivant I'axe desvalder EL en x =L et —€L en
x =-L. Les autres bords sont libres. En supposant fimvee par translation des
champs suivant lI'axe des x nous pouvons expringeeddplacements généralisés et les
efforts généralisés ainsi:

i . .
~i u (X,y) = €x —
Oifey)=] " OV =8 N (xy)=Nig(y) - ®)

i _ i (o,B)0{12}* i=12

W3(x,y) = wly) @ YIT Y
On note respectivemenE| et ET les modules d'Young longitudinaux et

transversaux d'une couche i supposée orthotrope, le coefficient de Poisson liant ces
deux modulesG| T le module de cisaillement dans le planGytn Gtn les modules

de cisaillement hors plan.
La résolution des deux probléemes précédents esiz asmple et peut étre
menée analytiguement. Dans chacun des deux problémoels décomposons en une

zone centrale non fissurée dont la Iongueur&(i;t— a) et deux zones bords fissurées,
chacune de longueur a. Posons :

: : : : . 9
X' =Nl (b-a) et Yi=Nb(b-a) i=14 ©
La symétrie du probléme par rapport a I'axe ded'axe des y impose:
2 e( i1, i i+1 )
Z:lETZ (x,y)+12' (xy))|=0 (10)
1=

La zone centrale peut alors étre considérée conmmeulticouche de longueur
2(b —a) non fissuré avec les conditions aux limites enlat&ment en erx = -L et

x =L et le chargement en contrainte exprimé a laidexdeet Y' sur les bords
y=i(b—a).
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Les champs dans la zone centrale s'expriment faeitea l'aide dex' et Y'.
En particulier, nous aurons le champ de déplacement! par raison de symétrie.

Les zones bord peuvent étre considérées commaeiriéoréd'empilements non
fissurés (empilements différents dans le cas a 2 4dissures). Pour chaque partie non
fissurée de la zone bord, les conditions aux lisnigent connues en fonction des

paramétresXi et Y/ (par exemple dans la part{@—a,b], bords libres enz=b,

déplacement donné e L, vecteur contrainte en fonction dx' et Y' en
y=(b-a)).

Les champs dans les zones bord s'expriment doiterfat en fonction de’
et Y! et d'une constante d'intégration sufy).

Les conditions de raccordement gn=+(b—a) sont la continuité du vecteur
contrainte déja imposée par les conditions auxdisnen contrainte pour les deux zones
exprimées a l'aide d¥' et Y' etla continuité des déplacements.

u&b—@:ugm—@ 1)
ve(b-a)=vy(b-a) =14
we(b-a)=wy(b-a)=0

ou les l'indices "c" et "b" sont respectivement m@ur indiquer la valeur limite des
champs a partir de la zone centrale et des zonas ljeny = —(b—a) les conditions

aux limites sont bien sr équivalentes).

Les équations (11) permettent de calcul®’ et Y' et la constante
d'intégration dew(y) dans la zone bord. Ainsi les champs dans les demblémes sont

connus quasi-analytiquement (établis a l'aide kgitiel formel).

L'énergie élastique de la structure est égalengrtge potentielle W, car on
impose un déplacement donné ou une contrainte suida frontiére. Ainsi I'énergie
potentielle est égale au travail des efforts egtés. Soit:

4 by | . i
w=23" [Ny (y)eL + NLo(y)v! )by 12)
i=1-p

W est donc connue sous forme parametrée par aptpuéur des fissures. Le
taux de relaxation d'énergie pour chaque fissuraless donné par:

G=-Y_ 5 pestle nombre de fissurfs= 2 ow)

pLoa

(13)

ANALYSE DANS LE CAS PARTICULIER (@ 90°)

Dans le cas particulier d(40’,90°)s, les champs solutions ont une forme trés
simple. Par exemple, dans le cas de deux fissleressaillement a l'interface 1,2 vaut
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zéro dans la partie délaminée et (14) dans lagoaoih délaminée (dans le (2n+15,Nes
cisaillements d'interface peuvent étre discontinus)

(14)

3 G NG sh\
Ti"zz(Y):ES(VLT _VTL)[ LN>TH ] Y

GIN tGTN JAchA(b-a)

Le calcul des taux de relaxation d'énergie pewt &it analytiquement. On
trouve (Chabot, 00):

. 2 (15)
GZfIS - 682 (VLT _VTL) ETEL [th)\ (b—a)] 2
1-virvre (BT +EL
avec)? :3(1‘VLTVTL)[ET +EL ][ GCINGTN ]
o2 ETEL GIN *GTN
. 9 2 (16)
c4fis _ €€ (EL -E7)+ (vir v )*( ErEL [t (0 - &)] 2
2 1-virvre (ET+EL

Placons nous maintenant dans le cas de deux fissuoonsty, la valeur du
cisaillement a l'interface 0°/90° du coté partieitcale non délaminée (c'est a dire
T(]:’Z(b—a)). La solution du probléme élastique montre queafh, 97) W'(y) est

2

discontinu eny =b-a aux interfaces voisines de l'interface délamii@est a dire que

dans le modéle, les deux lévres délaminées fordngbe non nul valant deux fois la
discontinuité deN'(y) donnée en (17).

' ' ' 1G N *GTN
wp (b-a)-we (b-a)=wp (b-a)=2—="—=TF1, 17
3 GINGTN ) (17)
On peut montrer, soit directement, soit en utilisame méthode de refermeture
de fissure (Bui, 78) pour le calcul de G a parés ¢hamps au voisinage de I'extrémité
de fissure, que:

: G +G
szls :E( LN TN J ng (18)
3 GLNGTN

Ainsi un critére de délaminage entre les couch@8°alu type G = G revient

a écrire un critére en cisaillement maximal entiedouches a 0° et 9@Ce résultat qui
relie la rupture entre les couches a 90° a I'&atahtrainte entre les couches a 0° et 90°
n'est qu'apparemment paradoxal. En effet, noussawoontré dans (Chabot, 97) que
l'effort d'arrachement entre les couches a 90°ieean de I'extrémité de la fissure est

singulier et correspond a une force linéique de ypac d'arrachement d'intens'nz%3

dont la valeur est reliée, par I'équilibre, a lacdntinuité de cisaillement aux interfaces
voisines tel que I'on ait:
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23 _
V< =ety, (19)
Le sens physique du critére porte donc plutot ‘suehsité de l'effort linéique
d‘arr:’;\chemenl\)ez.)’3 entre les couches a 90°. Notons le lien trés eatre un critére

5 et le critere de délaminage le plus courammehsétilans la littérature

qui porte sur l'intégrale de l'effort d'arrachemaritinterface calculé dans des modéles
plus fins de type modélisation 3D (Whitney et Nuesnv4) (Kim et Soni, 84).

2
portant surv

RESULTATS POUR DES EMPILEMENTS (8,-8), ET (8-90,6),

Pour ces empilements particuliers, le cisaillengédominant esiri"2 (il est

d'ailleurs nul dans le cas particulié@,—e)s) (Chabot, 97). Nous reportons dans les

courbes ci-dessous (Fig. 2 et 3), les résultatsnalisés par leur valeur maximum, du

taux de restitution obtenu quasi-analytiquementN\MATHEMATICA ¢ et du carré du
cisaillement prépondérant pour un multicouche actimn fissuré a l'interface 1,2 .

1 .
\

0.8 \\

’ \

\ e G

0.6 \ L szgz
04 A\
0.2 \

0 20 40 60 80
0 (deg)

Figure 2: Comparaison entre le taux de restitutiénergie G d'une plaqL(e,—e)S en

tractiondélaminée a l'interfac@/-0 et le carré de la valeur au bord de la contrainte

- 12
Tz =1

Comparison between the energy release rate G cdeked (6,—9)S elastic laminate

(b - a) d'une plague en traction de Iarg&(b—a)

and the square of the interfacial shear stregg = Ti"z(b - a)
Dans le cas d'un empileme(ﬂ,—e)s(Fig. 2), il semble possible de conjecturer

une relation analytique de proportionnalité entretdux de restitution d'énergie et le
carré du cisaillement d'interfadg,, .
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Figure 3: Comparaison entre le taux de restitutiénergie G d'une pIaqL(G -90 G)S
en tractiordélaminée a l'interfac®@—-90°/0 et le carré de la valeur au bord de la

contraintety, = T]]_"z(b - a) d'une plaque en traction de large?fb - a)

Comparison between the energy release rate G cdcked (6— 90 e)s elastic

laminate and the square of the interfacial shesest 1, = Ti"z(b - a)

L'étude de I’empilemen(e—QQ e)s (Fig. 3) est un peu plus complexe et les
courbes comparatives obtenues nous permettent is&ger une relation empirique
reliant le taux de restitution d'énergie principagst en carré d&,, . Pour le prouver et
trouver les coefficients de proportionnalité comuoens le cas(0°,90°)s, un calcul

classique de la mécanique de la rupture pour @ldeltravail de refermeture de fissure
pourrait étre envisagée.

CONCLUSION

Nous avons, dans ce travail, déterminé les taweldaation d'énergie, dans le
cas de structures composites simples en tractidiajcee du modéle multiparticulaire
simplifié des matériaux multicouches noté (2n+1) M

Nous avons obtenu dans le cas d'un empiler{ﬁ’rﬂO")S une relation explicite

entre le taux de relaxation d'énergie et la vatlag champs de contrainte d'interface au
niveau de I'extrémité de la fissufeny =b-a).

Dans les cas plus complexes, nous avons montréleqt@ux de relaxation
d'énergie semble étre principalement lié au caudadix de cisaillement hors plan a
I'extrémité de la fissure. Par conséquent un eritBinitiation de délaminage de type
G < G, reviendrait & poser un critere de délaminage ewramte maximum fonction
des contraintes prévues par le modéle simplifiéniaau de I'extrémité de fissure. Ce
résultat semble confirmé expérimentalement patréasux de (Caron et al., 99) dans le
cas d'empilementgt 10, ), et (+ 20,)s.
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