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Résumé

Cet article s’intéresse au probleme de mesurer la similarité de graphes orientés étiquetés,
i.e., des graphes tels que chaque arc et chaque sommet possédent un ensemble d’étiquettes
(de caractéristiques). Nous définissons tout d’abord le probleme du calcul de la similarité de
deux graphes étiquetés comme la recherche d’un meilleur appariement de leurs sommets. Ce
probleéme se distingue du probléme de I’isomorphisme de graphes par le fait que ces apparie-
ments autorisent la mise en correspondance d’un sommet d’un graphe avec 0, 1 ou plusieurs
autres sommets de 1’autre graphe. Nous étudions ensuite la complexité de notre probleme,
et nous proposons deux algorithmes : un algorithme basé sur une exploration compléte par
“séparation et évaluation”, et un algorithme glouton.

1 Introduction

Le paradigme du raisonnement a partir de cas (RaPC) se base sur I’hypothese que des pro-
blemes similaires admettent des solutions similaires. Un systeme de RaPC résout un probleme
en réutilisant un probléme similaire (nommé alors “cas”) dont on connait la solution [Aamodt et
Plaza, 1994]. Rechercher un cas similaire nécessite une mesure de similarité entre cas. Lorsque
les cas sont représentés par un vecteur de paires (attribut-valeur), la similarité entre cas est faci-
lement évaluable, e.g., en faisant une somme pondérée des similarités entre leurs paires [Diday,
1982]. Cependant, des problémes plus complexes nécessitent une représentation plus stucturée
des cas [Lieber et Napoli, 1996; Petrovic et al., 2002]. On s’ intéresse dans cet article & une appli-
cation du raisonnement a partir de cas dans le domaine de la conception assistée par ordinateur
(CAO) ou les cas sont des objets de conception. Ces objets structurés sont décrits par des graphes
orientés étiquetés, et nous étudions dans cet article le probleme de mesurer la similarité de tels
graphes.

Notons que si ce travail a trouvé son origine dans ce contexte du RaPC appliqué a 1a CAO,
il existe bien d’autres applications nécessitant d’évaluer la similarité de deux objets, en expli-



citant leurs points communs et leurs différences ; un corollaire de ce probleme étant de recher-
cher, parmi un ensemble d’objets, celui qui “ressemble” le plus a un objet donné. En particulier,
lorsque 1’on recherche des informations sur le “Web”, il s’agit de localiser, dans le gigantesque
réseau d’informations que constitue la “toile informatique”, la partie qui répond au mieux a la
requéte de ’internaute. Une autre application possible de ce travail est I’extraction d’images ou,
étant donnée une base de données d’images, il s’agit de retrouver toutes les images similaires a
une requéte image.

Nous illustrons maintenant les spécificités de notre mesure de similarité sur un exemple tiré
d’une application en CAO [Champin, 2002]. La figure 1 présente deux objets similaires : les
poutres a, b, ¢ et d de ’objet 1 jouent le méme role que les poutres 1, 2, 3 et 4 de 1’objet 2,
tandis que les murs e et f correspondent au mur 5. Ces deux objets, bien que similaires, ne sont
toutefois pas identiques : les poutres n’ont pas la méme forme (en I a gauche et en U a droite) et
le nombre de murs est différent (le mur 5 a droite joue seul le role des murs e et f a gauche).

Object 1 Object 2

FIG. 1 — Deux objets de conception similaires

Cet exemple nous montre qu’afin de mesurer la similarité de deux objets, il est nécessaire
d’établir une correspondance entre leurs composants. Plus précisémment, il s’agit de trouver le
meilleur appariement possible : celui qui met en correspondance les composants les plus simi-
laires, la similarité des composants étant fonction des caractéristiques qu’ils ont en commun.
Par exemple, les composants a et 1 partagent les caractéristiques “€tre une poutre”, “étre a coté
de” une autre poutre et “€tre sur” un mur, tandis qu’ils ne partagent pas la caractéristique de
forme. Un premier point important de notre mesure de similarité est qu’elle n’est pas seulement
quantitative (évaluant le degré de similarité de deux objets) mais aussi qualitative (explicitant en
quoi les objets sont similaires et en quoi ils sont différents). Cette évaluation qualitative des diffé-
rences entre deux objets est alors semblable a la notion d’explications proposée dans [Guéhéneuc
et Jussien, 2001]. Un second point important de notre mesure de similarité est que 1’importance
relative des différentes caractéristiques n’est pas imposée, mais est définie par une fonction de
pondération qui permet d’adapter la mesure au domaine d’application considéré : on peut par
exemple décider que partager la caractéristique “€tre une poutre” est plus important que partager
une caractéristique de forme. Enfin, notons que I’appariement ne doit pas nécessairement étre
univalent : il doit étre possible d’associer un composant a plusieurs autres. Ainsi, le mur 5 de
’objet 2 joue seul le role des deux murs e et f de I’objet 1.

Organisation de ’article

En partie 2, nous définissons le formalisme des graphes étiquetés et nous illustrons leur ex-
pressivité sur les objets de la figure 1. Dans la partie 3, nous présentons notre mesure de simi-
larité générique basée sur I’appariement des sommets des deux graphes. La partie 4 étudie la



complexité de notre probléme et propose deux algorithmes : un algorithme basé sur une explo-
ration complete de type “séparation et évaluation”, et un algorithme glouton incomplet. Apres la
présentation de quelques résultats expérimentaux, nous concluons en montrant la généricité de
notre approche par rapport aux autres méthodes de comparaison de graphes puis nous discutons
quelques perspectives futures.

2 Graphes étiquetés

Définitions et notations : Un graphe étiqueté est un graphe orienté auquel on a associé a
chacun des sommets et chacun des arcs un ensemble non vide d’étiquettes. Plus formellement,
étant donné Ly un ensemble fini d’étiquettes de sommets et Lz un ensemble fini d’étiquettes
d’arcs, un graphe étiqueté est défini par un triplet G = (V,ry,rg) tel que :

— V est un ensemble fini de sommets,

— ry C V x Ly est la relation associant sommets et étiquettes, i.e., ry est I’ensemble des

couples (v;, 1) tels que le sommet v; est étiqueté par [,

—rp CV xV x Lg est larelation associant arcs et étiquettes, i.e., rp est ’ensemble des
triplets (v;, v;, 1) tels que I’arc (v;, v;) est étiqueté par [. L’ensemble E des arcs peut étre
défini par E = {(v;, v;)|3, (vs,v;,1) € e}

Nous appelons les tuples de - les caractéristiques des sommets de G et ceux de r g les caracté-
ristiques des arcs de G. On définit le descripteur d’un graphe G = (V, v, rg) comme I’ensemble
de toutes ses caractéristiques de sommet et d’arc : descr(G) = ry U rg. Cet ensemble décrit
entierement le graphe et sera utilisé pour mesurer la similarité de deux graphes.

Un probleme de similarité est défini par les deux ensembles Ly et L des étiquettes de
sommets et d’arcs et par deux graphes G = (V1,ry,,rg,) et Go = (Va,ry,, rg,) n"ayant pas
de sommet en commun (i.e., Vi N Vo = ().

Exemple : Considérons les deux objets de la figure 1. Afin de représenter ces objets avec des
graphes étiquetés, définissons tout d’abord les ensembles d’étiquettes des sommets et des arcs :

Ly = {poutre,I,U, mur}
Lg = {sur,a_cote}

Etant donnés ces ensembles d’étiquettes, les deux objets peuvent alors étre représentés par les
deux graphes étiquetés de la figure 2. Nous constatons que les sommets a, b, ¢ et d possédent les
deux étiquettes poutre et I tandis que les sommets 1, 2, 3 et 4 possedent les étiquettes poutre et
U. Cela nous permet d’exprimer le fait que les objets correspondant a ces sommets partagent la
propriété d’étre une poutre bien qu’ils aient une forme différente.

De fagon plus générale, le fait que les arcs et les sommets puissent avoir plusieurs étiquettes
peut étre utilisé pour exprimer des relations d’héritage en termes d’inclusion des ensembles d’éti-
quettes. La similarité de deux sommets ou arcs sera alors calculée par rapport a leurs étiquettes
communes, correspondant a leurs ancétres communs dans la hiérarchie d’héritage.
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FIG. 2 — Les graphes étiquetés G1 et G2 décrivant les objets 1 et 2 de la figure 1 : a gauche, leur
représentation graphique, a droite leur représentation dans le formalisme présenté en 2.

3 Une mesure de similarité de graphes étiquetés

3.1 Appariement de graphes étiquetés

Pour mesurer la similarité de deux graphes étiquetés, il est nécessaire de mettre leurs sommets
en correspondance. Plus formellement, un appariement entre deux graphes G, = (Vi,ry,,rg,)
et Go = (Va,7v,, TR, ), tels que Vi N Vo = (), est une relation m C V; x V5. Un tel appariement
associe a chaque sommet d’un graphe 0, 1 ou plusieurs sommets de I’autre graphe. Par extension,
nous noterons m(v) I’ensemble des sommets associés au sommet v dans I’appariement m, i.e.,

Yo, € Vi, m(vy) ={vg € V3l (v1,v2) € m}
Yug € ‘/2, m(’UQ) i{’Ul S V1| (’Ul,’l)g) S m}

Exemple : Pour les graphes étiquetés de la figure 2, nous pouvons par exemple définir les
deux appariements suivants :

ma = {Ea’1)7Eba2)7(ca3)7(d74)a( a5) (f75)}

mp = {

L appariement m 4 met respectivement en correspondance les sommets a, b, ¢, et d aux sommets
1,2, 3 et 4 ainsi que les deux sommets e et f au sommet 5 (i.e., m 4(5) = {e, f}). L’appariement
mp associe les sommets 1 et 3 au sommet a, les sommets 2 et 4 au sommet b et le sommet e au
sommet 5. Dans cet appariement, aucun sommet n’a été mis en relation avec f (i.e., mg(f) = 0).

3.2 Similarité par rapport a un appariement

Afin de mesurer la similarité entre deux objets, il est courant et assez intuitif de comparer la
quantité de caractéristiques communes a ces deux objets par rapport a I’ensemble de toutes leurs
caractéristiques [Lin, 1998]. [Tversky, 19771 démontre la plausibilité cognitive de cette intuition



et définit un modele mathématique : la similarité de deux objets a et b, décrits respectivement par
les deux ensembles A et B de leurs caractéristiques, est définie par la formule

f(ANnB)

SimTversky(ay b) = m

ol f est une fonction positive croissante et monotone par rapport a 1’inclusion, permettant de
pondérer I’importance des différentes caractéristiques.

Nous proposons ici d’adapter la formule de Tversky pour évaluer la similarité de graphes éti-
quetés tels que définis en partie 2. Un graphe étiqueté G est décrit par I’ensemble descr(G) des
caractéristiques de ses sommets et arcs. Ainsi, la similarité de deux graphes G, = (V1,rv,,7g,)
et Go = (Va,rv,,rE,) dépend des caractéristiques communes des ensembles descr(G1) et
descr(Gs). Cependant, étant donné que V3 N Vo = 0, Iintersection de ces deux ensembles
de descripteurs sera toujours vide. Nous devons donc calculer cette intersection par rapport a un
appariement m associant les sommets de G; a ceux de G, i.e.,

descr(G1) My, deser(Ge) = {(v,1) € ry,| ' € m(v), (V',1) €1y, }
U {(v,1) € ry,| W' € m(v), (V,1) €y, }
U i, vy, 1) € g, | 3v; € m(v;), ) € m(vy) (v;,v5,1) € 1y}
U A{(i,v5,1) € ri,| Fvi € m(v;), ) € m(vy) (v;,v5,1) € 7, }

Cet ensemble contient toutes les caractéristiques des éléments de G (resp. G2) retrouvées au
moins une fois dans G5 (resp. G1) via I’appariement m.

Etant donnée cette définition des caractéristiques communes de G et G2, nous pouvons
utiliser la formule de Tversky pour définir la similarité entre G; et G2 par rapport a I’appariement
m:

f(descr(Gh) My, descr(G2))
f(descr(Gr) Udeser(Gz))

Exemple : Considérons les deux graphes étiquetés et leurs ensembles de descripteurs de la
figure 2. L’intersection de leurs caractéristiques communes par rapport aux appariements m 4 et
mp proposés en partie 3.1, sont :

descr(G1) M, deser(Ge) = deser(Gr) Udescr(Ga)
- { (a’I)v ( ) (Ca I)a (da I)v (17 U)a (27 U)a (Sa U)’ (47 U) }
descr(G1) My descer(Ga) = {(a,poutre), (b, poutre), (e, mur),
(1, poutre), (2, poutre), (3, poutre), (4, poutre), (5, mur),
(a,b,a_cote), (1,2,a_cote), (3,4, a_cote), (a, e, sur),
(b, e, sur), (1,5, sur), (2,5, sur), (3,5, sur), (4,5, sur) }

3.3 Prise en compte des sommets éclatés

La définition de la similarité siml1,, de I’équation (1) n’est pas entierement satisfaisante
dans le sens ou elle ne tient pas compte du fait qu'un sommet peut étre “éclaté”, i.e., apparié a
plusieurs sommets. Par exemple, dans les deux graphes étiquetés de la figure 2, I’appariement
ma = {(a,1),(b,2),(c,3),(d,4), (e,5), (f,5)} apparie le sommet 5 avec les deux sommets e et
f. Il s’agit de prendre en compte ces éclatements de sommets dans notre mesure. Pour cela, nous
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introduisons la fonction splits qui retourne 1’ensemble des sommets “éclatés
des sommets auxquels ils sont reliés :

avec I’ensemble

splits(m) ={(v, $y)| v € V1 U Va, s, = m(v), |m(v)| > 2}

et nous définissons un opérateur d’inclusion sur ces ensembles de sommets éclatés :
splits(m1) C splits(m2) < V(v,s,) € splits(my), I(v, s)) € splits(mz), s, C s,

Par exemple, les appariements de la partie 3.1 générent les splits suivants : splits(m ) =
{ (57 {67 f}) } et Splits(mB) = { (CL, {L 3})’ (bv {23 4}) }

Nous pouvons alors modifier I’équation (1) afin qu’elle prenne en compte les éclatements de
sommets :
f(descr(Gy) Ny, deser(G2)) — g(splits(m))

simm (G1,G2) = f(descr(Gy) U descr(Ga)) @

ol la fonction g possede les mémes propriétés que f : elle est positive et croissante par rap-
port a la relation d’inclusion C. Des lors, la similarité ne peut que décroitre lorsque le nombre
d’éclatements de sommets dans I’appariement m croit.

3.4 Similarité maximum de deux graphes étiquetés

Nous avons défini la similarité de deux graphes par rapport a un appariement entre leurs
sommets. Maintenant, nous pouvons définir la similarité maximum de deux graphes G et G4
comme la plus grande similarité par rapport a tous les appariements possibles :

f(descr(Gy) My, descr(Ga)) — g(splits(m))

sim(Gr, G2) - = mEVax Vs f(descr(Gy) Udeser(Ge)) )

Notons que, si le degré de similarité sim,,, obtenu pour un appariement m ne contenant pas
de sommet éclaté est toujours compris entre O et 1, sim,, peut devenir négatif lorsque beaucoup
de sommets sont éclatés : le poids de la fonction splits, défini par g, peut alors étre plus grand que
le poids des caractéristiques communes, défini par f. Cependant, dans tous les cas, la similarité
maximum sera toujours comprise entre 0 et 1 car la similarité obtenue par 1’appariement vide est
nulle.

Notons aussi que c’est le choix des fonctions f et g qui permet de déterminer le meilleur
appariement. f et g seront donc choisies en fonction du domaine d’application. Ce point est
discuté dans la partie 3.5.

3.5 Connaissances de similarité

La mesure de similarité présentée plus haut est générique dans le sens ou elle est paramétrée
par les deux fonctions f et g : ces deux fonctions définissent I’'importance relative des caracté-
ristiques les unes par rapport aux autres (e.g., rendre le concept “étre une poutre” plus important
que le concept “avoir une forme en U”). Le choix de f et g permet donc I'introduction de
connaissances de similarité propres au domaine de 1’application considérée. Ces fonctions sont



souvent définies comme une somme pondérée. On introduit pour cela les trois fonctions de pon-
dérations suivantes, définissant les poids des caractéristiques de sommets et d’arcs et les poids
des éclatements :

poidsy : V x Ly — R
poidsg @ V xV xLp—RT
poids, : V x p(V)— R

On définit alors les fonctions f et g par :

f(F) = Z poidsy, (v,1) + Z poids g (v1, va, 1) 4)
(v,))eF (v1,v2,)EF

g(S) = Z poids (v, 5,) 5)
(v,84)ES

Sans connaissances particulieres du domaine, les fonctions de pondération poidsy et poidsg
peuvent retourner une valeur constante, ce qui revient a considérer que toutes les caractéristiques
sont également importantes. La fonction poids4 (v, s, ) peut retourner une valeur proportionnelle
a la cardinalité de s,,.

A contrario, si des connaissances contextuelles sont disponibles, il est possible d’associer
un poids particulier a chacune des caractéristiques et a chacun des éclatements de sommets. Par
exemple, le fait d’étre une poutre est peut étre plus important que le fait d’avoir une forme en U ;
il est peut étre plus génant d’éclater le composant 5 que le composant 1 ...

On peut également choisir des fonctions de pondération permettant de mesurer des similarités
“assymétriques” : en assignant un poids nul a toutes les caractéristiques du graphe Go, il est
possible de mesurer a quel point GG; est un sous-graphe de Gs.

Dans la suite de cette article, nous considérons les fonctions f et g définies dans les for-
mules (4) et (5), fonctions qui possédent la propriété intéressante d’étre calculables de manieére
incrémentale.

4 Calcul de la similarité maximum

Etant donnés deux graphes étiquetés GG et G2, on considére maintenant le probléme de cal-
culer leur similarité maximum, i.e., trouver I’appariement m qui maximise 1’équation 2. Notons
que le dénominateur f(descr(G1) U descr(Gs)) de cette équation ne dépend pas d’un appa-
riement : il est introduit afin de normaliser le degré de similarité entre zéro et un. Il est donc
suffisant, pour déterminer la similarité maximum entre deux graphes, de trouver 1’appariement
m qui maximise la fonction

score(m) = f(descr(Gy) My, deser(Ga)) — g(splits(m))

Ce probleme est fortement combinatoire : il est plus général que le probleme NP-complet
d’isomorphisme de sous-graphes. En effet, pour déterminer si B est un sous graphe de A, il suffit
de définir deux graphes étiquetés GG 4 et G tels que chaque arc et chaque sommet aient la méme
étiquette, de choisir g telle que g(#) = 0 et Vs # 0, g(s) = 1 et f qui associe un poids de 1 (resp.
0) a toutes les caractéristiques de G (resp. G 4). Si la similarité maximum entre G 4 et Gp est
égale a 1, alors B est un sous-graphe de A.



Ce probleme peut étre formulé sous la forme d’un probleéme de satisfaction de contraintes
valué (VCSP) [Shiex et al., 1995] : on associe une variable a chaque sommet de G'1, son domaine
étant I’ensemble des parties de I’ensemble des sommets de G5 ; les contraintes expriment le fait
que chaque caractéristique de G; ou de G2 doit appartenir a I’ensemble des caractéristiques
communes aux deux graphes descr(G1) My, deser(Gs), et qu”aucun sommet ne doit étre éclaté ;
la valuation des contraintes est définie par les fonctions de pondération. Cependant, dans cette
modélisation, le domaine de chaque variable comporte 2!V2! éléments de sorte que la recherche
risque fort de ne pas terminer en un temps “raisonnable”.

Dans cette partie, on décrit tout d’abord une autre approche compléte pour la résolution de
notre probleme, basée sur une exploration par “séparation et évaluation”. On décrit ensuite un
algorithme incomplet utilisant une heuristique gloutonne. On commente enfin quelques résultats
expérimentaux.

4.1 Recherche complete par “séparation et évaluation”

L’espace de recherche du probleme de la similarité maximum entre deux graphes étiquetés
est composé de tous les appariements possibles de ces deux graphes, c’est a dire de tous les
sous-ensembles de V; x V5. Il existe alors 2/V11#IV2l états possibles dans cet espace de recherche.
Celui-ci peut étre structuré en treillis par rapport a la relation d’inclusion : on note n,,, un nceud
du treillis associé a un appariement m ; chaque nceud n.,, a pour fils I’ensemble des nceuds 1,
tels que m’ est un appariement contenant un couple de sommets de plus que m.

Ce treillis peut étre exploré de facon complete grice a une approche de type “séparation
et évaluation” (branch and bound). Une telle approche peut étre envisagée s’il est possible de
trouver une bonne fonction d’évaluation. Une telle fonction permet, a partir d’un nceud n,,, du
treillis (correspondant a un appariement m) de trouver une borne maximale de la qualité de tous
les neuds n.,, descendants de n,, (correspondant a des appariements m’ tels que m C m/). Si
cette borne maximale est inférieure a la qualité du meilleur appariement connu, alors il ne sera
pas nécessaire de développer le treillis a partir du nceud n,, et ’espace de recherche a explorer
deviendra plus restreint. Malheureusement, la fonction score n’est pas monotone par rapport
a I’inclusion : le score d’un appariement peut diminuer ou augmenter quand on lui ajoute un
nouveau couple de sommets. Cela vient du fait que la fonction score est définie comme une
différence de deux fonctions toutes deux croissantes lors de 1’ajout d’un nouveau couple. Plus
précisemment, nous pouvons voir que pour tous les appariements m et m/ tels que m C m/’ :

descr(Gh) Ny, deser(Ge) C deser(Gh) My deser(Ga)
et splits(m) C splits(m’)

donc, comme f et g sont monotones croissantes,

f(descr(Gy) My, deser(Ga))

f(descr(Gy) Ny, descr(Gs))
et g(splits(m)) < g

<
< g(splits(m'))

Nous pouvons cependant utiliser le fait que I’intersection des ensembles de caractéristiques
des graphes est bornée par I’ensemble de toutes les caractéristiques de ces graphes pour détermi-
ner une fonction d’évaluation. Pour tous les appariements m, il est possible de montrer que

descr(Gh) My, deser(Ge) C deser(Gh) U descr(Ga)



et, comme f et g sont monotones, pour tous les appariements m’ tels que m’ 2 m,

scorenm (G1,G2) = f(descr(Gr) My deser(Ga)) — g(splits(m'))
< f(descr(Gy) U descr(Ga)) — g(splits(m))

Afin de réduire I’espace de recherche, il est possible d’utiliser quelques regles ad-hoc. Par
exemple, prendre en compte le fait qu’un couple de sommets peut devenir “inutile”. A partir d’un
neeud n.,,, du treillis, un couple ¢ de sommets devient inutile quand le poids de I’ensemble des
caractéristiques non encore satisfaites et communes a ses deux sommets est inférieur au poids
des splits générés par I’insertion de ¢ dans I’appariement m. L’ensemble useless,, des couples
inutiles a partir d’un appariement m est alors défini par :

uselessy,={c € (V1 x Vo —m),¥m' C (V} x Vo), score(mUm’) > score(mUm’ U {c})}

Il ne sera alors pas nécessaire de développer a partir de n,, les nceuds du treillis correspondant a
des appariements contenant un couple inutile ¢, le score de ces appariements étant nécessairement
inférieur au score des mémes appariements privés de c. Notons qu’un couple de sommets ¢ peut
étre inutile pour tous les appariements (¢ € uselessy) : cela survient quand ses sommets ne
partagent aucune caractéristique.

Certaines caractéristiques d d’un graphe peuvent alors étre considérées “irrécupérables” a
partir d’un neeud n,,, du treillis : quand tous les couples permettant 1’insertion de d dans I’en-
semble des caractéristiques communes aux deux graphes sont inutiles, alors d est irrécupérable.

irrecupm (G1,G2) = {d € (descr(G1) Udescr(G2)) — descr(Gr) My, descr(Ga) tel que
Ve € Vi x Va,d € descr(Gr) Myugey deser(Ga), ¢ € useless,, }

Un appariement my 2 m tel que 3d € (irrec,,(G1,G2) N descr(Gy) My, descer(Ga))
aura alors toujours un score inférieur a celui du meilleur appariement my 2 m tel que d &
descr(Gh) M, descer(Ga). 11 est donc maintenant possible de dire que, pour tous les apparie-
ments m’ D m :

scoren, (G1,Ga) = f(descr(Gh) My descer(Ge)) — g(splits(m’))
< f(deser(Gh) Udescer(Ga)) — g(splits(m)) — f(irrec,(G1, Ga))

Cette formule définit une borne maximum du score de tous les appariements m’ O m. Par
conséquent, si le nceud n,,, du treillis associé & un appariement m est tel que f(descr(Gq) U
deser(Gs)) — g(splits(m)) — f(irrecupm,(G1, G2)) est plus petit ou égal au score du meilleur
appariement connu, il ne sera pas nécessaire de développer le treillis a partir de ce nceud n,,, ; tous
les nceuds correspondants a des appariements qui sont des sur-ensembles de m (les descendants
de m dans le treillis) ne seront pas explorés et la recherche sera accélérée.

L efficacité de cette fonction d’évaluation pour réduire 1’espace de recherche a explorer dé-
pend du poids de la fonction g par rapport a celui de la fonction f : plus le poids associé aux splits
est élevé et plus le nombre de nceuds éliminés sera élevé. Cette fonction d’évaluation est géné-
rique et peut étre utilisée avec toutes sortes de fonctions f et g (sous réserves que celles-ci soient
croissantes). Pour des cas plus spécifiques, il est possible de trouver une fonction d’évaluation
plus efficace.

Par ailleurs, la faisabilité d’une approche de résolution complete de type “branch and bound”
dépend également de I’ordre dans lequel les appariements sont explorés : une bonne heuristique



d’ordonnancement permet de trouver rapidement un bon appariement. Plus tot un appariement de
score élevé est connu et plus élevé sera le nombre d’appariements éliminés durant la recherche.
En partie suivante, nous décrivons un algorithme glouton capable de trouver rapidement un “bon”
appariement.

4.2 Algorithme glouton

La figure 3 présente un algorithme glouton utilisant une heuristique simple pour construire
rapidement un appariement m de “bonne” qualité.

Déroulement de I’algorithme

L’algorithme démarre avec un appariement m vide et ajoute, a chaque itération, un couple
de sommets dans m selon un principe glouton. On choisit le couple a insérer parmi 1I’ensemble
cand des couples qui maximisent la fonction score. Cet ensemble comportant généralement
plus d’un candidat, on départage les ex-equo en anticipant le potentiel des candidats : on calcule
I’ensemble look_ahead des propriétés d’arcs (départs ou arrivées d’arcs) partagées par les deux
sommets du couple candidat et n’appartenant pas a descr(G1) My, descr(Gs), et on choisit
aléatoirement le prochain sommet 2 insérer parmi ceux qui maximisent f (look_ahead).

fonction Glouton(G1:<V1, vy, TE, >, G2:<‘/27 TV ’I"E2>)
retourne un appariement m C VixV,
m«— 0
besty, — 0
itérer
cand — {(u1,ug) € VixVa —m | score(m U {(u1,us)}) est maximal }
cand’ — {(uy,us) € cand | f(look_ahead(u1,us)) est maximal}
ou look_ahead(uy, uz)={(u1,v1,1) € rp, | Jva € Va, (ugz,v2,1)
U{(uz,v2,1) € rg, | Fv1 € V1, (u1,v1,1) € rg,
U{(v1,u1,l) € rg, | Jvg € Vo, (v, us,l) € rE,
U{(’UQ,UQ, ) €Erg, | Jvy € V7, (Ul,ul,l) €Erg,
—descr(G1) Mg (uyug)y descr(Ga)
sortir si V(uy,us) € cand’, score(m U {(u1,u2)}) < score(m)
et look_ahead(uy,us) =0
choisir aléatoirement un couple (u1, us) dans cand’
m — mU {(ur,us)}
si score(m) > score(best,,) alors best,, < m finsi
fin itérer
retourner m

€Erg,

F1G. 3 — Recherche gloutonne d’un appariement

Cet algorithme glouton s’arréte lorsque plus aucun couple n’améliore directement la fonction
score ni n’a de caractéristique potentielle dans I’ensemble look_ahead. Notons que le score de
I’appariement m en construction peut décroitre d’une itération a 1’autre (quand le couple qui
est ajouté a m introduit plus d’éclatements que de nouvelles caractéristiques communes, mais
a des caractéristiques potentielles dans 1’ensemble look_ahead, de sorte que 1’on espeére que la
fonction score sera incrémentée a I’itération suivante). Ainsi, I’algorithme retourne le meilleur
appariement trouvé (best,,) depuis le début de I’exécution.
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Exemple d’exécution de I’algorithme

Prenons I’exemple des deux graphes de la figure 2 et définissons les fonctions f et g comme
les fonctions de cardinalité. A la premieére itération, lorsque 1’appariement courant est vide, I’en-
semble cand des couples qui font le plus croitre la fonction score contient tous les couples for-
més de deux sommets qui posseédent une étiquette commune, cand = {a,b, ¢, d} x {1,2,3,4} U
{e, f} x {5}.

Parmi ces candidats, (b,2) et (c,3) ont 3 + 3 caractéristiques d’arcs communes, de sorte
que f(look_ahead(b,2)) = f(look_ahead(c,3)) = 6. Les couples (e,5) et (f,5) ont eux
aussi 6 propriétés d’arcs en commun. Les autres candidats ont tous un nombre plus petit de
caractéristiques communes. L’algorithme glouton choisit alors aléatoirement un couple parmi
I’ensemble : cand’ = {(b,2), (¢,3), (e,5),(f,5)}.

Supposons maintenant que le couple (e, 5) soit sélectionné. A la seconde itération, cand
contient (a, 1) et (b, 2) alors que cand’ ne contient que (b, 2) car b partage plus de caractéristiques
communes avec 2 que a avec 1. Le prochain couple a étre inséré dans m est donc (b,2). A la
troisieme itération, cand ne contient que (a, 1) qui augmente le score de 3 + 3, donc (a, 1)
est inséré dans m et ainsi de suite... Sur cet exemple, 1’algorithme glouton retourne a chaque
fois I’appariement m4 = {(a,1), (b,2), (¢,3),(d,4), (e,5),(f,5)}, m4 étant effectivement le
meilleur appariement du point de vue de la fonction score comme d’un point de vue intuitif.

Complexité de I’algorithme

Cet algorithme glouton est de complexité polynomiale en O((|Vy| x |Vz|)?), sous réserve que
le calcul des fonctions f et g s’effectue en temps linéaire. En contrepartie de cette faible com-
plexité, cet algorithme n’est pas complet et ne garantit pas 1’optimalité de son résultat. N’ étant
pas déterministe, cet algorithme peut étre exécuté plusieurs fois afin de conserver le meilleur
appariement trouvé.

Dans certains contextes d’application de notre mesure de similarité, il sera plus pertinent de
proposer a I’utilisateur un ensemble d’appariements de bonne qualité plutét qu’un seul appa-
riement obtenant une similarité maximale. En effet, ’appariement de qualité maximale est ex-
trémement dépendant de la fonction d’évaluation choisie, or, selon I’application, cette fonction
d’évaluation sera difficile & exprimer et pourra alors parfois amener a des erreurs. L’algorithme
glouton que nous proposons est capable de générer rapidement un ensemble de bons apparie-
ments que I’utilisateur peut alors trier.

Structures de données utilisées

Afin d’améliorer les temps de calcul pour le choix du meilleur couple de sommets parmi tous
les couples possibles, on peut rendre les calculs de la fonction f et des ensembles look_ahead
incrémentaux. On a utilisé pour cela des structures de données adaptées créées lors d’une phase
d’initialisation de 1’algorithme.

Pour chacune des caractéristiques de sommets (resp. d’arcs), sont mémorisés 1’ensemble des
couples de sommets (resp. I’ensemble des paires de couples de sommets) permettant 1’insertion
de cette caractéristique dans 1’ensemble descr(G1) My, descr(Gs) (et de I’ensemble look_ahead
pour les caractéristiques d’arcs).

Pour chacun des couples de sommets, sont mémorisés I’ensemble des caractéristiques des
sommets, des arcs sortants et des arcs entrants que ces sommets ont en commun. Toutes ces don-
nées sont mémorisées dans des listes accessibles en temps constant grice a I’utilisation de tables
de hashage. Elles sont indépendantes de 1’appariement utilisé et peuvent donc étre calculées dans
une phase d’initialisation de 1’algorithme.
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Parallélement a ces structures de données, on utilise des compteurs, permettant de déterminer
si une caractéristique d’un des deux graphes est retrouvée dans I’autre graphe par I’appariement
courant. D’autres compteurs mesurent pour chacun des couples de sommets 1’accroissement de
f(descr(Gy) My, descr(Gs)) et de f(look_ahead) obtenu si le couple est inséré dans 1’appa-
riement. Ces deux types de compteurs évoluent a chaque insertion d’un couple de sommets dans
I’appariement courant et sont mis a jour en un temps proportionnel au nombre de caractéristiques
que les sommets du couple inséré ont en commun multiplié par le nombre de couples de sommets
qui ont ces caractéristiques en commun.

La valeur de la fonction g est calculée de fagon incrémentale : si I’insertion d’un couple
génere un éclatement (resp. deux éclatements), on ajoute le poids d’un éclatement (resp. celui de
deux éclatements) a la valeur de la fonction g.

4.3 Résultats expérimentaux

Les deux algorithmes présentés (1’algorithme complet et le glouton) ont été implémentés en
C++. Les résultats obtenus par 1’algorithme complet ont montré qu’une exploration par “sépara-
tion et évaluation” n’est envisageable que pour de tous petits graphes (une dizaines de sommets
dans le cas général) et que son efficacité dépend énormément du poids des splits par rapport aux
poids attribués aux caractéristiques des graphes.

L’algorithme glouton est bien plus efficace : I’appariement de graphes de plus de 100 som-
mets est tout a fait envisageable. Quelques tests ont été réalisés, ces tests faisant varier le type du
probléme a résoudre (meilleur appariement de graphes différents, isomorphisme de graphes, iso-
morphisme de sous-graphes), la connectivité des graphes (de un arc par sommet a une dizaine),
le degré de différence entre les deux graphes comparés (le nombre de caractéristiques communes
aux deux graphes) et I’étiquetage des éléments des graphes (d’une étiquette commune a tous les
éléments a trois étiquettes par éléments parmi une dizaine d’étiquettes possibles).

Ces tests ont montré que la difficulté du probleme varie en fonction de la connectivité des
graphes, du nombre moyen d’étiquettes associées a chacun des sommets et des arcs et de la
taille des ensembles Ly et Ly d’étiquettes. Le probleme devient difficile lorsque la connectivité
est faible et que tous les sommets des graphes ont approximativement le méme nombre d’arcs
entrants et le méme nombre d’arcs sortants. A contrario, le probleme devient d’autant plus simple
que les sommets different les uns des autres : plus le nombre moyen d’étiquettes par élément du
graphe est faible par rapport a la taille des ensembles de toutes les étiquettes et plus 1’algorithme
est performant. Ce phénomene s’explique par le fait que plus les sommets des graphes sont
similaires et plus I’ensemble cand’ contient de couples de sommets : le choix parmi ces couples
étant purement aléatoire, 1’algorithme peut &tre amené a choisir un mauvais couple de sommets,
I’erreur commise se répercutant alors sur les choix ultérieurs des couples de sommets.

5 Conclusion

Nous proposons dans cet article un modele de représentation de données structurées par
des graphes orientés étiquetés. Nous définissons ensuite une mesure de similarité entre de tels
graphes et nous présentons deux algorithmes pour calculer cette similarité : un algorithme de re-
cherche complete de type séparation/évaluation qui ne semble pas utilisable dans le cas général
et un algorithme glouton qui, s’il ne garantit pas 1’optimalité de la solution, permet d’approximer
rapidement la similarité de graphes posseédant une centaine de sommets.
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5.1 Un modele générique

Les graphes permettent la représentation de données structurées et sont utilisés dans de nom-
breux domaines. Beaucoup de problemes relatifs aux graphes ont déja été étudiés et la compa-
raison de graphes est un probléme courant qui peut prendre des formes diverses : deux graphes
sont-ils identiques (probléme de 1’isomorphisme de graphe), I’'un des graphes est-il plus général
que ’autre (probleme de la subsumption), a quel point sont-ils différents (quantitativement et
qualitativement) ?

La plupart de ces problemes de comparaison de graphes peuvent étre transformés trés sim-
plement en un probléme de mesure de similarité telle que nous I’avons définie. Le probleme
d’isomorphisme est équivalent a la recherche d’un appariement parfait entre deux graphes (si-
milarité = 1) ou les fonctions f et g sont strictement positives pour toutes les valeurs différentes
de I’ensemble vide. Le probleme de I’isomorphisme de sous-graphe peut, comme discuté en
partie 4, &tre lui aussi transformé en un probléme de mesure de similarité. Le probleme de k-
partitionnement, consistant a rechercher un ensemble de partitions d’un graphe G(V, A) conte-
nant le méme nombre de sommets et tel que le poids des arcs allant d’une partition vers une autre
soit minimal, peut étre résolu par une recherche de similarité : il suffit de rechercher la similarité
maximale entre le graphe G et un graphe de k sommets ayant chacun un arc sortant pointant vers
eux méme, en définissant la fonction f comme la fonction de cardinalité et la fonction g comme
la fonction associant une valeur nulle a tous les ensembles de n/k sommets et une valeur infinie
a tous les autres.

D’autres travaux ont étudié des problemes de comparaison “approximative” de graphes : dans
le cadre de la représentation de connaissances, de la reconnaissance de formes en imagerie ou
de I’approximation de requétes en bases de données semi-structurées, la recherche d’éléments
strictement similaires est parfois trop contraignante. Des mesures de subsumption approxima-
tives [Bisson, 1995; Valtchev, 1999] ont été proposées pour résoudre ce probleme. Dans le cadre
de la reconnaissance d’image, [Mulhem et al., 2001] propose un algorithme de projection floue
en étendant le formalisme des graphes conceptuels. [Bunke, 1999] traite de I’isomorphisme 2
tolérance d’erreurs, en calculant la similarité a partir du nombre de transformations nécessaires
pour rendre les graphes isomorphes. Cependant, aucune de ces approches ne prend en compte
toutes les caractéristiques de notre modele, e.g., le multi-étiquetage des arcs et des sommets, la
possibilité d’éclater les sommets ou d’introduire des connaissances de similarité dépendantes du
contexte a travers les fonctions f et g.

Nous mentionnerons aussi le récent travail de [Petrovic et al., 2002] sur la recherche de
graphes similaires dans le cadre du RaPC. Leur approche, bien qu’assez proche de la notre (la
similarité de deux graphes est exprimée en fonction du meilleur appariement entre les sommets
de ces graphes), est moins générique : les éclatements de sommets ne sont pas autorisés, les
éléments n’ont qu’une étiquette et la fonction f est prédéfinie en tant que la fonction cardinalité.
IIs ont cependant implémentés un algorithme efficace de recherche Tabou.

Enfin, [Guéhéneuc et Jussien, 20011, propose de comparer des diagrammes de classes en uti-
lisant la programmation par contraintes avec explications afin d’identifier des patrons de concep-
tion (ou des formes dégradées de ceux-ci) dans du code orienté-objet. La méthode utilisée dans
[Guéhéneuc et Jussien, 2001], comme notre méthode, propose sous forme d’explications des in-
formations relatives aux différences existantes entre le code source et le patron de conception
detecté. Les auteurs montrent alors comment ces explications permettent d’aider le concepteur a
améliorer son code.
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5.2 Recherche taboue réactive

Une méthode de recherche locale taboue réactive a été développée tres récemment. Cette
méthode s’inspire de I’algorithme proposé dans [Battiti et Protasi, 2001] : a partir d’un bon ap-
pariement (obtenu par la recherche gloutonne), en appliquant une suite de mouvements sur cet
appariement (1’ajout ou le retrait d’un couple de sommets), I’espace de recherche est exploré de
proche en proche. A chaque itération, le mouvement générant le meilleur appariement est selec-
tionné et ce méme si ce mouvement dégrade la solution courante. Afin de diversifier la recherche
on utilise une liste taboue : le mouvement inverse a un mouvement récemment appliqué ne sera
pas autorisé pendant un certain nombre d’itérations. Cette méthode est réactive : lorsque 1’algo-
rithme produit des appariements déja explorés, la longueur de la liste taboue est augmentée ce qui
entraine une diversification de la recherche. A contrario, quand la diversification est suffisante,
la longueur de la liste taboue est réduite afin de permettre une exploration plus fine du voisinage
de I’appariement courant.

Les premiers résultats expérimentaux montrent que ce type de recherche donne de bien
meilleurs résultats que 1’algorithme glouton, permettant d’aborder des graphes de tailles supé-
rieures et d’accélérer la recherche de solutions.

5.3 Travaux futurs

La généricité de notre modele de mesure de similarité rend le probleéme de la recherche de la
similarit¢ maximum tres difficile. Nos efforts futurs se dirigeront vers deux directions.

Tout d’abord, nous aimerions essayer de nouvelles heuristiques de recherche : I’anticipation
(look_ahead) dans I’ algorithme glouton pourrait &tre approfondie afin de trouver un bon équilibre
entre la qualité des résultats obtenus et le temps d’exécution nécessaire.

Dans le cas ou les graphes étudiés ont certaines propriétés particulieres, des heuristiques ad
hoc pourraient étre utilisées. Nous prévoyons d’étudier ces heuristiques en vue de leur intégration
dans des applications spécifiques. L’adaptation des fonctions f et g pour ces applications sera de
méme nécessaire.
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