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APPLICATION AU CAS OU LES VARIABLES
STRATEGIQUES SONT LES LOCALISATIONS
ET LES PRIX
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Bernadette MATHIEU-NICOT

Résumé

Le modéle de HOTELLING a fait 'objet de nombreuses discussions. On sait en particulier que
lorsque le domaine des paramétres de localisation s’élargit et pour des colits de transport linéaires, le
prix d’équilibre en stratégie pure n’existe plus. Le colt de transport linéaire et les discontinuités des
fonctions sont responsables de 1'absence d’équilibre.

L/objet de cette étude est de démontrer I'existence d’un équilibre & partir d'un jeu séquentiel. Tout
d’abord les firmes choisisent leur localisation en anticipant des prix d’équilibre. Aprés avoir vérifié
que, dans la pratique des affaires, les colts de transport peuvent étre soit de forme concave, soit de
forme convexe, on introduit ici des colts de transport quadratiques. Cette hypothése garantit la
continuité des fonctions d’utilité. Pour obtenir un équilibre en stratégie pure,il convient- également
de raisonner dans cette premiére étape sur un segment de marché de longueur L. La seconde étape
du jeu séquenticl nécessite de recourir 4 des stratégics mixtes, préalablement justifiées, pour
démontrer I'existence de prix d’équilibre.

Mots cles

Information compléte
Jeu non coopératif
Jeu séquenticl

Coits quadratiques
Stratégies mixtes
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Section 1: Introduction

I ’objet de cette étude consiste a partir du modéle de concurrence spatiale de HOTELLING (1929),
a rechercher 'existence d’une solution d’équilibre de prix dés lors que les vendeurs différencient lcurs
produits. On envisagera successivement le cas ou les variables stratégiques sont les localisations et les
prix. Dans ce modcle, les produits sont homogencs, ils sont néanmoins différenciés, non par leur
qualité, mais par leur prix de vente. La différenciation des produits vient de ce qu‘ils intéressent da-
vantage les consommateurs qui se trouvent a proximité de ces dernicrs, par le fait méme d’une di-

minution du colt de transport nécessaire pour réaliscr ’achat.

I.es résultats obtenus dans le cadre de 1'¢quilibre de BERTRAND (1883) dépendent de 'hypothése
d’homogeénéité de biens. Iin effet, le modcle de différenciation spatiale ’HOTELLING montre qu’a
’équilibre les deux firmes choisissent le méme prix qui est supéricur au co(it marginal ¢ . La différence
provient du colt de transport d. Lorsque ce dernier est nul, les biens deviennent donc non
différenciés, puisque le consommateur peut les obtenir indifféremment a 1'une ou l'autre firme. Dans
ce cas, les prix sont égaux au colGt marginal supposé¢ constant (p, = p, = ¢), et les profits sont nuls
(7, =, =0). On retrouve 1'¢équilibre de BERTRAND. Fn revanche, la différenciation des produits
provenant de lexistence de cott de transport positif permet aux firmes de vendre & un prix supéricur
au cofit unitaire sans pour autant perdre la totalit¢ de leur clientéle. A 1équilibre, 7, = 7, = dN/2,
ou N représente l'ensemble des consommatcurs répartis uniformément sur “une ville linéaire”

représentce par un segment de longucur un (1. = 1) .

On envisage le cas d’un équilibre non coopératif de duopole qui définit une situation ou chaque
concurrent n‘a pas intérét a modifier unilatéralement ses décisions compte tenu de la réaction

anticipée du concurrent.

ID’ASPREMONT et AL (1979) fournissent les conditions néeessaires ct suffisantes pour que les
paramctres de localisation a et b (a et b sont les localisations respectives des deux firmes) garantissent
I'existence d’un prix d’équilibre (p,*, p;) dans des jeux a stratégies purces, ces stratégies d’équilibre étant
fonction des parameétres a et b . Ces auteurs vérifient que la répartition des taux de transport ¢ ga-

rantissent 'atomicité. Ainsi:
. . s g , * *
« pour a+ b= 1, le point unique d’équilibre est donné pour p, =p, =0

- pour a+ b < 1, il existe un prix d’équilibre si et sculement si:

v

v

2
a=-b A ras
( 3 ) 3I,(a+2b)
2
—a
)

74
t (1, jboa -% L(b + 2a)
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il est déterminé uniquement par:

oul =1.

Toutefois, lorsque le domaine des parameétres de localisation s’élargit, et pour des cofits de trans-

port linéaire, le prix d’équilibre avec des stratégies pures n’existe plus.
Deux explications peuvent étre apportées:

Tout d’abord, dans le cas de colts de transport lincaires, les discontinuités des fonctions de
résultats (profit ou wutilit¢) sont responsables de labsence d'équilibre. Afin d’y  remédier,
GABSZIEWICY et 'THISST (1989) suggérent 1'hypothése d’une fonction de colt de transport stric-
tement convexe. Pour ce faire, il est possible de substituer aux cofts linéaires un coit de transport
quadratique. Cette hypothdse garantit la continuité des fonctions d’utilité. Cette condition n’est ce-

pendant pas suflisante pour entrainer I'existence d’un équilibre pour tout couple (a, b) de localisation.

Par ailleurs, la non existence d'un ¢équilibre de prix ne provient pas seulement de la discontinuité
des comportements, mais aussi de la non concavité des fonctions de résultats. CHAMPSAUR et
ROCIIET (1988) montrent que ces résultats dépendent de la longucur du scgment de marché /.. Tls
prouvent que pour une fonction C de colt de transport trois fois continuement différentiable dans
un intervalle ouvert de R incluant [0, ], i.e. si:

y)
Le) g 24
dx

:ui"'\

v
-

Vxel0, L]

il existe un prix d'équilibre en stratégic pure. Cette condition est valable dans 'hypothése de cotit de

transport quadratique.

I.a non existence d’un équilibre de NASIT dans un modcle d’économic simplifié a déja été souligné
par IDGEWORTIH (1925) dans sa résolution de I'énigme de BERTRAND (1883). 1l importe de
rappcler les conditions d’existence d’un équilibre de NASI (TIROLE 1990).

Soient:
« A, l'ensemble dcs actions réalisables pour le joucur i (i=1... N) .
« a=(a,..,a,..) le vecteur des actions.
« Ufa) la fonction objectif du joueur i.
Théoréme d’existence:

Le modéle de Hotelling: contributions et limites... 3



“St pour tout i, 4, est compact et convexe ct U est continue en a ¢t quasi concave sur un ensemble

d’actions comprenant @, alors le jeu [(4,, U), i=1.. N] poss¢de un équilibre de NASIL.”

Toutefots, on sait que I'équilibre de NASTI cn stratégic pure n’existe pas forcément dés lors que
I'on considére un ensemble fini d’actions. Iin revanche, il existe lorsque 'on considére des stratégies
mixtes. Ce qui revient a assimiler les actions aux distributions de probabilité sur A4,. Le nouvel espace
obtenu est alors compact et convexe, et U, est lin¢aire (donc quasi concave) et continue sur 'en-

semble des actions.

Notre objectif consiste a rechercher l'existence d'un ¢quilibre dans une variante du modéle de
IHHOTELILING. En effet, nous considérons comme variables stratégiques non seulement les prix mais
également les localisations. Pour ce faire, il faut préalablement montrer 'existence d’un équilibre de

NASII dans un jeu a stratégics mixtes (Section 2).

I.e cheminement dc notre analyse s’effectue ensuite en deux étapes. les firmes choisissent tout
d’abord leur localisation d’équilibre (paragraphe 3.2), puis leur prix d’équilibre (paragraphe 3.3)
compte tenu de leur localisation optimale. Dans cetfe analyse séquentielle, les firmes choisissent leur

localisation en anticipant des prix d’équilibre (résultant de la seconde étape).

Cette division du processus de concurrence en deux étapes sc justific par le fait que les décisions
de localisations sont difficiles a modifier dans la réalit¢. Il est donc raisonnable de penser que les fir-
mes vont anticiper les conséquences dommageables que le choix de certaines localisations peut avoir

sur le niveau des prix.

I.e modéle de Hotelling: contributions et limites... 4



Section 2:  Equilibre de NASH a stratégie mixte dans un
Jeu non coopératif

2.1 Théoréme d’existence d’un équilibre de GLICKSBERG

Soitent:
« N agents repérés par les indices i= 1, .. ,Nj=1,... N

« AcR™: I'ensemble des actions (ou stratégies) réalisables parmi lesquelles un agent choisit un

¢lément g, de 4, (R” est l'espace cuclidien de dimension m, m > 1).

N
. ae HIA,- (a est un Nuplet)
[

e a,=(a,a,..,a ., a,, .. ay) vecteur des actions de tous les agents sauf lagent i

On note:

s a== (an a i)

N
. A=T114,
N
v
o A =T14
o1
N JHT
Soit U,: 114, - R’ 1a fonction d’utilité de Vagent i. Cette fonction est bornée, mesurable pour tout
=1
iyi=1,..,N.

Un jeu peut &tre résumé par [(A4,, U),i=1,..., N], ou:

« A, cst 'ensemble des stratégies pures réalisables, ensemble non vide, convexe et compact.
« U, cst la fonction de résultats (ou d’utilité).

SoitWa ) = {aed | Ufa,a )= E’TI’HAX, Ufa';, a )}

W (a ) est la fonction de réaction de 'agent i.

Soit D(A,) 'espace des mesures de probabilite sur 4, dont 'axiomatique repose sur un corps de
BORFEL.

Le modéle de Totelling: contributions ct limites...




On définit un équilibre de NASII dans un jeu a stratégic mixte noté [(4,, U),i=1, .., N] par une

* * N .
distribution de probabilité (/::, ey My e ,;:.;) avee ji; € D(A), Yie Ny, = 0et S, = 1, qui vérifie:
i=1

Ufa, a_)d(p; (@) x p_fa_)) = BN Ufa, a_jd(ufa) x n_fa_p)

o

N
N * *
oup_(a )= I—!/Lj ((l/)
J=
Jj7i
Pour simplifier, on note jz le produit j1; x = X 1y, qui pour tout sous ensemble F (EcA) est un sous

ensemble mesurable. p(F) = (ji; X - X p)(F).

Autrement dit:

[ (,/I.(a)d[,l, = [ Ui(al’ ey aN)d(p.l(a]) X X ]IN(aN))
. A ») A

ct [ U(a,a_)dn_, = [ U@, a_)d(e (@) > = x (@) X gy (@) X X pup(ay))
e YA

ou (a, a_) sera défini (paragraphe 2.3.1) comme un point de discontinuité pour U..
. N
Donc pour [Ufa)dp le référenticl est A =T14,.
i1

Si A, est un ensemble fini, I’équilibre a stratégics mixtes existe (NASIT 1950), d’ou le théoréme

d’existence d“un équilibre pour un jeu a stratégic mixte de GLICKSBERG (1952).

Théoréme 1

. . . . . ! .
Soit AcR”, (i=1, ... un ensemble compact non vide, soit la fonction U:4 — R continue, alors
1 b ) ’ I

il existe un équilibre & stratégie mixte pour tout jeu [(A4, U),i=1,..,N].

2.2 Justification économique de l'utilisation des stratégies mixtes

I.c principe d'un jeu a stratégie mixte consiste a choisir non plus unc simple stratégie, mais se
raméne a un tirage aléatoire sur 'ensemble des stratégics ct a jouer ensuite la stratégic issue de ce ti-

rage.

Ainsi pour toutes stratégics a, a; et pour tout e [0, 17, la composition pa, + (1 — j1)a; doit étre

m

incorporée dans 'ensemble A des stratégics, AcR”. On associe a unc telle composition une loterie

admettant pour résultat possible les conséquences du choix des stratégics a,, a; avec les probabilitcs,

respectives jiet 1 — .

On dit que 'ensemble 4 est une opération de mélange par rapport au référenticl. Une opération
de mélange notée M est une opération binaire sur 4 (partout définic) telle que pour tout p e [0, 1]

, on ait:
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AxA—->A
(a, @) = pa;+ (1 — p)q,
Cette opération de mélange vérific les propri¢tés d'identité, commutativité et distributivité.

Unc partic non vide convexe de R™ est dite ensemble de mélange lorsque I'expression générale
na; + (1 — p)a; est convexe. Comme il en est de méme pour les mesures de probabilité toutes définies
sur un corps de BOREIL,, pour I'économiste I'ensemble de mélange M correspond a un ensemble
totalement préordonné. [’opération de mélange cst fransposée a un cspacc probabilisé
(MATHIEU-NICOT 1985). On remarque que la propricté de distributivité dans un tel contexte
correspond au principe de la probabilité composce dans la théorie classique de la décision (axiome
3cb de VON NEUMAN et MORGENSTERN 1953).

Les jeux a information parfaite doivent admettre un ¢quilibre a stratégie mixte. A la notion de
stratégie mixte on associc souvent maladroitement la prise d'une décision “a pile ou face”. Cependant
comme le montre ITARSANYT (1973) un ¢quilibre a stratégic mixte dans un jeu a information par-
faite peut se justifier comme les “limites d’un équilibre” a stratégic pure pour des jeux a information

imparfaitc.

Dans un exemple ou deux firmes décident d'investir ou de ne pas le faire, [TARSANYT (1973)
montre que le gain d’une firme sera -+ 1 ou -1 dans Ic cas d’un jeu a information parfaite, alors qu’il
sera (1 + ¢)( ou ¢ est uniformément distribué sur [ — ¢, £]), dans le cas d’un jeu a information im-
parfaite (chaque firme connait ¢, mais nc connait pas cclle de son adversaire). 1. ’auteur note que
lorsque ¢ tend vers 0, I'équilibre bayésien a stratégic pure ne converge pas vers un équilibre de NASH

a stratégie mixte, dans le cas d’un jeu a information parfaitc.

2.3 Discontinuité des fonctions d’utilite

DASGUPTA et MASKIN (1986) montrent que le théoréme de GLICKSBIIRG peut étre
généralis¢. T.a non existence d’un équilibre provient des discontinuités des fonctions d’utilité, ces
derniéres apparaissant lorsque les stratégies des joucurs sont identiques ou différent d’1/2. Fllcs ap-
paraissent nécessatrement dés lors que 'on a un ensemble de dimension m, plus petit que 'espace

des stratégies.

. . . - -\ 1l . -
Soit le jeu [(4, U),i=1,..,N] ou AcR cst un intervalle fermé. On suppose que pour chaque
i, les discontinuités de U, sont incluses dans un sous ensemble continu multidimensionel mais de di-

mension plus petite que N. Pour chaque couple d’agents i, j (dans {I, ..., N}), D(i) est un entier po-

sitif, I'enticr d est tel que 1 < d < D(i) .

1 li . 5 . N
/,T;:[R — R est continue a une fonction prés.

A*(i) ={(a..ap)eA] j+#i3Id 1 <d<D@) tel que aj:_f,f;(a,-)} . /:,I est la fonction identité

construite de telle sorte que les discontinuités apparaissent quand les stratégics des joucurs sont

identiques.

Le modele de Tlotelling: contributions ct limites... 7



. . ., . .o, Kk
On suppose que les discontinuités de la fonction U sont intégrées dans le sous ensemble 4 (i) de

A*(z). Iin d’autres termes, A”(z) est 'ensemblc des discontinuités de Uga), Vi, A”(z)cA*(z’).
Vaed, , A_fa) = {a e [(aa)e (i}
Ay@) = {a el (@ a)ea O}

I es déviations apparaissent lorsqu’il y a interdépendance des stratégies des joucurs. Une fagon de

remédier a ce probléme est d’¢liminer /,;’
2.3.1 Conditions d’existence d’un équilibre dans un jeu a stratégie mixte

1 Soit Ufa) l'utilité d'une stratégic pour la firme 1. U, cst bornée, continue, sauf sur le sous en-

. . ., * % *
semble représentatif des discontinuités A4 (i) de A ().

H2  On suppose l'existence d'un treillis sur A, (suite d’approximations de A, n> 0) tel que ce
=/

dernier soit suffisamment grand et que lim A; =
n»on

i

Ie jeu fini [(47, U),i=1,..,N] défini sur le n™ treillis est tel que la fonction de résultat de

N
'agent i est la restriction de U; a I'ensemble 147

i1
ID’aprés le théoréme de NASII, ce jeu posséde un ¢équilibre a stratégic mixte noté:

(,“—’]1, ceey ,lli.l, Y[lv’/:/) = /l_n

. . . *
La suite {§t"} converge, et sa limitc est p .

* o ’ vge . o ey \ , . o
Ie but est donc de s’assurer que p cst biecn un ¢équilibre du jeu initial a stratégic mixte
[(A4, U),i=1,..,N]. Avant d’¢énoncer le théoreme fondamental d’existence d’un équilibre a
o . ~ ) , \ . \ . . * ”
stratégic mixte de DASGUPTA et MASKIN, le théor¢me 2 vise a montrer que si Vi, pu; est “sans

* % — * e . .
atome” sur la fermeture de 4, , notéc A, , alors ¢ cst un équilibre du jeu [(4,, U),i=1,.., N].

Par ailleurs, si pour n suffisamment important, 1'cquilibre a stratégic mixte se voit affecté de poids
“qe,r . . —kk . . . . .
de probabilité assez faible sur des points de A, , alors le fait que la fonction U, soit discontinue en

ces points n‘aura aucune influence sur le jeu initial.

~ * % . . ~ . . . .,
Va,e A; (i) : la projection sur A**(i), da_, e A tel que (a, a_) est un point de discontinuité¢ pour

la fonction U..

. * , N .
« Comme lim ;" = p , comme U, est bornéce, A, cst compact, la suite {fl/,.(a)du"} a une sous suite
n-roo

convergente.

Les auteurs précités montrent alors que pour tout joueur i, i=1,.., N , il ne peut y avoir

un nombre @, de stratégics pures telles que:

I.e modéle de Hotelling: contributions et limites... 8



(I Jim. [Ul.(a)({;:.” - U@, a_ydn_,

. J,

i

N
. Comme > Ufa) cst scmi continue supéricurcment, on a les propositions suivantes:
i1

N N
(1) Tlim. Y Ugadn" < | D Ufayn
i=1 i=1
P Jie {1, ..., N} tel que ,Iljlr; [Ui(a)d,,," < Ufa)dp
a partir de I'expression précédente, 3a, € 4, tel que:
. n ~ ¥
P nllf’f}o Ufaydp < | Ufa,a )dpn_,

X

Théoréme 2
. 1 i . ¥ .
« Soit AcR, U, : 4 - R continue sauf sur 4 (i), bornée.
« Soient A7 tels que sup | inf |a,— a,"!) < 1n.
0;€ A; ,{'r A;

o (1), ..., ) est un vecteur d’équilibre de stratégic mixte sur [(A7, U), i=1, ..., N].
1 N ] g i Ui
M n n * *
. y!l!g(/l,], ey ) = (/1., - ,[IN).

o Vie{l,..,N},Yjell, ., N}, Y& 0<d<D(®),Vacd u({f@?})=0.
Alors (;:,,*, ,/1.:,) = u,* est un ¢quilibre pour le jeu initial.

2.3.2 Théoréme fondamental d’existence d'un équilibre dans un jeu a stratégie mixte
de DASGUPTA et MASKIN

Ies jeux que nous étudicrons par la suite sont des jeux a somme continue (semi supéricurement).

I es fonctions de résultats doivent en outre vérifier la propriété de semi continuité inféricure.

Définition 1

I.e modéle de Hotelling: contributions et limites... 9



U(a, a_)) est faiblement semi continuc inféricurement en q, si Va, e A,.“(z'), 31 € [0, 1] tel que:

Va_eA @, AliminfUfa,a_)+ (1~ A liminf Ufg,a_) > U@, a_)

aG —q a, —a

Ce qui signifie que si g; est un point qui sc trouve a I'extrémité droite de A,, alors li&n inf Ufa, a_)

a; -»a;

i

n’est pas définie. Néanmoins la définition affaiblit cette condition et on a:

lim irlf U(a‘.,a ) > Ui(ai’ a_,.)
a -

i.e. U(a, a_) est semi continue inférieurement a gauche quand g, tend vers g, et inversement, lorsque

a, est un point qui se trouve a 'extrémit¢ gauche de 4,

A partir des résultats précedents, il est possible d’énoncer le théoréme fondamental d’existence d’un
¢quilibre dans un jeu a stratégie mixte élaboré par DASGUPTA et MASKIN.

Théoréme 3
. Soit AcR'(i=1..N) un intervalle fermé.
. Soit U,: 4 - R’ continue sauf sur A"(z') de A,.'.

N
On suppose que 3 U[a) est semi continue supéricurement, et que U, est bornée et faiblement semi
. . e e i=1 . . \ £ eqe
continue inférieurement en a,. Alors le jeu [(4, U),i=1,.. ,N] posséde un équilibre avec des

stratégies mixtes.

I./ensemble A*(l’) ¢limine les discontinuités de la fonction de résultats de I'agent i, celles-ci appa-
raissent indépendamment des fonctions de résultats des autres agents. Ce qui restreint donc la portée
du théoréme. On suppose que pour déterminer les quantités, la firme doit supporter un coit bien
établi pour produire a un niveau positif. Son profit scra donc discontinu quand la production sera

nulle indépendamment de la réaction des autres firmcs.

Le modéle de Tlotelling: contributions et limitcs... 10



Section 3: Formalisation d'un modele de concurrence
spatiale ou la localisation et les prix sont des variables
stratégiques

3.1 Le modéle

Nous garderons les mémes notations que précédemment.

Soient N firmes indicéces i, /, i et je {1,..., N}, ayant pour objcctif de produire au moindre coGt.
I.¢ cott de production est déterminé a I'avance ct est le méme pour chacune des firmes. Le produit
est homogene, il est différencié par la localisation des deux firmes dans le cas ou (i) = (1,2). Le
produit est décrit par m caractéristiques qui sont soit la distance parcourue par le consommateur pour

se procurer le bien a l'une ou l'autre firme, soit le prix.

On note 4 (A<=R™) I'ensemble des stratégics réalisables. Ce sous ensemble est non vide et compact.
On suppose qu'il existe un continuum de consommateurs répartis uniformément sur [0, /.]. Chaque
consommateur achéte au plus une unité¢ de produit a la firme choisie. I.e choix du consommateur
est done guidé par sa préférence dans unc premicre dlape pour la proximité d’une firme, puis pour

le prix.

[.a position du consommateur est repérée par x, x € A, ¢t la localisation de la firme i est notée

. - .. . . . . +
aya e A, i=1,2. Chaque firme choisit sa localisation ct le prix de vente du bien & p,pe R . Le
consommateur qui est situé¢ en x achéte le bien a la firme i & un prix p; tout en supportant un coit

de transport fonction de la distance parcourue:

ox) = (x-—- (1[)2, >0

Ce coit de transport est quadratique. T.a fonction de coit de transport est strictement convexe,

ce qui garantit la continuité des fonctions de résultats.

Néanmoins un probléme se pose. Iin cffet la plupart des fonctions de coiit de transport utilisées
dans la littérature sont des fonctions concaves. I'n particulicr, de nombreux autcurs ont observé que
des dépenses de transport tendent a croitre a un taux décroissant, caractérisant des économics

d’échelle, avec des politiques de prix-quantités appropriées.

Il est important de mettre 'accent sur cette propriété de concavité comme l'ont fait HHURIOT,
SMITH ct THISSIE (1989) en se fondant sur des coits de transport de type psychologique, ou la
désutilite du temps de trajet tend a croitre a un taux décroissant. Ces autcurs remarquent que cette

tendance cst aussi observée dans des ¢tudes psychologiques relative a la distance pergue.

L.e modele de Hotelling: contributions et limitcs... 11



I.a recherche de la propriété de concavité sc justific mathématiquement puisqu’elle garantit exis-
tence d’un espace métrique. Dans notre cas, cetie hypothése ne s'imposc plus, car notre espace de
référence est un segment unitaire. Par ailleurs, nous avons vérifié sur un certain nombre d’exemples

concrets que 'hypothése de convexité des colts de transport sc justific.

in effet, dans lc cas d’unc tarification maritime, un “rapport minimum obligatoire” est calculé de
telle sorte qu’il prend en compte le poids, le volume des biens, leur nature, ainsi qu’un certain nombre
de surcoits. Mais il faut ajouter a ce résultat un tarif dégressif, fonction du tonnage, et un tarif
croissant en fonction de la distance. Lorsqu’on prend en compte 1'ensemble de ces éléments, on ob-

serve que le colt de transport peut étre linéaire, concave, ou convexe.

1.e prix du bien pour le consommatcur est la somme du prix d’usine et du colt de transpott:

pit l(x - ai)z .

. 2 2 . \ .
o Sip+i(x—a) <p+ (x—a), le consommatcur sc fournira auprés du vendeur i.

. Sip+tx—a)y= P+ t(x — (1_,.)2, le march¢ est partagé entre les deux vendeurs.

I.es aires de marché des firmes sont données par la relation suivante:

f

B(a) {x e (0,17 p+ x — al.)?' <p+ i{x — q/.)z}

fl

B 2
+ %— {-xe LO, LX) pi+ tx —a) = p;+ Ux — ) }

Dans le cas de deux firmes iet j,ona B, + B; = |

Plus précisément, si la firme i n'a pas de concurrent a son licu de localisation, 1'aire de marché
B(a) de la firme i regroupe l'ensemble des consomrnatcurs. Cepéndant, si n autres firmes,
0<n< N~ 1, sont localisées en a, alors chacune des (724 1) firmes congruentes a 1/(n + 1) part de

l'aire de marché By(a).

Ce modéle visc 4 donner unc extension du jeu s¢quenticl introduit initialement par HOTELILING.

On fera intervenir successivement les variables stratégiques: localisations puis prix.

+ les localisations sont choisies dans la premicre ¢tape d'un jeu séquenticl & stratégies pures. [es
colits de transport pris ch compte dans cette andlyse sont quadratiques. On Vérifiera que pour

le modc¢le étudié il existe un équilibre & stratégics pures.

+ Dans une seconde étape, les prix sont les variables de décision des firmes. Ces derniéres utilisent
des Stratégies mixtes. Afin de montrer I'existence d’un équilibre, on utiliscra les résultats obtenus
par DASGUPTA et MASKIN (1986) étudiés dans 2.2.

3.2 Premiére étape du jeu séquentiel a stratégie pure dans lequel les variables
sont les localisations



+On suppose que les localisations sont choisies de telle sorte que les prix des biens sont des prix
d’¢quilibre. Ta fonction de résultat vérifie les deux hypothéses du théoréme de GLICKSBERG, ga-

rantissant I'existence d’un équilibre, a savoir la continuité ct la quasi concavité.

Comme Tont suggéré TTHSSE et GABSZEWICY, (1989) (Section 1), I'utilisation d’unc fonction

~ . \ 2 . e . ’
de cotit de transport quadratique ou ¢(x) = {(x -- @)” assure la continuité de la fonction résultat.

I cs stratégics des firmes sont représentées par (a, p),(a;, p)) respectivement pour les firmes 4, /. Teur
prix respectif est p(a, a) ct p(a, a). Te marché est partagé entre les deux firmes si x e 10, L[ on a

alors:
2 2 2 p)
A =2ax+x) = pti(q —2ax+x)
Pour a, # a,, on obtient:

2 2
o N Bt i
: 2t(a. - a,)

Contrairement au cas linéaire, il y a au plus un consommatcur indifférent. 1 .es aires de marché ct

les fonctions de profit sont donc continues.

Pour a, = a;, 'aire de marché du vendeur dont le prix est le plus bas est égale & un. Si p, = p,, un

partage quelconque s'établit.
Un équilibre de NASIH du sous jeu correspond au couple de prix (/;,.*', p;) e R tel que:
| * ¥ ¥ ¥
Vpe®  p Bpo.p) = pBip.p;)
| ,¥ T * ¥ N
Ype®  pBpr) = pBip . p)

*

Si a, = a, I'équilibre de NASH du sous jeu cst /),* =p =0.

J

* + N T
Supposons p, # 0. 1l existe alors trois cas:
Loox * . . .. *
« Sip, <p;, lafirme i peut augmenter son profit en adoptant la stratégic p; + &, &> 0.
. * * . N . .
« Sip, = p;, au moins une des deux firmes peut accroitre son profit en diminuant son prix.
N * * . , . *
« Sip; >p;, lafirme j peut augmenter son profit en adoptant la stratégic p, + e.

Si @, # a;, considérons par exemple g, < q; .

Ies fonctions de profit des firmes i ct j sont alors:

Ugp) = pfx)
Ui = pll—=x)

ou x est donné par I'expressions ().
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On vérifie que les fonctions de résultats des deux firmes sont concaves. Les conditions de premier

- . . . * *
ordre pour déterminer un maximum par rapport a p, ¢t p; fournissent les solutions p, , p; telles que:

K (aj —a)(2lt + t((l}. + a))
l’i = 3

* ((li - (1].)(4/,! - I(GJ + a,'))
= 3

Dans le cas o1l @, > a;, on obtient des solutions symétriqucs.
Recherchons 'équilibre parfait de NASH du jeu initial.

Une stratégic pour le vendcur i est un couple (a,p), a, €10, L], p,e R ". Déterminons un couiple
de stratégies (a:, p:); (a;,/ﬁ;), sdlutions d’un équilibre parfait de NASIL

Comme on a trouvé un équilibre unique dans chaque sotis jeu, trois cas existeqat pour Ié prix du
bier i

! *
+ st a; = a, alors p, (9, )= 0.

(@~ a)CLt+ (a; + a))
3 .

(@ — a)(4Lt — U(a; 1 a))
3 '

*
« sla,<a,alors p, (a, a) =

. *
« sta > a,alors p, (a,a)=

(

Fit, pour le prix du bien j, on obtient:

o *
-« sla; = a;alors p, (a, a) = 0.

(@~ a)(ALt ~ (a, + a))
(a0, — @)L+ (a,+ a))
3 :

. *
- sig < a,alors p,(a,a) =

. X *
« stg>a;alors p; (a, a) =

Définissons les fonctions U, comme e résultat de chaque firme i conditionnellement au fait que le
. ’ Il . . * .
ptix établ par chaque firme j=1,2 dans le sous jeu (a, a) sera p;(a, a). Pour déterminer les

équilibres de NASH parfaits, il suffit de rechercher les (a:, a,*) tels que:
Vae 0,01 Ufe,a) > Ufd,a)
Vae[0.L1 Ufq.@) = Ufa . a)
Ou:
Ui(a:, d;) = p:x

* ¥

Ut vq) = p (1= %)

Quand U,.(d[*, af) = /,1,.'x, le résultat de la firme est:

Le modéle de Toteling: contributions ct limites... 14



(“j = a)(2Lt+ l(a/. )] Pt laj2 -p - tai2 ]
3 o 21( a, - a) | pour ¢;< g
[ 2 2
(@~ (1/.)(41,1 N t(q/ + a)) Py L -
3 2U(a; - a) pour &= ¢;
VA
0 pour @, = a
2 (a.+ a)t
2L 2 2| 20t g
5 {(a; — a) + ((_1/. - a )[ 9 + BT ] pour ¢ < q
(1 8L’ 2 of ap (Gt a)
e a; - q/.) — (q/. - a) o T TR pour @, > a

0 pour a, = a

* * * . . ry .
Pour Ufa, , a;) = p; (I. — x), on obticnt une expression symétrique.

¥ * * ¥ . . *
Notons que si @, = a;, alors Ufa, , a;) = 0 alors que pour tout x, il existe a, tel que Uga, , x) > 0.

Par ailleurs, on vérific que pour tout couple (a, a) tel-que a,< a, on a:

T

*

oa,
14

)

*

da,
1]

¥ ¥
il en est de méme pour a, = 1. et a; = 0.

Ainsi, on constate qu’en prenant des cotts de transport quadratiques et en utilisant lintervalle
[0, 1], I'équilibre existe, le principe de différenciation minimale cst remis en cause. A I'équilibre les

. \ ’ o . ’ . - . 2
firmes se situent a chaque extrémité du segment lincaire [0, 1.7 au prix 11.°.

3.3 Deuxiéme étape du jeu sequentiel a stratégie mixte dans lequel les
variables de décision sont les prix

e consommateur choisit un vecteur de caractéristiques 2 e 4. On suppose que la distribution des

consommateurs est non atomique sur A ct est repérée par la mesure ;o possédant les propriétés d'un

corps de BORYL.. On vérific que:

N
« > U a) est semi continue supérieurcment.
i1

« U, est bornée et faiblement continuc inféricurement.

Dans ce cas le théoréme 2 de DASGUPTA ot MASKIN (1986) s‘applique. T jeu de référence a

un équilibre a stratégie mixte.

I.e modéle de Hotelling: contributions et limites... 15



N * ’ . . . v, . ,
Soit 4 (7)) I'ensemble qui prend en compte notamment les discontinuités de la fonction de 1'agent

i. Ces discontinuités apparaissent indépendamment des fonctions de résultats des autres agents:

AW = (@ ayed] Jjell, . NLj#idd 1 <d< D) a = fy(a)}

prenpns a@’;, a'; les variables stratégiques qui sont les prix, @', a,eA, f,',' est la fonction identité

définie de sorte que les discontinuités apparaissent lorsque les stratégics des joucurs sont identiques.

A"

4

{(a‘i, a’j) e [0, I,]2 / Ia'l. - a'jl = t(a.j — al.)}

*

A0 = @) et0. 11| 1a,- ) = g - o)

Soit A**(i) I'ensemble des discontinuités de U, .

Vie{l,.., N}, A"(l') o A*(i) , donc pour les firmes 1 ct 2 considérées on a:
* ¥ ¥
A ()4
¥ ¥ ¥
A (<A@
Ce jeu ne posséde pas d’¢quilibre avec des stratégics purcs pour tout couple de localisations
(4, @). Nous allons montrer néanmoins qu’un ¢quilibre existe pour toute paire de localisations si les

firmes choisissent leurs distributions de prix. A partir des relations vérifiées par Jes fonctions de

résultats (J1), on pout dé¢duire que:
« U+ U, nest pas continue, mais elle est semi continue supéricurcment.

= Pour les localisations telles que a, > a;, alors tous les consommateurs yvont acheter a la

firme j.

= lLorsque g, = a;, certains consommateurs vont sapprovisionner a la firme j, d’autres a la

firme {, indifféremment.

« U, est bornée ¢t V', e /1,.”(1') on a; liminfl/(a’, @’)> U(a',a')) , Ya'; e Af:(&‘,) (d’apres la

définition 1 de DASGUPTA et MASKIN (IQR(»)). Il en est de méme pour la firme j.
Donc Ufd',, a’ ) est faiblement semi continue inféricurement cn @’;. On peut ainsi appliquer le

théoreme 2 de DASGUPTA et MASKIN (1986) ct affirmer que le jeu [(4, U), i=1,2] posséde

un équilibre a stratégic mixte.
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Conclusion

Nous avons montré, dans cette recherche, que dans un jeu non coopératif a information compléte,
il est possible de déterminer un équilibre prix-localisations & partir d’une procédure séquentielle

moyennant un certain nombre de conditions.

[ utilisation de cofits de transport quadratiques (assurant la convexité de cette fonction) garantit

la continuité des fontions de résultat.

Il importe également de généraliser I'hypothése du segment de marché unitaire de HOTELLING
en utilisant I'intervalle [0, 1.].

Par ailleurs, pour un ensemble fini de stratégics, 1’équilibre de NASII en stratégie pure n’existant

plus, il est nécessaire de recourir aux stratégies mixtes pour montrer 1’existence d'un équilibre.

I ne faut pas se cacher que les résultats donnés ici reposent sur des hypothéses fort particuliéres.
En effet, la recherche d’'un équilibre dans chacunc des étapes envisagées a pour fondement
I'hypothése de convexité. Ainsi, on constate que si cec modele est simple du point de vue conceptuel,

sa manipulation analytique est relativement complexe.

A 1’équilibre les deux firmes sont séparées du point de vue des localisations. Lorsque les firmes sont
installées au méme endroit, avec 'hypothése d’homogénéité du produit, la concurrence des prix
conduit les firmes a vendre au coit marginal de production. Dés lors que les profits sont nuls, et
contrairement a une idée largement répandue, les firmes ne souhaitent pas s’agglomérer au centre du
marché. La concurrence des prix les incite plutdt a différencier leurs localisations de fagon a s’assurer
des profits positifs. C’est précisément parce qu’elles cherchent a vendre a des prix excédant le coit

de production que les firmes souhaitent s¢ séparer.

Nous avons retenu dans le modéle étudi¢ ict 'hypothése de coits de production nuls et d’infor-
mation compléte. Mais on pourrait envisager le cas ot l'unc des firmes est en possession d’une in-
formation que n"a pas son concurrent, et pour ce faire on envisage des cotits de production non nuls.
La résolution de ce probléme consiste a recourir a des stratégics séquentielles inspirées du modéle de
STACKELBERG. Parmi les firmes rivales, le mencur sera celui qui détiendra une information in-
dividuelle, le suiveur se trouvera en position d’obscrver quelle stratégie adopte sa rivale. Donc im-
plicitement une communication s’établit entre lcs firmes. 1/intérét de ce modéle consisterait a

interpréter la déviation par rapport a la situation d’équilibre.
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