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INVARIANTS, DERIVEES ET FORMES MULTILINEAIRES

Résumé

Etant donné un groupe de transformations linéaires d’un espace vectoriel 

il est parfois possible de trouver certains des invariants de ce groupe 

à l’aide des dérivées des éléments du groupe et des formes 

multilinéaires définies sur l’espace vectoriel.

Hots-clefs

Invariants linéaires. Puissances tensorielles. Dérivées des puissances 

tensorielles.

Nous examinerons cette question sur deux cas particuliers. Les 

généralisations seront ensuite très faciles.

Premier cas

Considérons l’ensemble des matrices :

(1) V = ( c  S )

4
Cet ensemble peut être associé à l’espace E = IR par :

(2) vec V = (a, b, c, d)

Sur l’espace vectoriel E on définit GS le groupe des 

transformations stochastiques par :

(3) V i-----> V’ = TP V P =

1



(4, P - ( ï î )

est stochastique et non-singulière, donc :

(5) p = l - q ;  s = l - r  

L’égalité (3) peut s’écrire en posant :

(6) g = P ® P

(7)
( vec V’ = 
\ vec V’ =

= vec V P ® P 
vec Vg

( 8 )

2
P pq pq

2 \ 
q

pr ps qr qs

pr qr ps qs
2

vr rs rs
2 

S '

Elle se développe en :

(a’ b’ c’ d’) = (a b c d) =

Plus généralement

Définition

Le groupe stochastique GS^, ou GS, est le groupe des matrices 

de la forme g = P « P où P est une matrice stochastique non-singulière 

de dimensions n.

Paramétrisation de GS 
2

Les n - n éléments de P extérieurs à sa diagonale principale

caractérisent cette matrice donc ils caractérisent aussi la matrice g.
2

Notons q̂ , q2»• • • ces n - n  nombres que l’on prendra comme paramètres de 

g-

Deuxième cas

Le groupe orthogonal 0^ est constitué par l’ensemble des

matrices

(9)
g

■ c
cos 0 sin 0 

sin 0 cos 0

Il dépend du seul paramètre 0
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Puissances tensorielles d’un groupe de matrices.

Soit G un groupe de matrices n x n, c’est-à-dire des 

transformations linéaires d’un espace vectoriel E de dimension n.

On considère les puissances tensorielles de E, E ® E, 

E ® E ® E, ...

On posera Eg = E ® E, E3 = E ® E ® E, ...

Ce sont les ensembles de tous les produits tensoriels X ® Y, 

X ® Y ® Z, ... pour tous les choix de vecteurs X, Y, Z, ... e E.

Si g est une matrice de G, en posant X’ = Xg, Y’ - Yg, ... on

(10) X’ ® Y’ = (Xg) ® (Yg)

= (X ® Y) (g ® g) (l)

2
Définissons g la matrice de dimensions n .2

(11) g2 = g ® g

Il est facile de voir que G2> l’ensemble des matrices g , 

constitue un groupe, que l’on appelle le carré tensoriel du groupe G.

On définira semblablement G3 le cube tensoriel de G, ainsi que 

G4> etc... qui sont tous des groupes de matrices.

Formes multilinéaires et tenseurs.

Dans l’espace vectoriel E = Rn on considère les vecteurs 

X = (x , x ..... x ) ; Y = (y , y ......y ) ; Z = (z , z .....  z ).
1 2  n 1 2 n 1 2  n

Définition

Les formes linéaires, bilinéaires, trilinéaires, ... sont 

définies, par exemple les formes trilinéaires, dites d’ordre 3 :

1
Si A, B, C, et D sont des matrices dont les dimensions sont telles 

que les produits matriciels AB et CD sont définis, alors (AB) ® (CD) 
= (A ® C) (B ® D).
Voir par exemple BALESTRA P., La dérivation matricielle, p. 12.
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(12) f(X. Y. Z) = k a 1Jk Xl yj z*

Elles sont dites trilinéaires parce que linéaires en chacun de 

leurs trois arguments X, Y, et Z, ainsi :

f (a X’ + 0 X", Y, Z) = a f(X\ Y, Z) + (3 f(X\ Y, Z).

Elles sont déterminées par la donnée des coefficients a. .. .
K îjk

Définition
3

L’ensemble A = (a. ,,) des n coefficients d’une forme
1JK

trilinéaire est un tenseur d’ordre trois et de dimensions n.

On définira de même des tenseurs d’ordre entier quelconque, 1,

2, 3, etc. La matrice carrée est un tenseur d’ordre deux, le vecteur est 

un tenseur d’ordre un.

Définition

Etant donné un tenseur A d’ordre d et de dimensions n 

l’opérateur vec lui associe le vecteur vec A à nd composantes obtenu en 

portant les termes de A l’un après l’autre selon l’ordre lexicographique 

des indices.

Par exemple pour le tenseur A = (a ,) d’ordre 3 et de
ijK

dimensions 2, on a :

vec A = ( a  , a , a , a , a , a , a  , a  ).
111 112 121 122 211 212 221 222

Grâce à l’opérateur vec et au produit tensoriel on a la

Remarque 1

Une forme multilinéaire d’ordre quelconque, disons 3 par 

exemple comme en (12), est le produit matriciel du vecteur ligne
T

X ® Y ® Z par le vecteur colonne (vec A).

(13) f(X, Y, Z) = Z a x.y.z. = (X ® Y ® Z)T(vec A)1 1 k  
i, j,k i, j,k J K
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Dérivées à 1*origine des puissances tensorielles d*un groupe de 

matrices.

Revenons au groupe stochastique GS2 et considérons ses

puissances tensorielles successives G(= GS2), G2> G3> quand la

matrice P varie tout en restant très voisine de l’identité I ,2
c’est-à-dire que l’on remplace q et r, les paramètres de P, par leurs 

différentielles dq et dr.

(14)

(15)

(16) 

(17)

- ( ?  :)
devient

P =

P =

1 - dq 
dr

dq 
1 - dr) " (J l) * ( 0 J)dq * (ï -l)

P = I + dP 
2

dr

avec

(20)

-2 1 1 o1 ro 0 0 0'
= SP dP I ® —— + —— I = 0 -1 0 1 . ÊS = 1 -1 0 0

dq 2 dq dq 2 0 0 -1 1 ’ dr 1 0 -1 0
0 0 0 0y 0V 1 1 -2y

Ce que l’on aurait pû calculer autrement en dérivant par q et 

par r la matrice 4 x 4 de l’équation 8, puis en faisant q = 0 et r = 0. 

Si 1’on pose :

(21)

(22)

= q et q2 = r

K1 = -S- 
» Ôqi

ainsi que :

En général, pour j entier quelconque
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(23)

N.B. : Après avoir dérivé on remplace q et r par 0.

On a trouvé

Remarque 2

Si la matrice stochastique P est voisine de la matrice 

identité I elle peut s’écrire en première approximation :

et alors les puissances tensorielles de g = P ® P s’écrivent en première 

approximation également :

Calcul des invariants à plusieurs points.

Cherchons si le groupe GS2 possède des invariants à plusieurs 

points, disons 2, la généralisation à un nombre quelconque est facile.

On dit que la fonction f(U, V), où U et V sont deux vecteurs

Nous chercherons si le groupe GS2 possède des invariants à 

deux points qui sont des formes bilinéaires,

(24) P = I + dP = 
2

(25) g. = I + dg = I + KJdq + KJdr 
J 1 2

où I est la matrice identité de dimensions 4̂ .

Calculons les dérivées du carré et du cube tensoriels.

K2 = I ® K1 + K1. ® I
1 4 i iÌ  4

(26) -

K? = I ® I ® K1 + I ® K1 ® I + K1 ® I ® I
i 4 4 i 4 1 4 i 4 4

4
de E = IR , est un invariant à deux points si quels que soient ces points 

U et V et quelle que soit la transformation de GSz

(27) f (U’, V’ ) = f (U, V)

on a posé U’ = Ug et V’ = Vg.
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(28) f(U, V) = Z a Ujv = (U ® V)T(vec A).

Ces deux dernières égalités doivent être satisfaites 

identiquement, en particulier si les paramètres de la transformation g 

sont les infiniment petits dq et dr. Il vient alors de (25) :

(29) *2 - \e + dg2 = I16 + < d q  + K*dr d’où

(30) (U ® V)dg2 (vec A) = 0 ; V U, V, dq, dr

(31) (U ® V)(K*dq + K^dr)T(vec A) = 0 ; V U, V, dq, dr

Ce qui est équivalent à

(32)

T(vec A) = 0

K2 T(vec A) = 0 
2

points

Théorème

Et même en généralisant aux invariants à un autre nombre de

Les invariants à d points du groupe GS2 qui sont des formes

d- linéaires

(33) f (V V ..... V ) = (V ® V ® . . . V ) T(vec A)
a l 2 d 1 2  d

sont obtenus en trouvant les tenseurs A d’ordre d et de dimension 4 qui 

satisfont les équations :

(34)

T(vec A) = 0

Kd T(vec A) = 0
2

On remarquera que les inconnues qui déterminent la forme

d-linéaire f sont les composantes du tenseur A. Elles sont au nombre  ̂ d
de 4 . Elles satisfont les deux équations matricielles (34), ce qui

7



constitue un système de 2 x 4 équations linéaires. Comme ce système est

homogène, il est satisfait par la solution nulle, donc il est 

compatible.

Calculons la solution de (34) quand d = 1, puis 2.

Voir (11), (20), (23) et (26).

Pour d = 1, le tenseur A est un vecteur ligne :

A = (a , a , a , a )
1 2 3 4

On a K1 et K1 en (20)
1 2

f

- 2 1 1 0

f y

a
1

r

0 0 0 0

r >

a
1

0 -1 0 1 a
2 —  n  •

1 -1 0 0 a
2

0 0 -1 1 a
3

~  u  »
1 0 -1 0 a

3

0
V

0 0 0, a
 ̂ 4 *

0 1 1 -2j K  J

= 0

Ce qui est équivalent à

a - a = 0
1 4

a - a = 0
2 4

a - a = 0
3 4

Il y a donc une solution non nulle. 

Prenons a =1,
4

= (1, 1, 1, 1)

et donc si V
= (c d)

f (V) = (a b c d)

1
1
1
1

fi(V) = a + b + c + d

On pourra vérifier que la transformation (8) laisse f

invariant.

Pour d = 2, le tenseur A est la matrice 4 x 4
2

A = (a )
2 ij
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vec A = (a , a , ..., a ).
2 11 12 44

2 2
En (26) on a vu comment calculer K et K qui sont de

1 2
dimensions 16, alors (34) nous conduit à un système de 32 équations à 16 

inconnues. On calcule que ce système à 32 équations est équivalent au 

système à 15 équations

a = a ; a  = a ; . . . ; a  = a
11 44 12 44 43 44

Les inconnues sont toutes égales entre elles.

Si l’on prend quels que soient i et j, on a que les

seuls invariants à deux points sont

f (V , V ) = f (a , b , c, d, a, b, c, d )
2 1* 2 2 1 1 1* l ’ 2 2 2 2

= a b + a b + . , . + c d
1 1  1 2  2 2

= (a + b + c + d ) (a + b + c + d ) 
1 1 1 1 2 2 2 2

- v v  W

C’est le produit de l’invariant à un point en V par celui en 

V . Le produit de deux invariants est bien sûr un invariant, mais il ne 

nous apprend rien de nouveau.

Invariants du groupe orthogonal.

Dans le groupe orthogonal 02 considérons les éléments voisins 

de l’identité

fcos 0 sin ©1 _ fl 0Ï _ fl O') . ( 0 l")
® (- sin 0 cos ©J [-0 lj " [o lj [-1 oj

= I + 0 K1
2

Il vient des équations (26)

K2 = I ® K1 + K1 ® I
2 2

9



-1 0

-1 0

0 -1

0 1 1 0

0 1

0 1

-1 0

Les invariants à un point de la forme

f^X) = (x y)

( i l -
X (vec Ai)

satisfont 

K1 T(vec A ) = 0 

( - ? * ) ( * ) -

a = a = 0  
1 2

Evidemment Ox + Oy est un invariant, mais c’est le seul qui 

soit linéaire.

Les invariants à deux points, bilinéaires

f (X . X J  = X ® X ‘(vec A ) 
2 1 2  1 2  2

satisfont

2 T(vec
V

= 0

r 0 1 1 0' a
il

-1 0 0 1 a
12

-1 0 0 1 a
21

0
V

-1 -1 0, a
22

>1
- a

12 ;
a = 
22

: a
il

= 0

Ce système possède deux solutions indépendantes que l’on 

obtient en prenant par exemple

(ai l  ‘ a,2 > "  (1- 0)

OU = (0, 1)

10



Dans le premier cas

f 2 (X1* X2) = X1X2 + yiy2 = |Xl '  Ig lo o s  a

et dans le deuxième cas

f 2 ( X 1* V  =  X iy 2 ~  y iX 2 =  ' V  1X21 S l n  “

On a donc trouvé que le groupe orthogonal 02 ne possède pas 

d’invariant à un point mais qu’il en a deux à-deux points.
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