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Résumé — L’exploitation d’oscillateurs opto-
électroniques de fréquence élevée en tant que références
dans la synthèse de fréquences plus basses, permet
d’éviter l’utilisation des multiplieurs de fréquence pro-
grammables des synthèses de fréquence plus classiques, et
donc la dégradation du bruit de phase qu’ils engendrent :
seule une opération de division est alors nécessaire. Pour
obtenir une finesse de réglage suffisante, des diviseurs
fractionnaires doivent être considérés, tels que ceux à
base de modulateurs Σ∆. Cet article met en évidence
l’amélioration apportée par cette technique de division,
mais discute également de ses limitations et montre
que les diviseurs fractionnaires numériques ne sont pas
conçus pour fonctionner seuls, en dehors d’une PLL, et
qu’il n’est donc pas possible de faire l’économie de cette
dernière et de son bruit. Des simulations illustrant le
propos et basées sur le logiciel CppSim sont proposées.

1. Introduction
La multiplication des normes de télécommunication

a tendance à saturer certaines bandes de fréquences et
nécessite de s’orienter vers des fréquences de plus en
plus élevées. Pour les atteindre à partir de boucles à
verrouillage de phase classiques, c.-à-d. synchronisées
sur des fréquences de référence à quartz de seulement
quelques dizaines de MHz, il faut mettre en œuvre des
multiplieurs de fréquences de rapport M élevé, impliquant
automatiquement une dégradation sur le bruit de phase de
20 logM qu’il n’est pas possible d’éliminer, et à laquelle
s’ajoute le bruit propre du multiplieur. M devenant de plus
en plus grand, 20 logM ne permet plus de générer des fré-
quences avec un bruit de phase suffisamment faible pour
certaines applications pointues, du domaine spatial notam-
ment. Ainsi, la transposition d’une fréquence de référence
de 50 MHz à 10 GHz dégradera inéluctablement son bruit
de phase de :

20 log
(

10 ·109

50 ·106

)
= 20 log200 = 46dB

Il convient donc de changer d’approche, et de ne plus cher-
cher à utiliser une référence basse mais au contraire une ré-
férence élevée, que l’on ne fera que diviser. Au contraire
de la multiplication, la division par M améliore automa-
tiquement le bruit de phase (−20 logM), diminution qui
ne se retrouvera toutefois pas directement sur le bruit en

sortie du diviseur car il conviendra de lui ajouter le bruit
propre du circuit de division, en dessous duquel il sera im-
possible de descendre.

Les oscillateurs opto-électroniques (CRO : Coaxial
Resonator Oscillator, DRO : Dielectric Resonator Oscil-
lator, OEO : Opto Electronic Oscillator, SLCO : Sapphire
Loaded Cavity Oscillator, ...) sont des oscillateurs pouvant
servir de référence de fréquence élevée de plusieurs di-
zaines de GHz auxquelles ils sont excellents en bruit de
phase, sans avoir nécessité de multiplication préalable.

Synthétiser une fréquence à partir de références plus
élevées ne se fait alors qu’avec une division, que l’on sou-
haite fractionnaire pour une meilleure résolution en sortie.
Ainsi, obtenir une fréquence dans la bande WiFi autour
de 2,4 GHz à partir d’une référence qui serait de 30 GHz
nécessite un coefficient de division fractionnaire de 12,5.

On pourrait penser que les diviseurs fractionnaires ont
fait l’objet d’études très poussées par le passé. Mais si on
y regarde d’un peu plus près, on constate que ce sont les
multiplieurs fractionnaires à PLL, à base de diviseurs frac-
tionnaires inversés par la boucle de contre-réaction, qui
ont fait l’objet de ces études, pas les diviseurs fraction-
naires utilisés seuls. Et pour cause : le diviseur fraction-
naire n’a paradoxalement pas été prévu pour fonctionner
autrement qu’en multiplieur via une PLL.

2. La synthèse fractionnaire classique

fref

fdiv

foutPFD+CP Filtre VCO

Div. fracM
Clk

Figure 1. Division fractionnaire dans le cas d’une
référence fin basse

La fig. 1 montre une synthèse fractionnaire classique
(multiplication) à base de PLL, avec un diviseur fraction-
naire dans la boucle de contre-réaction jouant indirecte-
ment le rôle de multiplieur. La fréquence du VCO s’ajuste
jusqu’à ce que fin = fdiv =

fout
M . Comme c’est la fréquence

de sortie qui nous intéresse ici, on écrit plutôt fout = M fin.
La contre-réaction a donc inversé le diviseur, conduisant
la PLL à se comporter comme un multiplieur. Ce divi-
seur fractionnaire est le plus souvent implémenté de ma-
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nière numérique sous la forme d’un diviseur à pas en-
tier programmable dont on vient changer en permanence
le rapport de division, de telle manière que la moyenne
des rapports de division soit égale au rapport fractionnaire
souhaité. C’est le nombre de rapports de division entiers
disponibles ainsi que la manière de les alterner qui défi-
nit la technique utilisée. Par exemple, pour réaliser très
simplement le rapport 12,5 évoqué plus haut, il suffit de
diviser alternativement par 12 et par 13, ou bien par 11
et par 14, ou encore par 13, 11, 14 et 12, etc. Malheu-
reusement, la périodicité mathématique de cette approche
très simple dans le changement de rapports induit une fré-
quence fondamentale parasite avec tous ses harmoniques,
qui viennent dégrader la pureté spectrale de la division. Il
convient alors d’augmenter le nombre de rapports de di-
vision et de les alterner de manière la plus aléatoire pos-
sible pour supprimer cette périodicité ou tout au moins la
rendre très grande, et avec elle ses fréquences parasites.
Cette suppression de fréquences parasites discrètes s’ac-
compagne cependant d’une remontée du bruit de fond,
mais que certaines techniques permettent toutefois de re-
pousser vers les hautes fréquences où elles sont plus faci-
lement filtrables.

Une technique très utilisée pour alterner de façon
quasi-aléatoire les rapports de division est par exemple le
modulateur Σ∆ d’ordre n, qui utilise 2n rapports de divi-
sion, de (M− 2n−1 + 1) à (M + 2n−1), pour créer un rap-
port de division fractionnaire moyen compris entre M et
M + 1 [1, 2]. Les modulateurs Σ∆ sont connus pour re-
pousser d’autant plus le bruit vers les hautes fréquences
que leur ordre est élevé. L’ordre 3 correspond au compro-
mis habituel entre la complexité du diviseur et sa capacité
à rejeter le bruit. Sa fréquence d’horloge est sa fréquence
de sortie : elle doit être suffisamment faible pour que les
étages CMOS calculant l’alternance des rapports de divi-
sions puissent fonctionner.

La fig. 2 donne un exemple de modulateur Σ∆ d’ordre
3, avec un rapport de division fractionnaire moyen com-
mutant de 115,6195 à 120,801. Ce modulateur est inséré
dans une synthèse de fréquence dont la référence servant
d’horloge est de 20 MHz.

3. Bruit de phase dans la PLL-Σ∆

La puissance d’un bruit de quantification sur des va-
leurs espacées de ∆ et plus particulièrement ici sur des
rapports de division entiers (∆ = 1) est PB = ∆2

12 = 1
12 .

Avec une fréquence d’échantillonnage de fe, la puis-
sance se répartit uniformément sur

[
− fe

2 ; fe
2

]
, et donc avec

une DSP de SB = 1
12 fe

. La fonction de transfert en Z du
bruit de quantification d’un Σ∆ d’ordre n étant (1− z−1)n,
la DSP du bruit du Σ∆ sur les rapports de division M s’écrit
alors :

SBn(z) = |1− z−1|2n SB =
|1− z−1|2n

12 fe

Sachant que la relation entre les rapports de division
et les fréquences est fout = fe =

fin
M , le bruit de quantifi-

cation sur les rapports de division se transpose en bruit de

70 75 80 85 90

112

114

116

118

120

122

124

Time (microseconds)

113

115

117

119

121

123

115,61972538

120,80187049

Figure 2. Alternance Σ∆ d’ordre 3 des rapports de
division entiers de moyennes 115,619 725 38 puis

120,801 870 49

fréquence instantanée du Σ∆ :

SFe(z) =
|1− z−1|2n f 2

e

12 fe
=
|1− z−1|2n fe

12

La relation entre phase et fréquence instantanée étant

ϕ(t) = 2π

∫ t

0
f (t)dt, il vient alors pour le cas continu :

Φ(jω) = 2π
F(jω)

jω
⇔Φ(ν) =

F(ν)

jν
⇒ SΦ( f ) =

SF(ν)

ν2

et pour le cas échantillonné :

Φ(z)=
2πTe

1− z−1 F(z)=
2πF(z)

(1− z−1) fe
⇒ SΦ(z)=

4π2 SF(z)
|1− z−1|2 f 2

e

Au final, la DSP du bruit de phase du Σ∆ est donc

SFe(z) =
4π2 |1− z−1|2n fe

|1− z−1|2 f 2
e 12

=
4π2

12 fe
|1− z−1|2(n−1)

D’où l’expression du bruit de phase du Σ∆ ramené en
sortie :

L( f ) =
4π2

12 fclk

[
2 sin

(
π f
fclk

)]2(n−1)

(1)

Lorsque la PLL est verrouillée, la fréquence synthé-
tisée fout est stable : c’est aussi la fréquence d’entrée du
diviseur. Mais la fréquence en sortie du diviseur fraction-
naire fdiv elle, n’est pas stable, puisque le rapport instan-
tané de division M change constamment et que par consé-
quent fdiv = fout

M change constamment aussi. L’erreur de
phase n’est ainsi jamais nulle instantanément, car la dy-
namique de la PLL ne lui permet pas de suivre instan-
tanément les fluctuations de fdiv. Elle n’est nulle qu’en
moyenne et heureusement, car ce n’est qu’à cette condi-
tion que la PLL peut récupérer la fréquence moyenne qui
est celle qui nous intéresse.
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La fig. 3 montre le bruit de quantification sur les rap-
ports de division du modulateur Σ∆ d’ordre 3, et sa trans-
position en sortie de PLL sur la fig. 4, dans le cas d’une
synthèse de fréquence 1,946 GHz à partir d’une fréquence
de référence de 20 MHz. Le logiciel de simulation utilisé
est le logiciel CPPSIM, spécialisé dans les PLL fraction-
naires à base de Σ∆ [3]. La schématique simulée est inti-
tulée "sd_synth_tristate" disponible en bibliothèque avec
les blocs de la PLL prêts à l’emploi et disposant chacun
de caractéristiques en bruit.

0.01 0.1 1

−100

−95

−90

−85

−80

−75

−70

−65

−60

Frequency (MHz)

10
lo

g(
-1

H
z 

  )

Figure 3. Bruit de quantification sur
les rapports de division
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Figure 4. Bruit de phase en sortie de PLL-Σ∆ standard

4. La division fractionnaire
Si l’on extrait le diviseur de la PLL, qu’on lui met une

fréquence de référence élevée en entrée (ici 30 GHz), pour
lui faire générer une fréquence plus basse en sortie, cette
fréquence n’étant pas stable, on ne peut pas l’utiliser di-
rectement comme sortie de la synthèse. Il n’est même pas
envisageable de filtrer cette sortie car toutes les fréquences
qui interviennent participent au moyennage : il n’est donc
pas question de les faire disparaître par filtrage. Autrement

dit, les diviseurs numériques fractionnaires ne sont prévus
que pour fonctionner dans des PLL qui peuvent se ver-
rouiller sur la valeur moyenne fractionnaire de fréquence.

Une solution envisageable que nous proposons ici est
celle de la fig. 5, dans laquelle le diviseur fractionnaire
est repositionné à l’entrée d’une PLL à retour simplement
unitaire. Cette PLL permet de récupérer la valeur moyenne
de la fréquence qui lui est présentée en entrée par le divi-
seur fractionnaire et de se verrouiller dessus.

fref fout
fin

PFD+CP Filtre VCODiv. frac

Div. NClk

Figure 5. Division fractionnaire dans le cas d’une
référence fin élevée

Le VCO reste inchangé. Par contre, la fréquence de
fonctionnement du PFD est relevée à la fréquence synthé-
tisée. On trouve dans la littérature des PFD fonctionnant à
haute fréquence (ex. 2,4 GHz [4]).

Le diviseur fractionnaire voit également sa fréquence
d’horloge augmentée à la fréquence haute de sortie, qui
peut dès lors être trop élevée pour lui. Mais il est possible
de rajouter un diviseur entier supplémentaire par N pour
l’abaisser (cf fig. 5), sans changer le rapport moyen de di-
vision global. Toutefois, le bruit donné par l’équation (1)
se retrouve d’autant moins repoussé vers les hautes fré-
quences. Un diviseur fractionnaire capable de travailler
avec une fclk de 800 MHz a déjà été publié [5].

La fig. 6 montre trois simulations effectuées par Cpp-
Sim. Le VCO est resté identique, la pompe de charges
également, et le filtre a été réajusté pour garder la même
marge de phase :

— Une première simulation «idéale», faite avec une
PLL sans bruit propre, permettant juste d’extraire
la fréquence correspondant au rapport moyen de
division fractionnaire.

— Une deuxième simulation avec une PLL normale,
ajoutant son bruit propre, avec la fréquence d’hor-
loge du Σ∆ égale à la fréquence de référence de la
PLL.

— Une troisième simulation basé sur la deuxième
mais avec un diviseur à pas entier supplémentaire
N = 4, permettant d’abaisser la fréquence d’hor-
loge du Σ∆ au cas où la fréquence de référence se-
rait considérée comme trop élevée.

Les performances en bruit de phase sont clairement
meilleures comparées à la fig. 4 (même fréquence générée
par la PLL-Σ∆, mais utilisant une fréquence de référence
basse).

5. Limitation de la division fractionnaire Σ∆

Une limitation des modulateurs Σ∆ est que leurs rap-
ports de division ne peuvent pas être égal à 0 et encore
moins être négatif. Comme un modulateur Σ∆ d’ordre n
de rapport fractionnaire compris entre M et M + 1 utilise
les rapports de division entre M− 2n−1 + 1 et M + 2n−1,
une condition apparaît : M− 2n−1 + 1 ≥ 1, qui conduit à
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Sans diviseur supplémentaire (N = 1)

Avec diviseur supplémentaire (N = 4)

PLL sans bruit sans diviseur supplémentaire (N = 1)

Figure 6. Bruit de phase en sortie de la synthèse par
division, sans diviseur supplémentaire

un rapport fractionnaire minimal de M = 2n−1. Pour le mo-
dulateur Σ∆ d’ordre 3, il faut donc M ≥ 4. Si de plus on
note que la plupart des diviseurs de fréquence program-
mables ne prévoient pas de rapport 1 (qui correspond en
fait à l’absence de division), le rapport minimal devient
M = 5. Ainsi, une référence à 30 GHz ne peut pas générer
par modulation Σ∆ d’ordre 3 une fréquence supérieure à
6 GHz, à moins d’en abaisser l’ordre et donc d’accepter
un niveau de bruit et de parasites plus élevé.

Nous avons aussi vu en section 3. que le profil théo-
rique de bruit dans la PLL-Σ∆ (conduisant notamment à
l’équation (1)) est menée à partir de la transformée en Z,
qui suppose que la période et donc la fréquence d’horloge
soient constantes, ce qui est d’autant moins le cas que le
rapport à obtenir est faible. Par exemple, si l’on génère une
fréquence de 2,4 GHz à partir d’une référence de 15 GHz,
donc d’un rapport de division de 6,25, la sortie du divi-
seur et donc sa fréquence d’horloge fait le grand écart
entre 15/3 = 5GHz et 15/10 = 1,5GHz. Si par contre
on génére 2,4 GHz à partir d’une référence de 100 GHz
et donc un rapport de 41,66, la fréquence d’horloge n’os-
cille qu’entre 100/38 = 2,63GHz et 100/45 = 2,22GHz
et peut donc être considérée en première approximation
comme constante. Donc, pour les faibles rapports de divi-
sion, si le principe de division marche toujours, le calcul
théorique proposé ne suit plus exactement le comporte-
ment réel. Une solution serait alors de prendre fout comme
horloge, qui est stable après verrouillage (fig. 7), mais les
simulations montrent une dégradation générale du bruit de

phase de plus de 20 dB.

fin fout
fref

PFD+CP Filtre VCODiv. frac

Div. NClk

Figure 7. Division fractionnaire dans le cas d’une
référence fin élevée avec horloge stable

6. Conclusion
L’idée séduisante selon laquelle on pourrait utiliser des

diviseurs numériques fractionnaires seuls, pour générer
des fréquences basses à partir de références de fréquence
élevées telles que celles fournies par des oscillateurs opto-
électroniques, se heurte au fait que ces diviseurs ne sont
pas prévus pour fonctionner en dehors d’une PLL, dont le
rôle essentiel est d’extraire la fréquence moyenne issue du
rapport fractionnaire moyen de division. Si une améliora-
tion théorique significative du bruit de phase est effecti-
vement obtenu par rapport au processus de multiplication
des PLL habituelles pour des ratios élevés, il n’est pas pos-
sible de faire l’économie supplémentaire du bruit propre
d’une PLL de rapport unitaire.
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