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Visualisation rapide de formes fractales

Gilles Gouaty, Éric Tosan, Éric Guérin

LIRIS – Universit́e Claude Bernard Lyon 1
ggouaty,et,eguerin@bat710.univ-lyon1.fr

Résuḿe : Notre objectif est d’obtenir le rendu 3D en temps interactif d’images fractales. Les figures que nous
cherchons̀a visualiser reposent sur un modèle introduit et d́evelopṕe au LIRIS : le mod̀ele d’IFS projet́e [11]. Nous
rappelons dans un premier temps les principaux concepts sur lesquels s’appuient le modèle d’IFS [6, 7] puis nous
donnons la d́efinition du mod̀ele que nous utilisons. Le système de visualisation que nous proposons est inspiré
de l’algorithme deBARNSLEY permettant la visualisation des IFS [2, 1]. Nous proposons un nouvel algorithme
qui rend compte de la multi-résolution sous-jacente aux fractales. Nous présentons ensuite une optimisation qui
permet de limiter les effets néfastes du zoom sur la complexité de l’algorithme. Pour conclure, les résultats de
performance des différents algorithmes sont présent́es sous forme d’un tableau comparatif.

Mots-clés :Fractales, IFS, visualisation rapide, OpenGL, multi-résolution.

1 Modèle fractal utilisé

La théorie des IFS (Iterated Function System) est un outil puissant pour l’analyse et la synthèse d’images fractales.
Outre son aspect mathématique rigoureux, elle offre des méthodes simples pour géńerer des formes fractales.
BARNSLEY a exploit́e une des caractéristiques principales des figures fractales qui est leur structure autosimilaire.
Son id́ee aét́e de coder une image fractaleà l’aide d’un ensemble d’oṕerateurs contractants qui traduit cette
propríet́e. Cet ensemble d’opérateurs ainsi constitué est appelé IFS et la figure cod́ee par cet IFS peutêtre ǵeńeŕee
en it́erant ces oṕerateurs.

1.1 Modèle IFS

L’espace dans lequel on se place est un espace métrique complet(E, d). On noteH(E) l’ensemble des compacts
non vides de(E, d), il est muni d’une ḿetrique induite pard. SoientA etB deux compacts d’un espace métrique
(E, d), la distance de HAUSDORFFdeA àB est d́efinie par :

dH(A,B) = max{max
p∈A

min
q∈B

d(p, q),min
p∈A

max
q∈B

d(p, q)}

Un IFSest un ensemble finiI = {T0, . . . , TN−1} d’opérateurs contractants surE.

L’opérateur de HUTCHINSON assocíe est d́efini par :

K ∈ H(E) 7→ IK =
N−1⋃
i=0

TiK ∈ H(E)

Si les N opérateursTi : E → E, i = 0, . . . , N − 1 sont de constantes de contractionsi, cet oṕerateur est
contractant pour la distancedH et de constante de contractions = max{s0, . . . , sN−1}.

À tout IFS on peut associer un opérateur de HUTCHINSON. On peut donc appliquer le théor̀eme du point fixe.

Théorème 1.1Pour chaque IFSI, il existe un compact unique non videA deH(E) tel que :A = IA. A est
appeĺe attracteur deI et sera not́eA(I).

Il est donc possible d’associerà tout IFS une figure, qui est point fixe de l’opérateur de HUTCHINSON assocíe.
L’attracteurA poss̀ede la propríet́e d’autosimilarit́e au sens large :A = T0A ∪ ... ∪ TN−1A.

Étant donńe un alphabetΣ = {0, . . . , N − 1}, un IFS indiće est une famille finieT = (Ti)i∈Σ. On noteΣn l’en-
semble des mots de longueurn, Σ∗ l’ensemble des mots finis ,Σω l’ensemble des mots infinis, etΣ∞ l’ensemble
des mots finis ou infinis.



Théorème 1.2On appellefonction d’adressaged’un IFS indićeT = (Ti)i∈Σ la fonctionφ définie par :

φ : Σω −→ E
ρ = ρ1ρ2 . . . 7−→ φ(ρ) = limd→∞ Tρ1 . . . Tρd

p

La fonction d’adressage nous permettra par la suite de caractériser les algorithmes de visualisation.

1.2 Modèle IFS projeté

Nous nous int́eressons̀a la visualisation de formes fractales en 3D. On se place dans un espace de modélisation
affineEs repŕesent́e dans l’espace homogèneR3+1 = R4. L’objet mod́elisé est d́efini comme la projection de l’at-
tracteur d’un IFS cŕeé dans un espace d’itération affineE de dimensionn. Les application affines surE définissant
les transformations de l’IFS sont des matricesTi ∈ R(n+1)×(n+1). Une matrice de projectiońetablit le passage de
l’espace d’it́eration vers l’espace de modélisation :P ∈ R4×(n+1). Nous avons donc le modèle suivant [11] :

(P, {T0, . . . , TN−1}), P ∈ R4×(n+1), Ti ∈ R(n+1)×(n+1)

P est une transformation 3D qui permet d’avoir un modèle plus souple que la simple donnée de l’IFS :

1. Avecn = 3, on peut, en agissant seulement surP , positionner l’attracteur dans la scène.

2. P permetégalement de modifier le type de l’espace d’itération. S’il est pŕeférable d’exprimer les transfor-
mations de l’IFS dans un espace barycentrique, on peut utiliser un ensemble de matrices barycentriques pour
les transformations et un ensemble de points de contrôle (p0, . . . , pn) comme colonnes deP .

3. On peut́egalement utiliserP pour cŕeer un effet de perspective.

4. Avec n > 3, on peut mod́eliser des objets qui n’auraient pas pu l’être avec le mod̀ele IFS simple. En
particulier, les IFS projetés peuvent̂etre vus comme une géńeralisation des formes̀a p̂oles telles que les
courbes ou surfaces de BÉZIER, ou bien les B-splines [11].

On peut combiner ces effets (projection, passage de coordonnées barycentriques en coordonnées homog̀enes, chan-
gement de rep̀eres, perspective, ...) en calculant le produit de plusieurs matrices.

2 Algorithme classique de visualisation

Notre syst̀eme s’appuie sur la librairie graphiqueOpenGLqui, par l’interḿediaire de primitives, permet d’obtenir
le rendu rapide d’images 3D en utilisant au mieux les capacités de la carte graphique.

OpenGL g̀ere la conversion des coordonnées de sc̀ene en coordonńees de clipping, la division des perspectives et
le Z-buffer. Il suffit de sṕecifierà OpenGL les matrices de visualisation et de perspective. Ces calculs sont effectués
sur les cartes graphiques compatibles OpenGL. En béńeficiant de cette accélération mat́erielle, cettéeconomie de
calcul se traduit par un allègement de la charge sur le microprocesseur.

Nous avons choisi d’implémenter un système de visualisation spécifique qui g̀ere lui-m̂eme les matrices de visuali-
sation et de perspective. Nous fournissonsà OpenGL des points directement exprimés en coordonńees de clipping,
et nous laissons les tests de profondeurà la charge d’OpenGL. Dans la partie suivante, nous expliquons les raisons
de ce choix, qui est lié aux caract́eristiques particulìeres des IFS.

2.1 Approximation d’un attracteur

Notre ḿethode de visualisation est inspirée de l’algorithme d́eterministede BARNSLEY [2]. Celui-ci consistèa
calculer un ensemble de motifs dans l’espace de la scène jusqu’̀a un profondeurd fixée. En posant :

Kd = IdK =
⋃

ρ∈Σd

Tρ1 . . . Tρd
K

on a :limd→∞ IdK = A(I).



L’attracteur d’un IFS peut̂etre approxiḿe en calculantKd pourd assez grand. Le choix deK est arbitraire. Dans
la suite,K sera un polytopèak sommetsSi repŕesent́e par une matriceS àk colonnes.

On noteE l’espace d’it́eration,Es l’espace de sc̀ene ou espace de modélisation,Ec l’espace de clipping etK, Ks

etKc les ensembles de points correspondants dansE, Es etEc. L’attracteur projet́ePA(I) est approxiḿe par :

Ks
d = PKd

En posantP c = WV P , on prend en compte la caméra. L’attracteur projeté dans l’espace de clipping est approximé
par :

Kc
d = WV Kd = P cKd

V ∈ R4×4 étant lamatrice de visualisationetW ∈ R4×4 la matrice de perspective.

2.2 Complexit́e

L’ évolution de l’algorithme de BARNSLEY s’exprimeà l’aide d’un arbre (voir figure 1).

T0 K0 T1 K0

T1 T0 K0T0 T1 K0

T0 T0 K0 T1 T1 K0

K0

T0 T0 K0 T0 T1 K0 T1 T0 K0 T1 T1 K0

T1 K0T0 K0

K0

K2 = 

K1 = 

FIG. 1 – Arbre de construction d’un IFS selon l’algorithme de BARNSLEY, et approximants associés

Cet algorithme construit un arbre de profondeurd dont chaque nœud possèdeN fils. Le nombre de feuilles de
cet arbre estNd. Cet algorithme effectue en chaque branche un produit matricielR4×(n+1) × R(n+1)×(n+1) pour
calculerMρi = MρTi. Arrivé dans une feuille de l’arbre, lorsqued atteint0 , on effectue un produit matriciel

R4×(n+1) × R(n+1)×k pour calculerSs
ρ = MρS. Le nombre de branches vautNd+1−1

N−1 − 1. La complexit́e de cet
algorithme est : (

Nd+1 − 1
N − 1

− 1
)

ν̃ + Ndν

en notant̃ν le temps de calcul deMρTi etν le temps de calcul deMρS.

La figure 2 montre quelques images obtenues avec cet algorithme sur un même mod̀ele d’IFS et avec des positions
de caḿera de plus en plus proches de la fractale.

La puissance de la modélisation fractale ŕeside dans le fait que l’on peut modéliser des objets présentant des détails
à un niveau de précision aussi grand que l’on veut. Le principal défaut de cet algorithme est de ne pas exploiter
cette caract́eristique des IFS. En effet, vu de loin, l’objet présente une structure complexe paraissant très d́etaillée.
Lorsque l’on se rapproche, on se rend compte que l’objet n’est en fait qu’un ensemble de polygones grossiers,
ne pŕesentant plus aucun détail. Pour reḿedier à ce probl̀eme, nous devons adapter la profondeur d’itération en
fonction de la position de la caḿera.

3 Adaptation de la profondeur d’it ération

Les ǵeńeralisations de l’algorithme de BARNSLEY s’exprimentà l’aide d’arbres de construction des itéŕes. Ces
arbres ont des propriét́es de localisation des attracteurs utilisables par les algorithmes de visualisation.



FIG. 2 – Images obtenues avec l’algorithme de BARNSLEY

3.1 Arbres de construction

L’algorithme de BARNSLEY consisteà ǵeńerer un ensemble deKρ pour ρ ∈ Σd, soit l’ensemble des mots de
longueurd. L’algorithme que nous proposons géńeralise l’algorithme de BARNSLEY : on calcule un ensemble
deKρ où lesρ n’ont pas tous la m̂eme longueur. En notantL un ensemble de motsρ correspondant̀a un calcul
Tρ1 . . . Tρd

K, on d́efinit :

KL =
⋃
ρ∈L

Kρ

en posantKρ = Tρ1 . . . Tρd
K avecK ∈ H(E) etρ = ρ1 . . . ρd ∈ Σ∗.

L est un ensemble fini de mots finis surΣ.

En notant4 la relation pŕefixe d́efinie par :∀ρ ∈ Σ∗,∀σ ∈ Σ∞, ρ 4 σ ⇔ ∃τ ∈ Σ∞, ρτ = σ, on dit queL est une
coupure deΣω lorsque tout́elément deΣω poss̀ede un pŕefixe unique dansL soit :

∀σ ∈ Σω,∃!ρ ∈ L, ρ 4 σ

On associèa toute coupureL l’ensembleL̂ constitúe de ses pŕefixes. Muni de la relation préfixe,L̂ constitue un
arbre dont la racine est le mot vide, l’ensemble des feuilles estL, et l’ensemble des nœuds N-aires estL̃ = L̂ \ L,
comme le montre la figure 3.
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FIG. 3 – Exemple de coupure deΣω sur l’aphabetΣ = {0, 1}, et son arbre de construction N-aire associé

En notant|L̂| le nombre de nœuds dêL, |L| le nombre de feuilles, et|L̃| le nombre de nœuds N-aires,|L̃| peut
s’exprimer en fonction de|L| et N de manìere ind́ependante de la forme de l’arbre :|L̃| = |L|−1

N−1 . Le nombre de

branches est :N |L̃| = N
N−1 (|L| − 1). La complexit́e des algorithmes associésà ces arbres est :

N

N − 1
(|L| − 1)ν̃ + |L|ν = |L|

(
N

N − 1
ν̃ + ν

)
− N

N − 1
ν̃



3.2 Englobants des attracteurs

À toute coupure est associé un englobant de l’attracteur.

Proposition 3.1 SiK ∈ H(E) est un englobant de l’attracteurA(I), alorsKρ contient tous lesφ(ρσ), autrement
dit tous les points dont l’adressage est préfix́e parρ :

∀K ∈ H(E),A(I) ⊆ K ⇒ ∀ρ ∈ Σ∗, φ(ρΣω) ⊆ Kρ

Preuve 3.1
φ(ρΣω) = Tρ1 . . . Tρd

A(I) ⊆ Tρ1 . . . Tρd
K = Kρ

Cette propríet́e permet d’obtenir des englobants d’attracteurs associés aux coupures,à savoir :

Proposition 3.2
∀K ∈ H(E), A(I) ⊆ K ⇒ A(I) ⊆ KL

Preuve 3.2
A(I) = φ(Σω) = φ(LΣω) =

⋃
ρ∈L

φ(ρΣω) ⊆
⋃
ρ∈L

Kρ = KL

Cette propríet́e des englobants s’étend aux projections d’attracteurs :

P cA(I) ⊆ P cKL = Kc
L

Le calcul d’un englobant d’IFS est un problème difficile dans le cas géńeral [4, 5, 3, 10]. Il est relativement simple
de calculer une sphère englobante d’un IFS [8]. Notre approche nécessite un englobant qui soit un polytope. Une
condition suffisante pour queA(I) ⊆ K est queIK ⊆ K. Autrement dit, siI = (Ti)i∈Σ, alorsK est un
englobant si∀i ∈ Σ, TiK ⊆ K. Lorsque les transformationsTi sont expriḿees dans des matrices de MARKOV,
il existe un englobant très simplèa calculer : il s’agit du simplexe. Il est tel queS = Id. Nous consid́erons par la
suite que les IFS sont définis par un ensemble de matrices de MARKOV.

3.3 Contrôle de la ŕesolution

LorsqueKc
ρ est suffisamment petit sur l’image, il n’est plus nécessaire de poursuivre les itérations car on sait

que les it́eŕes suivants seront tous inclus dansKc
ρ. La taille deKc

ρ telle qu’elle apparâıt dans l’espace de clipping
est donc un crit̀ere d’arr̂et qui permet d’adapter la profondeur d’itération de manière pertinente en fonction de la
position de la caḿera.

Cet algorithme permet une visualisation fine des attracteurs. Les approximantsKc
L sont constitúes d’un ensemble

de polygones de petite taille. Lorsque l’on se rapproche de l’objet, ces polygones grossissent jusqu’à ce que leur
taille dépasse le seuilε. À ce moment l̀a, chaque polygone se divise en un ensemble de polygones plus petits. Si
ε est de l’ordre de quelques pixels, la transition s’effectue de manière imperceptible. La figure 4 montre quelques
images obtenues avec cet algorithme lorsque la caméra se rapproche de la fractale.

3.4 Complexit́e

|L| dépend de plusieurs paramètres. D’apr̀es la d́efinition de l’algorithme,L est l’ensemble des itéŕes dont la taille
apparente est inférieureà ε c’est à dire :L = L(ε, P c) = {ρ/diam(Kc

ρ) ≤ ε}. Lorsqueε diminue, le nombre
de calcul augmente selon une fonction dépendant de la dimension fractale de l’objet. Par définition, la dimension
fractale d’un compactK est :

DF (K) = lim
ε→0

ln(NB(ε, K))
ln( 1

ε )

où NB(ε, K) est le nombre minimum de boules de diamètre inf́erieuràε nécessaire pour recouvrirK.



FIG. 4 – Images obtenues avec l’algorithmeà contr̂ole de ŕesolution

On a intuitivement|L| ≈ NB(ε, PA(I)) = O(( 1
ε )DF ) = O(ε−DF ) lorsqueε tend vers0. Notons queDF ≤ 3

car l’espace de modélisation est de dimension3.

Effectuer un zoom sur la figure fractale revientà changer le seuilε. En introduisantH(α) une homoth́etie de
rapportα on a :

L(ε, H(α)−1P c) = L(αε, P c)

car :diam(H(α)−1Kρ) ≤ ε ⇔ diam(Kρ) ≤ αε.

L’ évolution de|L| en fonction du facteur de zoomα est :O(|L|) = α−DF ε−DF
0 en supposant la résolution d’image

ε0 fixée.

Nous disposons d’un algorithme permettant de visualiser un attracteur d’IFS qui tient compte de la multi-résolution.
Cependant, la complexité de cet algorithme est un inconvénient majeur. Au fur et̀a mesure que la caḿera se rap-
proche de la fractale, le temps de calcul augmente de manière importante. De plus, lorsque la fractale traverse le
plan{z = 0} dans l’espace de la caméra, l’algorithme boucle. En effet, quelle que soit la profondeur de subdivi-
sion, les polygones qui traversent ce plan ont une taille apparente infinie.

4 Élagage de l’arbre

Le nombre de composants calculés deKc
L augmente enα−DF , mais peu d’entre eux sont visibles. Nous proposons

d’améliorer notre algorithme en tenant compte de la propriét́e d’appartenance des itéŕesà la fen̂etre de visualisation.
Cette fen̂etre de visualisation correspond au champ de vision de la caméra dans la sc̀ene.

4.1 Algorithme

On noteC le champ de vision de la caméra dans la sc̀ene etCc le cube de clippingCc = WV C = [−1, 1]3.

Nous savons que lorsqueK est un englobant de l’attracteur, alors n’importe quel itéŕe dans l’arbre englobe toute
sa descendance. Lorsqu’un itéŕeKρ est ext́erieurà la fen̂etre de visualisation (Kρ ∩C = ∅), toute sa descendance
l’est également. Il en est de m̂eme pour les it́eŕes sitúes à l’intérieur de la fen̂etre de visualisation (Kρ ⊆ C).
Certains it́eŕes peuvent chevaucher la fenêtre (Kρ ∩ C 6= ∅ ∧Kρ ∩ C 6= Kρ). Dans ce cas on ne peut rien dire sur
leur descendance.

Le test d’inclusion que nous proposons est basé sur les 12 demi-espaces qui définissent le cube de clippingCc =
[−1, 1]3 =

⋂6
k=1 Dk avecDk, k ∈ [1, . . . , 6] correspondant aux faces deCc. On d́efinit également les 6 demi-

espaces complémentaires ferḿesDk, demi-espaces extérieurs.

Pour la coordonńeex, on a :
– D1 = {(x, y, z), x ≥ −1}, D1 = {(x, y, z), x ≤ −1}
– D2 = {(x, y, z), x ≤ 1 }, D2 = {(x, y, z), x ≥ 1 }
Les quatre autres demi-espaces correspondent aux coordonnéesy etz.



Le test sur un it́eŕeKρ prend l’une des 3 valeurs définies ainsi :
– inclus :∀k ∈ [1, . . . , 6],Kc

ρ ⊆ Dk

– exclu :∃k ∈ [1, . . . , 6],Kc
ρ ⊆ Dk

– indétermińe : dans les autres cas.
En utilisant ce test, il est possible d’élaguer l’arbre de construction de manière importante. Lorsqu’un itéŕe est
exclu, on peut l’́eliminer. Lorsqu’il est int́erieur, on poursuit l’algorithme, sans refaire de test d’inclusion, jusqu’au
cas d’arr̂et relatif à la taille apparente des itéŕes sur l’image. Lorsqu’il est ind́etermińe, on effectue le test sur la
taille. Si cet it́eŕe n’est pas assez petit, on poursuit l’algorithme en conservant le test d’inclusion sur les itéŕes
suivants.

Le test sur la taille pour les itéŕes chevauchant́evite que l’algorithme boucle en subdivisantà l’infini les itéŕes
contenant un point sur la frontière du cube de clipping.

Le résultat de ce test (inclus, exclu, ouindéterminé) n’est paśequivalent̀a la classification d’un it́eŕe (intérieur,
extérieur, ouchevauchant). En effet, un it́eŕe peut̂etre de typeindéterminé alors qu’il estextérieur mais aux
étapes suivantes, cette indétermination est lev́ee (voir figure 5).

C

K

K

c

c
ρ

0ρ
c

Kρ1
c

Itéré extérieur mais indéterminé Itérés suivants exclus

FIG. 5 – Exemple de calcul supplémentaire d̂u au test d’inclusion

La figure 6 montre quelques images obtenues avec cet algorithme. Les images du haut représentent ce que l’on
voit. Les images du bas représentent la sc̀ene avec la fen̂etre de visualisation et les itéŕes exclus.

FIG. 6 – Visualisation des itéŕes exclus pour une caméra de plus en plus proche de la figure



4.2 Calcul d’inclusion

Pour afficher une figure représent́ee dans un espace homogène, il faut calculer l’intersection du cône positif en-
gendŕe parK avec le plan{w = 1} :

KE = C+(K) ∩ {w = 1}.

La projection d’un it́eŕe surEc est donńee parC+(Kρ)∩{w = 1}. Lorsque tous lesw sont positifs, cette projection
est un compact́egalà l’enveloppe convexe de ces sommets. En posant :

xmin = min
(x,y,z)∈Kρ

x , xmax = max
(x,y,z)∈Kρ

x ,

les tests sur lesx se ram̀enentà :
– Condition d’inclusion :xmin ≥ −1 ∧ xmax ≤ 1
– Condition d’exclusion :xmax ≤ −1 ∨ xmin ≥ 1
Lorsque l’on a certainsw négatifs,C+(Kρ)∩{w = 1} n’est pas un compact. La condition d’inclusion n’est jamais
vérifiée, comme le montre la figure 7a.

En ce qui concerne la condition d’exclusion, il faut d’une part que les sommets dontw est positif v́erifient les
conditions pŕećedemment d́efinies, et d’autre part que les arêtes infinies engendrées par les points de fuite se
trouvent dans le m̂eme demi-espace extérieur que les autres sommets.

On note :
x+

min = min
(w,xh,yh,zh)∈Kρ

w>0

xh

w
, x−max = max

(w,xh,yh,zh)∈Kρ

w<0

xh

w

Consid́erons seulement le demi-espace{x ≥ 1}. Pour v́erifier la condition d’exclusion, il faut d’une part que tous
lesx qui ont unw > 0 soient suṕerieursà 1 ; c’està dire qu’il faut avoirx+

min ≥ 1. D’autre part, il faut que les
ar̂etes infinies ne traversent pas le plan{x = 1} ; il faut pour celax+

min ≥ x−max, comme le montrent les figures 7b
et 7c.
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(a) Condition d’inclusion non res-
pect́eeà cause dew < 0
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cC

K ρ

−

−
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c

(c) Condition d’exclusion non

vérifiée carx+
min < x−max

FIG. 7 – Cas particuliers de conditions d’inclusion et d’exclusion

La condition d’exclusion sur lesx est :(x+
max ≤ −1 ∧ x+

max ≤ x−min) ∨ (x+
min ≥ 1 ∧ x+

min ≥ x−max).

4.3 Complexit́e

Nousévaluons la complexité de cet algorithme en comptant le nombre de feuilles|L| dans l’arbre de ǵeńeration.
Ces feuilles ce divisent en deux catégories : d’une part celles dont le polytope est suffisamment petit pourêtre
affiché (inclus ou chevauchant), et d’autre part, celles dont le polytope est exclu :|L| = |Limage|+ |Lexclu|.

La fen̂etre de visualisation extrait des composantes réduites de la fractale (voir figure 6) :

Limage(ε0,H(α)−1P c) =
⋃

γ∈Lc

γL(ε, H(α)−1P cTγ1 . . . Tγn
)



En supposant que l’effet du zoomH(α)−1 est« compenśe» par les contractionsTγ1 . . . Tγn
, on a :

|Limage(ε0,H(α)−1P c)| ≈ |L(ε, P c)|

Nousévaluons|Lexclu| en raisonnant sur un exemple, celui dutriangle deSIERPINSKI.

α = 1/8 |Lexclu| = 6α = 1 |Lexclu| = 0 α = 1/2 |Lexclu| = 2 α = 1/4 |Lexclu| = 4

caméra

FIG. 8 –Évolution du nombre d’it́eŕes exclus en fonction du zoom sur la figure fractale

Dans la figure 8, on constate que pourα = 1
2n on a|Lexclu| = 2n. On en d́eduit l’évolution de|Lexclu| en fonction

deα : |Lexclu| = 2 ln(1/α)
ln 2 = O(ln(1/α)).

En faisant l’hypoth̀ese que cettéevaluation peut se géńeraliser, on a :

|L| = |Limage|+ |Lexclu| ≈ |L(ε0, P
c)|+ O(ln (1/α))

FIG. 9 – Courbe de VON KOCH

5 Résultats

Nous avons effectúe des mesures de performances sur un exemple simple de fractale, la courbe de VON KOCH

repŕesent́ee sur la figure 9.

Nous pŕesentons les performances obtenues avec plusieurs algorithmes de visualisation. La complexité de l’al-
gorithme de BARNSLEY dépend ded, la profondeur d’it́eration. Le tableau 1 présente|L| le nombre de feuilles
calcuĺees etf le nombre d’images par seconde en fonction de différentes valeurs ded.

d 8 9 10 11 12 13

Algorithme de
BARNSLEY

|L| 256 512 1024 2048 4096 8192
f 118 59 30 15 7.5 3.8

TAB . 1 – Performances de l’algorithme de BARNSLEY

Le tableau 2 pŕesente comparativement les performances obtenues avec l’algorithme multi-résolution et l’algo-
rithme avećelagage. La ŕesolutionε a ét́e fixé de manìereà ce que le ŕesultat graphique soit de bonne qualité. Ce
tableau pŕesente les performances de ces algorithmes selon différentes positions de la caméra, òu δ est la distance
de la caḿera au point de la fractale le plus proche.



δ 1.2 0.6 0.3 0.15 0.1 10−4 10−9 10−14

Algorithme
multi-résolution

|L| 1024 3096 8192 32768 2097152
f 29 10.2 3.8 1 0.015

Algorithme avec
élagage

|L| 1024 2085 2009 2710 2867 1939 2696 2303
|Limage| 1024 2046 1943 2661 2797 1855 2597 2174

f 29 14.7 15.7 11.4 10.8 15.7 11.4 13.4

TAB . 2 – Performances de l’algorithme multi-résolution avećelagage

Nous remarquons que l’algorithme multi-résolution est tr̀es peu efficace lorsqu’il y a un zoom sur la fractale.
L’algorithme avećelagage est beaucoup moins sensibleà ce param̀etre. Les performances de cet algorithme sont
très líeesà |Limage|, qui est repŕesentatif de l’occupation de la fractaleà l’écran. Les variations de|Limage| sont
dûes au fait que l’on peu zoomer sur des parties plus ou moins denses de la fractale. On peut remarquer que|L| et
|Limage| varient tr̀es peu avec la distance, ainsi quef , ce qui valide l’efficacit́e de l’algorithme avećelagage.

6 Conclusion

Les caract́eristiques particulìeres des IFS rendent possibles certaines optimisations qui permettent leur visualisation
en temps interactif. Les résultats, tant d’un point de vue théorique (complexit́e) que pratique (simulations) prouvent
l’efficacité de cette ḿethode.

Dans le cadre de futurs travaux, la question se pose d’appliquer cette méthode de visualisatioǹa des mod̀eles
plus ǵeńeraux. Ceci permettrait de simuler des objets plus variés, tels que ceux que l’on peut rencontrer dans
le monde ŕeel. On pourrait encore aḿeliorer l’algorithme de visualisation. Dans l’élagage de l’arbre, il pourrait
être int́eressant d’estimer la visibilité de certaines parties de l’objet par rapportà d’autres, comme cela áet́e fait
dans les travaux de modélisation multi-́echelle [9]. Ceci aurait des avantages pour la visualisation d’objets dont la
dimension fractale est trèsélev́ee.
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