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Résumé 

La mécanique quantique, dans le monde de l’infiniment petit, est le règne de la quantification des 

énergies, et de la probabilité de présence de particule avec les fameuses fonctions d’onde  

associées à l’équation de Schrödinger. La relativité générale, est quand a elle réservée à l’infiniment 

grand ou la matière, densité d’énergie 𝑇𝜇𝑣 influence la courbure 𝐺𝜇𝑣de l’espace-temps à 4 

dimensions et réciproquement. Enfin la résistance des matériaux est la mécanique des objets à 

échelle humaine (poutre, poteaux, plaques, coques) utilisée pour le dimensionnement des 

structures, a priori sans commune mesure avec ces deux grands piliers de la physique précédemment 

cités. Nous allons montrer en première partie de cet article que les résultats de la mécanique 

quantique (quantification d’énergie, forme de la fonction d’onde) sont analogues aux fréquences 

propres et modes propres de vibration de poutre. En deuxième partie nous montrerons sur des cas 

simples, que les concepts de courbure reliée à la densité d’énergie présente en relativité générale, 

sont également à la base des équations fondamentales de l’élasticité et de la résistance des 

matériaux. Nous montrerons également que le tenseur énergie impulsion écrit pour des vitesses non 

relativistes est une extension en 4 dimensions du tenseur des contraintes de la théorie de l’élasticité.  

 

 

 



2 
 

1ère partie – mécanique quantique et vibration de poutre 

1.1 Période propre et mode propre de vibration d’une poutre sur 2 appuis  

 

Soit une poutre sur deux appuis simples, de portée L (m), réalisée à partir d’un matériau de module 

d’élasticité E (MPa), d’une section présentant une inertie I (m4) et une surface S (m²) présentant une 

masse par unité de longueur (m= S) en kg/m.(cf. figure 1). [4] 

La poutre en auto-vibration présente une déformée au cour du temps  𝑦(𝑥,𝑡) : 

 

           

      

      

 

 

 

                      

Figure 1 –  Poutre sur 2 appuis sous son poids propre – 

Nous pouvons écrire : 

𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝑚
𝜕²𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡²
= 𝑚𝑦̈(𝑥,𝑡)     (1) 

Par ailleurs, nous avons en reliant la courbure R (m) au moment de flexion 𝑀(𝑥,𝑡) 

1

𝑅
=

𝜕2𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
=

𝑀(𝑥,𝑡)

𝐸𝐼
      (2) 

Sachant que : 

𝜕𝑀(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑉(𝑥,𝑡)   (3) 

𝜕𝑉(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
= −𝑞(𝑥,𝑡)     (4) 

Nous obtenons en dérivant deux fois par rapport à 𝑥  l’équation (2) : 

2

𝑥²
(
1

𝑅
) =

4𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
=

2

𝑥²
(
𝑀(𝑥,𝑡)

𝐸𝐼
) =

−𝑞(𝑥,𝑡)

𝐸𝐼
     (5) 

Soit : 

𝐸𝐼 
4𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
= −𝑞(𝑥,𝑡)       (6) 

𝑥 

𝑀,𝐸, 𝐼 

𝑦(𝑥,𝑡) 

𝑦 

𝐿 
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En égalisant les équations (1) et (6) dans le cas de l’auto vibration, on obtient l’équation différentielle 

bien connue gérant l’auto-vibration d’une poutre sur 2 appuis : 

𝑚
𝜕²𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡²
= −𝐸𝐼 

4𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
    (7) 

Soit  

4𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
+ (

𝑚

𝐸𝐼
)
𝜕²𝑦(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡²
= 0      (8) 

Si on pose 𝑦(𝑥,𝑡) = 𝑞(𝑡)(𝑥)
  (9) 

En reportant dans l’équation (8) ci-dessus on obtient : 

𝐸𝐼𝑞(𝑡)(𝑥)
𝑖𝑉 + 𝑆𝑞̈(𝑡)𝜙(𝑥) = 0     (10) 

On peut donc séparer les variables : 


𝐼𝑉


= −

𝑆

𝐸𝐼
×

𝑞̈

𝑞
   (11) 

Comme cette équation doit être vérifiée pour tout 𝑥 ou t, les rapports ci-dessus doivent être constants. 

On pose donc : 


𝐼𝑉


= −

𝑆

𝐸𝐼
×

𝑞̈

𝑞
=

𝛼4

𝐿4
   (12) 

On définit la pulsation ω ainsi : 

2 =
𝛼4

𝐿4
×

𝐸𝐼

𝑆
      (13) 

 

On donc décomposer l’équation différentielle (12) en deux équations (séparation des variables) : 


(𝑥)
𝐼𝑉 −

𝛼4

𝐿4
(𝑥) = 0     (14) 

𝑞̈(𝑡) + 2𝑞(𝑡) = 0     (15) 

L’étude de la première équation donne comme solution générale : 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (𝛼
𝑥

𝐿
) + 𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)    (16) 

Et les dérivées donnent : 

′(𝑥) = 𝐴
𝛼

𝐿
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) − 𝐵

𝛼

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶

𝛼

𝐿
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷

𝛼

𝐿
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)   (17) 

′′(𝑥) = −𝐴
𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

𝑥

𝐿
) − 𝐵

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶

𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)   (18) 

′′′(𝑥) = −𝐴
𝛼3

𝐿3
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐵

𝛼3

𝐿3
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶

𝛼3

𝐿3
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷

𝛼3

𝐿3
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)   (19) 
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
𝐼𝑉

(𝑥)
= 𝐴

𝛼4

𝐿4
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐵

𝛼4

𝐿4
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶

𝛼4

𝐿4
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷

𝛼4

𝐿4
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)  (20) 

Les 4 conditions aux limites permettent d’écrire : 

0)0( x
 Ce qui traduit un déplacement nul sur l’appui d’extrémité d’abscisse x = 0 

0)( Lx
 Ce qui traduit un déplacement nul sur l’appui d’extrémité d’abscisse x = L 

0
)0(


x

II


 Ce qui traduit un moment de flexion nul sur l’appui d’extrémité d’abscisse x = 0 

0
)(


Lx

II


 Ce qui traduit un moment de flexion nul sur l’appui d’extrémité d’abscisse x = L 


(𝑥=0)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (𝛼
0

𝐿
) + 𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝛼

0

𝐿
) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

0

𝐿
) + 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

0

𝐿
)   (21) 


(𝑥=0)

= 0𝐴 + 𝐵 + 0𝐶 + 𝐷 = 0 (22) 


(𝑥=𝐿)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (𝛼
𝐿

𝐿
) + 𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝐿

𝐿
) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝐿

𝐿
) + 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝐿

𝐿
)   (23) 


(𝑥=𝐿)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) + 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼) = 0 (24) 

′′(𝑥=0) = −𝐴
𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

0

𝐿
) − 𝐵

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

0

𝐿
) + 𝐶

𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

0

𝐿
) + 𝐷

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

0

𝐿
)   (25) 

′′(𝑥=0) = 0𝐴 − 𝐵
𝛼2

𝐿2 + 0𝐶 + 𝐷
𝛼2

𝐿2 = 0 (26) 

′′(𝑥=𝐿) = −𝐴
𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛 (𝛼

𝐿

𝐿
) − 𝐵

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝐿

𝐿
) + 𝐶

𝛼2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝐿

𝐿
) + 𝐷

𝛼2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝐿

𝐿
)  (27) 

′′(𝑥=𝐿) = −𝐴
𝛼2

𝐿2 𝑠𝑖𝑛(𝛼) − 𝐵
𝛼2

𝐿2 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝐶
𝛼2

𝐿2 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) + 𝐷
𝛼2

𝐿2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼) = 0 (28) 

Nous pouvons mettre ses expressions sous la forme d’une matrice : 

[
 
 
 
 
 

0 𝐵  0                  𝐷
𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼 𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼

0

−𝐴
𝛼²𝑠𝑖𝑛𝛼

𝐿²

−𝐵
𝛼²

𝐿²

−𝐵
𝛼²𝑐𝑜𝑠𝛼

𝐿²

0

𝐶
𝛼²𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼

𝐿²

𝐷
𝛼²

𝐿²

𝐷
𝛼²𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼

𝐿² ]
 
 
 
 
 

  (29) 

Le déterminant de cette matrice doit être nul. 

On remarque à partir des équations (1) et (3) que B = D = 0 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (𝛼
𝑥

𝐿
) + 𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
) + 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)   (30) 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (𝛼
𝑥

𝐿
) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ (𝛼

𝑥

𝐿
)   (31) 

Et nous avons : −
𝑆

𝐸𝐼
×

𝑞̈

𝑞
=

𝛼4

𝐿4    (32) 
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Les deux autres équations (2) et (4) donnent : 


(𝑥=𝐿)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) = 0 (33) 

′′(𝑥=𝐿) = −𝐴
𝛼2

𝐿2 𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝐶
𝛼2

𝐿2 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) = 0 (34) 

Soit : 


(𝑥=𝐿)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) = 0   (35)  

′′(𝑥=𝐿) = −𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) = 0   (36)  

La somme des deux équations donne : 

2𝐶𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼) = 0 =>  𝛼 = 0 𝑜𝑢 𝐶 = 0 (37) 

La soustraction des deux équations donne : 

2𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼) = 0 =>  𝛼 = 𝑛 et donc C = 0  (38) 

Est la valeur propre du système. 

Nous avons donc comme équation de mode propre : 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝑥

𝐿
)   (39) 

Que l’on note en fonction de n (quantification) : 

Le mode propre s’écrit : 


𝑛(𝑥)

= 𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝑥

𝐿
)   (40) 

La norme du mode propre s’écrit : 

∫ 
𝑛
(𝑥)

𝐿

0


𝑛
(𝑥) = ∫ 𝐴𝑛

2𝑠𝑖𝑛
2(

𝑛𝑥
𝐿

)
𝑑𝑥  (41)

𝐿

0

 

On remplace  du sin²(ax) vaut
1

2
(1 − cos (2𝑎𝑥))  (42) 

∫ 
𝑛
(𝑥)

𝐿

0


𝑛
(𝑥) = 𝐴𝑛

2 ∫
1

2

𝐿

0

(1 − 𝑐𝑜𝑠 (
2𝑛𝑥

𝐿
))𝑑𝑥  (43) 

On pose 𝑢 =
2𝑛𝑥

𝐿
 

𝑑𝑢 =
2𝑛

𝐿
𝑑𝑥 

𝑑𝑥 =
𝐿

2𝑛
𝑑𝑢 

∫ 
𝑛
(𝑥)

𝐿

0


𝑛
(𝑥) = 𝐴𝑛

2 ∫
1

2
𝑑𝑥 + 𝐴𝑛

2
1

2
∫

𝐿

2𝑛
𝑐𝑜𝑠𝑢 𝑑𝑢    (44)

𝐿

0

𝐿

0

 

La primitive de cosu est sinu 



6 
 

∫ 
𝑛
(𝑥)

𝐿

0


𝑛
(𝑥) = 𝐴𝑛

2 [(
𝑥

2
−

𝐿

4𝑛
𝑠𝑖𝑛 (

2𝑛𝑥

𝐿
))]

0

𝐿

= 𝐴𝑛
2 (

𝐿

2
− 0 − (0 − 0)) =

𝐴𝑛
2𝐿

2
   (45)  

On constate que si l’on choisissait 𝐴𝑛 = √
2

𝐿
    (46)  les modes 

𝑛
(𝑥) formeraient une base 

orthonormée pour le produit scalaire canonique.  
 

Dans le cas de vecteurs propres normés nous avons donc : 


𝑛(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝑥

𝐿
)    (47) 

Remarque 

On retrouve ce résultat en écrivant que le déterminant de la matrice des composants doit être nul. 

Détermination de la pulsation propre : 

2 =
𝛼4

𝐿4
×

𝐸𝐼

𝑆
   (48) 

Avec α = n   (49) 

2 =
𝑛44

𝐿4
×

𝐸𝐼

𝑆
  (50) 

 =
𝑛²²

𝐿²
√

𝐸𝐼

𝑆
   (51) 

De ses équations, nous pouvons établir les différents modes propres de vibration de la poutre (cf. figure 2). 

1er mode : 

 

 

 

 

 

2ème mode : 

 

 

 

 

 

 

1 =
²

𝐿²
√

𝐸𝐼

𝑆
 


1(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑥

𝐿
) 

2 =
4²

𝐿²
√

𝐸𝐼

𝑆
 


2(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

2𝑥

𝐿
) 
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3ème mode : 

 

 

 

 

 

 

Figure 2 – Mode propre de vibration d’une poutre sur deux appuis  – 

 

1.2 Particule dans un puits de potentiel à une dimension infinie 

 
Soit une particule emprisonnée dans un puit de potentiel (cf. figure 3). 

 
Figure 3 – Particule en mouvement dans un puit de potentiel 

 
L’équation de Schrödinger indépendante du temps s’écrit : 

(
ħ2

2𝑚
)

𝜕2
(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝐸𝑚(𝑥)

= 0       (52) 

 
Les conditions aux limites sont donc les suivantes : 
La particule est présente :      La particule n’est pas présente : 
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿         𝑥 < 0 ou 𝑥 > 𝐿 

(
ħ2

2𝑚
)

𝜕2
(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝐸𝑚(𝑥)

= 0                                                                                               
(𝑥)

= 0 

La particule suit l’équation de Schrödinger    Il n’y a pas de particule 

2 =
9²

𝐿²
√

𝐸𝐼

𝑆
 


3(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑥

𝐿
) 

 

m 

m 

v 

v 

𝑥 

L 

0 
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Par ailleurs, 
(𝑥)

 est une fonction continue. Il en résulte : 
(0)

= 
(𝐿)

= 0  

 
Soit : 

𝑑2
(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑘2

(𝑥)
= 0     (53) 

Avec : 

𝑘2 =
2𝑚𝐸𝑚

ħ2
     (54) 

 
La solution pour la fonction d’onde pour cette équation différentielle est de la forme : 
 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)      (55) 

 
On suppose que l’énergie est Em et  est positive. 
 
Utilisons les conditions aux limites pour trouver les constantes A et B : 
En 𝑥 = 0, 

(0)
= 0 : 

Ce qui implique 𝐵 = 0 


(𝑥)
= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) 

En 𝑥 = 𝐿, 
(𝐿)

= 0 : 


(𝐿)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝐿) = 0 

 
Il faut donc avec A et k différent de 0  que 𝑘𝐿 = 𝑛 
Ce qui implique que : 

𝑘 =
𝑛

𝐿
      (56) 

Avec n un entier =1,2,3…… 
 
Comme nous avons posé : 

𝑘2 =
2𝑚𝐸𝑚

ħ2
 

Il en résulte : 

𝑘2 =
2𝑚𝐸𝑚

ħ2
=

𝑛22

𝐿2
     (57) 

 
On en déduit les valeurs discrètes d’énergie : 

𝐸𝑚,𝑛 =
𝑛22ħ2

2𝑚𝐿2
    (58) 

Avec n = 1,2,3,… 
 
Les valeurs propres de l’énergie sont donc quantifiées. 
 
On peut donc écrire l’expression de la fonction d’onde : 


(𝑥)

= 𝐴𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝑥

𝐿
𝑥) 
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Cherchons l’expression de A : 
 
La particule devant être quelque par dans le puit quantique. 

La fonction ‖(𝑥)‖
2

= 1 par satisfaction de la densité de probabilité (la particule doit se trouver 

quelque part dans la boite entre 0 et L. 

∫ ‖(𝑥)‖
2
𝑑𝑥 = 1    (59)

𝐿

0

 

∫ 𝐴2𝑠𝑖𝑛² (
𝑛𝑥

𝐿
)𝑑𝑥

𝐿

0

=
𝐴2

2
∫ {1 − 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑛𝑥

𝐿
)} 𝑑𝑥

𝐿

0

=
𝐴2

2
[𝑥 −

𝐿

2𝑛
𝑠𝑖𝑛 (

2𝑛𝑥

𝐿
)]

0

𝐿

=
𝐴2

2
(𝐿 −

𝐿

2𝑛
𝑠𝑖𝑛 (

2𝑛𝐿

𝐿
)) =

𝐴2𝐿

2
= 1 

Soit 𝐴 = √
2

𝐿
     (60) 

 
Et la solution du problème, c’est-à-dire la fonction d’onde dans le puit quantique s’écrit donc : 
 


(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝑥

𝐿
𝑥)    (61) 

 
                 Fonction d’onde            probabilité de présence 


(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝑥

𝐿
𝑥)                     ‖(𝑥)‖

2
=

2

𝐿
𝑠𝑖𝑛² (

𝑛𝑥

𝐿
𝑥)     (62)                   

 
Remarque concernant l’énergie : 

En posant :𝐸 = ℎ𝑣 =
ℎ

𝑇
 

Et avec 𝑇 =
2


 

𝐸 =
ℎ

2
= ħ 

ħ =
𝑛²²

𝐿²
(

ħ2

2m
) 

 =
𝑛²²

𝐿²
(
ħ

2m
)   (63) 

 
1.3 Conclusion de cette première partie 
 
Le tableau 1 ci-dessous montre la parfaite analogie entre les vibrations propre d’une poutre sur deux 
appuis (issue de la résistance des matériaux) et la quantification de l’énergie d’une particule dans un 
puit quantique (issue de la mécanique quantique).  
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Cas 
étudié 

Valeurs propres Modes propres 

Pulsation propre 
quantifiée 

Energie 
quantifiée 

Mode propre d’oscillation 
de la poutre 

Expression de la fonction 
d’onde 

Poutre 
sur deux 
appuis 

 =
𝑛²²

𝐿²
(√

𝐸𝐼

𝑆
) 


𝐼𝑉


= −

𝑆

𝐸𝐼
×

𝑞̈

𝑞
=

𝛼4

𝐿4
 


(𝑥)
𝐼𝑉 −

𝛼4

𝐿4
(𝑥) = 0 

𝑦(𝑥,𝑡) = 𝑞(𝑡)(𝑥)
 

Sans objet 


𝑛(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝑥

𝐿
) 


𝐼𝑉


= −

𝑆

𝐸𝐼
×

𝑞̈

𝑞
=

𝛼4

𝐿4
 

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡²
+ (

𝛼4𝐸𝐼

𝐿4𝑆
)𝑞(𝑡) = 0 

𝑦(𝑥,𝑡) = 𝑞(𝑡)(𝑥)
 

Sans objet 

Particule 
dans un 
puit de 
potentiel 

En posant :𝐸 = ℎ𝑣 =
ℎ

𝑇
 

 =
𝑛²²

𝐿²
(
ħ

2m
) 

𝑑2
(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (

2𝑚𝐸𝑚

ħ2
)

(𝑥)
= 0 

E =
𝑛²²

𝐿²
(

ħ2

2m
) 

Sans objet 


𝑛(𝑥)

= √
2

𝐿
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝑥

𝐿
) 

𝑑2
(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (

2𝑚𝐸𝑚

ħ2
)

(𝑥)
= 0 

Tableau 1 – Analogie entre les pulsations propres de vibration d’une poutre sur deux appuis et 
l’énergie quantifiée d’une particule dans un puit quantique 

 

Les pulsations propres  de la poutre en RDM sont l’analogue des sauts d’énergie quantifiés Em de la 

particule dans le puit quantique. (√
𝐸𝐼

𝑆
)
𝑅𝐷𝑀

=> (
ħ

2m
)
𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒

 

Les modes propres  de vibration de la poutre RDM sont l’analogue des modes propre de la fonction 

d’onde  dans le puit quantique. 
 
 
2ème partie – relation entre la courbure et l’énergie en 1 et 2 dimensions (poutre et plaque en RDM) 

et en en 4 dimensions (Relativité générale) 

2.1 Cas de la poutre sur 2 appuis 
Considérons la même poutre que celle définis en figure 1. 

La relation fondamentale reliant la courbure (1/R) au moment de flexion 𝑀(𝑥)et à la dérivée seconde 

de la flèche 𝑦(𝑥) s’écrit : 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
=

1

𝑅 
     (64) 

Dans cette expression, 𝑦(𝑥) est la flèche vertical de la poutre (m), 𝑀(𝑥) le moment de flexion (N.m), E 

le module d’Young du matériau constituent la poutre (N/m²), I l’inertie de la section the (m4) et R le 

rayon de courbure en (m). 

 

L’expression exacte de la courbure est donnée dans l’expression (65). Le terme en racine cubique est 

négligeable pour de faible courbure. 
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1

𝑅
=

𝑑²𝑦
𝑑𝑥²

(√1 + (
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)
2

)

3  (65) 

De plus, l’énergie de flexion élastique d’une poutre s’écrit : 

𝑈 =
1

2
∫

𝑀(𝑥)
2

𝐸𝐼
𝑑𝑥     (66)

𝐿

0

 

Considérons pour simplifier une poutre subissant un moment constant M à chaque extrémité (cf. figure 4). 

 

 

           

      

      

 

 

 

                      

Figure 4 –  Poutre sur 2 appuis sollicitée par un moment M à chaque extrémité – 

L’équation du moment fléchissant d’écrit (flexion pure) : 

𝑀(𝑥) = 𝑀      (67) 

A partir de l’équation (64) nous obtenons : 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀

𝐸𝐼
=

1

𝑅 
     (68) 

𝑀(𝑥) = 𝑀 = −
𝐸𝐼

𝑅
     (69) 

En reportant l’expression (69) dans l’expression de l’énergie de flexion (66) : 

𝑈 =
1

2
∫

(𝐸𝐼)2

𝑅2𝐸𝐼
𝑑𝑥     

𝐿

0

 

La courbure étant constante, nous obtenons : 

𝑈 =
1

2

𝐸𝐼𝐿

𝑅2
 

Ou encore en flexion pure : 
1

𝑅2
=

2

𝐸𝐼
(
𝑈

𝐿
)  (70) 

𝑀,𝐸, 𝐼 

𝑥 

𝑦(𝑥,𝑡) 
M 

R 

𝑦 

𝐿 

M 
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Nous obtenions donc une relation reliant la courbure à l’énergie de déformation de la poutre. 
 
Remarque : 
En intégrant deux fois par rapport à 𝑥 l’expression (68) et considérant que la déformée doit être nulle 
sur chaque appui, on obtient l’expression de la déformée. 
 

𝑦(𝑥) = −
𝑀

2𝐸𝐼
𝑥2 +

𝑀𝐿

2𝐸𝐼
𝑥   (71) 

Et nous retrouvons un résultat bien connus de résistance des matériaux : 

𝑦(𝐿/2) = −
𝑀𝐿2

8𝐸𝐼
+

𝑀𝐿2

4𝐸𝐼
=

𝑀𝐿2

 8𝐸𝐼
   (72) 

𝑑2𝑦(𝑥)

𝑑𝑥2
−

𝑀

𝐸𝐼
=

1

𝑅 
      

 
2.2 Cas de la plaque mince d’épaisseur h 
Considérons une plaque d’épaisseur mince h, de cotés 𝑥 et 𝑦 sollicitée par des moments de flexion Mx 

dans un premier temps (cf. figure 5) : 

 

 

                

                  

      

Figure 5 – Plaque sollicitée par des moments de flexion sur ses cotés 

𝑀𝑥 Représente un moment de flexion par unité de longueur de la plaque : 

 

Sous l’effet des moments de flexion, la plaque fléchie et prend un rayon de courbure R comme 

indiqué à la figure 6 : 

 

 

 

 

 

 

Figure 6 – Relation entre la courbure R de la plaque et sa fibre moyenne  

 

Nous avons suivant la figure 5: 𝑅𝑥𝜃 = 𝑑𝑠 ≈ 𝑥   (73) 

Et nous avons une relation reliant la courbure 1/R à la flèche w de la plaque: 

θ 
R 

𝑑𝑠 ≈ 𝑥 

𝑥 

𝑀𝑥 

𝑦 

𝑀𝑥 

ℎ 
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1

𝑅𝑥
= 

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
  (74) 

En reportant l’expression (74) dans l’expression (73) on obtient : 

𝜃 =
𝑥

𝑅𝑥
= −

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
𝑥      (75) 

L’énergie de déformation élastique de la plaque s’écrit alors :  

𝑈 =
1

2
𝑀𝑥𝑦𝜃     (76) 

𝑈𝑥 = −
1

2
𝑀𝑥

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
𝑥𝑦    (77) 

La contribution suivant 𝑦 de l’énergie s’écrit de la même façon si des moments 𝑀𝑦  sont maintenant 

appliqués en plus le long du coté 𝑥 : 

𝑈𝑦 = −
1

2
𝑀𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
𝑥𝑦    (78) 

La contribution liée à la torsion s’écrit : 

𝑈𝑥𝑦 =
1

2
2𝑀𝑥𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝑥𝑦    (79) 

Finalement l’énergie de déformation de la plaque s’écrit : 

𝑈 = 𝑈𝑥 + 𝑈𝑦 + 𝑈𝑥𝑦     (80) 

𝑈 = −
1

2
𝑀𝑥

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
𝑥𝑦 −

1

2
𝑀𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
𝑥𝑦 +

1

2
2𝑀𝑥𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝑥𝑦     (81) 

Soit : 

𝑈 =
1

2
[−𝑀𝑥

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 2𝑀𝑥𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
− 𝑀𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
]𝑥𝑦        (82) 

En utilisant les relations bien connues reliant les moments de flexion aux dérivées seconde de la 

déformée,  

𝑀𝑥 = −𝐷 (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 𝑣

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )   (83) ,𝑀𝑦 = −𝐷 (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝑣

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )   (84) 

𝑀𝑥 = 𝐷 (
1

𝑅𝑥
+ 𝑣

1

𝑅𝑦
)    (85),𝑀𝑦 = 𝐷 (

1

𝑅𝑦
+ 𝑣

1

𝑅𝑥
)     (86) 

𝑀𝑥𝑦 = 𝐷(1 − 𝑣)
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
    (87) 

Et en les reportant dans l’expression (82) on obtient : 
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𝑈 =
1

2
[𝐷 (

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 𝑣

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 2𝐷(1 − 𝑣)

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥

+ 𝐷 (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝑣

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
]𝑥𝑦     (88) 

Soit en développant l’expression  (88)  

𝑈 =
1

2
[𝐷 (

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )

2

𝑣𝐷
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
+ 2𝐷

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
− 2𝑣𝐷

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥

+ 𝐷 (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

+ 𝑣𝐷
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 ]𝑥𝑦 

𝑈 =
𝐷

2
[(

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )

2

+ 2𝑣
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
+ 2(1 − 𝑣)(

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

]𝑥𝑦 

𝑈 =
𝐷

2
[(

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )

2

+ 2𝑣
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
+ 2(1 − 𝑣) (

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

]𝑥𝑦  (89) 

Nous obtenons donc également une relation entre la courbure et la déformée de la plaque : 

[(
1

𝑅𝑥
)
2

+ (
1

𝑅𝑦
)

2

+ 2(1 − 𝜈) {(
1

𝑅𝑥𝑦
)

2

} + 2𝜈 {
1

𝑅𝑥

1

𝑅𝑦
}] =

24(1 − 𝜈2)

𝐸ℎ3
×

𝑈

𝑥𝑦
   (90) 

Remarque : 

Les expressions ci-dessous permettent de reformuler et simplifier l’expression (89) 

−2(1 − 𝑣) [
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

] = −2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 2(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ 2𝑣
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝑣 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

 (91) 

(
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

= (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

+ 2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
      (92) 

La somme des deux expressions (91) et (92)  ci-dessus redonne l’expression (89) : 

(
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

+ 2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 2(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ 2𝑣
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝑣 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

 

Donc l’expression (89) s’écrit à partir des expressions (91) et (92) : 

𝑈 =
𝐷

2
[(

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 )

2

− 2(1 − 𝑣) [
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

]]𝑥𝑦   (93) 

Avec pour rigidité de flexion D : 

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝑣²)
   (94) 

Soit : 
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𝑈 =
𝐷

2
[(−

1

𝑅𝑥
−

1

𝑅𝑦
)

2

− 2(1 − 𝑣) [
1

𝑅𝑥

1

𝑅𝑦
− (

1

𝑅𝑥𝑦
)

2

]]𝑥𝑦   (95) 

Ou en présentant cette équation de manière à faire ressortir la courbure d’un côté et l’énergie de l’autre : 

[(−
1

𝑅𝑥
−

1

𝑅𝑦
)

2

− 2(1 − 𝑣) [
1

𝑅𝑥

1

𝑅𝑦
− (

1

𝑅𝑥𝑦
)

2

]] = (
2

𝐷
)

𝑈

𝑥𝑦
   (96) 

Nous allons maintenant développer cette expression dans le cas de la flexion pure: 

Les rayons de courbures sont dans ce cas tous égaux. Le rayon de courbure liée à la torsion est nul. 

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0,

1

𝑅𝑥
=

1

𝑅𝑦
=

1

𝑅
    (97) 

En reportant ces expressions dans l’équation (96) on obtient : 

𝑈 =
𝐷

2
[(−

2

𝑅
)
2

− 2(1 − 𝑣) [
1

𝑅2]]𝑥𝑦 

𝑈 =
𝐷

2
[
4

𝑅2
−

2

𝑅2
+ 2𝑣

1

𝑅2]𝑥𝑦 

𝑈 =
𝐷

2
[
2

𝑅2
+ 2𝑣

1

𝑅2]𝑥𝑦 

𝑈 =
𝐷

𝑅2
[1 + 𝑣]𝑥𝑦 

Soit : 

1

𝑅2
=

1

𝐷(1 + 𝑣)

𝑈

𝑥𝑦
 (98) 

En prenant en compte l’expression de la rigidité de flexion (94)  et en posant 𝑥𝑦 = 𝐴 

1

𝑅2
=

12(1 − 𝑣²)

𝐸ℎ3(1 + 𝑣)

𝑈

𝐴
 

1

𝑅2
=

12(1 − 𝑣²)

𝐸ℎ2(1 + 𝑣)
×

𝑈

𝐴ℎ
 

1

𝑅2
=

12(1 + 𝑣)(1 − 𝑣)

𝐸ℎ2(1 + 𝑣)
×

𝑈

𝐴ℎ
 

Nous obtenons donc en flexion pure : 

1

𝑅2
=

12(1 − 𝑣)

𝐸ℎ2
×

𝑈

𝐴ℎ
    (99) 

 

 

 

Densité d’énergie 

Courbure 

Facteur de 

proportionnalité 
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2.3 Cas de la relativité générale 

2.3.1 Expression de l’Equation d’Einstein 

L’équation d’Einstein s’écrit: 

𝐺𝜇𝑣 = 𝜅𝑇𝜇𝑣    (100) 

Dans cette équation, la courbure et l’énergie de l’espace-temps sont reliées (cf. figure 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 7 – Visualisation symbolique de la courbure de l’espace-temps en le ramenant à un espace 

plan 

Avec : 

𝐺𝜇𝑣 est le tenseur d’Einstein. 

𝜅 =
8𝜋𝐺

𝑐4
    (101) 

Par ailleurs, l’équation aux dimensions de κ est la suivante: 

𝜅 =
𝐿3𝑇4

𝑀𝑇²𝐿4
=

𝑇²

𝑀𝐿
=

𝑠²

𝑘𝑔𝑚
     (102) 

L’équation d’Einstein sous forme développée devient : 

𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + 𝛬𝑔𝜇𝜈 =

8𝜋𝐺

𝑐4
𝑇𝜇𝜈      (103) 

2.3.2 Détails sur le tenseur de courbure 

Le tenseur de Ricci est obtenu par contraction du tenseur de courbure de Riemann sur l’indice λ : 

𝑅𝜇𝑣 = 𝑅𝜇𝑣
  

R est une nouvelle contraction du tenseur 𝑅𝜇𝑣   

Le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann s’écrit : 

𝑅   𝜇𝑣𝛼
 = 𝛤𝜇𝛼,𝑣

 − 𝛤𝜇𝑣,𝛼
 + 𝛤𝑣

 𝛤𝜇𝛼


− 𝛤𝛼
 𝛤𝜇𝑣


      (104) 

Ou encore : 
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𝑅   𝜇𝑣𝛼
 =

𝜕𝛤𝜇𝛼


𝜕𝑥𝑣
−

𝜕𝛤𝜇𝑣


𝜕𝑥𝛼
+ 𝛤𝑣

 𝛤𝜇𝛼


− 𝛤𝛼
 𝛤𝜇𝑣


      (104 𝑏𝑖𝑠) 

Avec les symboles de Christoffel suivant : 

𝛤𝜇𝑣
 =

1

2
𝑔(𝑔𝜇,𝑣 + 𝑔𝑣,𝜇 − 𝑔𝜇𝑣,) =

1

2
𝑔 (

𝜕𝑔𝜇

𝜕𝑥𝑣
+

𝜕𝑔𝑣

𝜕𝑥𝜇
−

𝜕𝑔𝜇𝑣

𝜕𝑥
)     (105) 

gμν est la métrique,  

Les coefficients de la métrique sont issus de l’intervalle invariant (cf. relativité restreinte) 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2 − 𝑑𝑦2 − 𝑑𝑧2  (106) 

Soit, en considérant la sommation d’indices d’Einstein : 

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝑣𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝑣   (107) 

𝑔𝜇𝑣 = 𝜇𝑣

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝜇

𝜕𝜉𝛽

𝜕𝑥𝑣
   (108) 

𝜉0 = 𝑐𝑡; 𝜉1 = 𝑥; 𝜉2 = 𝑦; 𝜉3 = 𝑧   (109) 

𝜇𝑣 = [

1 −0 −0 −0
0 −1 −0 −0
0
0

−0
−0

−1
−0

−0
−1

]   (110) 

Λ est la constante cosmologique (candidate possible pour expliquer l’énergie du vide et la matière noire). 

Les 


  sont les dérivées premières de la métrique gμν :  

Par exemple en coordonnées (t,r,θ,φ) : 

𝛤𝑟,𝑟
 = 𝛤𝑟𝑡,𝑟

𝑡 + 𝛤𝑟𝑟,𝑟
𝑟 + 𝛤𝑟𝜃,𝑟

𝜃 + 𝛤𝑟𝜑,𝑟
𝜑

=
𝜕𝛤𝑟𝑡

𝑡

𝜕𝑟
+

𝜕𝛤𝑟𝑟
𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝛤𝑟𝜃
𝜃

𝜕𝑟
+

𝜕𝛤𝑟𝜑
𝜑

𝜕𝑟
        (111) 

Donc les 𝛤𝑟,𝑟
  sont des dérivées secondes de la métrique 𝑔𝜇𝑣 que l’on peut comparer en une et deux 

dimension avec les expressions des courbures données aux expressions (70) , (90), (96) et (99). 

Donc 𝐺𝜇𝑣 a bien la dimension d’une courbure en 1/m²  

Par exemple pour le premier terme de 𝑅   𝜇𝑣𝛼
  (voir 104 bis) 

𝜕𝛤𝜇𝛼


𝜕𝑥𝑣
=

𝜕 {
1
2𝑔 (

𝜕𝑔𝜇

𝜕𝑥𝑣 +
𝜕𝑔𝑣

𝜕𝑥𝜇 −
𝜕𝑔𝜇𝑣

𝜕𝑥
)}

𝜕𝑥𝑣
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2.3.3 Détail sur le tenseur énergie impulsion 

Nous rappelons que les composantes du tenseur énergie impulsion 𝑇𝜇𝜈  ont la dimension de densité 

d’énergie : 

     G = 6.6726x10-11 m3kg-1s-2  1J = 1W.s = 1 N.m = 1kg.m².s-2                  kg 

 

𝐶𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 =
8𝜋𝐺

𝑐4
×

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒
=

8𝜋𝐺

𝑐2

𝑀𝑎𝑠𝑠

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒
   (112) 

 

                                     1/L²       (L/T)4     (L3)                     

Le tenseur énergie impulsion est une matrice dont les composantes sont données ci-dessous (113) : 

𝑇𝜇𝑣 =

[
 
 
 
 
 
𝑚𝛾2𝑐²

𝑉
𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑥 𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑦 𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑧

𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑥 𝜌𝛾2𝑣𝑥𝑣𝑥 𝜌𝛾2𝑣𝑥𝑣𝑦 𝜌𝛾2𝑣𝑥𝑣𝑧

𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑦

𝜌𝛾2𝑐𝑣𝑧

𝜌𝛾2𝑣𝑦𝑣𝑥

𝜌𝛾2𝑣𝑧𝑣𝑥

𝜌𝛾2𝑣𝑦𝑣𝑦

𝜌𝛾2𝑣𝑧𝑣𝑦

𝜌𝛾2𝑣𝑦𝑣𝑧

𝜌𝛾2𝑣𝑧𝑣𝑧]
 
 
 
 
 

      (113) 

Ou γ est le facteur de Lorentz (114) (cf. relativité restreinte), la  densité d’énergie 𝜌 =
𝑚

𝑉
 avec m la masse et V le 

volume unitaire, c la vitesse de la lumière, vi une vitesse dans la direction i. 

Le facteur de Lorentz découle de la transformation de Lorentz qui traduit en autre que la vitesse de la lumière est 

constante quelque soit le référentiel considéré. 

𝛾 =
1

√1 −
𝑣2

𝑐2

=
1

√1 − 𝛽2
     (114) 

Nous allons montrer qu’à faible vitesse (en situation non relativiste) et en 3 dimensions, ce tenseur à 16 

composantes dans l’espace-temps quadridimensionnel inclue en fait le tenseur des contraintes (9 composantes) 

de la mécanique des milieux continues dont dérive la résistance des matériaux [11]. 

 

Le tenseur des contraintes en deux dimensions s’écrit: 

𝜎𝑖𝑗 = [
𝜎𝑥𝑥 𝑥𝑦

𝑥𝑦 𝜎𝑦𝑦
]   (115) 

Et en 3 dimensions : 

𝜎𝑖𝑗 = [

𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

]     (116) 

 

En théorie de l’élasticité qui découle de la mécanique des milieux continus, la relation entre le 

tenseur des contraintes 𝜎𝑖𝑗 et une force appliquée Qi sur une surface de normale nj s’écrit : 

𝑄𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗    (117) 
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Dans le cadre d’une approche variationnelle le tenseur des contraintes peut donc s’écrire ainsi : 

𝜎𝑖𝑗 =
𝛥𝑄𝑖

𝛥𝑛𝑗
 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝛥𝑛𝑗 → 0        (118) 

Considérant la masse m, la densité d’énergie de masse  ρ , le volume V et l’accélération ai 

𝜎𝑖𝑗 =
𝛥𝑄𝑖

𝛥𝑛𝑗
=

𝛥(𝑚 × 𝑎𝑖)

𝛥𝑛𝑗
=

𝛥(𝜌. 𝑉. 𝑎𝑖)

𝛥𝑛𝑗
      (119) 

Si nous faisons l’hypothèse que la variation de la force est due uniquement à la variation de volume 

en fonction du temps, nous obtenons : 

𝑎𝑖 =
𝑣𝑖

𝛥𝑡
    (120) 

𝜎𝑖𝑗 =
𝛥(𝜌. 𝑉. 𝑎𝑖)

𝛥𝑛𝑗
= 𝜌

1

𝛥𝑛𝑗
(
𝛥𝑉

𝛥𝑡
) 𝑣𝑖      (121) 

Nous pouvons définir le volume V: 

𝑉 = 𝛥𝑥𝑖 . 𝛥𝑥𝑗. 𝛥𝑥𝑘     (122) 

Et nous obtenons : 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
1

𝛥𝑛𝑗
(
𝛥𝑥𝑖. 𝛥𝑥𝑗. 𝛥𝑥𝑘

𝛥𝑡
) 𝑣𝑖    (123) 

Nous pouvons remplacer la surface nj par sa valeur: 

𝑛𝑗 = 𝛥𝑥𝑖 . 𝛥𝑥𝑘      (124) 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
𝑣𝑖

𝛥𝑡
(
𝛥𝑥𝑖. 𝛥𝑥𝑗. 𝛥𝑥𝑘

𝛥𝑥𝑖. 𝛥𝑥𝑘
)    (125) 

Après simplification nous obtenons : 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌𝑣𝑖 (
𝛥𝑥𝑗

𝛥𝑡
)   (126) 

Par définition de la vitesse nous avons : 

𝑣𝑗 = (
𝛥𝑥𝑗

𝛥𝑡
)     (127) 

Nous obtenons finalement l’expression du tenseur des contraintes à faible vitesse en fonction de la 

densité d’énergie et du produit des vitesses (dimension 3 de l’espace) : 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌𝑣𝑖𝑣𝑗 (128) 

Le tenseur énergie impulsion lui découle du produit de la densité d’énergie par les quadri vitesses 

(dimension 4 de l’espace-temps) issue de la relativité restreinte : 

𝑇𝜇𝑣 = 𝜌𝑢𝜇𝑢𝑣  (129) 

Avec pour le quadrivecteur vitesse : 
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𝑢𝜇 = |

𝛾𝑐
𝛾𝑣𝑥
𝛾𝑣𝑦

𝛾𝑣𝑧

     (130) 

En vitesse faible γ=1 et le tenseur énergie impulsion s’écrit : 

𝑇𝜇𝑣 =

[
 
 
 
 
𝑚𝑐²

𝑉
𝜌𝑐𝑣𝑥

𝜌𝑐𝑣𝑦 𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑥 𝜌𝑣𝑥𝑣𝑥
𝜌𝑣𝑥𝑣𝑦 𝜌𝑣𝑥𝑣𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑦

𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜌𝑣𝑦𝑣𝑥

𝜌𝑣𝑧𝑣𝑥

𝜌𝑣𝑦𝑣𝑦

𝜌𝑣𝑧𝑣𝑦

𝜌𝑣𝑦𝑣𝑧

𝜌𝑣𝑧𝑣𝑧]
 
 
 
 

      (131) 

Compte tenu de la définition du tenseur des contraintes (cf. équation 128), le tenseur énergie 

impulsion à faible vitesse peut donc s’écrire : 

𝑇𝜇𝑣 =

[
 
 
 
 
𝑚𝑐²

𝑉
𝜌𝑐𝑣𝑥

𝜌𝑐𝑣𝑦 𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑥 𝜎𝑥𝑥
𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑦

𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑧𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑦𝑧

𝜎𝑧𝑧 ]
 
 
 
 

      (132) 

L’équation d’Einstein à faible vitesse relie donc en 4 dimensions (espace-temps) le tenseur de 

courbure 𝐺𝜇𝑣(dimension 1/m²) au tenseur énergie impulsion 𝑇𝜇𝑣 qui quant à lui intègre le tenseur 

des contraintes. 

 

2.4 Conclusion de cette deuxième partie 

Le tableau 2 ci-dessous récapitule les résultats obtenus. On constate que la relativité générale est 

finalement une généralisation des résultats de la théorie de l’élasticité en 4 dimensions. 

Théorie 
considérée 

Nombre de  
dimensions 

Formulation entre énergie et courbure Exemple (flexion pure) ou à faible vitesse  

Poutre 
sur deux 
appuis en 
élastique 

1 
1

𝑅
=

𝑑²𝑦
𝑑𝑥²

(√1 + (
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)
2

)

3   

𝑈 =
1

2
∫

𝑀(𝑥)
2

𝐸𝐼
𝑑𝑥     

𝐿

0

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
=

1

𝑅 
     

1

𝑅2
=

2

𝐸𝐼
(
𝑈

𝐿
) 

Plaque  2 

[(−
1

𝑅𝑥
−

1

𝑅𝑦
)

2

− 2(1 − 𝑣) [
1

𝑅𝑥

1

𝑅𝑦
− (

1

𝑅𝑥𝑦
)

2

]] = (
2

𝐷
)

𝑈

𝑥𝑦
    

1

𝑅2
=

12(1 − 𝑣)

𝐸ℎ3
×

𝑈

𝐴
   

Relativité 
générale 

4 
𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + 𝛬𝑔𝜇𝜈 =

8𝜋𝐺

𝑐4
𝑇𝜇𝜈       

𝐺𝜇𝑣 = 𝜅𝑇𝜇𝑣     

𝑇𝜇𝑣 =

[
 
 
 
 
𝑚𝑐²

𝑉
𝜌𝑐𝑣𝑥

𝜌𝑐𝑣𝑦 𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑥 𝜎𝑥𝑥
𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜌𝑐𝑣𝑦

𝜌𝑐𝑣𝑧

𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑧𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑦𝑧

𝜎𝑧𝑧 ]
 
 
 
 

       

Tableau 2 – Comparaison des différentes relations entre énergie et courbure en fonction du 
nombre de dimensions considérées – 
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Conclusion 

Nous avons montré sur des exemples, que la résistance des matériaux permet de comprendre par 

analogie dans certains cas les principes fondamentaux de la mécanique quantique : 

- Les modes propres de vibration d’une poutre sur deux appuis correspondent aux différentes 

formes de la fonction d’onde reliée aux sauts d’énergie de la particule dans un puit 

quantique. 

- Les pulsations propres de vibration de la poutre sur deux appuis correspondent  à la 

quantification de l’énergie de la particule dans un puit quantique. 

Nous avons montré que la relativité générale est une généralisation en 4 dimensions (espace-temps) 

de la relation courbure/énergie présente également en résistance des matériaux pour les poutres et 

les plaques notamment. 

Enfin, nous avons montré que le tenseur énergie-impulsion écrit à faible vitesse redonne le tenseur 

des contraintes de la théorie de l’élasticité. 
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