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RESUME

Dans cet article, nous présentons d’abord l’estimation récursive 

des paramètres d’un modèle de régression et établissons la relation 

entre la matrice de projection et la matrice de gain. Deux cas sont 

envisagés : le cas de paramètres constants et le cas de paramètres 

obéissant à une loi d’évolution. Ensuite nous donnons une 

généralisation des formulations récursives pour les moindres carrés 

doubles.

ABSTRACT

In this paper, we present first the recursive estimation of 

parameters of linear regression models and we show the link between a 

matrix of projection and a matrix of gain. Two cases are examined : 

constant parameters and parameters changing over time. In the second 

part the recursion formulae for the two stage least squares are given.

MOTS-CLES: estimation récursive, les moindres carrés ordinaires 

récursifs, coefficients aléatoires, Filtre de Kalman, les moindres 

carrés doubles récursifs.

KEYWORDS: recursive estimation, recursive least squares, time varying 

parameters, Kalman filter, two stage least squares.





Nous assistons depuis quelques années à un intérêt marqué pour 

l’utilisation des méthodes d’estimation récursives comme les moindres 

carrés récursifs, le filtre de Kalman et ses variantes et ceci dans des 

domaines très variés : économétrie, systèmes utilisés par les 

ingénieurs, etc ....

Il faut souligner que la procédure récursive présente en 

économétrie un certain avantage tant au niveau théorique que pratique.

Sur le plan théorique, on a utilisé par exemple les résidus 

récursifs pour développer le test de changement de structure (Brown, 

Durbin et Evans, 1975), le test d’autocorrélation (Harvey et Phillips, 

1974), la réduction du biais; le Jackknife est basé sur la structure 

récursive de l’estimateur.

Quant au niveau pratique, la formulation récurrente offre une 

structure efficiente de calcul parce qu’elle ne nécessite pas 

d’inversion supplémentaire de matrice.

Les développements les plus récents des méthodes récursives ou 

méthodes d’estimation en ligne des paramètres concernent davantage 

l’identification des systèmes, Ljung (1985), Young (1985).

Nous verrons dans un premier temps les estimateurs récurrents des 

paramètres constants d’un modèle de régression, nous montrerons le lien 

existant entre la matrice de gain et la matrice de projection. Nous 

présenterons ensuite les estimateurs récurrents des paramètres variant 

dans le temps et quelques modèles particuliers.

Dans la deuxième partie, nous donnerons deux formulations 

récursives des moindres carrés doubles : l’une nécessite pour son 

calcul l’inversion d’une matrice d’ordre deux, le calcul de la seconde 

s’effectue en deux étapes sans inversion de matrice.





I -  Les m oindres c a rré s  r é c u r s i fs .

1 .1 . Param ètres con stan ts .

Soit le modèle de régression classique

Y = X 0 + e (1)
n n n

où Y^ : vecteur des n observations des variables endogènes,

X^ : matrice non stochastique (nxk) des variables exogènes,

¡3 : vecteur des paramètres inconnus de (R ,
2

: vecteur d'erreurs d’espérance nulle et de variance (r I .

L’indice n est utilisé pour désigner la taille de l’échantillon. 

Pour une observation individuelle, la i-ème, le modèle s’écrit :

y4 - f ♦ ^

étant un scalaire et un vecteur ligne à k composantes. 

L’estimateur des moindres carrés ordinaires (m. c.o.) pour un 

échantillon de taille n+1 est défini par :

ê„.l - (Wn*irlWn*l ■ (2>

Le but est d’exprimer cet estimateur en fonction de l’estimateur 

pour un échantillon de taille n.

En écrivant

X
n+1

X
n

et
n+1

n

n+1 -J

l’estimateur donné en (2 ) peut se mettre sous la forme suivante



-  [ Xnx„ * ] 1 [ W ,  * V l V .  ] (3)

En appliquant le lemme d'inversion matricielle Al1 (voir Annexe)

avec A = X’X ; C = x’ ; D = x „ et B = 1, il vient 
n n n+1 n+1

<X ’̂1X = <x’x )_1 - K x’ (X’X )-1 (4)n+1 n+1 n n n n+1 n n

avec K = (X’X ) *x . [1 + x’ (X*X ) 1x ] 1
n n n n+1 n+1 n n n+1

qui est la matrice de gain. Elle peut également être exprimée par

K = (X’ ,X J -1x , 
n n+1 n+1 n+1

d’après le lemme d’inversion matricielle A2.

En utilisant la relation (4), on obtient l’estimateur récursif

P - = 0 + K (y - x’ .0 ) (5)
■n+1 ' n n ^n+l n+r n

où yR+1 - x^+^ n représente l’erreur de prévision d’espérance nulle

et de variance cr2(l + x’ .(X’X ) *x .).
n+1 n n n+1

Nous avons ainsi une formulation récurrente sans inversion

supplémentaire de matrice car x’ .(X’X ) *x „ est un scalaire et
n+1 n n n+1

(X’X ) 1 est connu à l’étape précédente, 
n n

Au vu de ces deux formulations, l’estimateur des m. c.o. (2)

nécessite pour son calcul toutes les informations passées, tandis que

pour l’estimateur récursif (5), les informations passées sont résumées

dans l’état 0^ et seules les données pour n+1 permettent la mise à jour

de l’estimateur (en plus de la connaissance de (X’X ) *).
n n

*voir BALESTRA (1978) pour des formulations plus générales et diverses 

applications économiques.



La matrice de gain est le rapport de la variance de 0n sur la 

variance de l’erreur de la prévision a priori xn+ l ^ n ^’ Xn+1

qui est la nouvelle observation des variables exogènes jouant le rôle 

de facteur de proportionnalité.

Ces équations correspondent à la prise en compte d’une information 

supplémentaire à l’instant n+1. On peut en revanche établir la 

procédure inverse c’est-à-dire la suppression de cette information 

supplémentaire, les équations associées sont :

la matrice de gain

K , = (X’ ,X J _1x „ [x’ „(X’ ,X J _1x . - l]"1 (6 .a) 
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

= - (X’X )-1x (6 . b)
n n n+1

la matrice de variance-covariance

<r2 (X’X )_1 = <r2 (X’ .X . )_1 - <r2K .x’ . (X’ . X ^.)-1 (6 .c) 
n n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

1 ’ estimateur récurrent

ên - ên.l * (6-d)

où ^n+1 "" Xn+1 n+1 8S  ̂ l,erreur de prédiction a posteriori

La preuve de ces relations est immédiate, en utilisant le lemme Al 

d*inversion matricielle :

,-1
(X’X ) 1 = ix’ X , - x .x’ „1
n n |_ n+1 n+1 n+1 n+lj

= (X’ ..X ., ) 1 - K .x’ (X’ X .) 1 
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

avec K . = (X’ X .) *x , [x’ (X’ .X , ) *x - 1 ] *
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

L’estimateur de 0 est défini par 
n

¿n * [ X̂ lX„+I - ] [ W ,



D’après la relation ci-dessus et après simplification, on 

obtient :

R e la t io n  e n tre  l e s  deux m a trices  de ga in .

D’après la relation (6 .a), le terme (X’ .X .) 1 x , n’est autre
n+1 n+1 n+i

que tandis que le reste de l’expression s’écrit :

x’ .(X’ .X ^1)"1X - 1 = x’ .(X’X )-1x ^,[1 + x’ (X’X )_1x ^ J -1 - 1 
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n+1 n+1 n n n+1

= ' [1 + < +i (XnXJ  lx„ +i] 1 n+1 n n n+1

On obtient alors une relation de proportionnalité entre les deux 

matrices de gain

K . = - K d 
n+1 n

avec d = 1 + x’ (X’X ) 2x
n+1 n n n+1

On peut montrer également la relation entre l’erreur de prédiction 

a priori et l’erreur de prédiction a posteriori.

Définissons l’erreur de prédiction a priori par :

e° = y - x’,.0 
t ^n+l n+1 n

et l’erreur de prédiction a posteriori ou erreur d’estimation par



En utilisant (5) pour évaluer 0n+j “ 0n> on obtient

e = ë° - x’ .(X’X ) *x , [1 + x’ (X’X ) *x ^.l'1 ê°. 
t t n+1 n n n+1 n+1 n n n+1 t

Après simplification, nous avons la relation fondamentale liant 

l’erreur a priori et l’erreur a posteriori :

e = ë° / (1 + x’ , (X’X ) 1x ^  ) 
t ' n+1 n n n+1

Ce qui nous permet de réécrire la relation (5) sous la forme

S , = 0 + (X’X ) Sc *ë . 
' n+1 1 n n n n+1 t

Le vecteur d’erreurs calculées est défini par :

e ,. = Y - X ft = M , Y . = M ,e „ 
n+1 n+1 n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1

ou H = I , - X , (X’ .X J  1X’ 
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

est la matrice de projection.

En tenant compte de la partition de la matrice xn+  ̂ et de l’inverse 

de la matrice (X^+l^n+l^’ nous Pouvons écrire successivement la matrice 

de projection comme suit :

M
n+1

I - X (X’ X ) 1X’
n n n+1 n+1 n

-x’ (X’ X )_1X’
n+1 n+1 n+1 n

-X (X’ X ) ‘x „ 
n n+1 n+1 n+1

1 - x’ (X’ X ) _ 1 X
n+1 n+1 n+1 n+1

I - X (X’ X ) Xx’ + E
n n n n n

- x’ (X’ X )_1X’
n+1 n+1 n+1 n

- X (X’ X ) 1X
n n+1 n+1 n+1

1 - x’ (X’ X )_1x
n+1 n+1 n+1 n+1

avec E = X (X’X ) Jx x’ (X’X ) h  / 1 + x’ (X’X ) 1x
n n n n+1 n+1 n n n ' n+1 n n n+1



que

En utilisant les expressions de la matrice de gain et en rappelant

1 - x’ (X’ X ) 1x = [1 + x’ (X’X )_1x ] 1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n+1

= d
-1

la matrice de projection devient

M
n+1

' M 0 ‘ X K K’X’d - X K
n n n n n n n

0 0 - K’X’ d'1
n n

(8 )

Cette formulation nous indique le lien entre la matrice de 

projection et la matrice de gain.

L’équation (8 ) peut se mettre sous la forme suivante :

M ^ = L M L’ + d 1 J’J 
n+1 n (9)

avec L’ = [I 0]
n

et J = [- K’X’d 1].
n n

La dernière expression (9) nous permet de calculer facilement la 

somme des carrés des erreurs.

Proposition 1,

La formulation récurrente de la somme des carrés des erreurs notée 

SS est :

SS = SS + e2 
n+1 n n

où e = (y - x 0 ) / y  d
n n+1 n+1 n 7

avec d = 1 + x’ (X’X ) 1x
n+1 n n n+1



e est l’erreur de prédiction (innovation ) d’espérance nulle et
n

de variance <r .

Preuve.

La somme des carrés des erreurs pour les n+1 observations est 

définie par :

SSn+l = Yn+lMn+lYn+l

SS
n+1

n+1

LML* + d_1J’ J j

n+1

= Y’M Y + d *(y - d K ’X’Y )’ (y - d K ’X’Y )
n n n n+1 n n n n+1 n n n

En remplaçant la matrice de gain par son expression

K’ = d V  (X’X ) \
n n+1 n n

nous avons

SS = SS + d *(y - x’ 0 )2 
n+1 n n+1 n+1 n

Les résidus récursifs e^ pour i = k+1 . . . , n ont servi pour les

tests statistiques tels que les CUSUM (sommes cumulées des résidus 

récursifs), les CUSMSQ (sommes cumulées des carrés des résidus 

récursifs) dues à Brown, Durbin et Evans (1975).

1.2 Paramètres variables dans le temps.

La généralisation du modèle précédent consiste à supposer que les 

paramètres sont eux-mêmes des variables aléatoires. Une structure 

générale des paramètres variant dans le temps est donnée par :

V l  = Afin * V l  * V l  (10)



où A est la matrice de transition (kxk), 

y est le vecteur des paramètres fixes,

u est le vecteur d'erreurs d'espérance nulle et de variance cr I.
u

Dans ce qui suit, nous supposerons d’une part que les vecteurs

aléatoires e^ et ug sont indépendants pour toutes valeurs de t et s et

d’autre part que la matrice A, le vecteur y et les
2 2

variances-covariances <r , <r sont connus.
u

L’espérance conditionnelle des relations (10) et (1) sachant les 

observations à 1’instant n est donnée respectivement par :

V i  - + V i  ( u )

' W  - (12)

où et yn+1 sont respectivement les espérances conditionnelles de

et Yn+ >̂ étant donné les observations au temps n.

L’estimateur linéaire récursif est défini par :

où ^n+1 0S  ̂ l>espérance conditionnelle de £n+  ̂ sachant les

observations à l’instant n+1; Yn+i “ ^n+1 rePr^sente l’erreur de 

prévision d’horizon 1 faite à l’instant n.

Détermination de la matrice de gain.

Notons vn+  ̂ = £n+i “ ^n+1’ l’erreur d’estimation au temps n+1. La 

matrice de gain minimise la variance conditionnelle de l’erreur 

d’estimation.

D’après les relations (1), (10), (11), (12) et (13), nous pouvons 

exprimer l’erreur d’estimation par :



V = (I - K x’ J A 0  + (K x’ - I ) (Aß + u .) + K e J_. 
n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n n+1

= (I - K x’ ,)Av - (I - K x* «)u A1 + K e , (14)
n n+1 n n n+1 n+1 n n+1

Posons

V i  -  E(V i  v ’n * i  >

= (I - K x’ )AD A’ (I - K x’ ) ’ 
n n+1 n n n+1

+ <r2 (I - K x’ J  (I - K x’ .)’ + <r2 K K’. 
u n n+1 n n+1 n n

Le problème consiste à minimiser la variance conditionnelle de

v choisissons le critère de la minimisation de la trace de la
n+1

matrice de variances-covariances D
n+1

La condition nécessaire s’écrit :

Ô

ÔK
n

(ir V l ) = 0

où tr désigne l’opérateur trace

- (I - K x ’ .) [ A D A’ +(T2 ]x < + <r\ = 0. 
n n+1 n u n+1 n

En résolvant par rapport à K^, il vient

_ ̂

K = [AD A’ + cr2]x A1 F x’ Îaü A’ + <r2l x , + <r2 l (15) 
n [ n J n+1 [ n+1 { n uj n+1 J

le gain est optimal parce que le Hessien

^ (tr D . ) = x’ (ad A’ + <t 2]x + a- 2 
n+1 n  ̂ n uj n

SK2
n

est défini positif.



C’est le rapport de la variance conditionnelle de sur la

variance conditionnelle de l’observation Xn+1 Joue r°le de

facteur de proportionnalité.

Quelques cas p a r t i c u l i e r s  du modèle.

1) Le vecteur (3 évolue suivant une marche aléatoire.

Nous avons le modèle suivant :

Y = X ß + e 
n n n n

V l  = Sn + V l  *  V l

le paramètre r peut être interprété comme un trend.

En posant A = I dans les relations (11) et (15), on obtient

V l  = Sn *  V l  *  V V l  -  yn *l> '

La matrice de gain devient

K = ( D + ( t2 ] x  J  x > i D + <t2 1 x  + <r2 1 
n [ n J n+1 [ n+1 [ n u J n J

et la matrice de covariance s’écrit :

D . = (I - K x’ .)D (I - K x’ )’ + <r2 (I - K x’ . ) (I - K x’ ,)’ 
n+1 n n+1 n n n+1 u n n+1 n n+1

+ o-2 K K’ . 
n n

Dans le cas où y +j est nul, l’estimateur récursif devient

V l  = ß n * Kn (V l  -  V l 1'

La matrice de gain et la matrice de covariance restent inchangées. 

Ce cas particulier a été étudié plus précisément par Garbade (1977) 

et Chow (1981).



2) Le vecteur 0 est constant au cours du temps : A = I; y = 0 et 

<r = 0 (i.eu = 0 parce que sa moyenne est nulle).

De la relation (11), on a f*n+  ̂ = &n- ^ar conséquent on obtient 

l’estimateur des m.c.o récursifs (5).

3) Supposons que seuls les premiers paramètres évoluent dans le

temps, nous avons alors

ß = ß. i = k +1, . . . ,k 
*in+l *in i

(les k - k^ derniers paramètres sont fixes).

L’équation dynamique des paramètres devient

ß.n+1

“
1

> o T i,
1

ßn +
kl ki

.° 1
V i  +

_ 0 0

u
n+1

où A est une matrice kixki.
i

Nous venons de présenter les formulations récursives du modèle 

linéaire dans les cas où les paramètres sont d’une part constants et 

d’autre part variables dans le temps. Dans chaque cas, le rôle de la 

matrice de gain a été mis en évidence et son interprétation a été 

donnée. Considérons maintenant un cadre plus général : les moindres 

carrés doubles.

PHILLIPS G.D.A (1977) a généralisé la formulation récursive de 

l’estimateur d’un modèle de régression pour les moindres carrés 

doubles, en vue d’estimer les paramètres d’un modèle à équations 

simultanées. Néanmoins ses formulations semblent peu pratiques et 

difficiles à réaliser sur des programmes numériques, ainsi nous allons 

suggérer des formulations récursives beaucoup plus pratiques.



L’estimateur des moindres carrés doubles est souvent présenté dans 

la littérature comme un estimateur à variables instrumentales optimal.

De plus, de nombreux modèles économétriques peuvent être estimés 

en utilisant le formalisme des variables instrumentales. Nous 

considérons dans ce cas le modèle suivant :

Y = X p  + e 
n n n n

X = Z y + U 
n n n n

avec E(e) = 0, V(e) = <r21 et E(e /  X) * 0,

où Z est une matrice de n observations sur p variables instrumentales,

2r est une matrice de coefficients inconnus, de dimension (p,k) et U 
n

une matrice de perturbations.

Cette formulation est assez générale, elle est particulièrement 

adaptée à l’étude des équations simultanées.

Les hypothèses.

i) plim - Z’e = 0
n

ii) plim - Z’U = 0 
r n

iii) plim ^ Z’Z = Qz définie positive

iv) y de rang k.

Sous ces hypothèses l’estimateur des moindres carrés doubles de ¡3 

défini par :

0 = (X’X )_1X’Y . 
n n n n n

est convergent.



Pour un échantillon de taille n+1 nous avons

Y ’ Y  =  y’ 7' 7 v
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

où y . = (Z’ „Z .,) _1X . est une matrice (pxk) (16)
n+1 n+1 n+1 n+1

de même nous pouvons écrire

Y> V =  -y ’ 7' 7 V
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

où Ÿ , = (Z’ ,Z ,Y (17)
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Nous pouvons remarquer que les relations (16) et (17) ressemblent 

à la forme classique de résolution des problèmes par les moindres 

carrés. Elles nous permettent de formaliser la récursivité de 

1’ estimateur

^n+l |*n+lZn+lZn+l*n+lJ ^n+lZn+lZn+lYn+l '

Pour avoir une relation récurrente de l’estimateur ainsi défini, 

il faut d’abord formuler la récursivité de l’inverse de la matrice

y’ Z’ Z y et ensuite compléter par le développement du terme
n+1 n+1 n+1 n+1J

Z’ Z Y Chaque étape de la procédure demande une
n+1 n+1 n+1 n+1

démonstration assez longue et fastidieuse, il est donc nécessaire de 

donner dans un premier temps quelques propositions.

Proposition 2.

La formulation récursive de la matrice (Z’Z ) * est :
n n



Les relations récurrentes des deux transformations (16) et (17) 

sont respectivement :

rn*l * rn * Bn <xn+1~
(18.b)

Ÿ = Ÿ + B (y ... - 2 * ,Ÿ ) 
n+1 n n n+1 n+1 n

(18.c)

où B = (Z’Z ) *z ^.(1 + 2’ „(Z’Z ) 1z A1) 1 
n n n n+1 n+1 n n n+1

est la matrice de gain.

Preuve.

(18.d)

Définissons la matrice instrumentale Zn+  ̂ par :

Z

Jn+1
n

"n+1

=» Z’ Z = Z’ Z + z * z ’
n+1 n+1 n n n+1 n+1

(19)

La démonstration de la relation (18. a) est immédiate, il suffit 

d’appliquer le résultat du lemme Al d’inversion matricielle sur la 

relation (19).

Les relations (18.b) et (18.c) sont obtenues en utilisant la 

formulation récurrente des m.c.o.

Proposition 3.

La formulation récurrente de la matrice P , „ = y’ (Z’ Z -)r
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

s’écrit

P = P + x .x’ - - u .u’ (2 0 .a)n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1

avec u , , = (x’ ,. - z’ , „y ) / y/ b
n+1 n+1 n+1 n '

( 2 0 . b)

où b = (1 + z’ „(Z’Z )_1z , ). (20. c)
n+1 n n n+1



Preuve.

P .1 “ [y + B (x’.i ” z’ ,,î )]’ [Z’Z + z ,z’ Jtjr + B (x’ . - z’ y ] n+1 n n n+1 n+1 n n n n+1 n+1 n n n+1 n+1 n

En remplaçant la matrice de gain Bn par son expression (18. d) et après

quelques manipulations, on obtient

p ,. = r’ (z’z )y + y’z .z’ ,r
n+1 n n n n n n+1 n+1 n

+ (x’ . - z’ .j ) ’z’ .y + y'z (x’ . - z’ ,k ) 
n+1 n+1 n n+1 n n n n+1 n+1 n

+ (*’ .., ■ z’ .y )’(Z’Z ) 1z .(x’ . - z’ .y ) / b. 
n+1 n+l"n n n n+1 n+1 n+1 n •

En développant les 3ème et 4ème termes, il vient

Pn+1 = *k(ZnZn K  " 'nzn+lzn+l*n

+ Xn+1 W n  + *nzn+lxn+l

+ (x’j.i " )’z’ (Z’Z ) 1z Ax' - z’ y ) / b.n+1 n+1 n n+1 n n n+1 n+1 n+1 n /

En ajoutant et en soustrayant le terme xn+^x^+  ̂ au côté droit,

nous avons :



Après simplification et en reprenant la définition de P , nous 

avons alors :

Pn*l = Pn * ‘ <XU  - zn*lîn>' (xn*l ‘ /  b

avec b = 1 + z’ . (Z’ Z ) 1z ,
n+1 n n n+1

A partir de cette dernière proposition, nous pouvons définir une 

relation récurrente de l’inverse de la matrice P
n+1

Ecrivons la relation (20.a) comme suit :

Pn*l = Pn * ‘V f  V l 1 n+1

- u
n+lJ

- Pn * * n * l V l  1211

En appliquant le résultat du lemme Al d’inversion matricine, nous 

avons la proposition suivante.

Proposition 4.

La relation récurrente de la matrice P « = [y* . (Z* .Z „ )y ]
n+1 n+1 n+1 n+1 n

s’écrit :

P = P“1 - C h A.P 1 (2 2 .a)
n+1 n n n+1 n

-l
De cette relation, à la n-ième itération, la matrice P a été

n
supposée calculée, il suffit alors de calculer l’inverse de la matrice

d’ordre deux I + h .P ^  „
L n+1 n 6n+l J



Ces différentes propositions nous permettent d’établir la 

formulation récurrente de l’estimateur de 0 , donnée par le théorème 

suivant :

théorème 1 .

L’estimateur p de p s’écrit sous la forme récursive suivante :

n n+1

où r
n+1

-v
n+lJ

n+1h
n+1

- u’
n+1

Preuve.

L’estimateur de 0 à la période n+1 est défini par :

Compte tenu de la proposition 2, il s’écrit :

Après quelques manipulations, on obtient :

n - !';zn.lzn.lYn •’ z ,y , + x ,z’ j,Y 
n n+l^n+l n+1 n+1 n



Après simplification, nous avons

^n+1 Pn+1 + Xn+lyn+lî f c ' W ’ n

- K n  - 2^ l în )'(yn+l - zn+iyn )/  b }

=  p * h 'jz ’z i ï  + z . . r  \n+1  ̂n n n n n+1 n+ll

ou «n+1 = (Vl' V l 1 (23)

n+1
n+1

- v
n+1'

avec
n+1

or y’ (Z’Z )Y = P 0 
n n n n n n

(Pn+l gn+lhn+l)Pn

d’OÙ *n+l = *n + Pnllgn+l(rn+l " hn + À }
(24)

et la matrice de gain s’écrit :

Pn+lgn+l = (Pn + gn+lhn+l) 6n+l

-1

g.

= p 1g  
n n+1 1 + hn+lPnlgn+l

-1
= C

n

Nous venons de démontrer une formulation récurrente dont la mise 

jour de l’estimateur s’obtient en calculant l’inverse de la matrice



[I + hP 1g] de dimension (2x2).
n

D’après les relations (23) et (24), l’estimateur de £ s’écrit 

aussi :

* n * l  ’  *  Pn 'l  {  V l ' V l  ‘  ’ ‘i . A *  '  V l lV l  ‘  “ ¿ ♦ A ) }  (25)

Néanmoins nous pouvons définir une formulation beaucoup plus 

pratique sans inversion de matrice.

Posons

P = P + x ^ x ’ (26. a)n n n+1 n+1

=> P = P - u ,u’ (26.b)
n+1 n n+1 n+1

la matrice P^ correspond à la prise en compte de la nouvelle

observation.

Proposition 5.

La récursivité de la matrice P ^  = [7^  (Z;+1Zn+1 )yR+1 l"1 

s’effectue en deux étapes :

lere étape :

= O  “ M«x«*ipr  (27-a)n n n n+1 n

avec Mn = Pn’ xn + l (1 * “ i n C V l 1' ’  (2 7 - b )

■ Pn V l  (27'b)'



Preuve.

Appliquons le résultat du lemme d’inversion matricielle Al à la 

relation (26.a), on obtient :

P 1 = P 1 - P 1x „(1 + x’ „P *x ,) V  .P 
n n n n+1 n+1 n n+1 n+1 n

Définissons la matrice de gain de dimension (kxl) par

M = P ax Cl + x’ P ax .) *. 
n n n+1 n+1 n n+1

D’après le résultat du lemme A2 d’inversion matricielle, elle 

s’écrit également :

M = [p + x ^.x’ .] 
n  ̂n n+1 n+lj

-1

x ^1 = P *x . 
n+1 n n+1

De la même manière, à partir de la relation (26.b), l’utilisation 

du résultat du lemme d’inversion matricielle Al nous donne :

P !, = P 1 - P .(u’ .P 1u , - 1) V ,P 1. 
n+1 n n n+1 n+1 n n+1 n+1 n

La matrice de gain est définie par :

N = P 1u (u* P *u „ - 1) 1 
n n n+1 n+1 n n+1

que l*on écrit aussi d’après le résultat du lemme A2 d’inversion 

matricielle



N
n

i = — P * u 
n+1 n+1 n+1

Cette dernière proposition nous permet de définir une formulation 

récurrente sans inversion de matrice supplémentaire donnée par le 

théorème suivant :

théorème 2 .

La récurrence de l’estimateur s’effectue en deux étapes :

. è r e  , ,
1 etape :

2eme étape : correction du biais de l’estimation réalisée.

Preuve.

D’après la proposition 4, nous avons :

Définissons un vecteur intermédiaire (3̂  tel que



A la première étape, on reconnaît la forme récursive des moindres 

carrés ordinaires, la deuxième étape consiste à corriger le biais de 

l’estimation réalisée.

Conclusion.

Nous avons démontré une formulation récursive pour les paramètres 

constants d’une part et variables d’autre part d’un modèle de 

régression, nous avons établi une relation entre la matrice de 

projection et la matrice de gain et entre l’erreur de prédiction a 

priori et l’erreur de prédiction a posteriori. Quelques cas 

particuliers du modèle ont été présentés.

Dans la deuxième partie, nous avons donné des formulations 

récursives des moindres carrés doubles qui peuvent être réalisées en 

pratique à l’aide de programmes numériques.



Annexe

Lenune d’inversion matricielle.

|a + CBD j = A-1 - a'*C £ B-1 + DA-1C j DA' 1 Al 

^A + CBD J CB = A_1C J B-1 + DA_1C j A2

Preuve.

Posons R = I A + CBD j ( 1 )= £ A + CBD J

où les matrices A et B sont supposées régulières,

R-1 = A + CBD (2)

-1
multiplions les deux membres de cette relation par A à droite et par 

R à gauche, il vient

1 = R £ I + CBDA-1 j (3)

multiplions la relation (3) par la matrice C

A *C = RC I I + BDAI + BDA_1C J

= RCB £ B_1 + DA_1C j (4)

-1 -1
la matrice B + DA C est supposée régulière



A 1C B 1 + DA 1C J = RCB, (5)

£ A + CBD j = A 1 - A 1C ^ B 1 + D A 1c J  D A 1 

qui vérifie Al.

De même l’expression (5) vérifie A2

A_1C B_1 + DA_1C j = J A + CBD j CB. ■

( 6 )

multiplions la relation (5) par DA *

A 1C B-1 + DA *C j DA 1 = RCBDA \  

compte tenu de l’expression (3), on obtient

R = A 1 - RCBDA 1 (7)

nous avons d’après les relations (6 ), (7), et (1)

( 8 )
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