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RESUME

Le présent document expose quatre méthodes d’analyse 

multicritère.

Le modèle ELECTRE est rappelé puis discuté. Une version 

simplifiée de cette méthode est ensuite exposée (ELECTRE-Im). Enfin, 

l’adhésion des critères concordants est introduite dans une troisième 

méthode (SPARTE).

Les modèles précédents utilisent le concept central de 

relation de surclassement dont la représentation est donnée par un 

graphe.

La dernière méthode exposée (REGIME) est fondée sur une 

approche probabiliste ; elle évite la manipulation (douteuse) de nombres 

ordinaux.

Mots-clefs : Analyse multicritère, graphe, probabilité.

ABSTRACT

This paper provides four multiple criteria choice methods.

The ELECTRE model is recollected and discussed. A simplified 

version of this model is then exposed (ELECTRE - Im). Finally, the 

adhesion of concordant criteria is taken into consideration in a third 

method (SPARTE).

The above-mentioned models use the central concept of 

"relation de surclassement" which is drawn by a graph.

The last exposed model (the REGIME method) is based on a 

probabilistic approach and avoids unpermitted calculations with ordinal 

numbers.

Keywords : Multicriteria analysis, Graph, Probability.
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INTRODUCTION

Considérons un certain ensemble dont il convient d'extraire le 

"meilleur" élément, c'est-à-dire l’élément qui, en moyenne, est mieux 

placé que les autres candidats à la sélection d’après une liste de 

critères donnée a priori.

Lorsque la nature des critères permet d’envisager leur réduction en 

un seul, la solution s’impose très facilement au décideur. C’est le 

cas, par exemple, lorsqu’il s’agit de décerner le prix d’excellence : il 

suffit de calculer la somme pondérée des notes de chaque élève et de 

choisir celui dont la somme est la plus grande.

Les exemples de ce type sont très rares, et nous reviendrons 

d’ailleurs sur la procédure d’agrégation des critères qui n’est pas 

totalement justifiée. Dans la plupart des problèmes rencontrés en 

pratique, les critères de sélection ne sont pas seulement quantitatifs, 

mais également qualitatifs. Parmi les critères quantitatifs, tous ne 

sont pas mesurables (au sens de la théorie de la mesure que nous 

évoquerons brièvement par la suite). Les procédures de synthèse 

utilisées habituellement (moyennes, indices, fonction d’utilité...) ne 

présentent qu’un intérêt très limité pour guider le choix du décideur. 

Il faudra généralement recourir à des procédures nouvelles, mieux 

adaptées au caractère hétéroclite de l’ensemble des critères de 

jugement.

C’est en 1966, avec la méthode ELECTRE, que l’analyse multicritère 

commence à faire de réels progrès. Mise au point par Bernard ROY et les 

chercheurs de la SEMA, cette technique utilise une relation de 

surclassement pour éliminer d’une façon progressive les éléments les 

moins performants et présenter au décideur un sous-ensemble restreint 

d’éléments, non comparables entre eux. Il se peut que ce sous-ensemble 

ne renferme qu’un seul élément (le "meilleur"), mais dans les situations 

complexes qui correspondent aux problèmes réels (nombre élevé des 

candidats à sélectionner, critères donnant lieu à des classements 

antagonistes), le décideur devra, ensuite, choisir au sein du 

sous-ensemble l’élément qui lui paraît le mieux correspondre à 

l’objectif qu’il s’est assigné (cette seconde étape peut conduire à la 

définition d’une nouvelle liste de critères).
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ELECTRE n'a pas été conçue pour donner une solution optimale. Son 

objectif est plus modeste puisqu'il s'agit d’aider le décideur en lui 

fournissant un petit nombre de solutions qui constituent le meilleur 

compromis parmi toutes les autres solutions possibles*.

Nous ne dirons rien de plus sur cette méthode qui fera l'objet d'un 

exposé détaillé dans ce document et dont le nom est, aujourd'hui, suivi 

du chiffre I. ELECTRE-I a évolué au cours des vingt dernières années ; 

s'adaptant à des situations de plus en plus complexes (ROY 1985), elle 

est devenue ELECTRE-II, III puis IV. Parallèlement aux travaux de 

l'école française, on assiste, aux Etats-Unis et en Europe, à 

l'émergence et à la croissance de techniques concurrentes dont le 

principe de fonctionnement fait une très large place à la programmation 

mathématique (goal programming, méthodes interactives).

Au terme de cette évolution, on peut imaginer la multiplicité des

méthodes offertes au décideur. Mais il convient de noter que la

structure interne des méthodes atteint un degré de sophistication de

plus en plus important. Mais le degré de réalisme des résultats produits

par un algorithme n'est pas nécessairement relié à son degré de
2

complexité . D'autre part, une méthode trop complexe risque de 

compromettre le dialogue entre le décideur et l'homme d'étude.

Nous exposerons -en raison de leur simplicité- trois relations de 

surclassement et une procédure probabiliste. Mais avant d'aborder le 

détail de ces deux approches, il convient de préciser les différentes 

composantes d'un problème de décision en présence de critères multiples.

1
Lorsque l'on a recours à une fonction d'utilité pour modéliser les 

préférences du décideur, la solution donnée est dite "optimale". 
L'intérêt de la méthode ELECTRE est précisément de se passer de 
l'optimisât ion d'une telle fonction.

2
La programmation mathématique multiobjectif (JOHNSON, 1969) utilise une 

fonction d'utilité dont les propriétés ne sont pas toujours vérifiées en 
pratique.
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0 - LE CONTEXTE MULTICRITERE DE LA PRISE DE DECISION.

0.1. FORMULATION DU PROBLEME.

On considère un ensemble fini I, noté :

I = {1... i... n}

dont chaque élément, appelé objet, est apprécié selon différents points

de vue, éléments de l’ensemble fini J tel que :

J = {1... j... m}

Plus formellement, désignons par K_ l’ensemble structuré des

modalités du point du vue j (i.e. l’ensemble ordonné de tous les

résultats pouvant donner lieu à une appréciation des objets i selon j)

un critère est une application qui, à chaque objet de I, fait

correspondre un résultat de K..

Soit ô. le critère correspondant au je point de vue 
J

ô. : I ------ > K.
J J

i ------> « . Ci)
J

ô .(i) représente l’appréciation de l’objet i d’après le point de 
J

vue j.

Par commodité les appréciations sont associées à des valeurs

numériques : K. c IR+.

Les Ô .(i) sont des valeurs précises : une différence minime sur K. 
J J

est significative d’une préférence stricte de la part du décideur. Soit

deux objets i et k, on suppose que :

Ô .(i) > ô.(k) =* i est strictement préféré à k selon j.
J J

ô.(i) = ô.(k) =» i est jugé équivalent à k selon j.
J J

ôj est un critère vrai. On emploie cette expression 

(JACQUET-LAGREZE, ROY, 1981) par opposition à la notion de pseudo­

critère qui implique des appréciations imprécises (par exemple,

est définie par un intervalle de K.). On ne s’intéresse ici qu’aux
3

critères vrais. Par conséquent, chaque critère ôj définit un préordre 

total sur I.

Cette source d’information est représentée par la matrice :
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A = [SA i)]
J

n x m

où il est d’usage d’attribuer les lignes aux objets i et les colonnes 

aux points de vue j.

L’information est complétée par la prise en compte d’un vecteur de 

pondération :

P = (p(j) / j € J)

où p (j ) désigne le poids associé au point de vue j.

A l’instar des termes de la matrice A, les composantes de P sont 

généralement représentées par des valeurs numériques de telle manière 

que Vj, Vj’ € J :

p ( j ) > p( j’ ) =* j est plus important que j’ 

p (j ) = p(j’) =» j est de même importance que j’

L’information de base est donc complètement spécifiée par le 

couple (A, P) qui représente un m-tuple de structures pondérées sur I 

(les m préordres associés aux m critères pondérés).

0.2 OBJECTIF

Une méthode d’analyse multicritère est une application qui, au 

m-tuple de structures pondérées sur I, fait correspondre une structure 

unique sur I :

méthode
^  p) ___________ ____________________structure unique

d’analyse multicritère SUr *

Les méthodes exposées dans le cadre de ce travail retiennent comme 

structure unique :

i) soit une dichotomie sur I : le premier sous-ensemble contient le 

(ou les) objet(s) à sélectionner, le second regroupe les solutions 

éliminées.

ii) ou/et un classement des objets par ordre décroissant de 

préférence (ordre total ou préordre total sur I).
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0.3. NATURE DE L’INFORMATION A TRAITER

Jusqu’à présent, nous nous sommes contentés de dire que les ^j(i) 

représentaient des valeurs numériques. Il convient maintenant de 

préciser avec soin la nature de ces nombres.

Un même nombre possède deux significations différentes :

- un sens cardinal

- un sens ordinal

que l’on dit recouper la distinction traditionnellement établie entre :

- critères quantitatifs,

- critères qualitatifs.

Si le critère <5. est qualitatif, les modalités de K. peuvent 
J J

s’exprimer par des mots (par exemple, "très mauvais",..., "moyen", ...,3
"très bon") auxquels sont associés des nombres pour insister sur

l’ordre qui existe entre ces mots. Les ô.(i) sont des nombres ordinaux.
J

Ils ne sont pas dotés de structure algébrique, ce qui interdit a priori 

l’usage d’opérations arithmétiques sur de tels nombres.

Manipuler des nombres selon les règles de l’arithmétique, n’a de 

sens que si l’information portée par les colonnes de A est de nature 

cardinale. On rejoint ici le groupe des critères quantitatifs. Mais 

cette catégorie n’est pas homogène. Il faut établir une distinction 

entre :

- critères repérables,

- critères mesurables.

Les critères repérables sont des critères quantitatifs, mais les 

nombres qui définissent les modalités des Kj possèdent une étroite 

parenté avec les nombres ordinaux. En particulier, les rapports entre de 

tels nombres ne possèdent pas de signification rigoureuse. La 

température en un lieu, à un instant donné, est un exemple de critère 

repérable ; une température de 40°C n’est pas deux fois plus chaude 

qu’une température de 20°C (la position de la valeur 0 est arbitraire).

Si ôj est un critère repérable, nous conviendrons de qualifier de 

"pseudo-cardinaux" les nombres ^j^^ CP-Û» à. l’exclusion de

Bien que cela ne soit pas indispensable.
3
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l’opérateur -, ne peuvent donner lieu à des manipulations selon les 

règles de l’arithmétique (l’écart entre deux nombres pseudo-cardinaux 

possède une signification, c’est l’amplitude de température entre deux 

pays, par exemple).

En toute rigueur, ces règles ne s’appliquent qu’aux nombres 

cardinaux.

ô.(i) est un nombre cardinal si l’application ô. est une mesure (ô. 
J J J

est un critère mesurable). Une mesure possède au moins la propriété

d’additivité, i et k n’ayant aucune partie en commun :

ô.(i u k) = S .(i) + ô.(k)

Le poids est une mesure : le poids total de deux objets différents

est égal à la somme des poids individuels. On peut affirmer, en outre,

qu’un objet de 40 kg est deux fois plus lourd qu’un objet de 20 kg.

Ces remarques s’appliquent évidemment à l’application p qui, à

chaque point de vue j, fait correspondre le nombre p(j) :

- p(j) est un nombre cardinal si p est une mesure,

- p(j) est un nonbre pseudo-cardinal si la correspondance établie 

par le décideur entre j et l’importance de ce point de vue est de nature 

repérable,

- p (j ) est un nombre ordinal si la correspondance s’effectue d’une 

manière purement qualitative.

0.4. PREDOMINANCE DU NON-MESURABLE.

Lorsque (A, P) produit une source d’information purement cardinale

et que, en outre, les Ky sont tous dotés de la même unité de mesure,

l’établissement d’une structure unique sur I est immédiatement résolu
4

par la méthode des sommes pondérées . Mais en pratique ce type 

d’information est très rare ; l’emploi assez fréquent des sommes 

pondérées s’explique plus par la simplicité de la procédure que par une 

réflexion visant à justifier le caractère mesurable des applications ôj 

et p. La performance dans telle matière j, même lorsqu’elle est évaluée

4
qui consiste à affecter à chaque objet i la valeur ô(i) =
[p(J) . S (i) I j €

yJ
décroissantes des <5(i).

Y, [p(j ) . ô.(i) I j <= J]. Les objets sont ensuite rangés par valeurs 
J
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ôj(i) = 20 ne prouve paspar une note, n'est pas un critère mesurable 

que l'élève i est nécessairement deux fois plus "fort" que l'élève k. 

Partant de là, établir un classement général des élèves par la méthode 

des sommes pondérées n'est pas une procédure rigoureusement justifiée.

En fait, la détermination des ^j(i) et des p(j) appartient le plus 

souvent au domaine du non-mesurable. Elle contient par conséquent une 

certaine part de subjectivité que le décideur pourra réduire en faisant 

intervenir des experts'* ou en procédant à des enquêtes^.

Dans le cas présent nous admettrons que les termes de A, ainsi que 

les composantes de P, sont des nombres compris entre 1 et 7. Les 

ensembles Kj associés aux m points de vue sont donc représentés par des 

échelles comportant sept échelons. L'échelle d'évaluation des points de 

vue comporte également le même nombre d'échelons et sera notée 

(l'intérêt de ce type d'échelle est discuté par 0SG00D and al., 1957).

Objets "bien 
classés" selon j

S .

J
-> K. 

J

Objets "mal 
classés" selon j

î
- 7 -

-  6 -

- 5 -

4 -

- 3 -

-  2 -

-  1 -

Points de vue 
"importants"

Kj*-

Points de vue peu 
importants

Utilisée à des fins de prévision, la méthode DELPHI (voir par exemple 
DALKEY, 1969) peut également s'appliquer à la pondération des points de 
vue.

Voir par exemple le cas présenté par J.P. GREMY (in SUSSMAN, 1967) en 
ce qui concerne le classement des objets selon les différents points de 
vue.
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Cette technique d’évaluation est très commode et doit être utilisée 

lorsqu’on ne dispose pas d’un "instrument de mesure" pour apprécier les 

objets selon les différents points de vue et affecter une structure de 

pondération à ces derniers. L’information qui en résulte est 

essentiellement de nature ordinale.

Les méthodes d’aide à la décision conçues spécialement pour 

s’adapter à ce genre de données sont peu nombreuses.

1 - APPROCHE FONDEE SUR LES RELATIONS DE SURCLASSEMENT

En toute rigueur, les relations exposées ici s’appliquent :

- à des critères repérables,

- à des pondérations mesurables.

1.1. CONCEPTS DE BASE.

1.1.1. Ensemble de concordance, ensemble de discordance.

- Soit i et k deux éléments de I. Pour savoir si l’objet i 

surclasse l’objet k, on commence par ranger les points de vue en accord 

avec l’option : " i est au moins aussi bon que k" dans un sous-ensemble 

de J, noté C(i, k) :

1.(1) C(i, k) = {j € J / ô.(i) £ S (k)}
J J

et appelé "ensemble de concordance".

- Le sous-ensemble de J complémentaire à C(i, k) est appelé 

"ensemble de discordance". Noté D(i, k) :

1. (2) D (i, k) = {j € J / S (i) < S (k)} 

l’ensemble de discordance regroupe, par définition, les points de vue 

pour lesquels k est strictement préféré à i.

1.1.2. Indicateur de concordance.

Les poids de chaque point de vue étant traduit par un nombre
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cardinal, on peut définir l’importance numérique du sous-ensemble de 

concordance par la somme :

1.(3) c(i, k) = Z [7r(j ) | j e C(i, k)] 

où rr(j) = p(j) / Z [p(j ) | j e J]

c(i, k) représente l’indicateur de concordance associé à 

l’hypothèse : "i surclasse k".

La définition de l’indicateur de concordance est complétée par la 

convention :

1.(4) c(i, k) = 0 si C(i, k) = 0 . 

de telle manière que :

1.(5) c (i, k) € [0, 1]

On admettra d’autant plus facilement l’hypothèse de surclassement 

que la valeur de l’indicateur de concordance sera proche de 1. 

Cependant, la prise en compte de cet indicateur dans la construction des 

relations de surclassement ne saurait suffire à qualifier la présente 

approche d’"analyse de la concordance" (voir par exemple NIJKAMP, 1986 

qui utilise cette expression quelque peu restrictive).

Une forte valeur de l’indicateur de concordance est une condition 

nécessaire, mais non suffisante pour accepter définitivement l’hypothèse 

de surclassement. Même si les critères concordants sont nombreux, encore 

faut-il que ces derniers imposent leur option avec une certaine 

"vigueur". D’autre part, il apparaît difficile de négliger la façon dont 

les critères discordants rejettent l’option de la majorité.

1.1.3. Adhésion, opposition.

Les critères étant repérables, l’écart séparant deux échelons

quelconques d’une même échelle possède une certaine signification.

Donc si j 6 C(i, k), on définit l’adhésion de ce j point de vue

concordant par la différence ô.(i) - ô.(k). Symétriquement, la
J J

différence ô.(k) - ô.(i) représente l’opposition manifestée par 

j e D(i, k).
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Lorsque toutes les échelles possèdent la même hauteur h, on 

considère les amplitudes relatives :

1. (6) a . (i, k) = (ô.(i) - ô.(k)) / h
J «J J

1. (7) 0j(i, k) = " « .(i)) / h

de telle manière que la plus grande adhésion possible (respectivement, 

la plus grande opposition possible) soit égale à 1.

1.2. TROIS RELATIONS DE SURCLASSEMENT.

Une relation de surclassement est une relation binaire dont la 

vérification dépend d'un certain nombre de conditions. Si toutes les 

conditions sont réalisées, on dira que i surclasse k, et l'on traduira 

cette situation dans un graphe en reliant i et k par un arc (de i vers 

k). Dans le cas contraire (i.e. si au moins une des conditions n'est pas 

satisfaite), i ne surclasse pas k et aucun arc ne relie les deux sommets 

dans le graphe de surclassement.

i surclasse k ?
oui : i o -------> • k

non : i • • k

On se limitera ici à la prise en compte de deux conditions de 

surclassement.

La première condition, commune à toutes les méthodes, est la 

condition de concordance (l'indicateur du même nom doit être assez 

proche de 1). La seconde condition fait intervenir les oppositions des 

points de vue discordants sans qu'il soit fait référence aux adhésions 

des points de vue concordants (méthodes ELECTRE I et Im) ou, au 

contraire, en tenant compte de ces dernières (méthode SPARTE).

Pour l'instant, nous ne dirons rien de plus sur cette seconde 

condition de surclassement qui fait la spécificité des méthodes exposées 

dans ce paragraphe.

Nous rappellerons d'abord la relation de surclassement utilisée par 

ELECTRE-I. Cette méthode a donné lieu à de nombreuses publications 

(BENAYOUN, ROY, SUSSMAN, 1966, ROY, 1968 et 1969) et à des applications
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variées (voir par exemple les cas reproduits dans SUSSMAN, 1967).On 

examinera ensuite une variante de cette méthode, baptisée ELECTRE-Im du 

nom de l’opérateur "médiane" (m) employé pour simplifier la définition 

de la relation de surclassement de la méthode mère. Nous terminerons en 

présentant la relation de surclassement de la méthode SPARTE. Dans sa 

première version (SPARTE-I, FUSTIER, 1981), cette technique était conçue 

pour le traitement de critères mesurables bien que ses principales 

applications aient concerné des critères repérables ! Paradoxalement les
7

résultats ont été jugés plutôt satisfaisants . Plus conforme à l’esprit 

de l’analyse multicritère (ANTOINE et ROY, 1969 ; BERTIER et de 

MONTGOLFIER, 1971), la seconde version (SPARTE II, FUSTIER, 1986) 

propose des indicateurs de synthèse respectant la nature repérable des 

critères. Nous retiendrons ici la relation de surclassement de SPARTE-II 

sous une forme légèrement simplifiée.

1.2.1. ELECTRE-1

Les points de vue discordants sont rangés dans l’ordre décroissant 

des oppositions définies par 1. (7) (à titre de simplification on 

considère que toutes les échelles possèdent la même hauteur).

Soit s un nombre entier positif, appelé paramètre de discordance.
s

on note D (i, k) le sous-ensemble de D(i, k) obtenu en éliminant de ce

dernier les s-1 points de vue les plus discordants.

Les auteurs d*ELECTRE-I définissent alors 1’ indicateur de

discordance (que nous pouvons encore appeler indicateur d’opposition des
8

critères discordants ) par le coefficient suivant :

7
La première application se réfère à V  analyse de la prescription 

médicale (FUSTIER, 1983). La sélection des médicaments les plus 
"performants" a été confirmée par voie d'enquête. Un autre cas concerne 
la localisation d'un laboratoire d'analyses médicales en zone urbaine 
(BINZACK, 1983). La solution retenue a permis le calcul du chiffre 
d* affaires prévisionnel que lf établissement réalisa en fin de compte. 

g
Pour insister sur le fait que le présent indicateur n'est pas le 

résultat d*une somme comme c*est le cas pour 1’ indicateur de 
concordance.
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1.(8) oS (i, k) = max k) | j e DS (i, k)]

g 0
o (i, k) représente donc l’opposition du s point de vue le plus 

discordant.

Notons que D1(i, k) = D(i, k), donc o1(i, k) n’est autre que 

l’opposition du point de vue le plus discordant.

Par convention :

1. (9) Ds (i, k) = 0 => oS (i, k) * 0 

donc

1.(10) oS (i, k) € [0, 1]

Soit p et q des nombres de l’intervalle [0, 1] :

- p est appelé seuil de concordance (sa valeur est proche de 1).

- q est appelé seuil de discordance (ou d* opposition, sa valeur est 

voisine de 0).

La relation de surclassement a pour expression :

1. (1 1 ) i surclasse k c(i, k) £ p et o (i, k) s q

Le rôle du paramètre de discordance est d’éviter qu’un point de vue 

peu important impose le refus d’une option proposée à une très grande 

majorité comme c’est le cas sur la figure suivante :

point de 
vue m

o (i,k)=l 
m

points de vue 
concordants

points de vue 
discordants

Supposons que c(i, k) = 0,90 et 7r(m) = 0,01. A des seuils de 

surclassement très réalistes, par exemple p = 0,85 et q = 0,20, on
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refuse le surclassement de k par i car o1(i, k) = o (i, k) = 1. Ce
m

résultat surestime grandement le rôle du point de vue m qui représente 

seulement 0,01/0,10 = 10 % de l'importance numérique des points de vue 

discordants. Il apparaît normal d'augmenter la valeur du paramètre de 

discordance et d'admettre en fin de compte l'hypothèse que i surclasse k 

(on vérifie que o2(i, k) =0,17 < 0,20).

L'intérêt du paramètre de discordance est incontestable lorsque les 

échelles possèdent la même hauteur, car comme nous venons de le 

constater un point de vue minoritaire au sein de la minorité peut 

manifester son opposition par une valeur égale à 1. Encore faut-il être 

en mesure de pouvoir visualiser les profils de chaque paire d'objets à 

comparer pour détecter ce point de vue contestataire. La procédure 

implique des exemples de petites dimensions. Mais pour des cas plus 

compliqués elle devient fastidieuse, sinon impossible. Donc, faute de
0

pouvoir identifier le s point de vue le plus discordant, le passage au 
e

(s + 1) risque d'éliminer (à tort) les points de vue les plus

représentatifs de l'ensemble de discordance.

En revanche, le rôle du paramètre s se pose avec moins d'acuité

pour des échelles ayant des hauteurs spécifiques hj. En effet, dans ce

cas, on veillera à ce que la hauteur d'une échelle reflète l'importance

du point de vue associé. Si p(j) < p(j* ) alors h. < h.,. En posant
J J

h = max(hj| j e J) puis en définissant l'opposition du critère 

discordant j par :

1.(12) oj(i, k) = (Sj(k) - Sj(i)) / h*

on évitera ainsi que °j(î> k) atteigne la valeur 1 lorsque p (j ) est 

faible.

Dans ces conditions, l'utilité du paramètre de discordance reste à 

démontrer. Bien plus, on peut se demander s'il n'introduit pas une 

complication superflue au niveau de l'interprétation des surclassements 

réalisés.

En effet, considérons un premier surclassement obtenu aux seuils p, 

q compte tenu d'une valeur s du paramètre de discordance. Soit un second 

surclassement réalisé pour les valeurs suivantes : p' < p, q' > q avec 

s' = s. Le premier surclassement est, sans aucune ambiguïté, plus fiable 

que le second. Maintenant supposons que, toutes choses égales par
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ailleurs, s’< s : les surclassements ne sont plus rigoureusement 

comparables sur la base de leur fiabilité.

La variante d’ELECTRE-I proposée ci-dessous, ne fait plus allusion 

au paramètre de discordance.

1.2.2. ELECTRE - Im

Cette technique diffère seulement de la précédente par la 

définition de l’indicateur de discordance (ou d’opposition).

Non paramétré, l’indicateur de discordance doit néanmoins prendre 

en compte le plus grand nombre possible de points de vue discordants 

sans agréger les désaccords correspondants.

Il apparaît alors naturel de définir le nouvel indicateur de 

discordance, noté m(i, k), par la médiane pondérée des oppositions 

manifestées par les critères discordants. Soit M  l’opérateur "médiane", 

on a :

1.(13) m(i, k) = M  t(°j(i» k )> P(j)) I j € D(i, k)] .

Dans cette expression, le couple (oAi, k), p ( j ) ) signifie que la 

valeur o.(i, k) se répète, en ce qui concerne le calcul de la médiane, 

autant de fois que l’indique le nombre p(j). En d’autres termes, chaque 

opposition est affectée du poids du point de vue qui lui correspond.

Par convention, on pose :

1. (14) D(i, k) = 0 => m(i, k) = 0

de telle manière que :

1.(15) m(i, k) e [0, 1]

Finalement :

1.(16) i surclasse k 4» c(i, k) £ p et m(i, k) ^ q

La relation 1. (16) est conforme à la philosophie du respect de la 

minorité prônée par ELECTRE-I et que M.MARC (1966) exprime par ce 

raccourci : "même si cette minorité est peu nombreuse, fortement brimée, 

elle descend dans la rue, mitraillette au poing".

Mais dans certaines circonstances, le droit de veto ainsi accordé à 

la minorité peut être remis en question comme nous allons le voir avec
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la dernière relation de surclassement.

1.2.3. SPARTE

Une hypothèse peut être acceptée même si la minorité manifeste une 

vive opposition ; il suffit que la majorité impose l’option avec une 

détermination au moins aussi importante que celle exprimée par la 

minorité pour la refuser.

Pour formuler cette idée, on définit un indicateur d’adhésion, noté 

m’(i, k), en tout point symétrique à l’indicateur d’opposition donné par 

1.(13), soit :

1.(17) m’(i, k) = M  [(a (i, k), p(j) | j e C(i, k)]

j
avec, par convention :

1. (18) C(i, k) = 0 =» m’ (i, k) = 0 

de telle manière que :

1. (19) m’ (i, k) € [0, 1]

Avec les notations adoptées précédemment, la relation de 

surclassement a pour expression :

1.(20) i surclasse k 4» c(i, j) £ p et m’ (i, k) £ m(i, k)

Remarque 1.

Soit M’ = [m’(i, k)] la matrice carrée (n x n) des adhésions 

médianes, M’ est appelée matrice d’adhésion,

et M = [m(i, k)] la matrice carrée (n x n) des oppositions 

médianes, M est appelée matrice d’opposition.

Lorsque les critères établissent des ordres stricts sur I, on a :

1.(21) M’ = lM

où Si est la matrice transposée de M.

En effet, dans ce cas : C(i, k) = D(k, i), donc : m’(i, k) = 

m(k, i).
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Remarque 2

La relation de surclassement ne comporte pas de seuil de 

discordance, mais il ne faut pas en déduire que les surclassements se 

réalisent uniquement en fonction de la force numérique des points de vue 

concordants. La condition nT (i, k) £ m(i, k) est somme toute assez 

sévère pour la majorité ; une "petite minorité bruyante" possède un 

droit de veto face à une "grosse majorité peu déterminée" (voir figure 

suivante) : i ne peut surclasser k.

critères concordants critères
discordants

Pour insister sur le sens qu'il convient d'accorder à cette seconde 

condition de surclassement, on construit la matrice logique B = [b(i,k )] 

de dimensions n x n, et dont le terme général est défini de la façon 

suivante :

/ 1 ssi m'(i, k) ^ m(i, k)
1. (22) b(i, k) = i

' 0 dans le cas contraire

B est appelée matrice de possibilité, car seuls les couples (i, k) 

associés à la valeur 1 peuvent éventuellement être traduits par un arc 

dans un graphe de surclassement.

1.3. EXEMPLES D’APPLICATION.

On se limitera ici à la présentation des graphes de surclassement 

des méthodes ELECTRE-Im et SPARTE.

Les données sont les suivantes :
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1 2 3 4

a 7 7 7 2

b 5 4 3 2

c 4 6 6 5

d 1 1 1 7

P = (7 4 5 2)

Soit C = [c(i, k)] la matrice de concordance, on a :

71 a b c d

a - 1 0,89 0,89

b 0, 11 - 0,39 0,89

c 0, 11 0,61 - 0,89

d 0, 11 0, 11 0,11 -

Les matrices d’adhésion et d’opposition définies plus haut sont les 

suivantes :

71 a b c d 71 a b c d

a - 0,42 0, 17 1 a - 0 0,50 0,83

b 0 - 0, 17 0,50 b 0,50 - 0,50 0,83

c 0,50 0,50 - 0,83
M = c 0, 17 0, 17 - 0,33

d 0,83 0,83 0,33 - d 1 0,50 0,83 -

De M’ et M on déduit :

71 a b c d
a — 1 0 1

b 0 - 0 0

c 1 1 - 1

d 0 1 0 -
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Les graphes de surclassement sont donc les suivants

ELECTRE-Im 

p = 1 ; q = 0 :

SPARTE 

P = 1

— • b

c •

ELECTRE-Im 
p = 0,80 ; q 0,20

---- »-

SPARTE 
p = 0,80

*— • b

ELECTRE-Im 
p = 0,60 ; q = 0, 50

SPARTE 
p = 0,60

a •

1.4. PRINCIPALES CARACTERISTIQUES DES RELATIONS DE SURCLASSEHENT.

Lorsque les conditions de surclassement sont rigoureuses, les cas 

d’incomparabilité sont nombreux (ils surviennent le plus fréquemment 

lorsque la règle de l’unanimité est imposée). Lorsqu’on atténue la 

sévérité des seuils, des cas d’incomparabilité subsistent : les graphes 

correspondants sont, en général, non complets (même si ceux-ci admettent 

comme graphes partiels les graphes obtenus à des seuils plus rigoureux). 

La relation de surclassement ne possède donc pas la propriété de 

transitivité.

La relation d’ELECTRE-Im (p = 0,60 ; q = 0,50) présente un tel cas 

d* intransitivité : 

a
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Il n’est donc pas exclu que le graphe de surclassement puisse 

comporter des circuits :

Considérons, par exemple, le cas illustré sur la figure suivante 

(les points de vue sont d’égale importance) :

ELECTRE-Im (p = 0,60 ; q = 0,33) et SPARTE (p = 0,60) aboutissent à un 

surclassement réciproque :

Un circuit représente une situation d* indifférence quant au choix 

des éléments composants ce circuit.

Notons bien que la situation d’indifférence décrite précédemment 

est fondée non pas sur la similitude des profils (objets équivalents), 

mais sur leur opposition ; la symétrie des antagonismes manifestée par 

deux groupes de critères est telle que le choix entre i et k peut être 

considéré comme indifférent.

En résumé, toute relation de surclassement définit une structure de 

préférence sur I (VINCKE 1985). En effet, en considérant l’hypothèse que
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i surclasse k et l’hypothèse alternative, puis en notant :

> la préférence stricte

Il 1 ’ incomparabi 1 i té

= l’équivalence (indifférence du choix parmi les objets jugés 

équivalents) 

on a une seule des possibilités suivantes :

k surclasse i ?

oui non

oui i < T  k i •---------- »-* k^ —  _

i = k i > k

non
i •— <----------• k

k > i

i • • k

i II k

1.5. EXPLOITATION DES GRAPHES DE SURCLASSEMENT.

Il s’agit de déterminer une structure unique sur I ou, plus 

précisément, des structures qui évoluent en fonction des seuils plus ou 

moins sévères assignés aux conditions de surclassement.

Dans la plupart des applications, un classement par niveau 

d’intérêt serait souhaitable. Malheureusement, les graphes de
9

surclassement ne permettent pas d’établir directement un tel résultat.
10

Il faut alors convenir de règles précises ou de procédures

9
Au paragraphe précédent, nous avons constaté que les relations de 

surclassement n* étaient pas réductibles à des structures de préordres 
complets.

10
Voir, par exemple, le classement de la méthode ELECTRE-II (ROY et 

BERTIER 1971) ou celui de SPARTE-II (FUSTIER 1986).
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plus empiriques , mais dans tous les cas on ne peut éviter le recours 

aux postulats sous-jacents aux définitions qui, dans une large mesure, 

dépendent du bon vouloir de l'analyste (ou, plus exactement, de l'idée 

qu'il se fait d'un "bon classement").

Pour cette raison, nous privilégierons la structure beaucoup plus 

simple adoptée par ELECTRE-I et qui se ramène à une partition de I en 

deux sous-ensembles :

- le premier, appelé noyau, contient les objets non surclassés (et 

parmi eux l'objet "le meilleur") ;

- le second formé des objets surclassés (et qui, à coup sûr, ne 

contient pas la solution idéale).

En option, nous proposerons une procédure de classement (parmi tant 

d'autres). A cette procédure nous voyons qu'une seule justification : la 

simplicité.

1.5.1. Noyau d'un graphe.

* Propriétés :

Soit G = (I, U) un graphe de surclassement où U représente 

l'ensemble des arcs obtenus à des seuils donnés p, q (ou p).

Le noyau de G, noté S, est le sous-ensemble de I pour lequel les 

propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Propriété de stabilité interne :

V i, V k € S : (i, k) é U

les éléments de S sont jugés incomparables.

2) Propriété de stabilité externe :

V i' g I - S : 3 i é S / ( i, i' ) € U

11
On pourra consulter 1’ intéressante tentative de GREMY fondée sur

l'analyse des matrices de concordance et d'opposition d'ELECTRE-1 (in 
SUSSMANN 1967).
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tout objet situé en dehors du noyau est surclassé par au moins un des 

objets de S.

Soit S(p ; q) et S(p) les noyaux des graphes obtenus aux conditions 

de surclassement indiquées par ELECTRE-Im et SPARTE. D'après l'exemple 

d'application donné en 1.3., on obtient :

ELECTRE-Im : SPARTE :

S(1 ; 0) = {a, c, d}

S(0,80 ; 0,20) = {a, c, d}

S(0,60 ; 0, 50) = {a}

S C I )  

SCO,80) 

SCO,60)

{a, c, d> 

{a, c>

{a, c>

Ces résultats suscitent deux remarques :

1) Supposons que le problème de décision concerne uniquement le choix de 

la plus mauvaise solution. Pour ELECTRE-Im et SPARTE, il s'agit de 

l'objet b. Dans les deux cas la décision est prise à l'unanimité des 

points de vue. Pour la méthode des sommes pondérées, on vérifie qu'il 

s'agit de l'objet d (ô(d) = min [<5(i) | i € I] = 30). En toute rigueur, 

le décideur devrait opter en faveur du résultat des deux premières 

méthodes sachant que les critères ne sont pas mesurables.

2) Revenons au problème plus courant du choix de la meilleure solution.

L'examen des résultats précédents montre que, compte tenu des

divergences exprimées par les deux méthodes, le décideur peut

sélectionner a ou c. Mais le choix entre ces deux objets n'est pas

réductible à une situation d'indifférence. On sait seulement que a et c

sont incomparables. Le décideur devra donc rechercher de nouveaux points
12

de vue pour départager les deux objets (ou tout du moins pour les 

rendre comparables, un surclassement réciproque n'étant pas exclu).

La définition du noyau ne conduit donc pas, sauf cas particuliers, 

à la mise en évidence directe du meilleur objet.

A moins qu'il n'impose son "propre" point de vue (liberté de choix du 
décideur).
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# Conditions d* existence et d* unicité :

On démontre (BERGE 1963) que le noyau d'un graphe existe et est 

unique si le graphe :

1) possède un nombre fini de sommets,

2) est dépourvu de circuits.

La condition (1) est toujours vérifiée dans les applications ; la 

condition (2) ne l'est pas toujours. Par exemple, le graphe suivant ne 

possède pas de noyau :

# Rétrécissement des circuits :

Soit X le sous-ensemble de I formé des objets reliés par un 

circuit ; d'après l'exemple précédent X = {b, c, d} . Si les conditions 

de surclassement ne sont pas trop lâches, on peut considérer que les 

éléments de X sont équivalents (le circuit représente une situation 

d'indifférence). Dans ces conditions, les éléments sont remplacés par un 

sommet fictif, noté x, et appelé le condensé de X ( ROY 1969).

Du graphe G = (I, U) on passe -par condensation de X- au graphe 

sans circuit G = (I, U). Par définition ï = (I - X) U {x}. L'ensemble 

des arcs de G est obtenu de la manière suivante. Soit (i, k) € U :

- si i g X et k g X alors (i, k) e U 

- s i i é X e t k e X  alors (i, x) € Û

- si i € X et k îé X alors (x, i) e U 

D'après l'exemple précédent :

G = (I, U) :

a b

G = (I, U) :



Les éléments du noyau étant considérés comme équivalents, on 

obtient, dans ce cas particulier, le pré-ordre complet : {b, c, d} > {a}

Remarque :

Si G comporte plusieurs circuits, l’ordre danô lequel on procède 

pour les éliminer est indifférent.

1.5.2. Option du classement.

Dans le graphe G, notons :

d+ (i) le demi-degré extérieur du sommet i (= nombre d’arcs 

incidents extérieurement au sommet i).

d (i) le demi-degré intérieur du sommet i (= nombre d’arcs 

incidents intérieurement au sommet i).

Nous conviendrons d’appeler "influence" du sommet i dans G, le 

coefficient u(i) tel que :

1. (23) u(i) = [d+ (i) - d (i)] / n - 1

1. (24) u (i) € [- 1, 1]

(u(i) = 1 : i surclasse tous les autres sommets et n’est jamais 

surclassé, u (i) = — 1 : i est surclassé par tous les autres sommets et 

ne surclasse aucun sommet).

Puisque S [d+ (i) | i € I] = Z [d (i) | i € I], alors :

1.(25) S [u (i) | i € I] = 0

On définit un préordre sur I en rangeant les sommets G dans l’ordre 

décroissant des influences.

Remarque 1 :

Il n’est pas tenu compte des surclassements indirects (comme c’est 

le cas, par exemple, dans le classement fourni par SPARTE-II) ; les 

éventuels circuits ne remettent donc pas en cause la procédure de 

classement des sommets du graphe.

D’après l’exemple d’application on obtient :
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ELECTRE-Im SPARTE

= 1 ; q = 0 : P = 1 :

i u(i) i u ( i )

a 0,33 a 0,33

c, d 0 c, d 0

b - 0,33 b - 0,33

p = 0,80 ; q = 0 p = 0,80

classement
inchangé

i U(i)

a 0,67

c 0,33

b - 0,33

d - 0,67

p = 0,60 ; q = 0,50 : p = 0,60 :

i u ( i ) i u ( i )

a 0, 67 a, c 0,67

c 0,33 b, d - 0,67

d - 0,33

b - 0,67

Remarque 2 :

Les classements issus de SPARTE peuvent être synthétisés de la 

façon suivante :

Notons p^ la valeur du seuil de concordance correspondant au x6 

graphe de surclassement et ux (i) l'influence du sommet i dans ce même 

graphe.

L'influence moyenne du sommet i dans les r premiers graphes est 

obtenue par :

1. (26) G(i) = Z [p u (i) | x = 1. . . r] / 2 (p | x = 1... r)
X X  x

On vérifie que :

1.(27) Z [ü(i) | i € I] = 0
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On obtient

i u(i)

a 0,53

c 0,28

d - 0,39

b - 0,42

SPARTE : classement moyen

Cette procédure ne peut s’appliquer à ELECTRE-Im puisque p et q ne 

sont pas de même nature.

2 -  APPROCHE PROBABILISTE : LA METHODE REGIME

A la différence des techniques utilisant des relations de 

surclassement, REGIME ne produit pas une suite de résultats, mais un 

classement définitif. Moins "soft" que les précédentes, cette méthode 

récente (HINLOOPEN and ail. 1983, HINLOOPEN and SMYTH 1985, NIJKAMP 

1986) possède le très grand avantage de s'adapter à n'importe quel type 

de données :

- nous examinerons d'abord le cas général : les termes de la 

matrice A et du vecteur P sont des nombres ordinaux ;

- en second lieu, REGIME sera adaptée à une situation fréquemment 

rencontrée en pratique : la matrice A contient à la fois des nombres 

ordinaux (pour les critères qualitatifs) et des nombres cardinaux 

(lorsque les critères sont mesurables).

Sur le plan de la compréhension, REGIME ne présente aucune 

difficulté. Le seul aspect qui peut éventuellement rebuter l'utilisateur 

est celui du calcul lorsqu'il s'agit d'évaluer la probabilité pour que 

tel objet soit meilleur qu'un autre. Aussi, dans chacun des cas énumérés 

précédemment, on commencera par donner un petit exemple qui sera 

progressivement résolu "à la main". Pour des applications plus 

importantes, il faudra recourir à des algorithmes spécifiques (voir 

ZELENY 1974).
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2.1. DONNEES ORDINALES.

Exemple :

A =

P =

2. 1.1. Evaluation des adhésions et des oppositions.

La matrice A contient exclusivement des nombres ordinaux ; le

calcul des adhésions ou des oppositions selon 1. (6) ou 1. (7) ne possède

aucune signification.

Pour apprécier l’adhésion ou l’opposition du point de vue j à

l’hypothèse :

i est meilleur que k,

on considère uniquement le signe s.(i, k) de la différence ô.(i) - ô.(k)
3 J J

2.(1) Sj(i, k) =

f + 1 si ô.(i) > S . (k) 
J J

0 si ôj(i) = ôj(k)

- 1 si <5.(i) < ô . (k)
J j

Si l’on fait intervenir l’ensemble des m points de vue, on obtient 

la matrice S des signes :

2.(2) S = [sj (i, k)]

m x n(n - 1)

2
n(n - 1 )  est le nombre A de tous les couples (i. k) aui correspondent à

n
l’hypothèse "i est meilleur que k".
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Concrètement

(a, b) (a, c) (b, a) (b, c) (c, a) (c, b)

1 0 + 1 0 + 1 - 1 - 1

S = 2 + 1 - 1 - 1 - 1 + 1 + 1

3 - 1 - 1 + 1 - 1 + 1 + 1

Remarque :

Puisque s.(i, k) = - s.(k, i), il suffit de considérer la matrice 
J J 2

S* = [s.(i, k)] de format n x n(n - l)/2 où n(n - l)/2 est le nombre C 
J n

de toutes les paires d'objets à comparer. Ayant testé l’hypothèse "i est 

meilleur que k", on déduit automatiquement l'information ( + 1, 0 ou - 1) 

correspondant à l'hypothèse alternative). D'après l'exemple précédent, 

S' est déduite de S par suppression des couples (b, a), (c, a) et 

(c, b).

2.1.2. Le vecteur stochastique des pondérations.

Faute de pouvoir définir avec certitude la structure cardinale des 

pondérations, notée :

2. (3) P = (p (j) | j e J), 

le décideur l'estime par la structure ordinale :

2. (4) P = (p(j) | j g J)

*
Les p (j) sont des variables aléatoires dont les réalisations sont 

supposées conformes à la structure ordinale des estimations :

2. (5) V j, j' 6 J : p(j) > p(j' ) =* p*(j) £ p*(j' )

En vue de faciliter les calculs ultérieurs, on admet que les

composantes de P sont normalisées :

2. (6) V j € J : p (j) £ 0
*

max [p (j) | j € J] = 1
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D’après l’exemple donné au début du paragraphe, on a :
*

pC1) > p(2) > p(3). Les vecteurs suivants : P = (1 0,9 0,8),
* # ^

P2 = (1 0,5 0,4), P^ = (1 0,2 0,1) etc... satisfont aux conditions 

imposées par 2.(5) et 2.(6).

En l’absence de plus amples précisions, on suppose que chaque 

vecteur a autant de chance de se réaliser que tout autre vecteur

répondant à la contrainte définie par l’ordre des p(j). En d’autres
* 13

termes, les p (j) sont uniformément distribuées dans les domaines de

variation délimités par 2.(5) et 2.(6).

2.1.3. Classement des ob jets.

La vérification de l’hypothèse "i est meilleur que k" dépend du 

signe de l’expression :

2. (7) v (i, k) = S [s (i, k) p*(j) | j e J]

En effet, si le décideur connaissait avec certitude la structure 

cardinale des pondérations, on aurait :

2. (8) v (i, k) > 0 => i est meilleur que k

Mais dans le contexte d’incertitude qui caractérise la réalisation
*

des p (j), le signe de 2.(7) ne peut être déterminé qu’en probabilité.

Par conséquent, en notant p(i, k) la probabilité de l’événement "i 

est meilleur que k", on a :

2.(9) p(i, k) = Prob [v(i, k) > 0]

Par extension, la probabilité pour que i soit "globalement" meilleur 

que tout autre objet de I, est définie par la probabilité moyenne p(i) 

telle que :

2.(10) p(i) = I [p(i, k) | k e I - {i>] / n - 1

Cette hypothèse fondée sur le principe de "raison insuffisante" est 
souvent employée en théorie statistique de la décision (critère de 
LAPLACE : voir par exemple GREEN et TULL, 1974 p. 27-28).
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Le classement final est obtenu en rangeant les éléments de I dans 

l’ordre décroissant des p(i).

Remarque :

Par définition :

Prob ["k est meilleur que i"] = 1 - Prob ["i est meilleur que k"]

donc :

2. (11) p(k, i) = 1 - p(i, k)

Poursuivant l’exemple de référence on obtient :

v(a, b) = p (2) - p (3) 

p(a, b) = Prob [v(a, b) > 0]

= Prob [p (2) > p (3)]

or p(2) > p(3) =» p (2) > p (3) 

donc p(a, b) = 1 

et p(b, a) = 0

*
v(a, c) = 1 - p (2) - p (3)

p(a, c) = Prob [p (3) < 1 - p (2)]

^ en'»
*

0

p(a, c) = aire du triangle 011 / aire du carré 01x1 

p(a, c) = 1/2 

p(c, a) = 1/2

v(b, c) = 1 - p (2) - p (3) = v(a, c) 

p(b, c) = p(a, c) = 1/2 

p(c, b) = 1/2
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Finalement

p(a) = J l + | J / 2  = 0,75

p(b) = [ 0 + | ]  / 2 =  0,25

p(c) = [l + i ] /2 = 0,50 

ce qui implique : {a} > {c} > {b}

2.2. DONNEES MIXTES.

Jusqu'à présent on considérait que l'ensemble J regroupait des 

points de vue de même nature. Dans ce paragraphe on admet la coexistence 

de points de vue qualitatifs et quantitatifs. En outre, les points de 

vue quantitatifs sont supposés correspondre à des critères mesurables.

La nature ordinale des pondérations étant généralement la règle 

dans les études de cas, la mixité des données concernera uniquement la 

matrice A.

Exemple :

Considérons le problème d’implantation d'une école primaire en zone 

rurale. Le décideur (Rectorat) hésite entre deux communes : a et b.

Deux critères de localisation sont pris en compte :

- critère 1 (mesurable) : "distance de la commune i à une source de 

nuisance indésirable" (si ô^i) > S (k), il est clair que i est préféré 

à k avec une intensité d’autant plus grande que la différence 

ô^(i) - c^tk) est importante).

- critère 2 (qualitatif) : "agrément du site".

On estime que : p (1) = 4 et p(2) = 1.

L’information à traiter est la suivante :
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A = 

P =

2.2.1. Evaluation des adhésions et des oppositions pour les critères 

mesurables.

Pour des mesures que nous supposerons finies, l’adhésion ou 

l’opposition d’un point de vue j à l’hypothèse que i est meilleur que k, 

est exprimée par :

d.(i, k) = [Ô.(i) - ô.(k)] / max [Ô.(i), Ô.(k)]
J J J J J

2 . ( 12)

On vérifie immédiatement

2. (13)

ô.(i) < ô.(k) =*■ d.(i, k) € [-1, 0[ : opposition 
J J J

<5.(i) = Ô.(k) =* d.(i, k) = 0 : point de vue neutre 
J «J J

ô.(i) > Ô.(k) =¥ d.(i, k) e ]0, 1] : adhésion 
J J J

Supposons que Ô.(i) > ô.(k).
J J

Pour les critères repérables, la différence ^j(i) “ es^

divisée par une constante (h) : l’adhésion du point de vue j est donc la 

même quelle que soit la portion d’échelle où l’on constate une telle 

différence. L’exemple suivant donne : k) - aj(i’, k’).

i -- 

k - 

i’ - 

k’ - 

kj

En utilisant 2.(12) on obtient : d.(i, k) < d.(i’, k’), puisque
J J
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S .(i) > ô.(i’). Cette expression tient compte, en effet du rapport des
vJ J

mesures qui varie le long de l’échelle considérée. Posons

r = ô.(i) / ô.(k). Si ô.(i) > ô.(k), 2.(12) est équivalente à :
J J J J

d . (i, k) = 1 - 1/r
J

L’adhésion de j est une fonction croissante de r. Si l’objet k est

affecté d’une mesure nulle, r tend vers l’infini et d.(i, k) = 1
J

(adhésion maximale). Dans le cas particulier où r = 1, j est un point de 

vue neutre.

Les remarques précédentes s’appliquent, d’une manière symétrique,

au cas où <5.(i) < ô.(k).
J J

2.2.2. Caractère probabiliste des adhésions et des oppositions pour les 

critères non mesurables.

Pour ce type de critère, les dj(i, k) sont des variables aléatoires 

dont les réalisations sont supposées respecter le classement des objets 

pour les points de vue correspondants. Ces variables possèdent une loi 

de probabilité uniforme.

En résumé :

2. (14) Ô.(i) > ô.(k) : d.(i,
J J J

[0 , 1]

2. (15) ô.(i) < Ô.(k) : d.(i,
J J J

[- 1, 0[

2.2.3.Classement des objets.

A 2. (7) on substitue l’expression analogue :

2. (16) w(i, k) = Z ^ j ^ >  P (J) I j e J]

Dans le cas présent on a :

, , , . 2 0 - 8  „ „ 
d1(a, b) = — --—  = 0 , 6

¥
donc w(a, b) = 0,6 + d2 (a, b) p (2)

(puisque p(l) > p(2) =» p (1) = 1 > p*(2) )

k) est uniformément distribuée sur

k) est uniformément distribuée sur
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La probabilité pour que i soit meilleur que k s’écrit :

2.(17) p(i, k) = Prob [w(i, k) > 0]

On vérifie que :

2.(18) p(k, i) = 1 - p (i, k).

Dans le cas présent :

avec y = p (2) et x = - d^ia, b) > 0  puisque ^(a) < ô^ib). 

x est uniformément distribuée sur ]0, 1].

p(a, b) = Prob [- d2 â’ p ^  < °’6^

0,6

y
1

x

y x

0 0,6 1

donc p(a, b) = 0,6 + aire A B C D

0,6

=  0, 6
0,6

= 0,906

et p(b, a) = 0,094

34

o
t



Les probabilités moyennes p(i) sont calculées conformément à

2.(10). Cette dernière étape est superflue si card 1 = 2 :

p(a) = p(a, b) = 0,906
■* {a} > {b}

p(b) = p(b, a) = 0,094

CONCLUSION

Les méthodes d'aide à la décision utilisant des relations de 

surclassement ne conduisent pas directement à la solution idéale. Le 

décideur doit, en général, arbitrer entre deux types de situations :

- structures grossières (noyaux comportant de nombreux sommets, 

classements sommaires en quelques classes d'équivalence) obtenues à des 

seuils de surclassement rigoureux (p proche de 1 et q voisin de 0) ;

structures plus fines définies par des conditions de 

surclassement plus lâches.
14

La multiplicité des résultats produits et l'effort

d'interprétation demandé au décideur sont de petits inconvénients qu' il 

convient d'accepter si l'on souhaite profiter de la souplesse de l'outil 

d'analyse et de la liberté de manoeuvre qu'il procure au décideur.

En revanche, l'approche probabiliste exige un moindre effort 

d'interprétation des résultats puisque ceux-ci sont présentés sous la 

forme d'un classement définitif. Notons que le contexte "soft" de la 

production des résultats au sens de la première approche n'est pas 

totalement abandonné ici, car la structure unique est construite d'après 

les probabilités de "surclassement" global de chaque objet. On peut donc 

penser que le décideur conserve une certaine marge de manoeuvre quant au 

choix de la solution finale.

Sur le plan théorique, l'approche probabiliste est parfaitement

adaptée au traitement de données ordinales. En présence de critères

purement qualitatifs nous savons que la préférence exprimée par

l'inégalité ô.(i) = 7 > ô.(k) = 1 doit être traitée de la même façon que 
J J

Mis a part le classement moyen de SPARTE.
14
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S A i )  = 2 > ô . (k)  = 1.
J J

Néanmoins, l’absence de toute nuance dans l’expression des 

préférences du décideur peut paraître choquante, et on peut finalement 

se demander si l’approche fondée sur les relations de surclassement 

n’ est pas en droit de tricher un peu avec la véritable nature de 

1’ordinal.
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