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1 INTRODUCTION

Les phénomènes de couplages magnéto-élastiques ont deux manifestations principales : la déforma-
tion de magnétostriction - déformation spontanée induite par la présence d’un champ magnétique -
et l’effet des contraintes sur le comportement magnétique. La prédiction de ces effets de couplage
magnéto-élastique est ici envisagée à travers une approche multi-échelle. On s’intéressera successive-
ment à l’équilibre d’un domaine magnétique, d’un monocristal (ou grain), et d’un Volume Elémentaire
Représentatif polycristallin.

2 PROCESSUS D’AIMANTATION - QUELQUES ASPECTS PHÉNOMÉNOLOGIQUES

L’observation assez fine d’un matériau ferromagnétique permet de mettre en évidence l’existence
de régions où l’aimantation est uniforme : ce sont les domaines magnétiques ou domaines de Weiss
(figure 1).

(a) (b) (c)

FIG. 1 – Mise en évidence des domaines magnétiques dans des cristaux de fer-silicium, d’après
Hubert et Schäfer (1998)

Chacun de ces domaines présente une aimantation uniforme, de norme Ms, caractéristique du maté-
riau, quel que soit le champ magnétique appliqué :

~Mα = Ms ~γα = Ms
t[γ1,γ2,γ3] , avec γ2

1
+ γ2

2
+ γ2

3
= 1 (1)

D’un domaine à l’autre, la norme de l’aimantation ne varie pas, mais sa direction en revanche change.
Le vecteur aimantation associé à chacun des domaines est initialement orienté suivant une direction
cristallographique privilégiée appelée direction de "facile aimantation". Les zones de transition entre
deux domaines, où la direction de l’aimantation varie progressivement sur quelques dizaines de dis-
tances interatomiques sont appelées parois magnétiques.
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La structure en domaines évolue avec le champ magnétique suivant deux mécanismes concomitants :
le mouvement des parois magnétiques, constituant la frontière entre deux domaines, et la rotation de
l’aimantation en direction du champ appliqué. Quand la saturation magnétique est atteinte, chaque
grain est composé d’un unique domaine aimanté dans la direction du champ. Le processus d’aiman-
tation est représenté schématiquement sur la figure 2.
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FIG. 2 – Représentation schématique (2D) du processus d’aimantation dans un monocristal

3 MODÉLISATION À L’ÉCHELLE D’UN DOMAINE MAGNÉTIQUE

La prévision de l’état d’équilibre d’un domaine magnétique, c’est à dire l’orientation de l’aimantation
dans ce domaine : peut s’obtenir à travers une approche énergétique. L’énergie libre d’un domaine
magnétique peut s’écrire sous la forme :

W α = W α
an + W α

mag + W α
σ + W α

s (2)

– W α
an désigne l’énergie d’anisotropie magnétocristalline, qui tend à aligner l’aimantation suivant

certaines directions cristallographiques privilégiées dites directions de facile aimantation.

– W α
mag désigne l’énergie magnétostatique, qui tend à aligner l’aimantation du domaine parallèle-

ment au champ magnétique.

– W α
σ désigne l’énergie magnéto-élastique, qui permet de prendre en compte les effets de cou-

plages magnéto-élastiques. Ce terme énergétique fait intervenir la contrainte � α et la déforma-
tion de magnétostriction � µ

α dans le domaine :

W α
σ = − � α : � µ

α (3)

– W α
s désigne une énergie de surface qui permet d’intégrer au modèle des effets d’anisotropie

macroscopique, introduits par exemple par la présence d’une surface libre. Ce terme énergétique
peut s’écrire :

W α
s = Ns(~γ

α.~n)2 (4)

en notant ~n la direction d’anisotropie macroscopique et en introduisant la constante Ns qui dé-
finit la valeur maximale de cette énergie de surface.

L’état magnétique d’un domaine peut être obtenue par minimisation de l’énergie libre de ce domaine :

~Mα tel que W α( ~Mα) = min(W α) (5)

La déformation de magnétostriction dans un domaine découle directement de la direction de l’aiman-
tation et d’un tenseur d’ordre 4 D, caractéristique du matériau (Hubert et Schäfer, 1998 et Daniel,
2003):

� µ
α = D : γγ avec γγ = ~γα ⊗ ~γα (6)
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4 MODÉLISATION À L’ÉCHELLE D’UN MONOCRISTAL - OU GRAIN

L’extension au cas du monocristal du raisonnement adopté pour un domaine magnétique supposerait
de définir l’énergie libre associée aux parois magnétiques. Dans l’optique de calculs à l’échelle du
polycristal, une telle démarche conduirait à des temps de calcul très élevés. Nous adoptons ici une
approche simplifiée proposée par Buiron (2000). Le monocristal est divisé en un ensemble de familles
de domaines, chaque domaine étant associé à une direction de facile aimantation initiale. La direction
de l’aimantation dans chaque famille de domaine est obtenue par minimisation de l’énergie libre de
chacun de ces domaines pris indépendamment. Les fractions volumiques fα des différentes familles
de domaines sont définies par la relation (7) :

fα =
exp(−As.Wα)∑

α

exp(−As.Wα)
(7)

où As est un paramètre d’ajustement qui permet d’introduire phénoménologiquement certains effets
ignorés par la modélisation.
Par ailleurs, on vérifie bien : ∑

α

fα = 1 (8)

Une fois les variables d’état calculées pour chaque famille de domaines α, on peut définir l’aimanta-
tion moyenne dans le cristal :

~M I =< ~Mα >=
∑

α

fα
~Mα (9)

On peut de la même façon définir la déformation de magnétostriction moyenne dans le monocristal
(en supposant les contraintes homogènes dans le monocristal) :

� µ
I =< � µ

α >=
∑

α

fα � µ
α (10)

5 MODÉLISATION À L’ÉCHELLE D’UN POLYCRISTAL

Dans le cas d’un polycristal, l’orientation cristallographique différente entre deux grains adjacents
provoque des hétérogénéités de contraintes et de déformations. La distribution des orientations cris-
tallographiques, la texture, est alors une donnée importante pour modéliser ces hétérogénéités.
Une approche de type micro-macro peut permettre, connaissant le chargement macroscopique et la
texture, et sous certaines hypothèses concernant la microstructure, de déduire le chargement appliqué
à chaque grain (étape de localisation). Les lois de comportement obtenues à l’échelle du grain peuvent
ainsi être appliquées, et le comportement moyen de chaque phase est obtenu. La dernière étape peut
consister, si les grandeurs utiles sont macroscopiques, en une étape d’homogénéisation pour revenir à
l’échelle du VER.
La méthode de localisation-homogénéisation adoptée ici est un schéma de type autocohérent.
La contrainte locale � I - dans chaque grain - est définie comme la somme d’une terme associé à la
contrainte macroscopique appliquée � et d’un terme définissant les incompatibilités de déformation
liées à la présence de la déformation de magnétostriction � µ

I :

� I = B
I : � + C

∗ : (Eµ − � µ
I ) (11)

B
I est le tenseur de concentration des contraintes, déduit de la résolution du problème d’Eshelby, et

associé aux coefficients élastiques du milieu homogène équivalent (MHE) au polycristal et aux coeffi-
cients élastiques C

I du grain considéré. C∗ est le tenseur d’influence de Hill pour la forme d’inclusion
et le milieu de référence choisis. E

µ est la déformation de magnétostriction macroscopique.

De façon analogue le champ magnétique local ~HI est défini comme la somme du champ magnétique
appliqué ~Hext et d’un terme démagnétisant proportionnel à la différence entre l’aimantation macro-
scopique ~Mm et l’aimantation dans le grain ~M I :
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~HI = ~Hext +
1

3 + 2χm

( ~Mm − ~M I) (12)

χm est une estimation de la susceptibilité sécante, c’est à dire du rapport entre || ~Mm|| et || ~Hext||.
Une fois connu le chargement local (vu par chaque grain du polycristal), le modèle établi à l’échelle
du monocristal peut être appliqué. On définit ainsi l’aimantation et la déformation dans chaque grain.
Une opération de moyenne volumique permet ensuite de définir le retour à l’échelle macroscopique :

~Mm =
1

V

∫
VER

~MdV =< ~M I > et E =
1

V

∫
VER

� dV =< � I > (13)

Pour la déformation maacroscopique, on réalise la partition suivante, qui superpose l’effet de l’appli-
cation d’une contrainte macroscopique � et l’effet de la déformation de magnétostriction :

E = E
e + E

µ

= C
eff−1

: � + < T
B

I : � µ
I >

(14)

La déformation de magnétostriction macroscopique E
µ est ainsi obtenue, et l’effet des contraintes

sur l’aimantation est naturellement pris en compte dans le modèle microscopique à travers l’énergie
magnéto-élastique (équation (3)).
Le caractère implicite des équations présentées rend nécessaire le recours à un processus itératif.

6 CONCLUSION

Ce modèle permet de rendre compte du comportement magnéto-mécanique des matériaux ferroma-
gnétiques hétérogènes. Il a par exemple été appliqué pour modéliser l’anisotropie des tôles de fer-
silicium à grains orientés (GO) utilisées dans la construction de transformateurs électriques (Hubert
et al., 2003). Dans ce cas particulier, on montre que l’anisotropie magnétique à bas champ est forte-
ment reliée à la présence de surfaces libres.
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FIG. 3 – Comportement magnétique d’une tôle GO pour un champ magnétique appliqué dans diffé-
rentes directions du plan de tôle (DL : direction du laminage - DT : direction transverse)
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