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O - INTRODUCTION

0.1. La théorie classique de 1'équilibre du consommateur
repose sur deux ensembles d'hypothéses particuliérement

restrictives.

Elle admet d'abord implicitement que tous les biens
de consommation sont localisés en un point unique ou le con-
sommateur est aussi implanté et ol se réalise la consommation.

Elle postule ensuite que le consommateur dispose
d'un pouvoir de discrimination parfait & 1'égard des biens.
Son comportement est précis: il optimise ses préférences, ou
éventuellement il maximise son utilité, sous une contrainte de
richesse.

0.2. L'objet de cette €tude est de lever ces deux familles
d'hypothéses portant sur 1l'espace économique des biens et de

l'agent et sur la précision du comportement de ce dernier.

La demande individuelle porte sur des biens disper-
sés dans un espace de l'offre. Elle est formulée a partir d'un
point donné, la résidence du consommateur, qui sert de point
de référence dans son calcul économique quel que soit le lieu
de réalisation matérielle de la consommation. Le point de
demande ne doit pas &tre confondu, en effet, avec le lieu ol
la consommation est physiquement effectuée.

De plus, le comportement spatial du consommateur est
imprécis. L'analyse de la demande individuelle floue prolonge
et compléte 1'étude de 1l'imprécision des préférences spatiales
du consommateur et de 1l'utilité [6 ]

0.3. I1 pourrait paraitre plus efficace, pour introduire le
facteur spatial dans l'analyse, d'adopter la définition d'une
marchandise donnée par DEBREU [1 ] . Une marchandise est
décrite comme un produit ou un service caractérisé par diverses
propriétés, dont la date 3 laquelle il sera disponible et le



lieu ol il sera accessible. La valeur d'une marchandise future
est alors ramenée 4 celle de la méme marchandise disponible
actuellement par un facteur d'escompte. De méme, la valeur
d'une marchandise €loignée est dite ramenée & celle de la

méme marchandise accessible sur place par un taux de change.

Or, si 1'on est en droit d'exprimer la valeur
présente d'une marchandise future 3 l'aide d'un taux d'escompte,
il n'est pas légitime de soutenir qu'il est possible d'exprimer
la valeur locale d'une marchandise éloignée a 1l'aide d'un taux
de change. En effet, les propriétés formelles de 1l'espace sont
différentes de celles du temps et elles sont diversifiées [7 ].
I1 suit que le calcul d'actualisation, qui repose sur l'axiome
de la dépréciation du futur, a un fondement théorique, tandis
que le taux de change de DEBREU, faute d'un axiome équivalent,
n'en a pas. Dés lors, la définition de la marchandise elle-
méme, telle qu'elle est formulée par DEBREU et son école, ne
permet pas d'expliciter la place et le rd8le du facteur spatial

dans les équilibres économiques.

0.4. Pour formaliser 1'imprécision qui caractérise le compor-

tement spatial du consommateur, il est fait appel & la théorie
des sous-ensembles flous [2 ][8 ]. Les concepts mathématiques
ordinaires (non flous) sont soulignés, tandis que les concepts
flous ne le sont pas., Par exemple, A C X se lit: A est un sous-

ensemble flou du référentiel X.

0.5. Dans 1'étude qui suit, on commence par décrire le cadre
de l'analyse et rappeler briévement les principaux résultats

du modéle précité [6 ] qui sont indispensables 4 la compré-
hension de la théorie présentée ici.

On caractérise ensuite l'ensemble des consommations
localisées possibles et le sous-ensemble flou des consommations
localisées efficaces.

On dispose alors des é€léments qui permettent de
décrire 1'équilibre spatial du consommateur dans un contexte



imprécis. La demande est définie comme un sous-ensemble flou

de l'ensemble des consommations localisées possibles et le
probléme consiste 3 déterminer une demande optimale floue,
c'est-3-dire qui maximise une utilité floue sous une contrainte

de richesse.

Puis, diverses extensions de la théorie sont envi-
sagées afin d'expliciter le caractére multidimensionnel du
choix du consommateur.

~

La principale d'entre elles consiste a déterminer
ce choix sur l'ensemble des caractéristiques des complexes de
biens localisés.

Un cas particulier important est celui dans lequel
le consommateur exige que les complexes de biens localisés
possédent au moins des niveaux minima de certaines caractéris-

tiques.

Enfin, pour terminer, quelques considérations trés
générales sur le choix de la localisation du consommateur sont
sommairement esquissées.



1 - LES ENSEMBLES DE CONSOMMATION

1.1. Cadre de 1l'analyse

1.1.1. Le consommateur est défini d'une maniére générale;
c'est un individu ou tout groupe d'individus dont les membres
poursuivent un objectif commun. Il choisit et réalise un plan
de consommation, c'est-i-dire une combinaison de biens localisés

en vue d'obtenir une satisfaction.

L'analyse est statique.

1,1.2. L'espace du consommateur est caractérisé par la
donnée d'un ensemble fini de lieux. On indice ces lieux p,
avec p=1,...,m,

La résidence du consommateur est fixée en un point
donné, noté p=1, appelé point de demande. Les biens de consom-
mation sont offerts en des lieux donnés, notés p=1,...,m, appelés

points d'offre. Un méme lieu peut offrir un ou plusieurs biens.

Le fait que le consommateur soit localisé en un point
de demande n'entraine pas nécessairement que sa consommation
soit physiquement réalisée en ce lieu. S'il est mobile, il a le
choix entre consommer au lieu de sa résidence ou aux points
d'offre des biens. Tout dépend de ses préférences et de la pro-
priété des biens d'é@tre transportables ou non-transportables.

On admet qu'une consommation réalisée en dehors du point de
résidence 1'est nécessairement en un point d'offre, c'est-a-dire
qu'au moins un bien offert en ce point, fut-il d'un prix nul,

entre dans cette consommation.

Mais, dans tous les cas, le lieu d'implantation du
consommateur sert de point de référence pour définir le systéme
spatial des prix (voir ci-dessous 1.2.3.). En d'autres termes,
le calcul économique du consommateur est effectué a partir du
point indicé 1 quel que soit le point de réalisation physique
de la consommation.



1.1.3. L'ensemble des biens localisés de consommation est
noté X, avec X = {5? 1, ol 1'indice i désigne la nature du
bien, avec i=1,...,n , et p soni point d'offre, avec p=1,...,m.
L'ensemble X est fini. Les quantités des biens XE sont exprimées
par des nombres réels positifs ou nuls, notés XE

Avec ces notations, l'ensemble des biens localisés

de consommation est tel que: X = R™, Une consommation est un
€lément delRmn, c'est-3d-dire un mn-uplet de réels (x},...,xg,...,

m
xn).
1.2. L'ensemble des consommations localisées possibles

1.2.1. A partir de 1l'ensemble des biens localisés de con-
sommation X, on définit l'ensemble des consommations localisées
possibles, noté K. Un élément de K est un vecteur, noté [hk 1,
avec h=1,...,85¢2035J5+0051,.... On admet que K est dénombrable.
Un vecteur de consommations (ou complexe de biens localisés)
s'écrit: hk = [hxg ] . On a donc: K = ([hk }3 et X C Rmn.

1.2.2., L'étude précitée [6 ] a &été consacrée a 1'examen
des structures de préférence spatiale imprécise et des condi-
tions auxquelles elles doivent satisfaire pour garantir 1'exis-
tence et la continuité d'une utilité floue. On en résume ici les
résultats pour la compréhension des développements suivants con-
sacrés 3 la théorie spatiale de la demande du consommateur dans
un contexte imprécis.

Le consommateur met en correspondance les complexes
de biens localisés quelconques, 8k et Tk , deux 3 deux, 3 un
niveau "plus ou moins' élevé de préférence ou d'indifférence.
On définit ainsi une relation binaire floue, notée ﬁ%, entre

les €léments de EZ:

BRIk = {8010, g s Ve, Vikek i ng B0 e Y

ol FR (gk,Jk) désigne le niveau de préférence ou d'indifférence
entre les deux complexes de biens localisés considérés et M est
un ensemble d'appartenance préordonné.



Diverses propriétés de la structure de préférence -

indifférence imprécise ont été étudiées.

Ensuite, aprés avoir posé M = [0,1 ] pour passer i
une représentation numérique de la préférence imprécise, on a
introduit les conditions qui doivent €tre réunies pour garan-
tir 1'existence d'un espace totalement préordonné topologique
(cohérence du comportement imprécis du consommateur). Ces
conditions assurent l'existence et la continuité d'une utilité

floue.

On a construit la fonction, notée u, appelée fonction

d'utilité imprécise, qui fait correspondre 3 chaque élé&ment de

l'ensemble K un élément de 1l'intervalle [O,1 ]:

Moo E 5___.__)[0)1 1
P uxP0) € [0,1] .

On a défini ainsi un sous-ensemble flou de K, noté K,
tel que:
K = {hk, b Ve x, oM elo0,1 ]}

I1 reste alors d passer de 1'utilité a la demande,
c'est-a-dire a déterminer dans ce contexte imprécis la demande
optimale de biens localisés qui procure la plus grande utilité
floue au consommateur en respectant sa contrainte de richesse.

1.2.3. Le systéme spatial des prix est donné et propre au
consommateur. La définition de ce systéme fait intervenir les
prix F,0.B., les frais de transport et les prix C.A.F. des biens.

Les frais de transport sont définis d'une maniére
large. Si 1'agent, localisé au lieu 1, consomme en ce lieu, les
frais de transport correspondent aux cofits d'acheminement des
biens de leurs points d'offre respectifs au point 1. Si 1l'agent
se déplace lui-m€me pour consommer en un autre lieu donné (point
d'offre d'un bien), les frais de transport comprennent les cofiits
de déplacement de l'agent et éventuellement les cofits d'achemine-

-

ment des biens au point considéré.



Formellement, pour tout i=1,...,n et pour tout
p=1,...,m, on note tg ces frais de transport associés 3 la
consommation d'une unité du bien i en provenance du point p
et effectuée soit au lieu 1, soit en un lieu p, avec p # 1.

Soit fp? le prix F.0.B. d'une unité du bien KE.

Le prix C.A.F. unitaire de ce bien au dieu de con-

c

sommation, noté pg , est égal 3a:

Cpg = fpg + tg , avec i=1,...,n et p=1,...,m.
Etant donné 1'ensemble des biens R™, un systéme
spatial de prix C.A.F. pour le consommateur, noté Cp, est

un point de rR™

tel que, pour tout bien i et pour tout lieu p,
2 c . .  aa .
le réel pg est le prix C.A.F. du bien considéré au lieu de sa

consommation.

Pour un complexe de biens hk € K et pour le systéme
spatial de prix C.A.F. Cp, la valeur de cette consommation est,
par définition, représentée par:

n m
o . h - 5 = CPE ) hxg
i=1 p=1

1.2.4, Le consommateur est doté d'une richesse donnée qui
correspond, en statique, 34 la valeur de tous les biens dont il
dispose, quelles que soient leurs localisations respectives.

Celle-ci est représentée par le réel w € R.

1.3. Le sous-ensemble flou des consommations localisées

efficaces.

1.3.1., Dans la théorie traditionnelle,‘on attribue & l'agent,
muni d'un ensemble de consommations localisé€es possibles K C R™"
et d'une richesse w € R, et pour un systéme spatial de prix C.A.F.
p € R”™ , un ensemble de budget, partie de K, noté B et défini
par:



[}
f"'—‘
=2
b
f=p
b
m
=~
(o)
(-f
o]
bxt
A
=
\/\

B

< s s . h
ol Cp.hk < w signifie que la valeur d'une consommation "k ne
peut excéder la richesse du consommateur et désigne la contrainte
de richesse.

On montre alors que 1'équilibre du consommateur est
.atteint pour une consommation optimale par rapport au systéme

de prix et 3 la richesse de l'agent, compte-tenu de sa structure
de préférence, supposée représentée par un pré-ordre total. Si,

de plus, il existe une utilité pour cette structure de préférence,
la consommation optimale maximise cette utilité sur l'ensemble

de budget.

-~

Cette conception conduit a partitionner 1'ensemble des
consommations possibles en deux classes: celle des consommatiors

efficaces et celle des consommations non-efficaces.

La classe des consommations efficaces, associées a
une contrainte budgétaire donnée, est appelée frontiére d'effica-
cité (ensemble des optima techniques du consommateur) et le choix
de 1'agent porte sur les consommations é€léments de cette frontiére,
toutes les autres consommations possibles étant €liminées.

1.3.2. Cette conception classique vaut dans le cas limite
d'un comportement précis.
En toute généralité, la contrainte de budget s'avére
plus ou moins '"'contraignante'.

D'abord, le consommateur ne la connait pas nécessaire-
ment avec exactitude, soit qu'il ne se livre pas 3 son estimation
précise, soit qu'il ne possé&de pas tous les €léments qui seraient
indispensables a un tel calcul. Il agit donc en fonction de
1'idée plus ou moins vague qu'il en a, et non 3 partir d'un inven-
taire complet de sa richesse qu'il ne veut pas ou qu'il ne peut
pas établir.

De plus, s'il est vrai que, pour un consommateur ne
disposant que d'un minimum vital, noté w°, il existe un ou plusieurs
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complexes de biens, notés hk°, tel(s) que Cp . hk° = w° ,
avec h=1,...,1,..., en revanche un consommateur au-dessus de
ce minimum vital opére un arbitrage entre la consommation et
1'épargne. Il peut consommer plus ou moins pour une méme con-
trainte de richesse donnée. Au fur et 3 mesure que cette
richesse augmente, ses besoins peuvent €tre mieux satisfaits
et deviennent moins impérieux, de sorte qu'une consommation
plus ou moins inférieure au niveau permis par la contrainte
de richesse suffit 3 lui procurer 1'utilité attendue de cette

consommation et son épargne peut augmenter.

Si 1'on admet qu'une frontiére entre consommation
et épargne existe, l'agent préférant l'épargne a des consomma-
tions dont 1'utilité marginale est faible, et si 1l'on recon-
nait que cette frontiére est imprécise, alors un complexe de
biens localisés appartient plus ou moins au sous-ensemble des

consommations compatibles avec la contrainte de budget.

Pour toutes ces raisons, l'ensemble des consommations
localisées efficaces est un sous-ensemble flou de K, noté C,
dont les éléments ont une fonction d'appartenance u telle que:

4 K s [0,1]
P w "o € [0,1)
et
pc(hk) = 1 si Cp. hk = W
k. Py e 10,10 si Sl Pko<w
t.P) = 051 p. Px>w

La fonction Fe dépend de w. Elle est monotone et
décroissante pour des valeurs croissantes de w. On a:

W' >w =3[ - . ") > (w - . Mi]
:M'C(hk) <ch(hk).
Un complexe de biens localisés est de moins en

moins soumis a la contrainte de budget au fur et 3 mesure que
ce budget augmente.
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Le sous-ensemble flou C est défini par:

5
C = {hk, b Ybiex, ,uc(hk) e 10,11 et Sp. Pk <w §

Cette conception élargit le domaine de recherche de
la consommation optimale, c'est-a-dire de la demande du consom-
mateur. L'ensemble des consommations possibles n'est plus par-
titionné en sous-ensembles des consommations efficaces et des
consommations non-efficaces. La frontiére d'efficacité figure
seulement un cas particulier, celui dans lequel toute la con-
sommation possible est réalisée. Mais, on admet que, sous cette
frontiére, tous les points appartenant a l'ensemble des consom-
mations localisées possibles doivent €tre considérés parce qu'
ils représentent des consommations plus ou moins efficaces. Le
consommateur, dont le comportement est par nature imprécis,
peut se contenter de 1l'une des consommations correspondant a
ces points s'il ne désire pas réaliser toute la consommation
possible, a fortiori s'il ne la connait pas avec exactitude.
Son calcul économique consiste 3 trouver le meilleur arbitrage
entre un peu plus (ou un peu moins) de consommation et un peu
moins (ou un peu plus) d'épargne,

1.3.3., On peut résumer les paragraphes 1.3.1 et 1.3.2
d'une maniére plus formelle.

Dire que la contrainte de richesse B , sous-ensemble
non flou, est plus ou moins contraignante revient i attribuer
dans ce contexte, au sous-ensemble flou des consommations loca-
lisées efficaces C le r8le d'une contrainte floue. Un compor-
tement rationnel, au sens d'un comportement cohérent, consiste
a maximiser 1l'utilité floue sous cette contrainte des consomma-

tions plus ou moins efficaces.

1.3.3.1. Remarque: Il en va de méme dans la théorie
classique en ce sens que la contrainte de richesse détermine
le sous-ensemble des consommations efficaces et que le maximum
de l'utilité appartient 3 ce sous-ensemble.
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1.3.3.2. Afin que la structure de préférence-indif-
férence du consommateur, notée (E,k>), ne soit pas triviale,
on introduit 1'hypothése de non-saturation, c'est-a-dire que:

Vécex,dkex /ulw b iy (8)

-

avec uK(hk) € [0,1] et h = g,]j.

1.3.3.3. Dans le cas particulier oli le consommateur
préfére réaliser entiérement sa consommation (pas d'épargne)
ou est obligé de le faire (minimum vital), alors on restreint
le sous-ensemble des consommations localisées efficaces, comme

dans la théorie classique, de la maniére suivante.

Soit J € B. Un élément Jk € J est optimal par rapport
a J pour la relation‘% si et seulement si c'est un élément
maximal de la structure (ng%), c'est-3a-dire si et seulement si:
F fked /a0 puyO0n, et a (M) = 1 et ho= g,
Soit N(J) ={ lkk avec j € I, I fini, 1l'ensemble
des consommations optimales de J. Une consommation Ik € N(J) est
un meilleur é€lément de N(J) si et seulement si c'est un maximum

de la structure LJ,%), c'est-a~-dire si et seulement si:
g . j : g hyy o = o
VkEJ.uN(J)(k))( ey (CK) 5 et u (k) = 1 et h = g,j.

Soit M(J) 1l'ensemble des meilleurs €léments de J.
Sous les hypothé&ses économiques ci-dessus (absence d'épargne
ou minimum vital), la solution du probléme de 1'équilibre du
consommateur doit &tre recherchée dans M(J). Hormis ces cas
limites, elle appartient au sous-ensemble flou C tout entier,
puisque C est tel que:
Vicex, s P €10,11 et p. Pk <w.

On a M(J) C C.
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2 - LE COMPORTEMENT SPATIAL DU CONSOMMATEUR

2.1. Critére de choix du consommateur

Le critére de choix du consommateur est de maximiser
1'utilité floue qu'il tire de sa consommation, sous la contrainte

de richesse, telle qu'elle a €té définie au paragraphe 1.3.3.

Remarque: Il serait possible de déterminer la consommation
optimale directement & partir de la structure de préférence spa-
tiale du consommateur (préordre total flou). On choisit ici de
rechercher la consommation qui maximise 1'utilité floue telle
qu'elle a été définie dans le modéle précité [6 ], sous la con-

trainte de richesse.

En résumé, il faut modéliser le calcul économique
flou du consommateur dans un contexte ou ses préférences spatiales
sont imprécises et ol la contrainte de richesse est elle-méme

floue.

2.2. La maximisation de 1'utilité floue sous la contrainte de
richesse.

2.2.1, Par définition, la demande du consommateur,
notée D, est un sous-ensemble flou de K, tel que:

D=KXKnNOC

En effet, la demande s'interpréte comme une décision
floue. Elle est 1l'intersection des sous~-ensembles flous K
(ensemble des complexes de biens localisés munis de leurs fonc-
tions d'utilité floue) et C (ensemble des complexes de biens
localisés plus ou moins efficaces).

I1 faut déterminer la demande optimale telle que:
sup uD(hk) = sup [uK(hk) A uc(hk)]
by e x g e x
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2.2.2. On démontre que (1):

sup up("K) = sup [« A sup u ("))

by e «€[0,11 "kec,
ol
h
Ea = Ehk; hk €K, “c( k) = a‘g avec « € [0,1]

Ce théoréme réduit le probléme de la recherche de
la demande floue optimale 3 un probléme d'extremum pour une
fonction scalaire [5 ].

Soit une fonction ¢ telle que:

Q [0,1] ) Yy [031]

@y p(@) = sup u ('K
h
k € Ea
et une fonction ¥ telle que:
vo[0,11 __ , [0,1]
« 3 V(@) = a Ayp(a)
I1 vient:
sup up (M) = sup  ¥(a)
by e « € [0,1]

On établit que la fonction ¢ a les propriétés
suivantes (2):
- Propriété (1) : ¢(0) = sup u, (™)
hy e x
- Propriété (2) : o < =3 p(a) 2 ¢(f).

On peut alors démontrer (3) que, si ¢ est continue
et décroissante sur [0,1] , alors:

(1) Voir Appendice A.1., A,2. et A.3.
(2) Voir Appendice A.4. et A.5,
(3) Voir Appendice A.6.
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(1) ¢ a un point fixe, c'est-da-dire:

13 e(0,11 / o@

a et @ = sup uK(hk)

Pegc_
(i) sup wp(M = @ *
hy e x

Ce théoréme montre que la solution du probléme de
la recherche de sup uD(hk) revient 3 trouver.
hy e x
o = sup uK(hk).
Prec

64
2.2.3. On sait que:

sup £y (M) = sup [ ug(M) A p (M) ]

hy e k h

k €K
= sup [ “’K(hk) A""c(hk) ]

hy € suppC

ol
suppC désigne le support de C, c'est-a-dire le sous-
ensemble tel que:

suppC = {hk ;V hk € K, uc(hk) > O.Z
et que, en vertu des propositions (ii) et (i):

sup [ yK(hk) A yc(hk) ] = sup #K(hk)

hy e ¢

—

hk € suppC
et «

C_ C suppC , puisque @ # O.

Pour calculer ce supremum, il faut trouver un
ensemble approprié, noté A, tel que:
C_ CA C suppC .

aQ ,
A cette fin, on utilise le résultat suivant (1)

(1) Voir Appendice A.7. et A.8. -
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h h
sup “K( k) = sup “D( k)

h

by e a k € K

avec
LS SN SR S|

_{n .
A= L k; B!

2.2.4. I1 reste enfin 3 étudier les conditions de continuité
de la fonction ¢(u) = sup “K(hk)

he e ¢
—«

On sait qu'un sous-ensemble flou C est strictement
convexe si et seulement si sa fonction d'appartenance est stricte-
ment quasi-concave, c'est-d-dire si et seulement si:

Vekek, Yikek, 8 # Ik, [ u 0K >u (8]
= Yr 10,10 , a, 138k + (1-10) Tk] > u (310

Sous cette hypothése, un théoréme dl a4 Asai et Tanaka
[5 ]donne une condition suffisante pour la continuité de ¢ (u):
si le sous-ensemble flou C est strictement convexe, alors
¢(¢) = sup yK(hk) est continue (1),
k € C.

2.2.5. Ainsi, a 1'équilibre, la demande floue procure la
plus grande utilité floue au consommateur et, dans l'espace de
1'offre des biens, les points auxquels celui-ci adresse ses
demandes particuliéres de biens sont connus puisque hk = [hxg 1
ol p est 1'indice des points d'offre des biens indicés i
entrant comme composantes dans le complexe indic& h, Simultané-
ment, le comportement imprécis d'épargne du consommateur est
déterminé globalement puisqu'il ne sature pas sa contrainte de
richesse, sauf dans les cas particuliers (minimum vital et
comportement de type classique) définis au paragraphe 1.3.3.3.

(1) Voir Appendice A.9.
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3 - EXTENSIONS

3,1. Caractére multidimensionnel du choix

Le concept d'utilité agrége l'ensemble des apprécia-
tions portées par 1l'agent sur les propriétés des biens localisés.
I1 est possible d'expliciter le caractére multidimensionnel du
choix du consommateur en définissant celui-ci, non plus sur
l'ensemble des biens localisés, mais sur l'ensemble des carac-

téristiques des complexes de ces biens.

3.2. Choix du consommateur dans l'ensemble des caractéristiques
des complexes de biens localisés.

3.2.1. Soit X 1'ensemble des biens défini au paragraphe
1.1.3. et un ensemble de caractéristiques de ces biens, noté
Y = {ygq B , avec i=1,...,n; p=1,...,m; gq=1,...,s.

L'é1ément ygq représente la qiéme caractéristique dont est muni
le bien indicé i au lieu indicé p.

Par exemple, V p=1,...,m , on a, avec q fonction
de p:

siq 1, y?1 désigne 1l'aptitude d'un bien i offert en p i

satisfaire un besoin donné
siq-= 2, ygz désigne la valeur attachée a 1'état de satisfac-
tion procuré par la consommation d'un bien
siq=3, ygs désigne la qualité d'un bien
etc,

h

A un complexe de biens "k = [ xp ], avec h=1,...,g,...

1,... est associé un vecteur de caracterlst1ques, noté | yp ].

iq
On note que: Y = ( ]} par un ensemble d'applica-

tions notées fq, telles que
Ya=1,...,s: £9 K —9sY

h_p q h.py _ h.p
xp T £ (0x3) Viq
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Par construction, ces applications sont bijectives et bicon-

tinues (homéomorphismes).

On admet que l'appréciation des caractéristiques
porte sur les complexes de biens, et non sur les biens eux-mémes,
parce que ces caractéristiques sont évaluées dans le contexte

d'une consommation, et non isolément.

3.2.2. De plus, on reconnait que cette appréciation (ou
processus d'évaluation) par le consommateur est imprécise. Sub-
jectivement, un complexe de biens localisés posséde plus ou moins
des caractéristiques données selon la perception de l'agent.

On définit ainsi un ensemble d'applications, notées

uq, telles que:

V(q = 1,40.,8 ¢ “q

Yo, (0,1]
PyR = w1 ) € [0,1]

iq
et s sous-ensembles flous, notés Yq, avec q = 1,...,s ,
tels que:
= . yd - {h,p : :
Vq 1"00,5 . Y yiq ’ ,JYq ’
h h
v ygq €Y : ¢ ( yli’q) € [0,1]}

3.2.3. Remarque. Dans les modéles behavioristes, notamment
les modéles de 1'Expectancy-Value Theory [4 ] , on admet que
l'appréciation des caractéristiques porte sur des biens non
localisés et qu'elle est précise. Autrement dit, on a:

Hy (xi) € 10,11 avec i=1,...,n.

Un bien posséde ou ne posséde pas une caractéristique
donnée. La fonction Hy est booléenne.

Dans les modéles inspirés par la théorie de Lancaster
[3 ], les caractéristiques sont des quantités mesurables, liées
linéairement aux quantités de biens (non localisés) consommées,
additives et divisibles.
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La présente formulation est différente et plus générale,
intégrant ces deux familles de modéles comme cas particuliers.
En effet, hormis ces cas limites, le consommateur apprécie subjec-
tivement 1'importance des caractéristiques des complexes de
biens localisés. Celles-ci ne sont ni quantifiables objective-
ment (mesurables), ni liées strictement aux quantités consommées,
ni additives. En fait, une caractéristique est plus ou moins
attachée 3 un complexe de biens localisés par 1l'agent. Elle n'a
que la propriété de divisibilité, en ce sens qu'elle existe plus
ou moins dans 1'évaluation du consommateur, selon les complexes
de biens considérés et les lieux d'offre de leurs composantes.

3.2.4, On doit alors résoudre le probléme multidimensionnel
suivant: trouver le sous-ensemble flou, noté DC, demande floue

des caractéristiques, tel que:

S
D¢ = ¢ A1 Y4 A Q)
q=

ou C est défini comme au paragraphe 1.3.2. en remplacant h
hop
Yiq

k par
dans son expression.

La solution utilise une généralisation du théoréme
énoncé au paragraphe 2.2.2,

On démontre en effet que la relation suivante est

vraie (1):
h
sup uDC( ygq) = sup[« A sup [ #Y1 (hy€1)A oo A S(hyli)s)]]
h.p _ h p
Yiq € Y « € [0,1] Yiq € Cu
< h h h
oa C, = { ygq ; ygq ey , uc( y?q) >« 3 avec « € [0,1].

I1 suit de cette proposition qu'il n'y avait aucune
perte de généralité a traiter précédemment le cas ol la fonction-
objectif est unique. Il en irait d'ailleurs de méme pour des

contraintes floues multiples [5 ].

(1) Voir Appendice A.10.
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A partir de 13, il suffit de suivre la procédure

développée du paragraphe 2.2.2. au paragraphe 2.2.4.

A 1'équilibre, la solution obtenue détermine le
vecteur des caractéristiques qui procure au consommateur 1la
plus grande utilité floue. On utilise l'application inverse f_1,
définie au paragraphe 3.2.1., qui est continue, pour identifier

la consommation optimale (complexe de biens localisés optimal).
3.3.Introduction de contraintes sur les caractéristiques.

3.3.1. Une formulation légérement différente du probléme
précédent s'impose si le consommateur exige des complexes de
biens localisés qu'ils possédent au moins certains niveaux minima

de toutes les caractéristiques ou de quelques-unes d'entre elles.
On note ces minima eq, V'q=1,...,s avec 0 < e < 1.

Dans ces conditions, on peut exprimer ce type de
contraintes par un ensemble d'applications, notées uq, telles
que:

Vq= 1’--0,5 ‘: #q . Y } )[Gq,1]
h h
i > # (R e e,
On définit s sous-ensembles flous, notés Yq, tels que:

_ . yq = ) hyp .Y hyp : h p q 111
Ya=1,...,s : Y iyiq, qu ;Y yiqéY-#Yq( yiq)E[e ,1])
En d'autres termes, on définit s fonctions-objectifs
et pour chacune d'elles, la contrainte imposée sous la forme
d'un niveau minimum d'une caractéristique se traduit par une
restriction sur l'ensemble ol sa fonction d'appartenance prend

sa valeur.

3.3.2. A partir de 1la, on est ramené au probléme posé au
paragraphe 3.2.4.

A 1'équilibre, sa solution donne le vecteur des carac-

téristiques qui procure au consommateur la plus grande utilité
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floue, en respectant la contrainte de richesse et les contraintes

imposées par les niveaux désirés des caractéristiques.
3.4. Choix de la localisation du consommateur

3.4.1, Jusqu'ici la localisation du consommateur était

donnée. Il est possible d'en faire une inconnue.

On suggére, sans développer ici le modéle, de prendre
en considération les caractéristiques de l'espace lui-méme et de

formuler une demande de résidence, assimilée & une demande
d'espace [91] .

La nature des caractéristiques recherchées est alors
différente de celle des caractéristiques des complexes de biens

-~

localisés. Le consommateur s'attache 3 des critéres d'accessibi-
1ité (distance & un point central 3 préciser), de surface de la
résidence, de qualité du logement (confort), de statut social

des voisins (mode de vie), etc.

La spécification d'un tel modéle doit déterminer le
point a4 partir duquel sont calculées les distances aux points
d'offre des biens et au lieu de travail: barycentre, centre-ville,
etc. puisque ce point n'est plus une donnée de 1l'analyse.

3.4.2, I1 est clair que les appréciations portées par l'agent
sur les caractéristiques de sa résidence et de sa localisation
sont généralement imprécises. On est ramené formellement 3 un
probléme multidimensionnel de la méme famille que celui traité
en 3.2.
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4 - CONCLUSION

4.1. Le recours 4 la théorie des sous-ensembles flous rend possible
la détermination de 1'équilibre spatial du consommateur dans un
contexte imprécis, en permettant de formaliser rigoureusement le
calcul économique de la maximisation de 1'utilité floue sous la
contrainte de richesse. Le caractére imprécis du comportement
humain, d 3 sa nature, 3 1'imperfection de 1'information et/ou

de sa perception et de son traitement par 1l'agent, est pleinement

reconnu.

4.2. Cette analyse ne doit pas &tre opposée aux diverses formu-
lations de la théorie du consommateur existantes: néo-classique,
lancasterienne et behavioristes. Elle les contient comme cas:
particuliers,

4.3. L'application de la théorie des sous-ensembles flous ne
conduit pas seulement 3 cette généralisation. Elle permet aussi
1'énoncé de résultats nouveaux: 1'équilibre n'est plus nécessai-
rement déterminé en un point de l'ensemble de budget; les compor-
tements de consommation et d'épargne (globale) sont traités dans

un méme cadre théorique.

4.4. Ce type de modeéle appelle des prolongements. On peut penser
qu'il ouvre un cadre d'analyse pertinent pour approfondir 1'étude
du comportement d'épargne, en rendant compte de la structure de
cette derniére.

De méme les aspects dynamiques méritent d'&tre intégrés,
en termes de maximisation d'une utilité espérée floue.

Enfin, le probléme délicat de la localisation du con-
sommateur (choix de la résidence), sommairement esquissé ici,

devra &tre repris en détail et entiérement résolu.
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5 - APPENDICE ()

A.1. Définition. On appelle «-coupure, avec « € [0,1] , d'un
sous-ensemble flou C, C C K, 1l'ensemble, noté QC , tel que:

c ={hk; "kex, u("0 >a7)

—

' - & g
L'ensemble des «-coupures, noté \_Qa} « € [0,1] °
est une suite décroissante telle que:

P < @, ======§ Ea1 o) Qaz ay, oy € [0,1]

et C =K.

De nombreuses propriétés des sous-ensembles flous

sont obtenues 3 partir des propriétés de leurs w«-coupures.

.2. Théoréme de décomposition: Soit C € 63(5) et

>

) - .
Qa} « €10,1] ses «-coupures, alors:

——

C = U“u . ga
w € [0,1]
(h

. h
si ‘“C( k) >o<.l

]
——t

En effet, e k)
i

&S

|
O

. h,
il si  w~(k) <«
C . C i

Ainsi, la fonction d'appartenance de C s'écrit:

e (M =V oTeg 15V L) = e (k)
1

Via,.c, 1% ,uc(hk) > «.

o i 1

[Q.E.D.]

(*) Les définitions des concepts flous sont développées dans
plusieurs ouvrages de base, notamment [ 2] et [8] . L'optimisation
d'une ou de plusieurs fonction(s) floue(s) sous contrainte(s)
floue(s) a fait 1'objet de quelques articles dont les premiers
résultats ont &té rassemblés dans 1l'ouvrage [5] .

L'auteur tient a remercier M.Prevot (IME) dont les suggestions lui
ont permis de simplifier et compléter certaines démonstrations.
Mais il demeure évidemment seul responsable des insuffisances ou

erreurs éventuelles.
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A.3. Théoréme: La relation suivante est vraie:

sup ”D(hk) = sup [a¢ A sup uK(hk)
hy e «€[0,11 Pxec,

c, ={hk; by e x #C(hk) >a} ,» avec a € [0,1] .

En effet, d'aprés le théoréme de décomposition,

by = V(e we (PR

V(@ Ang (M)

@« €10,11 ~° @« €[0,1]
ol kg est la fonction caractéristique de C

Par définition, on a:

up (M) = (o) A e (P

pPO AT V(@ A g (M)
« € [0,1] -
(propriété de Qa)

Ve Aag M0 A s Mol
€ [0,1] o

R

(propriété de distributivité)
D'ou il suit que:

sup up (") = VoV e Aag (M0 A MR
by ex hy e x € [0,1] — | -
= v Vo le A g k) AuK(hk)]
« €[0,1] Mk € K =«
(propriétés d'associativité
et de commutativité)
=V ea Voo (0 oakw)
h =
« € [0,1] k € K

(car a est indépendant de hk)
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Mais on a:
A PGS WG ST

hk €K «
A PN S I G S S T N P e SR I G S
hk ec o K ¢ Ea o
(en partitionnant ga)
) h h
—hY 7 [1AMK( k)] y \ [OA#K( k)1
kecC, k & C,
= v p M0y = sup wy (M)
Iy e hy e ¢
“« -

On peut donc écrire:
h _ h
sup uD( k) = sup [a A sup #K( k)1

he € x «€[0,11 Pkeg,
[Q.E.D.]

A.4. Définitions:

Soit les fonctions:

¢ ¢ [0,1) o [0,1]
¢  yp— ¢(a) = sup uK(hk)
k € C
—a
o —_— Y(ia) = a A ¢(a)
I1 vient d'aprés le théoréme A.3.:
sup uD(hk) = sup ¥(a)
hy e x a €[0,1]

A.5. Propriétés de la fonction ¢:

AS. 1.t 9(0) = sup u (")
by e x

Evident, puisque C, = K
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A5.2.: a <P = 9(0) =9¢(p)
En effet, d'aprés le théoréme A.2.:
a <p = Cs CC, et ainsi:

o18) = sup m (P< sup w (M0 = w(@)
he ec by €c,
[Q.E.D.]

A.6. Théoréme : Si ¢ est continue et décroissante sur l'intervalle
[0,1] , alors:

(i) ¢ a un point fixe, c'est-id-dire:

dae(o,11 /e@®

@ et T = sup #K(hk)
By e c,

En effet, on montre d'abord que toute application
continue et décroissante d'un ensemble dans lui-méme admet un
point fixe. ‘

Soit ¢(«) - a = f(a). Cette fonction est continue.
On a : f(0) = ¢(0) >0

f(1) = ¢(1) -1 <0
et 11 suffit d'appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires
pour vérifier 1'existence d'un point fixe.

. Ensuite, d'aprés la continuité de ¢:

V E € [0,1] , a d oy
::€> lim [sup #K(hk) 1 = sup #K(hk)
n e Pk e C, hy € Cx

n

[Q.E.D.]
(i1)  sup (k) = @

h .

k € K

En effet, d'aprés le théoréme A.3.:

sup uD(hk) = sup [« A sup #K(hk)]
hy e x « €10,11 Pxec,

= sup ¥Y(«) (d'aprés la définition de ¥(«x)).
«a € [0,1]
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De plus, W¥(&) = @ A ¢(&)

]
Rl
>
R

(d'aprés (1))

n
o]

On montre que : ¥ (a) <&

Si a <a on a : ¢(a)

et Y(a) = a Ag(a) = a <a = ¥Y()

Si a >&, ona : ¢(a) <yp(a) = a <«
et ¥Y(a) = a Ayp(a) = ¢(a) < o = ¥(a)
Dans tous les cas:

Y(«a) <\II(&) =«
D'ol

- _ h

a = sup uy("k)

hy e x [Q.E.D.]

A.7. Définition . On appelle support d'un sous-ensemble flou C,

C €K, le sous-ensemble non flou,noté suppC, tel que:

suppC = M ¥ Pxex, wg(o >0 ]

J

A.8. Théoréme: La relation suivante est vraile:

sup #K(hk) = sup fD(hk) ,
by € a hy €
avec
as M ek, weo o]

En effet, on montre d'abord que : C CA

On a: , @
Voxec = w0 >3 = sup s, (M) >0 (°K)
& ke —C-&

= #C(ok) >nK(°k) => %% ea.
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De plus, on a:

A= (AN suppl) U (A N {suppo)

et
sup 1y ("K) = sup (ug A wd (MO> sup g A ) (0
hk €KX hk € suppC hk € A N suppC
Mais, sup (ue A w) ("K) = max [ sup (ug A ) sup (kg A gyl
Pk €A A 0 suppC A N [ suppe
= sup (Ko A iy)
A n suppC

I1 suit que:
sup #D(hk)> sup (uc A uK)(hk) = sup uK(hk)> sup yK(hk)
by ex by ea by e a k € Cg

(puisque C; C A)

et ainsi:
sup uD(hk) = sup MK(hk)
hvex by e a
[Q.E.D.]
A.9. Conditions de continuité
A.9.1.: Théoréme : Si My est hémi-continue supérieurement,

¢(a) est continue a gauche.
En effet, soit la suite {an 1 croissante:

<« cee S A o

no>Hs8

E_C_(x E"'S(_:.a et

(Cq ) = C4
n n-1 1 n

Cq
1 n o}

lim sup #K(hk) = inf [ sup uK(hk)] 2> sup uK(hk)
h h h
n - +oo kG_(_Z_a n=1 kE_C_a kE_C_a
n n o
On suppose qu'il existe une inégalité stricte:
inf ¢(an) >C > w(ao)
n =1

D'aprés la définition de ¢, il existe (hk)n €C, tel que:
n
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s > > e(ay)

Puisque (hk)n E‘ga , 11 existe une sous-suite

Py, ec,

Mo, — Moy € Lo, dron: (
; o

Donc: u(hk) >C >v¢(a)
nj - o
D'aprés la semi-continuité de By *
h
ue ("), = C > e(ay)
On aboutit 3 une contradiction. [Q.E.D.]

A.9.2.: Théoréme : Si le sous-ensemble flou K est stricte-

ment convexe et si Hy est continue, alors ¢ est une fonction

continue.
I1 suffit de montrer la continuité i droite.
En effet, soit la suite {‘le décroissante:
a1>a22...>an_—»ao
C C C...cCcC et U C =
T % ~ ™% n=1 %n "%

pla) —> sup u("k)
hk > @,

On suppose qu'il existe une inégalité stricte:
sup nK(hk) > sup uK(hk)
k 2« k >«
o) o)
D'aprés cette inégalité, jac C, tel que:
0
sup # ("K) <y (a)
k > @,

En vertu de la stricte convexité de K, on a:

h 1 1
Vik>a w10 a+ 30> u@ A n®o - o
[(-h a s IM)>a et ((-H a+« ™) — a

1 h h
3 kI< sup #K( k) <1uK(a)

1
Ky [ (1-2) a +
hk > ao
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D'aprés la continuité de By » OD a:
uK(a)< sup #K(hk) <Z#K(a)
h
k >’ao

On aboutit 3 une contradiction. [Q.E.D.]

A.10. Théoréme: Soit s fonctions-objectifs floues

M y see 5 M et une contrainte floue u,~ , alors la
Y1 vS _ C

relation suivante est vraie:
sup “DC (hygq) = sup [@ A sup [uY1(hyE1)A cW A uYs(hyES)]]

P 4 h p
yiq €Y a € [0,1] yiq €C,

h

h h
ol C, = { ygq; Y?q ey, uc(hyP ) 2« } avec a € [0,1]
En effet, d'aprés le théoréme de décomposition A.2.:
hop y & h p
ko OYig) Vo (a A uga( Yig))
a € {0,1]

< hpy 2 . h p
oll #Qa( Yigd =V st Yig) € &
h p _ . h p
/“‘C ( Yiq) =0 S1 ( Yiq) 2 _(_:_a,
=a
Par définition, on a:

. (hyP oy o h'p h p h p
FDC Cyig) = #cUrig) A#Y1( Yigd Ao A (Oy3y)

Y
h | |
= [V (a A HC ( ylzq)] A wu 1(hy11)1) A... Au s(hyI;s)
«€(0,1 ¢ Y Y
=V la A g (hyg ) A 1(hYP1) Ao Au (YR
C, q y i YS 1S
a € [0,1]

et:
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sup “Dc(hygq) =h \Y V [a A MC( Y11) A HY1( Yp ) A. Y s Yp )1
P evyago,l
hyP ey qu [ :
iq
- vV [aAu(y)Au1(y11)A Y(yp)]
p —Ol
a € 0,1] Yiq €Y _
v te AV ™R Ak (YE Aak (VB
a €[0,1] hygq €Y La Y Y
Mais on a:
\ [u(y)A#(y)A (yp)]
h p c v Cy 719 Y1 i1 Y
Viq
= v [uc(qu)Au1(yl1)A--- NG W)
hp . C Y
yiq =
vy [#C(Y )A#Y1(y11)A---AnYLYP )]
yiqefga
- v [“Y1(h>’ri)1) Ao A ByP )1
P
Yiq € Ly
D'ol il suit que:
sup uDC(hyEq) = sup [« A sup (uY1(hy‘.1’1) Ao Au Py 1)1
hp v h p

[Q.E.D.]



[1

[2

[3

[4

[5

[6

[7

[8

[9

32

BIBLIOGRAPHIE

DEBREU (G.) : Theory of Value. Cowles Foundation Monograph
' 17 - John Wiley and Sons,Inc.,New-York, 1959.
Traduction francaise: Théorie de la valeur.
A.F.I.R.0., Dunod, Paris, 1966, 121 p.

KAUFMANN (A.): Introduction 3 la théorie des sous-ensembles
flous. 4 volumes. Masson, Paris, 1973 a 1977.

LANCASTER (K.): Consumer Demand. A new Approach. Columbia
University Press, New-York, London, 1971,

MARTIN (C.): Contribution 3 1'étude du comportement de
consommation. Thé&se complémentaire, Université
de Dijon, 1976, 533 p.

NEGOITA (C.V.) et RALESCU (D.A.): Applications of Fuzzy Sets
to Systems Analysis. Birkhduser Verlag, Basel
und Stuttgart, 1975, 191 p.

PONSARD (C.) : On the Imprecision of Consumer's Spatial
Preferences. Papers of the Regional Science
Association, vol.42, 1980.

PONSARD (C.) : Le temps, l'espace et leurs structures formelles.
Ruch Prawniczy Ekonomiczny i Socjologiczny.
Pantstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa -Poznan,
1980.

PREVOT (M.) : Sous-ensembles flous. Collection de 1'Institut
de Mathématiques Economiques, vol.14, Sirey,
Paris, 1977, 136 p.

ROUGET (B.) : La consommation des biens localisés. Contribu-
tion a4 l'analyse multidimensionnelle des choix
spatialisés. Thése complémentaire, Université
de Dijon, 1980.



