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n° 9406 

MODELES RECURSIFS 

A DOUBLE INDICE 

Pietro BALESTRA et Hassan GHASSAN 

septembre 1994 



R é s u m é 

L'objet de ce travail est d'étudier les résultats concernant l'estimation des modèles 
récursifs au cas où l'observation porte sur un ensemble d'unités statistiques (individus, 
secteurs, pays), chacune étant définie par un système d'équations de type récursif. A la 
dimension temporelle, présente dans l'étude classique de tes systèmes, nous ajoutons 
la dimension transversale, d'où les "modèles récursifs à double indice". Le traitement 
de ces derniers modèles nous a conduit à regrouper les variables par individu puis 
par équation. Ce regroupement nous a permis d'assimiler notre modèle au système 
d'équations apparemment non-liées, avec la particularité que la variance relative aux 
individus i et j pour l'équation k n'est pas nécessairement nulle. L'estimation par la 
méthode du maximum de vraisemblance et par les moindres carrés généralisés purs, 
réalisables et itérés nous ont donné des estimateurs convergents. L'étude des propriétés 
asypmtôtiques de chacune des méthodes d'estimation a été effectué en détail. 

L'application économétrique a consisté à formaliser la structure productive de l'éco
nomie marocaine de cinq secteurs d'activités économiques. Après des tests statistiques 
d'exogénéité, il semble que les modèles sectoriels s'adaptent bien au schéma récursif 
individuel et que les résultats s'avèrent très riche en contenus et se prêtent à des inter
prétations objectives. Par exemple, il apparaît nécessaire d'accroître l'interdépendance 
sectorielle sans concentrer les efforts sur l'augmentation des niveaux d'investissements 
sectoriels. 

Mots clés : Causalité, récursif, modèle, estimation, asymptôtique, intégration secto
rielle. 

A b s t r a c t 

The purpose of this document is to study the model belongs to the family of struc
tural equation models with data varying both accross individuals (sectors) and in time. 
A complete theoretical analysis is developed in this work for the case of a recursive 
structure. Maximum likelihood estimation and Zellner's "seemingly unrelated equa
tions" estimators (iterated or not) are presented and their asymptotic properties are 
carefully derived. 

The application of the estimation methods to the economy morocco produced sta
tistically significant and economic meaningful results. Through a test of exogeneity, 
the recursivity of the system is confirmed. Policy recommandations are discussed and 
analysed. 

Key words : Causality, recursive system, model, estimation, asymptotic sectorial 
integration. 



M o d è l e s r é c u r s i f s à d o u b l e i n d i c e 

Pietro Balestra* et Hassan Ghassan ̂  

Avr i l 1994 

1 I n t r o d u c t i o n 

Les phénomènes économiques sont par nature intrinsèquement interdépendants . Pour les 

étudier, les systèmes d'équations simultanées sont un instrument d'analyse privilégié. Dans 

un système s imultané, on distingue les variables exogènes (qui exercent une influence sur les 

variables endogènes sans ré troact ion) et les variables endogènes (qui reçoivent l'influence des 

variables exogènes et s'influencent mutuel lement) . Parfois, la théorie économique suggère un 

schéma de causal i té d irecte non seulement entre variables exogènes et endogènes, mais éga

lement entre les variables endogènes elles-mêmes [Wold et al.60]. On parle alors de sys tème 

récursif. 

Le but de ce travail est d'étudier les résultats concernant 1 est imation des modèles récursifs 

au cas où l'observation porte sur un ensemble d'unités statistiques (individus, secteurs , pays) , 

chacune é tant définie par un système d'équations de type récursif. A la dimension temporel le , 

présente dans l'étude classique de tels systèmes, nous ajoutons la dimension transversale . 

D'où le nom "modèles récursifs à double indice". 

Ce travail s 'articule en plusieurs sections. Dans la section 1, on décrit formellement un 

système récursif à double indice, suivie par la construction de la fonction de vraisemblance. 

Les sections suivantes sont consacrées à l'estimation du modèle par les techniques du maxi 

m u m de vraisemblance et les moindres carrés généralisés purs, réalisables et itérés. Enfin, 

dans la dernière section, une application au cas de l'économie maroca ine est donnée. C e t t e 

application conduite par l'un des deux auteurs, a inspiré le présent travail . 

2 S p é c i f i c a t i o n d u m o d è l e e t h y p o t h è s e s 

C o m m e annoncé dans l' introduction, la formalisation que nous proposons généralise 

l'étude des systèmes récursifs au cas où l'observation porte sur un ensemble de N unités 

* Université de Bourgogne 

' E N E S A D , Dijon 



s ta t i s t iques , appelées individus. Pour chaque individu, un sys tème récursif à A équa t ions est 

formulé. Knlin. chaque individu (et toutes les variables qui le concernent ) est observé sur 'V 

périodes. Nous c o m m e n ç o n s par la spécification du modèle au niveau de l ' individu (sec t ion 

1.1). puis au niveau global ( sec t ion 1.2). 

2 .1 S p é c i f i c a t i o n i n d i v i d u e l l e 

Au niveau de l ' individu i (i = 1 , . . . ,A' ) et la période d'observation i (/ = l , . . . / / ' ) la 

forme s t ructurel le du modèle est définie par le système de A' équations suivant : 

(3i'y\+Y'x\ + ui

t = 0 (1) 

où : 

• y\ est le vecteur K x 1 des observations concernant les K variables endogènes (le 

système é tant alors par définition complet ) 

• x\ est le vecteur L x 1 des observations concernant les L variables exogènes 

• /?*' est la m a t r i c e K x K des coefficients des variables endogènes, supposée non singulière 

• P ' est la m a t r i c e K x L des coefficients des variables exogènes 

• uj est le vecteur K x 1 d 'erreurs . 

Pour que la spécification soit c o m o l è t e , il est indispensable que le modèle 1 soit muni d'un 

corps d'hypothèses. Ces hypothèses ont la teneur suivante : 

(i) Hl : Hypothèse de c o m p o r t e m e n t 

/?' et 71 sont des m a t r i c e s de constantes (inconnues), variables d'individu à individu. 

On admet par conséquent que chaque individu est caractérisé par un c o m p o r t e m e n t 

qui lui est propre (ma i s qui reste invariant dans le t emps) . 

Pour des raisons de c o m m o d i t é , on supposera également que les restrictions théoriques 

a-priori d'exclusion (les é léments nuls a-priori do /?' et 7') sont les mornes pour tous 

les individus. 

(ii) 112 : Rccurs iv i t é 

La matr ice non-singulière /3*' est triangulaire inférieure : ses éléments au-dessus de la 

diagonale principale sont tous nuls et ceux de la diagonale principale sont tous égaux 

à —1 (du fait de la normal i sat ion) . 

(iii) H3 : Variables exogènes 

Les variables exogènes sont fixes, non stochastiques, indépendantes des erreurs et telles 

que : 



(a) XL r r r ' / r s t u m - niatricc de rang L 

( h ) Imi } £ , .rj = . r \ fini 

(< ) 111m y. .r\.r\' — \1\ définie posit ive 

( iv) II l : 11 \ "pol lièses sur 1rs erreurs 

Les erreurs sont des variables a léa toi res non-observables possédant des m o m e n t s finis 

au moins jusqu 'à Tordre deux. En particulier, en désignant par u\t,k — l , . . . , / \ , 

l 'élément typique du vecteur \t\. on postule que 

(a ) l'effet des perturbations est nul en moyenne: 

E{uit)=0 V î , M 

(b) la s tructure des variances-covariances est telle que : 

^, ; ,: x [ axl si k — l et t = s 
K t l s / [ 0 sinon 

L a s tructure des variances-covariances définie en (b) mérite d'être interprétée. L a nullité 

de la covariance pour deux périodes différentes (t ^ s) exprime l'absence tota le d'auto

corrélation (directe , entre individus et entre équations) . 

L a nullité de la covariance pour deux équations différentes (k ^ / ) définit (conjointement 

à H2) la récursivité du système. Le t e r m e cr£ désigne la variance de l'erreur de l'équation k de 

l'individu i et le t e r me cr^7 désigne la covariance contemporaine entre l'erreur de l'individu i et 

celle de l'individu j pour l'équation k. El le n'est pas nécessairement nulle. C'est précisément 

ce t te possibilité d'une covariance non nulle qui donne à notre modèle toute sa spécificité. 

De l'hypothèse H4, on t ire les deux formulations suivantes : 

E(u\) = Q et 

d i a g ( a " , . . . , cr£) = Dn si i — j et t — s 

E(u>i) = \ diag(<7Î', . . . , * £ ) = D" si j et t = s 

0 sinon 

Maintenant, si la seule information prise en compte est celle relative à l'individu le sys

t ème est un système récursif tradit ionnel . E n conséquence, l 'estimation individuelle de chaque 

équation par la méthode des moindres carrés ordinaires fournit des es t imateurs convergents et 

asymptôt iquement efficients, qui sont égaux (sous l'hypothèse de normal i té ) aux e s t imateurs 

du m a x i m u m de vraisemblance. 

Il en va autrement lorsque toute l'information concernant l'ensemble des individus est 

prise en compte . Cet aspect du problème sera mis en évidence dans le prochain paragraphe . 



2 . 2 M o d è l e g l o b a l 

Il s'agit de réunir dans un modèle global toute l ' information concernan t les N individus. 

Le regroupement des individus (pour la pér iode/ ) peut s'opérer de deux manières différentes. 

Chacune d'elles présente un avantage part icul ier : soit en empi lant les individus, soit en 

empi lan t les équat ions . 

2.2.1 R e g r o u p e m e n t p a r i n d i v i d u s 

En regroupant les A individus pour la période* / , le modèle global s 'écr i t de la manière 

suivante : 

ß1' - 7 1 ' 

+ 
..n 

+ = 0 (2 ) 

7 " ' . 

ou encore sous forme c o m p a c t e : 

ß'yt + -y'xt + ut = 0 (3) 

où /?' est triangulaire et diagonale par bloc, d'ordre N K x NK, 7 ' est d'ordre TVA' x NL, et 

yt,xt et ut sont des vecteurs respectivement de dimension NK, NL et NK. Pour le vecteur 

de perturbat ions ut, à part ir de H 4 nous déduisons : 

E(utust) = 

E(ut) = 0, et 

' \DX*\ . - f t si t = s 
0 s inon 

On note que la m a t r i c e ft n'est pas diagonale, mais bloc-diagonale. Elle serait diagonale 

dans un cas très particulier où quel que soit i ^ j et quel que soit k. P a r conséquent, 

ses propriétés ne sont pas faciles à étudier. Néanmoins, l 'écriture du modèle sous la forme 

de l'équation ( 3 ) présente l'avantage considérable permettant de déduire immédiatement la 

fonction de vraisemblance du vecteur y en partant de la fonction de densité de ut, en raison 

de la tr iangularité de /?' ( c o m m e nous le verrons à la section 2 ) . 

2.2.2 Regroupement par équations 

L a k-eme équation pour l'individu i ( la fc-ème ligne du modèle (1)) s'écrit 

+ ( T Ï ) V ; + = 0 

où (Pi)' et ( 7 ^ ) ' sont respect ivement la fc-ème ligne de ( /?') ' et ( 7 * ) ' . 

( 4 ) 



En raison de la tr iangularité de (/?*)', de la normalisation (le i - è m e coefficient de (f3l

k) 
étant égal à —1) et en tenant compte d'éventuelles autres restrictions nulles sur certa ins 

paramètres , l'équation (4 ) prend la forme suivante : 

vit = (ßi) yf + ( 7 i ) * r + « i 
i/k 

kt (5) 

OU 

yl

kt est la variable endogène expliquée de la A>ème équation pour l'individu ? 

y%Jk est le vecteur des variables endogènes explicatives dans c e t t e équation (les variables 

endogènes yl

t d'indice p > k ne figurent pas dans le vecteur y*/k) 

x*Jk
 est le vecteur des variables exogènes figurant dans l'équation (si toutes les variables 

exogènes interviennent dans l'équation, alors x%/k est égal à x\) 

~ 1 " ' i l 
(Pk) e^ (7*) s o n ^ ^ e s Parties correspondantes de (/?£) et (Yk) . 

Le nombre tota l de variables explicatives de la A:-ème équation est désigné par sk avec 

sk < L + k- 1. 

Il est c o m m o d e de réunir toutes les variables explicatives dans un seul vec teur ainsi que 

les paramètres correspondants . 

En posant : 

. Z'/k = 
yt 

i/k 
le vecteur ^ x 1 des variables explicatives 

• (O'k)' ~ [{Pi) (Yk) ] I e vecteur 1 des paramètres 

il vient alors : 

y'kt = (0'k)'zi/k + ukt^(z;/k)(ei) + v\t 

En empilant tous les individus pour l'équation k, on obtient : 

(6) 

Vit 

L Vkt J 

1 / * / 
\oi 1 ' ukt ' 

izVk) 01 
+ 

Z?'k) . .0^. L
 ukt J 

(7) 

ou encore sous forme c o m p a c t e 

y ki = {ZktOk + Ukt ( 8 ) 



Finalement , pour l'ensemble des K équations on arrive à l'expression suivante : 

" Vu " Zlt ' Oi ' 

= 
02 

+ 

. Vh't . Zht _ JK . 

que Ton peut écrire : 

YT = ZTE + ÙT ( i o ) 

Dans l'expression ci-dessus yt et ut contiennent les mêmes éléments que yt et ut de la 

formule ( 3 ) , mais dans un ordre différent. L'intérêt de ce t te expression est d'expliciter le 

vecteur 8 des paramètres inconnus incorporant toutes les restrictions théoriques a-priori. 

L'hypothèse H4 nous conduit aux propriétés statistiques suivantes concernant les vecteurs 

de perturbation de (8 ) : 

E(ukt) = 0, et 

E(uktuu ) = < 1 k i 

0 sinon 

Il s'en suit que la matr ice des variances-covariances du vecteur ût est une m a t r i c e diago

nale par bloc, à savoir : 

E(utut) = d i a g ( f t x , . . . , ft/c) : = & (12) 

En Tabsence de restrictions linéaires sur les éléments ut (ce que nous admet tons ) la 

matr i ce il doit ê tre définie positive. Cet te propriété est satisfaite dès lors que chaque bloc 

ilk est une matr ice définie positive. 

Le déterminant et l'inverse de Ù se déduisent facilement. Ils sont donnés par : 

• l"l = n 

• = d i a g ( î V , . - . A * ) 

2.2,3 M a t r i c e d e p a s s a g e d e ut à u r 

C o m m e nous l'avons déjà signalé, les vecteurs ut et ut contiennent les mêmes éléments. 

Ils sont au total N K en nombre. Il est possible de les ordonner tous dans une matr i ce K x N. 

A cet effet, nous posons : 

t / ( = [ u ( \ . . . , u f ] 1 

Dans ce t te matr ice , les N colonnes représentent les vecteurs u\ de l'équation ( 1 ) , i = 

l , . . . , A f . En revanche, les I\ lignes représentent les vecteurs (xikt)' de l'équation ( 8 ) , avec 



k = 1,. . . , A'. On a donc r é c r i t u r e équivalente : 

Par les propriétés de l'opération vec (qui empile les colonnes d'une m a t r i c e ) [Ba.Iestra76], 

nous avons : 

ut = vec UT et xtt — vec U[ 

C o m m e , par ailleurs : vec U[ = PNJ<vec UT où est la matr ice unitaire permutée , on 

obtient : 

L a matr ice orthogonale PN,K est donc la matr ice de passage de UT K UT. El le va nous 

permet tre de passer indifféremment, par une transformation linéaire non-singulière, de la 

formulation (3 ) à la formulation ( 1 0 ) et aussi de dériver les propriétés de la m a t r i c e IL de 

celles de CL. Ce que nous verrons en détail dans ce qui suit. 

En pré-multipliant l'équation ( 3 ) par P/v,a', il vient : 

-PNIK((3'YT + 7 ; x e ) = PN,KUT = UT 

En comparant avec ( 1 0 ) , on a la relation suivante : 

YT-ZTO = -PN,K(0'YT + I'XT) ( 1 4 ) 

L'équivalence ci-dessus sera exploitée dans la dérivation de la fonction de vra isemblance 

du modèle. 

En outre, en partant de ( 1 3 ) , on a : 

V(UT) - PNJ<V(UT)PH\N ou encore fî = PN^K^PR^N 

où, par les propriétés de la m a t r i c e unitaire permutée on a : 

On en déduit immédiatement : 

fi = PR\N^IPN,K 

par conséquent : 

d' ou : 

= \PK,NNPN,K\ = №\PK<NPN,K\ = 

\N\ = n 
k=l 

Vf1 = PR\N^~1 PNJ< 

( 1 5 ) 

( 1 6 ) 



2.2.4 Prise en compte des observations pour toutes les périodes 

C e t t e prise* en c o m p t e peut se faire suivant les deux formes de regroupement des observa

tions à Pinstant / . Nous commençons le regroupement par individus. Transposons l 'équation 

(3 ) et empi lons pour ob ten i r : 

= 0 ¡1 + 7 + « i 

. l/r . 

E n forme c o m p a c t e , c e t t e expression s'écrit par : 

yp + x-r + u = o ' 

où Y, X et U sont respect ivement de dimension T x NK, T x NL et T x NK 

L a m a t r i c e d'erreurs ( / , en vertu de H4, possède les propriétés statist iques suivantes 

E{U) = 0 

V{U) = K(vec t / ) (vec U)' = IT ® Jî 

(17) 

(18) 

Le regroupement par équations conduit à deux écritures différentes. Premièrement , en 

empilant d irectement les vecteurs définis dans la formule ( 1 0 ) on obtient : 

— • (19 ) 

Sous ce t t e forme, le vecteur d'erreurs a une matr ice de variances-covariances égale à 

IT © ^ . Elle ne p e r m e t pas d'appréhender facilement la s tructure du modèle. L a deuxième 

écri ture est plus probante à cet égard. 

De l'équation ( 6 ) , en considérant l'ensemble des périodes, on peut é c r i r e : 

" vU " • (z\'ky • « i l 

= 
. y'kT . . (Zf)' . . U'kT . 

= ZILK6\ + 4 

ce qui peut s écrire par : 

En empilant les /V individus, toujours pour l'équation il vient : 

Zl'k 

y\ 

y? ZN/k 

'H' 
• • 



co qui s 'écrit c o m m e suit 

Vk = Zk0k + uk 
( 2 0 ) 

Ce modelé représente un système d'équations apparemment non-liées de type de Zellner. 

Le vecteur d'erreur iik possède la s tructure classique d'un tel système, à savoir : 

E(uk) = 0 

E(uku'k) = ilk 0 h 

La différence par rapport à un modèle Zellner classique est la présence de variables 

endogènes parmi les variables explicatives. L'écriture (20) jouera un rôle primordial lors de 

l'estimation. 

Enfin, en empilant les K équations on aboutit au modèle complet suivant : 

Il 

" Z i ' 0x' 
+ 

A - . UK 

ce qui s'écrit c o m m e le sys tème suivant : 

y = Z0 + U ( 2 1 ) 

avec 

Elu) = 0 
( 2 2 ) 

V(u) =n®h 

3 F o n c t i o n d e v r a i s e m b l a n c e 

Pour la préciser, il est nécessaire d'introduire une hypothèse supplémentaire concer

nant la forme de la fonction de densité des erreurs. C o m m e il est c o u t u m e en e c o n o m e t r i e 

[Intriligator et a l .84] , nous adoptons l'hypothèse suivante : 

(v) H5 : Les erreurs sont distribuées d'après la loi normale 

ut - A'(0,fi) 

Par conséquent, la fonction de densité du vecteur ut prend la forme suivante : 

f(ut) = ( 2 7 r ) - ^ | f t | - ^ e x p -
 l-utù-xut 

Dans ce qui suit, nous dérivons la fonction de vraisemblance du vecteur y*, puis nous 

montrerons qu'elle se factorise en un nombre K de vraisemblances individuelle^, une pour 

chaque équation. Enfin, le passage à la fonction de vraisemblance pour l 'ensemble des T 

périodes est obtenue immédiatement (par simple sommation des log-vraisemblances pour 

chaque période £), en raison de l'hypothèse fondamentale d'indépendance temporel le . 



3 . 1 V r a i s e m b l a n c e p o u r y à l ' o b s e r v a t i o n t 

Puisque la matr ice ¡1' est triangulaire avec des éléments égaux à —1 sur la diagonale 

principale», le Jacobien de la transformation de ut k yt (3) est unitaire. Il s'en suit que la 

fonction de densité de y, est obtenue de celle de ut par simple changement des variables. On 

a donc : 

/(,/,) = (2*0-^1*11-5 exp -l-(0>yt + 'ï'xt)'n-i((3'yt + 1'xl) 

et la fonction de vraisemblance logarithmique (à une constante additive près) , notée £ prend 

la forme suivante : 

£(yt\P^Sl) = -± ln i n i - ^ ^ + V ^ ^ ^ y t + y ^ ) (23) 

3 . 2 F a c t o r i s a t i o n d e l a v r a i s e m b l a n c e 

Nous exploitons les résultats de la section (1 .2 ) concernant la relation entre il et 0 . De 

( 1 5 ) , nous déduisons immédiatement : 

\ in im = £ l i n | n f c | 

En outre, de ( 1 6 ) et en utilisant ( 1 4 ) nous obtenons successivement: 

(0% + 7'xt)'n-l(P'yt + V * t ) = {fi'yt + l'xJP'^Û-'PvMP'yt + l'*t) 

= (yt-ZT6)'n-l(yt-ZT9) 

= E L i (ykt - zkt$k)'n;\ykt - zklok) 

L'introduction de ces deux résultats dans (23) donne : 

¿(¡ ,«10,7,«) = £ - \ in - \(yk, - zklek)'n-k\ykt - zktek) 
k=\ Z 1 

ce qui revient à écrire : 

£ ( y , | 0 , 7 , n ) = D y * l « f c , n f c ) (24 ) 

k=\ 

La log-vraisemblance globale est donc la somme de A" log-vraisemblances indépendantes, 

une pour chaque équation. L'avantage de cet te décomposition est que la maximisat ion de la 

fonction de vraisemblance peut se faire séparément pour chaque équation (mais simultané

ment pour les N individus). 



Dans le cas e x t r ê m e , peu intéressant où ak = 0(i ^ j) i.e. quand les individus e u x - m ê m e s 

sont indépendants, la matr ice £lk est diagonale et la décomposition peut se poursuivre au 

niveau de l'individu. En effet, la log-vraisemblance devient : 

JC(yh,\Ok,nk) = è - h o g a ï - ^(yU ~ (Z:/kyO'k)\y'kl - {Z\,k)%) 

1=1 

Dans ce cas e x t r ê m e , l 'estimation du m a x i m u m de vraisemblance se ramène à l 'es t imateur 

par les moindres carrés ordinaires équation par équation et individu par individu. 

3 - 3 V r a i s e m b l a n c e p o u r l ' é c h a n t i l l o n c o m p l e t 

En raison de la factorisation, il suffit de donner la log-vraisemblance to ta le pour les T 

périodes pour une équation, la A;-ème. Elle se trouve en sommant sur t les log-vraisemblances. 

On a alors : 

T 
£(Vk\0kM = £ ( y * t | 0 * , n * ) 

t = l

T ! T ( 2 5 ) 
= - - i n | n * | - - E f o j f c i - z M h i \ y k t - zktek) 

1 1 t=i 

L'expression ci-dessus est identique à la vraisemblance du modèle ( 2 0 ) . Pour m o n t r e r 

cette identité, il convient de représenter toutes les erreurs intervenant dans ( 2 5 ) (et aussi 

dans ( 2 0 ) ) dans la matr i ce T x N suivante : 

uk = 
'fcl 

lkT 

'kl 

lkT (UkTÏ 

dans laquelle la i-eme ligne est composée du vecteur (ukt)' et la i -ème colonne est formée du 

vecteur u'k. 

Analysons le t e r m e sous le signe de sommation de (25) et développons : 

d'où : 

E » (Vkt ~ Zkl0k)'ttk

 1 (yk, - Zkt0k) = E ( u'ktnk

}uk 

- zktokynk

l(ykt - zktek) = trà-k

xu'kuk ( 2 6 ) 

D'autre par t , en partant de ( 2 0 ) sous l'hypothèse de normalité de u k , la vraisemblance 

logarithmique de yk s'écrit d irectement c o m m e : 



dans laquelle, par c o m m o d i t é on a laissé uk au lieu de yk ~ Zk0k. 

Notons que 7/̂ . = vec Uk, de telle sorte que la forme quadratique dans ( 2 7 ) devient en 

utilisant les les propriétés de l'opérateur vec [Balestra76] : 

4 P r o c é d u r e s d ' e s t i m a t i o n 

Dans un modèle c o m m e le nôtre, dans lequel les variables explicatives (exogènes et en

dogènes) sont indépendantes des erreurs en raison de la récursivité, deux procédures d'esti

mation sont envisageables : celle du m a x i m u m de vraisemblance et celle des moindres carrés 

généralisés (appelée également méthode Aitken). 

Nous avons m o n t r é à la section précédente que la fonction de vraisemblance globale se 

factorise en К vraisemblances, une pour chaque équation. De l 'autre côté , le problème de 

la minimisation de la s o m m e généralisée des carrés des écarts se décompose lui aussi en 

la minimisation de К sommes généralisés des carrés , une pour chaque équation. Dès lors, 

le principe général d'est imation se dégage : l'estimation du modèle par l'une ou l 'autre des 

deux méthodes se r a m è n e à l'estimation séparée, équation par équation, pour l'ensemble des 

individus. 

Nous développons en conséquence dans cet te section la méthode du m a x i m u m de vrai

semblance et la méthode des moindres carrés généralisés pour une équation générique, la 

k-eme par exemple . 

4 . 1 L a m é t h o d e d u m a x i m u m d e v r a i s e m b l a n c e 

4.1.1 Fonction de vraisemblance 

L a log-vraisemblance pour la À'-ème équation (voir section 2) s'écrit c o m m e suit : 

avec uk = yk — Zk0k, Uk = [u\ ... uk \ de dimension T x TV et uk = vec Uk. \ 

Nous étudions d'abord la solution du problème de maximisat ion de la log-vraisemblance 

et dérivons ensuite la distribution limite des estimateurs du m a x i m u m de vraisemblance. 

î / , ( î V О / К = (vec ик)'(П? ® 7)vec Uk 

= trh-k

xU'kUk 

(28) 

Ainsi, l'identité entre les deux vraisemblances est prouvée. 

(29 ) 



4.1.2 L e s e s t i m a t e u r s d u m a x i m u m d e v r a i s e m b l a n c e 

Les conditions de premier ordre pour la maximisat ion de £ s'écrivent par : 

( i ) H- = --Ù;.'1 + -n-W'juùr' = o 

( i i ) 7 ï ï r = ^ ( " r , c - : / ) ( ; / * • - ^ A ) = o 

ce qui donne les deux résultats suivants : 

^ = [ z i ( n * l ® / ) ^ ] - | z ; ( n r I ® / ) y * 

( 3 0 ) 

( 3 1 ) 

Les est imateurs du m a x i m u m de vraisemblance de 6k et Slk sont donnés par la solution 

simultanée des équations ( 3 0 ) et ( 3 1 ) . Le système est non-linéaire et sans solution analyt ique, 

mais la s tructure en "zig-zag" des deux équations suggère une procédure numérique de 

solution simple et efficace. Elle compor te les pas suivants : 

Pas 1 

Pas 2 

Pas 3 

condition initiale ÙK — I ; 

on calcule 0k par l'équation ( 3 1 ) et une nouvelle valeur de ÙK par ( 3 0 ) ; 

on retourne au pas 2 jusqu'à convergence numérique. 

4.1-3 La distribution asymptôtique 

Puisque chaque individu est caractér i sé par son propre ensemble de coefficients de réac

tion, la seule analyse asymptôt ique pert inente concerne la situation où le n o m b r e /V d'indi

vidus est fixe et le nombre T d'observations croît indéfiniment. Dans ce c o n t e x t e (et il en 

est de même pour l'étude des propriétés asymptôtiques des est imateurs des moindres carrés 

généralisés de la section 3 ) , nous évaluons et calculons les limites de la m a t r i c e Hessienne 

pour aboutir enfin à la distribution asymptôt ique. 

4.1.3.1 Les dérivées deuxièmes et leurs limites 

La dérivée deuxième directe par rapport à 0k est : 

d£2 

et sa limite est : 

1 „ , d£2 . .. 1 

& - r E f e } = J f e f z ^ ® I ) Z k = « ( 3 2 ) 



où Ql est une ma t r i ce définie positive, dont, l 'expression analyt ique est fournie dans la section 

suivante. Pour ca lculer la dérivée croisée, on écrit d 'abord la dérivée première par rapport à 

ftk en forme vec to r ie l l e : 

d£ T 1 , a _ i -

<9vec îî* 
= _ _ v p r j I - ' + _ ( Î I - ' 0 î î - ' ) v ( r c r ; . r , 

on obt ient alors 
d i ' 2 _ ' / ( v - . . ( v ' / w r ; r ' -

or : 

(33 ) 

d0'k 

où vec = uk — yk — Zk6k et P est la matrice unitaire permutée (ou m a t r i c e de commuta

t ion) . C o m m e dvec Uk/dÔ'k = — Zk, on a : 

8£2
 1 ~ 

-{Ç\-k

l ® Slk

x)[{I ® U'k)Zk + (U'k ® I)PZk] dvec Slkd0'k 

et puisque E(U'k) = 0, la l imite recherchée est : 

1 d£2 

- - l i m £ ( ) = 0 (34 ) 

Pour la dérivée deuxième directe par rapport à vec Uk on obtient : 

B£2 8 T ~ 
-[-Trvec n~k

x + m~k

l ® Çl;l)vec U'kUk\ dvec ihd(vec nk)' d{vectlk)' 2 

En observant que E(U'kUk) = fi*, la limite est donnée par : 

- 4 l i m E ( - ) = ^ ® fi- (35) 
i avec Jîjta(vec ilky t 

4.1.3.2 La matrice d'information et la distribution asymptôtique 

D'après ce qui précède et en l'absence de contraintes sur la m a t r i c e d'information 

est bloc-diagonale. Le premier bloc, correspondant à l 'estimateur de 0*, est composé de la 

matr i ce définie positive 0 ^ . Il en résulte que : 

y/f(Ok-ek)^N(QtQ*k ' ) ( 3 6 ) 



Quant, au deuxième bloc, concernant vec Ùk ( l 'estimateur du m a x i m u m de vraisemblance 

de ilk), il faut tenir c o m p t e de la condition de symétrie de la matr ice i l k . Deux solutions 

sont, envisageables : soit on élimine les éléments redondants de (et on appe lera vec Çtkm le 

vecteur des éléments distincts de vec Ùk), soit on introduit la matr ice d'information bordée. 

Nous choisissons ici la première. 

On montre alors que [Balestra76] la matr ice d'information pour vec Qkm est égale à : 

où 

• P — Pyv,/v + / — G, (P la matr i ce unitaire permutée) 

• G = d i a g ( e i e i . . . ewe'N), ( e t le i-eme vecteur élémentaire) 

• Q = d i a g ( Q ! . . . QN) Q\ = (exe2 . . . e t ) . 

On montre également que son inverse, en désignant par R la matr i ce idempotente ^ ( / + P ) , 

est égal à. : 

2QR((iïk®iïk)RQt 

on en déduit finalement que : 

v /Tvec (hk - Ù) - + N(0,2QR{{Çlk ® Q.k)RQ') ( 3 7 ) 

5 L a m é t h o d e d e s m o i n d r e s c a r r é s g é n é r a l i s é s 

5 - 1 L a m é t h o d e d e P A i t k e n p u r e : m o d è l e e t e s t i m a t e u r s 

Le modèle individuel de base s'écrit c o m m e suit : 

avec Zl

k = {yt/k xl/k) et a'k' = [lVlk' y'/*') 

où : 

yllk
 est l'ensemble des variables endogènes explicatives dans la A;-ème équat ion, il sera 

noté par y* pour alléger les notations ; 

xxlk
 est l'ensemble des variables exogènes figurant dans l'équation, il sera noté par . t !

a ; 

a\ est un vecteur colonne d'ordre sk ou encore /w + avec ( A * < k). 



I / a b s e n c e d 'auto-corrélat ion entre les équations individuelles, qui est due au carac tè re 

réeursif du sys tème individuel de base, s 'écrit par : 

E{\fk'y\) = 0 pour k ^ / 

ce qui fait que les erreurs v\. ne sont pas corrélées avec y*. 

C e t t e ca rac té r i s t ique impor tan te justifie l 'emploi de la méthode des moindres carrés or

dinaires, ce qui donne : 

ai = (zi'zirlzïyi 

En considérant tous les individus le modèle précédent devient : 

yk = Zkak + u* (38 ) 

en posant 

' « 1 ' 
-zi 

ak = Zk = 

ZNk . 

où uk est un vecteur aléatoire d'ordre NT x 1 avec : 

E(uk) = 0 et E(ukuk) = Slk®IT 

Soit y* une m a t r i c e d'ordre NT x TV A'*, correspondant à la partie aléatoire de Zk, elle 

s'écrit c o m m e suit : 

yi = diag ( î / i , . . . , y ? ) 

Un calcul simple de la covariance entre y* et uk montre la non-corrélation entre elles, 

car : 

£ (u ' f c y î ) = 0 

ce qui permet de tra i ter le modèle avec interdépendance individuelle c o m m e un système 

de Zellner, et du coup on applique la méthode de l'Aitken pure pour arriver à l'estimation 

simultanée suivante : 

âk = [Z'k(il;
1 ® h)Zk\-xZ[{^-k

x Q IT)yk ( 39 ) 

5.1.1 Propriétés de base des estimateurs dans l'échantillon 

Les es t imateurs a\ comptent dans l'estimation de la matr ice des variances-covariances 

des erreurs. On montre facilement que ces estimateurs sont centrés ou sans biais. En effet, 

puisque la quanti té ; 

E[{zi'zir1 zï\ 

est finie, alors E(â'k) = a*k. 



Quant à la variance V(&\.), puisque le vecteur (Zk Z[.) xZ['u\. et son transposé ne sont, 

pas indépendants, on utilise le l emme sui vaut sur l'espérance* mat liémat ique condit ionnelle. 

L e m m e 1 Soit c/(.r j , une fonction de variables aléatoires, ou a : 

E[g(r,. . r 2 )] = E.r2 { Ex, / .r2[f,(.r,. .1-2)/.r->J } 

Ce qui permet d'obtenir finalement que : 

v(ak) = oi;E(Zk'z't)-
1 

On montre aussi qu'il est à variance minimale parmi les est imateurs centrés . 

Considérons les paramètres S*, du modèle 38 , qui correspond à un sys tème de régressions 

apparemment non-liées. P a r l'absence de corrélation entre Zk et uk, et puisque 

EKZ'^Z^Z'^} 

est une quantité finie alors : E(5k) = ak 

A l'aide du lemme précédent, la m a t r i c e des variances-covariances de ak notée $(otk) 
s'écrit c o m m e suit : 

* ( â * ) = E{ak - ak)(âk - ak)' = E{Z'k$-k

xZk)-
x ( 4 0 ) 

Pour montrer que ak est à variance minimale, on suppose habituellement qu'il ex i s te a*k 

un autre es t imateur a*k tel que : 

al = Ckyk avec Ck = Ak + Bk 

où 

Ak = {Zk*?Zk)-*Z'h*Zx 

Bk est une matr i ce arbi traire non nulle avec une composante aléatoire non corrélée 

avec uk. 

En vertu de l'absence de corrélation entre uk et les matrices Bk et Ak, on obtient : 

E{a*k) = ak si E{BkZk) = 0 

*(«;) =E(Zk*-k*Zk)-i + E(Bk*kB'k) 

puisque $ k est définie positive et Bk non nulle alors Bk$kB'k est définie non négat ive ; il en 

est de même pour son espérance mathémat ique . Par conséquent &k est plus efficient que al 

car : 



5 . 1 . 2 C o n v e r g e n c e e t d i s t r i b u t i o n a s y n i p t ô t i q u e 

4 . 2 . 3 . 1 C o n v e r g e n c e d e s e s t i m a t e u r s 

Pour montrer la convergence de ô^.. on a besoin de formulations appropriées des hypo

thèses H3 et H5 sur le comportement asyniptôtique des variables explicatives. 

Soit Zk = (y* - T a ) , une matr ice composée d'une partie aléatoire 1 î/L et d ' une partit» fixe 

x A i o n P°stule que : 

H3b : Soit xl

At' = x\'L où V = ( / 0) le /-ème vecteur de . r ^ avec L± composantes . 

xl

At est un vecteur de variables certaines uniformément bornées telle que : 

J i m i J2 XAtxAt = J i m ^XAXA = MA P ° u r t o u t 1 

avec Ml

A définie non négative (dnn) et Af^ bornée. 

H4b : Soit j/lj^ le t-eme vecteur, avec A'* variables aléatoires, en nombre fini, indé

pendantes d'une équation à une autre et identiquement distribuées, de la matr i ce y\ 

d'ordre T x A'* définie par la forme réduite suivante : y* = s*II* + v* avec 

E(VIT) = 0 
E(V\L V%. ) = fi1* définie positive 

t L 

( a ) D é t e r m i n a t i o n d e p l i m \^Zk$~^x Zk 

On va tout d'abord calculer la limite en probabilité de dk en partant du modèle suivant, 

qui ressemble au modèle 8 : ykt = ZktC*k + ukt où Zkt est d'ordre x Nsk, et avec 

E{ukt) = 0 et E{uktukt') = ftk 

on obtient : 

1 1 ( 4 1 ) 

= p l im E ( z'ktn-k

lzkl)-
l-Et Z'KTN;'YKT) 

Le calcul du premier facteur de cet te dernière expression donne une m a t r i c e dont le t erme 

générique est défini par : 

/ t 

Ylt y*ty*t y*t

x A* 

HtxAty*. 5Zt xAtxAt 



et dont on calcule alors les limites en probabilité des trois quantités dist inctes , 

( a . l ) C a l c u l d e p l i m j^ty
l

mtyit' 

plim i y l ' y i = pKm ~ ( n î W n ï + llïxt'vi + u i V n ï + vïvî) ( 4 3 ) 

on obtient par l'hypothèse 113 : 

• plim i ( i i t V V n i = n* ' ( plim ^ x « V ) n i - n s / A / « n i 

pour le second et le troisième termes du résultat 4 3 , nous procédons sur le résultat 

suivant : 

• plim ^ n * V ' i > * = IT*' plim YX%'V^ 

par la propriété de la convergence quadratique, qui implique la convergence en proba

bilité : 

(i) E(±xi'vi) = ±xi'E№) = 0 

(ii) V^vi) = ±xi'E(vivï')xt = ^ E 6 ^ 1 

l-Xl'vi) = l i m r ^ o o ^ ; 

par conséquent : plim ^ x ' ' ^ * = 0 

quant au dernier t e r m e , on utilise le théorème suivant de Khintchine é tendu au cas de 

vecteurs aléatoires. 

T h é o r è m e Soit un échantillon de vecteurs aléatoires indépendants : Xt(t = 1 , 2 , . . . , T ) 

tel que Xt ~ iid (U, il) alors 

plim i £ A '« = u e t P , i m l ^ ( X ' ~ * ) { X t ~ X ) ' = n -
1 t J t 

Ce qui nous donne : 

alors plim V( — x*'vi) = lim t - O O — T,k^k ^ M T-+<x>yx%'x1 = 0 x M 1 = 0 , 

TVl*'vi = p l i m ^ E < v* v{ ' = £(i>L v* ' ) = fi* 

cet te matr i ce des variances-covariances n'est pas forcément définie positive, sauf pour si i est 

égale à j . 

Il en résulte que : 

Plim j,YVY{ = \VjM'3Ui + îtf := 



( a . 2 ) C a l c u l d e p l i m f E . . V > i , 

plmi ~ 5 Z ( I I ' . ' . r ; + rli).,
J

A,' = p l im ^ ^ i r * ' . r ' ( x J

A / + p l im ^ X > * , x i / 
' I 1 T 1 T 

pour le- premier l e r m e . en utilisanl l 'hypothèse M3c, nous avons : 

. p l im i £ , Wj.r;.rJJ = I I ' . ' pliin i £ r - i > L ' = n i ' p l im i E ( x ^ ' L = WjM'^L 

p o u r le s e c o n d t e r m e do l ' e x p r e s s i o n c i -des sus , on a : 

• p l im i £ , VIXI' = ( p l im i £ ( i ^ z f ) L = ( p l im £ t / ; V ) L = 0 x L = 0 

il en résulte que : 

1 

7 ^ 

Ainsi, le résultat cherché se détermine comme suit : 

•=Q'k

J (44 ) 

Finalement , la l imite en probabilité du premier facteur de la formulation 41 est la quantité 

suivante : 

p\\m±Z№Zk = :=Q*k ( 45 ) 

(a.3) Définiture de Q*k 

Pour préciser la définiture de Qk, on manipule la matr ice suivante : 

QK 

„K NI H 

_GN\Wk AN2ltk ••• ANNL<k . 

(a.3.1) Les conditions d'inversion de Q\ 

Au préalable, l 'étude de la définiture de Qk nécessite de chercher les conditions d'inversion 

des matrices Q\ ou ce qui revient au même, de déterminer leurs définitures. 



Par les hypothèses 113 et H3b, A/ ' et îî'm sont définies positives; soit II* une m a t r i c e non 

nulle de coefficients, de rang complet et d'ordre 1 L x A'* avec /. > A'*, on a : 

Q: = i r . A / ' i r . + m 

T h é o r è m e [ B a l e s t r a 7 2 ] Soit A et li deux matrices. Si A d'ordre n est définie positive et. 

D d'ordre ( n , m ) et de rang complet égale à 7//, alors li1 Ali est définie positive. 

Par ce théorème n î / M ' I T * est définie positive, et puisque la somme de deux matr i ce s 

définies positives est définie positive, alors Q'M est définie positive. Par conséquent, est 

inversible. 

Une autre procédure de déterminer les conditions d'inversion de QL

K, consiste à calculer 

son déterminant, ce qui nous donne : 

I q ; i = I Q , . I I p , ' I = | a 4 h / ? ' i 

avec 

P 1 = M A - L ' M « " n ' . ( Q * e ) " 1 n t ' M ' L : = M A - B<* 

Ri = Qi - n ^ ' M ^ M i ) - 1 z /M" rr* 

En choisissant de part ir de P\ l'expression L'M'ïl* peut s'écrire c o m m e suit : 

L ' M ' i r * = m a i ï * * a + M A i A A r r * A A et i t . V l = i t * a ' m a + r r * A A ' M A A , A 

nous avons : 

BI = M i n i A ( Q i ) - l n « . A

, A f i + M A , A A n i , A A ( g ù - 1 n ; A A ' M X A , A + 2 M A n v A ( Q l * ) - 1 n « , A A ' ^ 

Par conséquence, la m a t r i c e Px peut s'écrire par : 

P , = M A ( / A - G ' * A ) a v e c G , . A = ( M i ) - 1 B i et G"*A ? 7 A 

et dont le déterminant est développé c o m m e suit : 

m = - = ( - i ) L A i A f i n c v A - / a | 

Il s'en suit que : 

i q ï i = ( - i ) ^ i g * i l A ^ n ^ A - / A i 

\QL\ ¿0 si | G V A - / a ! 7^0 

Si G*^ admet valeurs propres différentes alors G* est diagonalisable et; 

1 ^ - ^ 1 = 1 1 ( 1 - A , ) 
/=1 

( 4 6 ) 



par conséquent, la condition pour que Q\ soit inversible est la suivante : 

| C " * a - / a | ^ 0 si À, £ 1 pour tout / = 1.2 L± 

Pour c o m m e n c e r , calculons le déterminant de la matrice suivante en prenant le cas où /Y 

est égale à 2, ce qui nous donne : 

\Q*k\ = WnQÏÏW 

où PK = A
K

2Q\ - vïtQVtàQlr^Q? = A[bQl - QV(Ql)-lQl2) 
( ~k \2 -k -k 

avec A = —r— et 6 = , 
< 1 ( ^ 1 2 ) 2 

puisque, d'après ce qui précède, la matr ice Q\ est régulière pour tout i, on a donc : 

PK=AQL[bI-{QL)-XQ?{Q\rLQ\2\ 

d'où : 

= tâxQ\\\«Q\W - №-lQV{Q\)-xQV\ 

ainsi, la condition d'inversion est donnée par : 

| Q J ^ 0 si les valeurs propres de {QL)~LQLL{QL)~LQ\2
 sont différentes de b. 

Par ailleurs, la forme quadratique associée à Qk pour . V = (À' 1 ' X2') non nul est définie 
* 

par : q{X) = A"Q f c X, ce qui donne en utilisant la symétrie de la matr i ce : 

q(X) = A^'QIX1 + <RK

21X*'QL
LX> + OK

2X*'QK

2X2 + AK

22X
2'Q2X2 

= AK

UX
L'QL

KX
L +2aK

NX
2'QLLXL + AK

22X
2'Q2

KX
2 

T h é o r è m e [Acher et al.70] Toute matr ice A symétrique associée à une forme définie 

positive ou définie négative est non-singulière. 

Puisque Q\ est définie positive alors pour tout i X' Q\XL > 0. Si QK

J est définie non 
* 

négative alors q(X) > 0 pour tout X non nul, par conséquent : Qk est définie positive. 
* 

Dans le cas général, la forme quadratique associée à Qk, pour tout À'1 non nul, s'écrit 

c o m m e suit : 

q(X) = Y,°«XI'QIXi+ZY,4xi'QkIXI (47) 
t t 3 

Si on suppose que Ql

k est définie non négative, alors Xl'Qx

kX^ > 0. Il s'en suit que : 

q{X) > 0 pour tout X ^ 0. Finalement , d'après l'hypothèse précédente et le dernier théo

rème, on obtient le résultat suivant : 

\QL\ ? 0 si R'Q^X3 > 0 



( a . 3 . 2 ) C o n d i t i o n d ' i n v e r s i o n d e Q*K 

Une autre façon de traiter la matr ice QK est de chercher les conditions de son inversion 
en utilisant l 'algorithme de (ïauss généralisé [Cantmacher66] . En effet, au z-ème bloc ligne 

* 
de Qk, ajoutons le premier bloc ligne multiplié à gauche par : 

-«№k\°uQ\)~X p o u r / = 2 , 3 , . . . , Ar 

nous obtenons la matrice* suivante que Ton noie Qk{\) : 

o ^ 2 2 ( i ) 

„k 

P™(1) 

PNN ( i ) J 

( 4 8 ) 

où / f (1 ) = VFJQV - ̂QÏTÂQD-^QÏ pour », j = 2 , 3 , . . . , N 

Si la matr i ce P22(l) est régulière au m ê m e titre que Q\, le processus i térat i f peut ê t re 

continué. En effet, on a : 

1 ^ ( 1 ) 1 = ( - i ) - a s 1 Q 2 J I ( c ? 2

f c ) - 1 ^ 1 W L ) - , g r - BL\ 

par conséquent, | / ^ 2 2 ( 1 ) | ^ 0 si les valeurs propres de [Q\)~XQ\l[Q\)~~xQ}? sont différentes 

de 6. 

C'est ainsi, que nous parvenons à la formulation suivante, où (Pk(\)) est un bloc géné

rique : 

\QL\ = = HJ = 2 , 3 Af ( 4 9 ) 

En posant Qfr (2 ) = [ ( / ^ ( l ) ) ] , e ^ à son i-ème bloc, ajoutons le premier bloc ligne multiplié 

à gauche par : 

- / f O K P f O ) ) - 1 pour i = 3 , 4 , . . . , y v 

nous obtenons la matr ice suivante que Ton note QK(3) : 

Q * 0 ) = 

P f ( 2 ) . . . P f c

3 " ( 2 ) 

PK

N*{2) . . . P f N ( 2 ) 

( 5 0 ) 

OU 

PIF (2) = P H I ) - ^ ( l K ^ O r ' P f ' d ) pour i , j = 3 , 4 , . . . ,N 



Si la ma t r i ce Pk

3{2) est régulière, le processus i térat if continue. En effet : 

|/f'(2)| = ( - i ) - , 1 / f , ( i ) l l ( / r ( i ) ) - , / f ( i ) ( n 2 2 ( i ) ) - , / 5 r ( i ) - / | 

par conséquent, 

| / f ( l ) | ^ () si les valeurs propres de (QL)~L QL'{QL)~L QÏ' sont différentes de a f , * * , / ^ * , ) 2 . 

En posant TK( 1 ) = (P™( 1 ))-' /f2( 1 )( 1 ))"' /f '( 1 ) avec T\.( 1 ) ^ / , et en faisant le 

calcul , on trouve que : 

Pk(i) = bo№ - i><QV(QirQirilQ? - t>2QV(Ql)-lQr} 

[Qï - b,QV(QirQl2riQï3 - b<QV{QirlQl*\ 

avec 
_/c „k i 4 ^ 2 3 7 (a\3)2 L aïla32 L _ ( ^ l ) 2 

00 = E ZT 01 = 
„k „k 

k k 
a22G33 

I ~ 11^32 I V°'2W . i ^11^23 0i = —,—— — —,—— et O4 = —j jr-
~k—T °2 — ~~k—F " 3 

^ l l 0 ^ cri2a3i 
G\XG\2 1 3 u 2 1 

E n posant, P j t ( l ) = B0Ak, on peut écrire que — / | = BQk\Ak — 6 0

 1 / 1 , ce qui nous 

permet de déduire que : 

|Pfc( l ) — I\ 7̂  0 si les valeurs propres de Ak sont différentes de 6q 1 . 

P a r conséquent, on obtient que : 

1 / ^ ( 2 ) 1 ^ 0 s i | P f ( l ) | ^ 0 e t | P * ( l ) - / | / 0 

C o m m e P™(2) est régulière sous les conditions précisées ci-dessus, le processus itératif 

continue. 

La formule donnant le déterminant de Qk à partir de réduit le calcul de 

constitué par N2 blocs, au calcul d'un déterminant d'ordre moins élevé constitué par (N — l ) 2 

blocs. Ce dernier déterminant peut être soumis au processus itératif décrit ci-dessus. 

Lorsqu'on arrive à un déterminant partitionné en [N — (TV — 2 ) ] 2 blocs nous aurons ce 

qui suit : 

l t f l = W . № f ( i ) l - I W - i ) l 
Pk"-l'"-l(N - 2 ) P / v - 1 , / v ( / V - 2 ) 

,yv,yv-i ( T V - 2 ) Pk"'N{N-2) 

c o m m e toutes les matr ices P"(j — 1) sont régulières selon des conditions précises, nous 

considérons le dernier déterminant c o m m e suit : 

A B A B A-BD-'C 0 
2)1 = 

fi 

D-CA-'B 
= 2)1 = 

C D 0 D-CA-'B C D 

ce déterminant est obtenu de la façon suivante : à la deuxième ligne, on a a jouté la première 

ligne multipliée à gauche par —Cyl""1 ( ^ 0 ) . Le membre de droite est obtenu de la m ê m e 

façon avec | D | ^ 0. 



Dans notre cas , les quatre mat r ices sont carrées et d'ordre s^. On peut déduire de la 

précédente formulât ion les formules de Schur , lesquelles réduisent les ca lculs d'un dé t e r minan t 

d'ordre 1 2.̂ - au calcul d'un déterminant d'ordre 4 ce qui nous donne : 

MU* ~ '-')! = ~ ACA~xli\ = \AD - 13D'lCD\ 

si A et C sont permutables i.e AC — C A alors : 

\Q~k(N-2)\ = \AD-CB\ 

de même, si DC — CD on a : 

\Q*k{K-2)\ = \AD-BC\ 

* 

par conséquent, \Qh(N — 2 ) | ^ 0 si les valeurs propres de D A CB sont différentes de 1. 

Finalement , on obtient la formulation suivante : 

\Q*k\ = WKNYK\Q\\\Pr^)\• • • - 1)1 • • • \Q*k{N - 2 ) | ^ 0 si \Q*k(N - 2 ) | ^ 0 ( 5 1 ) 

Ainsi, ce t te condition de l'inversion montre qu'il s'agit d'une quant i té finie, e t le résultat 

final est donc le suivant : 

* 1 
Qk = plim — ̂ 2 Zkt®<~kX%kt est définie positive ( 5 2 ) 

t 

(b) Détermination de plim ^Zk'$k

lUk 

Pour achever le calcul de plim a*., on doit déterminer maintenant la l imite en probabil ité 

suivante, qui permet d'obtenir : 

P l i m FJ2Zkt'ttkXukt = plim 

Ai 

il s'agit de calculer pour tout i les quantités suivantes : 

Plim ^ £ , y*t

ult e t Plim ji HT xAtuit 

( 5 3 ) 

• Plim ^ E t *Atu{t 

par la propriété de la convergence quadratique, pour tout i,j = 1 , 2 , . . . , N, on obtient 

que : 



( i) / ^ £ , . * i &tnlt ) = j,n,x\,E(uit) = Q 

<7fJ.r'. 

on en déduit que : 

plim V(^Y^x'Alui,) = plim plim y . x k ' x k = Q x Q'± = i) 

par conséquent, avec la convergence en probabilité, on obtient : 

P , i m h Y^xAtuit = 0 pour tout i,j = 1 ,2 , . . . , A ' 
t 

D'après ce qui précède, puisque = (B\, ')~1u'^t et en utilisant le théorème de Khint-

chine, on arrive au résultat suivant : 

• plim ^ E t y*ukt = 11'*' plim £ E t Auit + P l i m £ E t 

= plim y E i w* t«i« = P l i m ï E t « i t « * t 

= Cov ( u i „ u V ( ) 

or, 

Cov ( u i t , u ' . f ) = 

£ « u ' 1 ( ) 

£ « t u ! t ) = [ ( * K « « i , ) ) ] = o 

par conséquent, en raison de la récursivité du système initial de base i.e. E{uktu
}

tt) = 0 pour 

tout k ̂  /, nous avons pour tout i,j = 1 , 2 , . . . , N, le résultat suivant : 

P l i m i = 0 

et donc, plim - E t y*t

ukt = 0 

Finalement on obtient le résultat suivant : 

1 

1 t 



Nous concluons donc par la convergence de ak car : 

plirn ak = Oit + plim ( j , Zkt'ük

l Zkt)~
l vYuu \-Y,t Zkt'i\l

x uk1 

(55) 

= a * + [Qk)~
X x 0 = a* 

4.2.3.2 L a d i s t r i b u t i o n a s y m p t ô t i q u e 

On s'intéresse maintenant à la propriété de l'efficacité asymptôt ique de a*., qui nous 

permet tra de caractér iser sa distribution limite. 

L'analyse asymptôt ique consiste à préciser la distribution asymptôt ique de l 'expression 

suivante : ^ 

Le premier facteur est déjà analysé, il suffit alors d'étudier le second facteur. 

Théorème centrale généralisé Soit {yt} une suite de vecteurs aléatoires indépendants 

et identiquement distribués où yt est d'ordre m x 1 tel que yt ~ iid (0, fi) avec iî définie 

positive ; et soit la m a t r i c e Zj définie par : 

où Xt est une matr i ce d'ordre A: x m de constantes certaines et uniformément bornées i.e. 

| ,Y(| < R pour tout t avec R finie et telle que : 

P l i m Í £ X t í W = M 
^ t 

avec M finie et définie et positive, 

alors Zj tend en distribution vers le vecteur aléatoire Z tel que : 

ZT

l-$Z~ N{Q,M). 

Ce théorème ne peut ê tre d irectement appliqué dans notre cas, car Zkt', en contenant une 

partie aléatoire, n'est pas to ta lement fixe. 

Seulement une écr i ture pert inente du vecteur Zkt'Çlk

lukt nous permet d'obtenir ce qui 

suit : ^ 

= ( ( X ^ Z ' y j ] pour « = 1 , 2 , . . . , 7 V ( 5 6 ) 

où le terme générique est : 

Z ' k t U ' k t = [ xi ) U i t 



pour s é p a r e r les var iables certaines de celles aléatoires, il suffit d'écrire* le vecteur Z[.t sous la 

forme d 'un produi t mat r i c ie l , ce qui donne : 

n i / * ; + VI 
(57) 

où A\ est une m a t r i c e d'ordre SK x (1 + A'*), non aléatoire et uniformément bornée. 

E n posant la composante aléatoire suivante 

9kt 
X L 

KT 
v*ukt 

nous avons donc : 

ZKTUIT = A\9kt P o u r *J = 1 , 2 , . . . , TV 

Les gr^ sont des vecteurs indépendants et identiquement distribués tels que 

(58) 

FÁ9Z) =E 
UKT 

VI VIT 
= 0 

/ l u * 
= (7 

1 o' 

o n i 

Par l'hypothèse H4b, fi* est définie positive, et donc K ( ^ J

t ) est définie positive. 

On montre facilement l'expression suivante, qui est, d'après le résultat 4 6 , définie positive : 

(59) 

Finalement , pour l'ensemble des individus, on obtient la formulation suivante : 

ZKWU* = [(Z°ÏAiï)l = MCE^)) ATGKL (60) 
J J 

où AT — diag [A],..., A\,.... A?) est une matrice de constantes certaines et uniformément 

bornée et GKT est un vecteur de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées 

tel que : 

(\)E(GKT) = 0 car E(ZI<T
K

JGK{) = EJ<R
K

JE(GI{) = 0 pour t o u t e , 

: [E> • • • E¿ ^ ^ 7 ' ] = [{£(E, < ^ ) ( E , ^ ^ ' ) } ] 

HJCRNJ9KT . 

(N)V(GKT) =E 



En posant, 7T1* ' = ( ] vl^) cl en vertu de l 'absence de corrélat ion en t re u\t et pour 

tout ? et j . nous obtenons ce qui suit : 

< ^ , ) ( E . = £(E> ^ W - < ^ ( ) ( E , 

= £ [ ( £ X < H E . ^ X ( ) n , < ] ( 6 1 ) 

or, au niveau de la denière égali té , on a : 

( 6 2 ) 

h = f W 1 = 

En prenant à t i tre d'exemple le cas de deux individus i.e. p = 1 ,2 et sachant que 

ak all + ak a2l ak a\2 + f̂c ^22 

_21 -A: i k 22 ^21 , _22 
_ ^11 + ^ 2 1 ^ a fc ^12 +

 ak a22 

on en déduit alors que : 

E „k -k „VV , ~k „k „V<i _ ^A: ^.11 • ^k -k -22 i -k -k _12 • _21 
V(T\p(J2v

(Tk + L p L '
 alp(T2qCrk -(7ll€T2l(Tk +<Tl2(T22(Tk +all(T22Crk +

 (J\2(J2\(Jk 

12 

P a r conséquent, on a : 

et finalement, on a le résultat suivant : 

1 0' 

V(gkt) = 
1 3 \ 0 î ï i 

pour t, j = 1 , 2 , . . . , N ( 6 3 ) 

En vertu de Pavant dernier théorème, on ne développera pas les conditions d'inversion 

de V{gkt), mais on s'intéressera à la forme quadratique qui lui est associée. 

Soit X un vecteur colonne d'ordre N(l + A'*), qui s'écrit par : 

X' = {Xl',...,Xi' ...,XN') où X1' = (x\ Xi') 

la forme quadrat ique définie par q(X) = X'V(gkt)X s'écrit c o m m e suit : 

q(X) = E, X''Çl'gkX
l + E, E 4 I X^Xi 

= E t ^ ( ( * i ) 2 + xïnixi) + E,E ' + xïtiixi) 
( 6 4 ) 

C o m m e fi* est définie positive et si cr* est positive, alors cr^((x\)2 + X+'iV+X1*) est 

positive; et pour que q(X) soit définie positive, il faut que le second t e r m e du m e m b r e de 

droite de la formulation 64 soit définie non négative. Cet te condition est réalisée si l'une des 

deux conditions suivantes est vérifié : 



flr,"7 > 0. Tj.r-J > () et îVj définie non négative 

• < 0. .r',.?-} < 0 et fi'j définie négative 

F,n supposant la première condition satisfaite, il en résulte que V{gkt) est définie positive. 

Il nous reste maintenant d'étudier la définiture de l'expression suivante, pour réunir les 

conditions d'application du théorème centrale1 limite généralisé : 

1 1 „ 
plim - 2^ AtV(ght)At' = plim - ]T 

' I * 4 «•< ( Ò L ) A ' : pour z, j — 1 , 2 , . . . , N 

or, d'après la. formulation 4 4 , on arrive donc pour tout i , j = 1 , 2 , . . . , N à : 

plim I £ AtV(gkt)At = [ ( < # # ' ) ] : = Q*k ( 6 5 ) 

par conséquent, d'après le résultat précédent 52, la quantité Ql est définie positive. Ainsi, 

nous venons de construire le vecteur aléatoire gkt tel que : 

gkt ~ iid ( 0 , V(gkt)) avec V(gkt) définie positive 

On considère maintenant le deuxième facteur Wj définie par : 

avec 

E(WT) =^HtAtE(gkt) = 0 

V(WT) =^E(ZtAtgkt)(ZtAtgkty ( 6 6 ) 

= ^ Et E{Atgktgkt'At') + I ET E,;, £ ( 4 « < f c t f * . M . ' ) 

Vu l' indépendance temporel le des observations pour < différent de s, on obtient donc : 

V(WT) = WAtE{gktgkt')At' = W AtV(gkt)At' 
1 t 1 t 

en utilisant la convergence quadratique qui entraîne la convergence en probabilité, on a : 

plim V(WT) = Q*k 

> 

et , par conséquent : 

WT

 {3 W 



En vertu du théorème centrale l imite généralisé, alors Wy tend en distribution vers le 

vecteur aléatoire W, tel que : 

H'V ^ W - N{0,QL) 
Pour terminer l 'étude de la l imite en distribution de y/T(ak — ok). on utilise le théorème 

suivant de Dhrymes [Dhrymes73] sur la l imite d'un produit de deux suites. 

T h é o r è m e Soit la suite {yt,Wt} o l J {*//} est u n c suite de vecteurs aléatoires qui converge* 

en distribution vers y, {wt} est une suite de matrices qui converge en probabil ité vers la 

matr ice des constantes C finie et de rang complet pour les lignes, telle que : plim {wt} = C 

alors la suite {wt.yt} converge en distribution limite vers Cy. 

A titre d'exemple, soit {wt} une suite de matrices qui convergent en probabil ité vers C 

d'ordre ( m , n ) et de rang m, on a : 

si {yt} ~ yV(0,î î) alors {wtytY™ N{0,CilC) 

* 

Par l'application de ce théorème et puisque Qk est symétrique, on arrive alors au résultat 

final suivant : 

Vf(ak - ak) ^ [ O , ^ ) - 1 ^ ^ ) - 1 ' ] = ( 6 7 ) 

L'intérêt de la variance asymptôt ique est de permettre le calcul d'un é c a r t - t y p e a s y m p -

tôtique servant à préciser la convergence asymptôt ique, à réaliser des tests chaque fois que 

le calcul dans l'échantillon n'est pas facile à faire, et elle indique la vitesse à laquelle on se 

rapproche de la convergence. Intuit ivement , parmi deux est imateurs convergents , on choisit 

celui qui possède la convergence asymptôt ique la plus rapide i.e. la variance a s y m p t ô t i q u e 

la plus petite. 

Par définition, on appelle variance asymptôt ique d'un est imateur convergent 6j de si 

elle existe, la variance associée à la fonction de répartition divisée par T . Il ressort donc de 

la distribution asymptôt ique du résultat 67 que : 

1 * - t 

Var-As (ak) = - Q k . 

6 LA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS GÉNÉRALISÉS RÉALI

SABLES 

6-1 PRINCIPE DE LA MÉTHODE 

Pour passer à la méthode de l'Aitken réalisable, on estime les différentes composantes al

k 

par la méthode des moindres carrés individuelles pour obtenir dans une première é t a p e fi*, 

puis dans une seconde é tape on détermine l 'estimateur réalisable àk(r). 



Pour réaliser l 'estimation de a", on procède c o m m e suit, d'abord on sait que : 

û'k =y'k- V'k = y'k- Zl-â\ 

= yi-Zi(ZÏZk)-
lZÏyi = AIkyi 

avec M'K = IT - Z'k{Z'k Z'k)~
xZl' et M'kZ'k = 0, on en déduit donc que : 

û i / s i = yi'Miyi = « i ' M ' i / t : = SS' 

Pour déterminer un es t imateur centré de on calcule E(SSL) : 

E(SS') = E[u{'ui - ui'ZUZi'ZD-'Zi'ui) = E( tr « i u i ' ) - E[ tr Z'k{Zl'Z'k)~
lZl'II'^'} 

= a » tr IT - *ÏE[ t r (Zk'Zk)-
lZÏZk] = oï(T - sk) 

Ce qui permet de proposer un est imateur centré pour ak, car E(al

k

l) — ak : 

SS' 
I - sk 

On montre par ailleurs, que Bk est convergent quant T tend vers l'infini et sk est fini : 

plim 5 « = p H m - i - u l ' u i - ?lim ^ui'ZUZi'ZLR'Zi'ui 

= plim ^ u î V f c - plim Yu%kZk P l i m (fZkZk)'1 P l i m ï ^ V f c 

à partir du résultat 44 et en utilisant le théorème de Khintchine, on obtient alors que : 

plim ak = plim FU^u^ — Q'(QL

K)0 = plim ^u^'ie^ 

- plim = plim ^ ZTIKT)2
 = £ ( * 4 < ) 2 = 

La matr i ce est symétr ique, elle contient donc (N/2)(N + 1) é léments à est imer. On 

présentera pour les covariances des estimateurs seulement convergents, car la valeur e x a c t e 

de E( tr M1 M3) n'est pas connue, elle est définie par : 

E( tr M'MJ) = T- 2SK + E[ tr {ZI'ZIR'ZÏZIIZI'ZIR'ZI'ZI) 

nous optons alors pour l 'est imateur convergent de la covariance suivant : 

A\J = -SSTJ 

k T 

En développant la l imite en probabilité de la somme des carrés des écar t s pour I différent 

de j , on obtient : 

plim 1 . 9 5 " = plim Itti'tij - plim 1 « ; ' Z ' k ( ± Z > k ' ' Z ' ) " 1 ^ ' V f c ' 

+ plim ±II]!Zl(±ZÏZk)-^ZÏZi(±ZÏZl)-^ZÏvi 

-p\hn^u'k'Zi^Zi'Zt)-^Zi'ui 



(Tapirs le résultai M et en vertu du théorème de Khintchine, nous obtenons : 

SS" = pi; , , , ±UK'„I - o ' « & ) - ' o - o ' (Qi ) -*o + o ' i Q ù - ^ ^ Q D ^ o 

Ainsi. a partir des deux derniers résultats habituels, on arrive à une quant i té aléatoire 

<-st iiimV (iiih• : 

îh = (*k

J) pour i,j = 1 , 2 , . . . , / V 

ce (pli permet de déterminer l 'estimateur réalisable suivant : 

Sk(r) = [Zk'(Û-k

l ® / ) Z f c ] - l Z f c ' ( î i f c 1 ® / ) y * ( 6 8 ) 

6 . 2 P r o p r i é t é s d e b a s e d e s e s t i m a t e u r s 

En partant de ce dernier es t imateur , on étudie certaines habituelles propriétés dans 

Téchantillon. D'abord, il s'agit d'un es t imateur sans biais, car par l 'absence de corrélat ion 

entre uk et Zk et en utilisant le l emme de l'espérance mathémat ique conditionnelle du fait 

de l'indépendance entre Ûk et uk, on obtient : 

( 6 9 ) 
E(âk) =ok + E{(Zk'$-k

lZk)-
lZk'î>-k

luk) 

= ak + E[{Zk'$-k'Zk)-
lZk'$-xE{uk)lûk} = ak 

Quant à la propriété de la convergence, on utilise le lemme suivant : 

L e m m e 2 Soit Ùk

x une matr i ce aléatoire telle que : 

plim î V = n;1 

alors : 

plim ]-Y,Zkt'Sl-k

xZkl = plim ( 7 0 ) 
* t * t 

P r e u v e Une reécri ture de ce t t e dernière expression avec l 'opérateur vec et le fait que la 

matr i ce Ùk

l soit convergente, nous permet d'obtenir : 

plim vec ^ £ t Z * / ^ 1 -Çllx)Zkt = plim ± £ , ( Z * / ® Zkt'){ vec fl*1 - plim vec Ô * 1 ) 

= p\im±Zt{Zkt'®Zkt')xO 

Il nous reste d'étudier le premier facteur pour conclure par la nullité ou non du dernier 

membre de droite . Soit une m a t r i c e diag . . . , Qk) finie et définie positive, telle que : 

plim ± £ Z * % « = diag ( & , . . . , Ç ? ) 
1 t 



(Ml ut i l i sant l ' o p é r a t e u r v e c . on obt i ent : 

ve< [ cl,a.t; (QL Q*)] = pl im vec ±ZtZkt'INZkt 

= pbin y. 52t(Zkt' 3 v c c /a-

et p u i s q u e ver / \ o l u n e q u a n t i t é finie a lors : 

plim ^ ^(Zkt Cv /V) est finie 

Il en résulte» final(Mii(Mit q u e : 

v e c p l im — Zkt{ïïk

l ~ &k

l)Zkt = 0. • 
* t 

Il nous reste donc à analyser l'expression suivante que Ton peut déterminer facilement à 

partir de la formule 56 : 

plim )-Zk$lxuk = [( plim Y,AÏJ PYIM^J2Zktuit)} P o u r 1
 = 1 ,2 , . . . , 7 V 

or, par la convergence des est imateurs ak et par le résultat 5 4 , on a : 

p l i m £ p l i m I £ ZÎAI = £ p l im â j p l i m I £ Z ^ u j , = £ <r* 0 = 0 

il e n r é s u l t e q u e : 

p l i m ̂ ZK'$-K

LUK = 0. 

Finalement , on obtient le résultat : 

plim ak(r) = ak ( 71 ) 

6 - 3 LA DISTRIBUTION ASYMPTÔTIQUE OU L'ÉQUIVALENCE ASYMPTÔTIQUE 

Pour étudier l'équivalence asymptôt ique entre l 'estimateur pur des moindres carrés gé

néralisés et l 'est imateur réalisable, nous utilisons le lemme suivant : 

L e m m e 3 Soit un vecteur aléatoire UKT à N composantes où ÇLK est définie positive, tel 

que : 

UKI ~ iid (Q,SLK) , 

et soit ÇTK une m a t r i c e aléatoire telle que : plim VTK = ÇLK alors : 



P r e u v e II s'agit de prouver que les deux termes de l'expression ci-dessus ont la m ê m e 
* * 

distribution limite i.e. N(0,ÇLK) avec QK définie positive. 

Une écri ture intéressante nous permet d'avoir : 

ZKT'(SÏ;
1
 - Ù;l)ukl = vec [ z , / ( f V - Nk

l)ukl] = © ZKT') v C C - $ V ) 

ce qui donne, en utilisant le l emme précédent , que : 

p\\m ^^tZkt\ftk
l-&kl)ukt = pKm ^ = T,t(v-kt'® Zki') plim vec (ft A 7 l - Î^T 1 ) 

= plim ^ E t ( ^ / 0 Z * ' ) x 0 : = VVT x 0 

Il reste alors à analyser le premier facteur, pour savoir s'il s'agit d'une quant i té finie. 

L'expression Ukt ® Zkt s'écrit de façon intéressante c o m m e suit : 

ukt' ®Zkt = [ diag u\t{Z\t ...Z?t)... diag uN

kt{Zl

kt... Zj*)) 

or, Zl

ktu
J

kt = A\gkt pour tout z, j = 1 , 2 , . . . , TV et en posant wlj c o m m e suit : 

1 
w 

où, d'après la formule 59 A\ est telle que : 

1 t 

est définie positive. 

Par le théorème centrale l imite généralisé, on arrive à : 

W'I {^W'> ~N(0,ATJQK) 

Pour l'ensemble des individus, en posant WJ comme suit : 

H 7 r = -J= G ZKT') 

on obtient, le résultat, suivant : 

WT = [ diag (w^ ...wl

T

N)... diag ... w%N)} 

avec 
E(WT) = 0 ; 

V(WT) = E{ diag ( £ , « ^ \ . . £ t u , ^ i 4 N ' ) } pour » = 1 , 2 , . . . , N 



Le calcul de E(IU^\DJ ) nous donne, en vertu de l'indépendance temporelle , ce qui suit : 

E{X4*4') = ^£(£(^)(£(^;') 

= ^E\Zt(A\9k\g^A^ + E . E . ; , ( > i ; ^ ' 0 ] ( 7 2 ) 

et en utilisant la propriété de la convergence quadratique, qui entraîne la convergence en 

probabilité, alors : 

plim V(w%) = plim E{w^w1/) = a3

k

JQl

k 

par conséquent : 

plim V(WT) = diag (E, Â QÏ . . . £. A^QÏ) 

= diag(AIL...A^)'®DÇI:= Vi 
avec 

1 4 = diag(ORI I...^ I V)®QI + . . . + d i a g ( < 7 » . . . < T ^ ) ® g ^ 

or, diag ( c r ^ 1 . . . crk

N) ® Q\ est définie positive pour tout donc 14 est définie positive. 

P a r le théorème centrale l imite généralisé, on a : 

WT

 LS W ~ N(0,14) 

où W est une m a t r i c e aléatoire finie, ce qui prouve que WJ est finie. 

C o r o l l a i r e [Dhrymes74] Si la suite {wt} tend vers 0 et si {yt} suit la distribution N(0,Q) 
avec Q définie positive, alors : 

{wtyt} -+ 0 et plim {wtyt} = 0 

Finalement , d'après ce corollaire du théorème sur la limite d'un produit de deux suites, 

on déduit le résultat suivant : 

^ Ç ^ W - n ^ K t ^ O ( 7 4 ) 

qui expr ime le fait que les deux termes de ce dernier résultat ont la m ê m e distribution limite. 

En conséquence, par les deux derniers lemmes, on aboutit à l'équivalence asymptôt ique 

entre l 'est imateur pur et réalisable, car : 

- AK] et Y/T[AK(U) - AK] 

ont la m ê m e distribution limite i.e. 7V[0, {Ql)~1]- • 

Il ressort de c e t t e distribution asymptôtique que la matr ice des variances -covariances et 

son est imation sont déterminés respectivement comme suit : 1 

Var-As [ÂK(R)] = ^ r ' ( 7 5 ) 

Var-as (ÂK{R)) = {£, ZU'CL?ZKT)~
L 



7 LA MÉTHODE DU ZELLNER ITÉRÉ 

7 . 1 P r i n c i p e d e l a m é t h o d e 

C o m m e il a é té indiqué par plusieurs économètres dont K m c n t a , G i lbe r t e t Zel lncr , l 'es

t imateur réalisable» «^.( r ) n'est pas toujours efficient dans les peti ts échant i l lons et qu ' i l est 

possible de t rouver (Taut res e s t ima teu r s pour lesquels la variance est susceptible» d ' ê t re plus 

pet i te . 

Le point de départ concernant la procédure itérative est de considérer l ' e s t i m a t e u r réali

sable suivant : 

AK(R) = {Z'K*~* ZK) V < J > * ~ V 

Si la ma t r i ce = AKI^J, ° n ob t i en t alors, en adoptant la notat ion suivante AM

K = AK(L) : 

aUl) = (Zk'Zk)-
lZk'yk => «C = (ZÏZkTlZÏyl pour tout î 

A partir du modèle yl

k — Zkak + uk, on arrive aux est imateurs convergents pour les 

différents paramètres ak , ce qui permet d'obtenir pour i ^ j : 

* ..* 1 . *' . * .* 1 . *' * 

ÇLK=NK{L) avec or[! =- u\ u\ et al

k

J = -u\ uJ

k 

1 - sk 1 
L a première i tération s 'exprime donc c o m m e suit, avec uk(l) = yk — Zkak(l) : 

ak(2) = [Zk'$-k\\)Zk\-
xZk'$-k\\)yk 

L a seconde itération consiste tout d'abord à calculer uk(2) telle que : 

uk(2) = yk - Zkak(2) 

A partir des e s t imateurs convergents ak(2), on obtient £1^(2), et on déduit alors l'esti

mateur Qk(3) défini par : 

a f c ( 3 ) = [Zk'$-k\2)Zk)-
lZk'<ï>-k

x{2)yk 

Ainsi, les différentes i térations appliquent les équations suivantes : 

ak(p+l) = [Zk'*-k\p)Zk]-'Zk'$-k\p)yk ( 7 6 ) 

avec O f c ( 0 ) = akIN et uk(p) = yk - Zkak(p) pour p = 1 , 2 , 3 , . . . 

Il reste à préciser les formules donnant iljt(p) à partir de uk(p) en util isant des e s t i m a t e u r s 

simultanés, par exemple ceux du m a x i m u m de vraisemblance : 1 

Mk(p) = K ( P a v e c { , -, 77 



Si uk est dis t r ibuée suivant une loi normale, on a : 

T 1 
l'k = <'st«' - ^ In | n t | - - ir Q k

x t i k t i k ' 

les es t imateurs du m a x i m u m de vraisemblance (ô"*.. îîjt) sont solution du sys t ème suivant : 

f Zk't\
xZkak - Zk'^Vyk = 0 (1 ) 

( 7 8 ) 

<D, - ukuk' = 0 (2 ) 

nous déduisons de l 'expression (2) que : 

avec E'K = (iiki,..., U^T) et de dimension N X T. Pour Q,*K régulière cela suppose que T > N, 

i.e. tk soit une matr i ce rectangulaire haute. 

Ainsi, on a u r a à minimiser la vraisemblance suivante : 

£ \ = este - | In \<À\\ - i tr * W = este - | ln (79 ) 

il en résulte que est solution du système qui suit : 

F inalement , l 'est imateur du m a x i m u m de vraisemblance est défini par : 

ÀK = {ZK'*-K

XZK)-
XZK'*K-

LYK 

avec ilk — iil(ak). 

P a r ailleurs, le problème de choisir entre l'estimateur itéré &k(p) et l 'est imateur réalisable 

oh se pose de façon pert inente travers le nombre d'itérations suffisant. Dans la pratique selon 

Malinvaud [Malinvaud81], un petit nombre d'itérations peut suffire à la convergence. 

Le calcul de Qk{p) n'exige pas automatiquement celui de ak(p+ 1 ) . En retenant un critère 

de convergence sur un échantillon donné, on itère jusqu'à ce que |afc(p) — c*k{p — 1 ) | < c où 

c est une valeur infiniment petite. 

C o m m e , nous le verrons dans ce qui suit, si Uk suit une loi normale , la convergence aura 

pour conséquence que les est imateurs ajt(p) et fî*(p) pour p = 1 , 2 , . . . résolvent précisément 

les équations auxquelles l 'estimateur du m a x i m u m de vraisemblance est soumis. Autrement , 

il s'agirait d'un es t imateur du quasi -maximum de vraisemblance [Philipps76]. 



7 . 2 P r o p r i é t é s 

lin ce qui concerne la convergence des est imateurs par PAitken itéré, en posant que : 

îî* r= î ^ ( l ) : = Ùk, en utilisant les formulations 76 et 77 et la convergence de l 'est imateur 

réalisable et sachant que plim <l>k = alors 

plim orjt(2) = ak 

lin travaillant avec uk(2) — yk — Zkak(2), on a donc : 

uk(2) = y k - Zk[{Zk%-k

xZkY'Zk'î>-k

xyk\ = [/ - Zk{Zk%-k

xZk)-'Zk'^-k

x\yk 

= [I- Zk{Zk'$-k

xZk)-
xZk%-k

x\uk{\) := Mk{ï)uk(l) 

ce qui nous permet d'obtenir : 

a f c ( 3 ) = [Zk'^k

i(2)Zk}-xZk'^k

x(2)yk avec yk = Z f c a * ( 2 ) + uk(2) 

par conséquent pour la deuxième itération on a : 

p l i m a * ( 3 ) = p l i m a f c ( 2 ) + plim [Z^^^Z^1 Zk'$k

x (2)uk(2) 

= ak + plim {^Zk'^-k

x(2)Zk\-
x
 plim ^Zk'^

x{2)uk{2) 

Pour déterminer le deuxième t e r m e du second membre, on utilisera le l emme suivant : 

L e m m e 4 Soit ÇTK

L(P) une m a t r i c e aléatoire telle que : 

p l i m î V ( p ) = p l i m n ^ ( p - 1 ) = . . . = plim ^ ( 1 ) = ft*1 

alors 

plim ^Zk'<t>K

X(P)Zk = plim I z * V ( P " l)Zk = ...= plim ^ V ^ ' Z , ( 8 0 ) 

P r e u v e Nous avons pour tout p > 2, Pégalité suivante : 

vec ^ E ^ i I ^ t P - 1) - 4 E ( V ® V ) [ vec n j » ( p - 1) - vec ^ ' ( p ) ] 
i t 1 t 

donc, la limite en probabilité est déterminée comme suit : 

plim YEÀ^2ZKI'[NK

X(P-l)-N-K

X(P)}Zkl = plim i £ ( Z , / ® Z f c / [ v e c n ^ ( p - l ) - v e c $ V ( p ) ] 

or, d'après notre hypothèse et puisque la quantité 

plim 1= Y,(zkt' ® Zfct') 



est finie, on obt ient alors le résultat qui achève la p reuve : 

plim vcc i Y. Z k i W l P ~ 1) - ^l(p))Zkt = plim ^ ®
 Z * < ' ) ° = 0. . 

Il nous reste* à dé te rminer l 'autre facteur du second m e m b r e que nous Ton peut définir 

de façon générale, à par t i r de la formulation 56, c o m m e suit : 

plim j,Zk'^
x(p)uk(p) = [( plim X > £ ( p ) plim ^ V f c ( p ) ) ] pour i = 1 , 2 , . . . , 7 V 

on montre facilement, que uk(p) = Mk(p — l)uk, par conséquent : 

plim ^Zk'^
x(p)uk(p) = plim ^Zk'^

x(p)Mk(p-l)uk 

= plim [^Zk'^
x(p)uk - ^-k

x{p)Zk{^ZK'N
l{P ~ l)ZKY

l^Zk'^-k

x(p - l )u f c ] 

or, pour tout p > 2 et pour i = 1 , 2 , . . . , TV, d'après le précédent l emme et par le résultat 54 , 

on obtient : 

plim ±Zk%-k

x{p)uk{p) = plim ±Zk'*k

x(p)uk - Qt(Ql)-1
 plim ±Zk'*k

x(p - l)uk 

= plim ±Zk'<S>-k

x{p)uk - plim ±Zk'<S>-k

x{p - \)uk 

(81 ) 

on en déduit finalement que : 

plim ajt(3) = ak + {Ql)~l0 = a * 

et plus généralemnt, on a ce qui suit : 

plim ak(p) = plim {ak[p - (p - 1)] + ' ¿ [ 1 Z ^ ' ( P - T ) ^ ] " 1 ^ ' * ^ ? - r)uk(p - r)} 

or, 

plim ±Zk'<ï>k

x{p - r)uk{p - T) = plim j : Z / t / $ ^ I ( p - r ) M j t ( p - r - l ) u f c 

= plim ^ZK'9k

l{p - r ) u f c - plim ±Zk'$k

x{p- r - l )u* 

d'après le résultat 8 0 et le l emme précédent, on a finalenment démontré la convergence des 

est imateurs itérés : 

plim ak(p)= p l i m o f c ( l ) + ( p - l ) ( Q n " 1 x 0 = plim a f c ( l ) = «jt ( 8 2 ) 

En ce qui concerne la distribution asymptôtique des es t imateurs itérés, selon l'idée de 

Zellner [Zellner62] ils ont les mêmes propriétés asymptôtiques que l 'est imateur réalisable, et 

il s'agira de prouver pour tout p > 2 que l'expression suivante, converge en probabilité vers 

zéro : 
1 

-jf Ç ZktWiP - 1 ) " ^ - ' ( p ) K ( p - 1) . 



8 COMPARAISON DES MÉTHODES 

8 . 1 L ' é q u i v a l e n c e a s y m p t ô t i q u e 

La comparaison entre Qk(r) et 5 ^ , dans des échantillons de taille finie et pet i te , a nécessité 

de faire des essais empiriques et donc d'utiliser la méthode de Monte-Carlo pour en détermi

ner les distributions. Certaines expériences réalisées ne font pas appara î tre une supériorité 

asymptôtique de l 'est imateur àk par rapport à l'estimateur réalisable àk(r). On peut m ê m e 

s'interroger sur leurs efficacités relatives. 

Par ailleurs, dans le cas où les équations du système 78 admettent une solution unique* 

[ K m e n t a e t a l .74] , alors les es t imateurs ak(p) et Clk(p) coïncideront en cas de convergence 

respectivement avec ak et Ûk. 

Les essais de K m e n t a et Gilbert [ K m e n t a et al.68] ont précisé, qu'en cas de normal i té 

des erreurs, la procédure du Zellner itéré [Zellner et al.62] converge vers les e s t imateurs 

du m a x i m u m de vraisemblance. Ils ont trouvé dans leurs expériences que l 'es t imateur de 

l'Aitken itéré et celui du m a x i m u m de vraisemblance sont numériquement équivalent. C e t t e 

équivalence numérique a é té aussi montrée par Ruble. [Ruble68] 

L'efficacité de ak est nécessairement meilleure dans les échantillons de grande taille. Cer

tains travaux [Bernent et al.69] [Taylor77] ont montré dans des cas simples que la dimension 

de yk doit ê tre supérieure à 20 pour avoir l'efficacité de ak sur ak(r). 

Les propriétés des es t imateurs ak et ak(r) sont très voisines. De m ê m e , les condit ions qui 

assurent l'équivalence asymptôt ique entre et ak(r) garantissent généralement l'équivalence 

asymptôtique entre ak et à k . 

On montre que l'efficacité asymptôt ique de 5 * est maximale dans la classe de tous les es

t imateurs convergents, car un tel e s t imateur atteint asymptôtiquement la l imite de l'inégalité 

de C r a m e r - R a o ; en effet, la m a t r i c e inverse d'information donnée par (Qk)~ pour ak cor

respond, en cas de normal i té des erreurs , exac tement à la matr ice des variances-covariances 

de la distribution asymptôt ique . On a donc : 

V a r - a s ( 5 f c ) = ±(QL)-1 

Var-as (Ôk) = Var-as (Ôk(r)) = ±(Q*k)-
x 

L a matrice des variances-covariances asymptôtiques peut être est imée, à part ir de ce qui 

précède, c o m m e suit : 

Var-as (ak) = (£( Zkt'iïk

lZki)'
1 

V a 7 a s ( a , ) =(ZTZKT'N-K

LZKT)-
1 

Au niveau de l 'est imateur du m a x i m u m de vraisemblance et de l 'es t imateur pur, on 

s'aperçoit que : 

(Q*k)-
X - (Q*k)-

1 * 0 

T h é o r è m e [Balestra72] Soit A et D deux matrices du m ê m e ordre et définies positives. Si 

A — D est définie non négative, alors B~x — A~l est définie non négative. 



En utilisant ce théorème, on arrive à montrer l'équivalence asymptôt ique des es t imateurs 

considérés : 

QL - QL - 0 (83) 

8 . 2 C o n v e r g e n c e n u m é r i q u e d u Z e l l n e r i t é r é 

On s'intéressera à la convergence de Tesitmatcur du Zellner itéré vers celui du m a x i m u m 

de vraisemblance. En supposant que : 

ûk = Vk - ZkGk 

la vraisemblance logarithmique à maximiser s'écrit comme suit : 

- este + l- ln | * ^ | - l- tr *Zluku'k 

C e t t e vraisemblance ne dépend que de îl*, qui est symétrique. Pour exploiter c e t t e sy

métrie , on considère le vecteur w défini par : 

TV 

w — ( ru 1 , w2,..., w?) où pour i > j wl = ak et TV* = — (TV + 1) 

Considérons maintenant le différentiel de £ k , qui n'est fonction que de tu, défini par : 

D£*K* = 1 tr ( * * - UKUK)D^-K

L 

(84 ) 

L'estimation cherchée de Çlk doit satisfaire à l'équation suivante : 

tr -uku'k)&k) = 0 pour 1= 1 , 2 , . . . , TV. 

où $ l

k est la m a t r i c e des dérivées partielles de $ k

l par rapport à w1. 

Ainsi, les équations suivantes définissent comment les est imateurs 5/t et 4>£ sont déter

minés s imultanément , et que leur calcul simultané exige une procédure i térat ive : 

àk =(Zk'^-k

iZk)-
lZk'^

lyk ( 1 ) 

ùk =yk - Zkak ( 2 ) 

{ 0 = l r [ ( * f c - 5 * « i ) * i ] ( 3 ) 

Un tel sys tème peut avoir une mutliplicité de solutions, qui maximise £k- L'équation (3) 

permet de calculer l 'est imation de à partir des u*. L a matr i ce Uku'k joue le rôle de la 

matr ice des variances-covariances empiriques des résidus, car : 

£(«**«{') 



est remplacée par xi[SiJ

kJ 

( V i l e même éepiat ion montre 1 que les iel vont être définies de façon à annuler /Y. combi 

naisons linéaires des é léments de la matrice* ele\s elilTérences entre covar iances théor iques et 

covariances empir iques corre%spondant e*s. 

Par exemple pour A' — 2 . cherchems à déterminer wl. Le1 nombre de pa ramè t r e s à e s t i m e r 

est yV. = !{ i.e. w } . ir2. et w \ 

Le calcul ele* iVk. nous donne ce qui suit, en prenant wl = o2

k : 

o ' = = 1 ( - a " a V ^ 

où <4 = cricri2 — (<?l2)2
 ; on déduit facilement, à partir de la formulation 84 que : 

(*Ï)2W?T - £ ( « L ) 2 1 - 2 a i V i K 2 r - + ( O W r - £ ( s i . ) 2 ] = o 
t t t 

ce qui permet de déterminer par le m a x i m u m de vraisemblance des e s t imateurs convergents 

pour les wl, on a donc : 

t 

ainsi, Péquation ( 3 ) s'écrit par : 

On se trouve dans un cas où le système ( ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) ) admet une solution unique qui max i 

mise £ k . Dans le cas où la solution analytique est difficile à obtenir, une procédure i térat ive 

de calcul est nécessaire pour avoir une solution numérique qui maximise la vra i semblance . 

Avec l'hypothèse de normal i té des erreurs, l'estimateur itéré converge numériquement 

vers celui du m a x i m u m de vraisemblance, car pour ce dernier on itère jusqu'à ce que £ k 

atteint son m a x i m u m . Dans la pratique, un critère de convergence doit ê t re choisi de façon 

précise. 

L a convergence entre les deux est imateurs tient au fait qu'avec la m é t h o d e du Zellner 

itéré on incrémente jusqu'à ce que l'on ne peut plus améliorer l 'objectif d'une variance 

minimale i.e. jusqu'à ce que Qk(p) détermine un est imateur ak(p + 1) identique à ak(p). P a r 

conséquent, on itère jusqu'à ce que les est imateurs [ak(p),fl*(p)] coïncideront avec ( a * , ! ) * ) 

qui sont d'ailleurs déterminés de façon simultanée. 

Ainsi, si les équations de l'expression suivante : 

tr [(*fc(p) - Uk(p)uk'{p))&k(p)] = 0 a v e c / = 1 , 2 , . . . , TV* et p = 1 , 2 , . . . ( 8 5 ) 

ont une solution unique alors, par une procédure numérique, les e s t imateurs itérés s'identi

fierait avec le calcul des es t imateurs du m a x i m u m de vraisemblance : 

ak(p) = ak et iîk(p) = SÏk. 



9 APPLICATION 

9 , 1 I n t r o d u c t i o n 

Puisqu'on n'a pas une* c o n n a i s s a n c e parfaite* ou du m o i n s des informations en terme de 

mesure sur le f o n c t i o n n e m e n t de c e r t a i n e s v a r i a b l e s économiques et sur les effets qu'elles 

causent , la théorie économétrique* p r o p o s e des p<Tspect i ves d e compréhension en établissant, 

à la lumière des analyses statistiques et économiques, des modèles sous forme d'équations de 

comportements . 

L'analyse économique et statistique préalable nous a permis de distinguer, jusqu'à un 

certain niveau dépendant de la problématique de recherche, les variables d'effets des variables 

causes. Ce qui nous a suggéré de considérer, puis de tester des modèles récursifs [Ghassan90] 

qui font appara î tre une chaîne causale entre les variables endogènes. 

P a r m i les principales caractéristiques de l'économie du Maroc , on a retenu : le déficit 

du c o m m e r c e extér ieur de la majori té des secteurs d'activités, le déséquilibre sectoriel des 

investissements, et la faiblesse de l'auto-financement des secteurs. L'hypothèse soutenue dans 

ce travail est que la combinaison des deux premières caractérist iques conduit à la troisième. 

Ces trai ts fondamentaux de l'économie du Maroc nous ont incité d'approfondir de façon 

originale le phénomène récent de l'endettement extérieur pour une s truc ture productive 

dépendante en déterminant un système d'équations de comportements . 

Les effets de l 'endettement extérieur tiennent à leurs interactions avec les forces de concen

trat ion des revenus, et en mat ière de rentabilité la dette extérieure dépend en principe de 

son emploi dans différents secteurs et de la maîtrise du processus d'investissement dans ses 

derniers. 

L'effort à effectuer pour une substitution progressive et accrue à l ' importation des biens 

intermédiaires et finaux est considérable, étant donné la prédominance d'inputs industriels 

et d'outputs importés . Sur ce point l'unanimité est presque acquise, il en va de m ê m e de la 

nécessité de valoriser les matières premières et les produits intermédiaires d'exportat ion. 

L'effort d'investissement conséquent à ces derniers objectifs exige, d'une manière qui 

peut paraî tre à plusieurs reprises c o m m e étant paradoxale, des moyens financiers élevés. L a 

réussite de cet effort nécessite d'élever les niveaux de revenus locaux, en maîtr isant la hausse 

probable des prix , pour accroî tre la demande effective et potentielle en produits industriels 

et autres . 

Il est retenu donc un système récursif sectoriel comportant trois relations et dont le choix 

n'est pas dû au hasard. Puisque le déficit extérieur sectoriel correspond à un endet tement ex

térieur chaque fois que les moyens propres font défaut, il est devenu donc un moyen puissant 

pouvant orienter l'investissement sectoriel et arbitrer sur le choix des projets de développe

ment . Une telle influence laisse des traces sur la s tructure de la réparti t ion des' revenus et 

déterminera le niveau d'autonomie financière du secteur. 

On postule donc que les mécanismes de l'endettement extér ieur s 'adaptent bien à une 

expérimentat ion économique récursive. Le modèle sectoriel c o m p o r t e alors un déterminisme 



restreint de type récursif stipulant des relations de causalité généralement non réversible 

entre les variables explicatives et celles expliquées. 

La considération de plusieurs secteurs nécessite de préciser la nature et la forme de l'in

terdépendance entre secteurs différents. C e t t e interdépendance passe bien par les variables 

de consommation, d'investissement et de financement, on suggère qu'au lieu de la "variabi-

liser", il est intéressant de la repérer par les éléments aléatoires, que composent les erreurs 

notées f/,A- où h est l'indice de l'équation et i est l'indice de l'individu i.e. le secteur d'act ivi té , 

il s'agit essentiellement de postuler que la covariance entre uik et Ujk n'est pas forcément 

nulle. 

L'intérêt théorique de ce modèle nous a encouragé de procéder à une étude générale des 

modèles récursifs à double indice et analyser les différents aspects de l 'est imation, que nous 

avons développé dans les premières sections. 

9 . 2 M o d è l e e t d é f i n i t i o n s 

Le modèle individuel relatif au secteur d'activité i est défini c o m m e suit : 

r k = f{zl) + ul 

< m = g(z2,k) + u2 

K n = h(z3,k,m) + u3 

où ât,'m et n sont des variables endogènes désignant respectivement le t a u x du déficit extér ieur 

sectoreil, le taux d'investissement sectoriel et un indice d'auto-financement sectoriel , qui 

est une proxy-variable du taux d'auto-financement défini par le rapport entre la capac i t é 

d'auto-financement sectorielle et l'investissenemnt sectoriel. La variable z correspond à la 

composante exogène du modèle, et u désigne une variable d'erreur aléatoire non observable. 

Certaines variables exogènes méritent qu'on les explicite leur signification pour éviter des 

contre-sens. L a variable v, qui désigne le t a ux de valeur ajoutée, expr ime le revenu déduit par 

unité produite d'un secteur. L a variable g, qui correspond à l'indice d' intégration, expr ime 

le degré d'intégraton par les achats à la s tructure productive. 

La variable r , qui est un indicateur d'inégalité dans la répartition des revenus sectoriels, 

est plus difficile à interpréter. Sa formulation a demandé plus d'efforts. On soutient que la 

concentration des revenus c o m m e n c e au niveau sectoriel i.e. chacun des facteurs productifs 

essayera d'avoir plus de revenus que les autres . On a supposé que le niveau de par tage de 

la valeur ajoutée entre le profit et le salaire se détermine, dans l 'activité de production et 

d'échange, selon des mécanismes de frottement socio-économique entre le groupe du capital 

et le groupe du travail. Ensuite , j 'ai quantifié ces différents éléments de déterminat ion à 

l'aide de règles statist ique et comptable pour exprimer r en fonction du revenu du capita l . 

Le résultat obtenu finalement est que l'indicateur r traduit le fait que plus le ^revenu du 

capital dans le secteur augmente plus r est élevé. 



9 . 3 R é s u l t a t s é c o n o m é t r i q u e s e t i n t e r p r é t a t i o n 

Il rst impérati f au préalable de préciser que les résultats sont obtenus par application 

de la méthode 1 des moindres carrés ordinaires, puis par la méthode de l'Aitken itéré, pour 

être ensuite soumis à une série de tests étudiant la qualité statist ique et économique des 

est imateurs . On a utilisé les tests habituels de Fisher-Student et de Durbin-VVatson, mais le 

test clé (\c mon modèle 1 est le test dexogénéi té . 

Ce test a été réalisé pour la deuxième équation du modèle sur la variable ce qui revient 

à tester, à partir de la stat ist ique <, l'hypothèse de nullité des paramètres des variables 

re;siduelle»s i/,- est imées. Les cinq paramètres de mon application m e donne \t\ < tQ pour 

o = 0 .05 ou a = 0 . 0 1 . Ce qui autorise d'adopter l'hypothèse nulle pour tous les paramètres 

associés aux variables wt- est imées, j'en déduis que les variables k{ peuvent ê t re exogènes dans 

le modèle où elles sont explicatives. 

Au niveau de la trois ième équation du modèle individuel de base, on n'a pas introduit 

la régression étendue telle qu'elle est définie par Holly [Holly82] [Holly84], car au lieu de 

tester l'exogénéité d'un sous-ensemble de variables endogènes explicatives, on l'a tes té sur 

l'ensemble. On a introduit donc dans la troisième équation les variables de résidus associées 

aux variables endogènes explicatives, et à partir de la statistique F de la loi de Fisher-

Snedecor que l'on a testé s imultanément la nullité des variables résiduelles u t J estimées. 

Dans mon application, pour les cinq secteurs j'ai F* < F (a) pour a = 0.01 ; ce qui nous 

autorise d 'accepter l 'hypothèse de nullité pour les coefficients associées a u x variables u t J 

estimées, et donc on adopte l'exogénéité des variables A; et m dans l'équation de n. 

9.3.1 Le secteur de Fagriculture-forêt et pêche 

L'est imation du modèle agricole a donné les résultats suivants : 

f kx = 0 .17° - 0.42t>î - 0 . 0 5 / i " + 0 . 2 6 u " - 0 .06p; 

< 77? t = - 1 . 6 " - 0.03*:? + 2.35g" + 0 . 1 6 r " + 0 . 2 9 Î " 

7 ? 1 = 4 . 7 8 " - 48 .9&P - 4 . 6 9 v " - 2 4 . 6 9 r ^ - 0 . 1 5 / i " - 0 .53m* 

le secteur agricole est particul ièrement différent des autres secteurs par son importance stra

tégique, qui consiste à a t te indre voire dépasser l'auto-suffisance al imentaire. Il est aussi 

différent par sa s t r u c t u r e product ive et financière. 

L a première équation m o n t r e que si le taux de valeur ajoutée augmente de 1 point alors le 

t aux du déficit extér ieur baisserait de 0 .42 point; de manière s imultanée, l ' impact conjugué 

des variables k\ et V\ fait que l' indicateur d'autonomie financière est susceptible de s 'accroître 

de 15 .848 points. D'où la preuve de l ' importance capitale de la valeur ajoutée agricole, dont 

l 'augmentation appara î t diminuer le poids de la domination économique et commerc ia le par 

l'échange agricole avec l 'extérieur, tout en améliorant son indépendance financière. 

C e t t e dernière pourrai t s'améliorer encore davantage si le degré d'inégalité dans la répar

tition des revenus agricoles diminue, c o m m e le montre la troisième équation. 



Le secteur agricole semble réagir de manière* surprenante 1 aux variations élu t aux d ' in té rê t . 

La deuxième équat ion mont re que si le* taux el intérêt empiriepie1 note» / s ' acc ro î t ele1 1 point 

alors 77Zj augmentera i t de 0 .29 point. Les ewploitants a^rie-oles penirrait v r a i s e m b l a b l e m e n t 

accepter le capi tal financier, ejuoi que1 leurs charge1* seraient augmentées , soit eians l 'espoir 

d'avoir des récoltes et des écou lements satisfaisant s. soit pour rembourse1!- par t ie l lement leurs 

det tes précédentes ; ce dernier point e*st moins évident à justifie 1! à part i r ele la e leuxième 

L'absence de réactions du taux d'investisseMiKMit par rappe>rt au t a u x élu eléfie:it e w t é r i e u r 

correspond probablement à ce que le secteur agriee^le1 nVst pas s u f f i s a m m e n t m o d c T n i s é et 

qu'il ne bénéficie pas de crédits agricoles appropriées a u x réalite\s s o c i a l e s ele» ces agents . 

D'autant plus, qu'il y a lieu de leur assurer de\s prix r é m u n é r a t e u r s . 

9.3.2 Le secteur des industries agro-alimentaires 

Le système récursif relatif à mon deuxième secteur se présente c o m m e suit : 

la première équation m o n t r e que si v2 s'accroît de 0.01 point alors le déficit e x t é r i e u r du 

secteur décroît de presque 0.01 point. De manière simultanée le taux d'investissement diminue 

de presque 0 .818 point, et l ' indicateur d'autonomie financière baisserait de presque 4 . 0 5 6 

points. 

Symétriquement , si v2 décroît de 0.01 point alors k2 augmente de presque 0 .01 point. De 

façon simultanée m2 s 'accroît de presque 0 .818 point, et n augmentera i t de presque 4 . 0 5 6 

points. 

Ces deux propositions symétriques montrent l'importance de l ' impact économique d'une 

petite variation du t a u x de la valeur ajoutée dans le secteur des I A A , qui est loin d'être 

homogène. L'accroissement de v parait avoir exigé dans le passé de lourd fond financier, ce qui 

se traduit par la suite et à t e r m e par une diminution de l'autonomie financière c o n t e m p o r a i n e 

et de l'investissement contemporain . 

D'un autre côté si p2 varie à la baisse de 1 point alors le taux d'investissement augmente 

rait de 0 .769 point, et l ' indicateur de l'autonomie financière augmentera i t de presque 4 . 3 5 8 

pe)ints. Il ressort de ces impacts que l'avantage concurrentiel par les prix quoi qu'il induit 

un accroissement du déficit avec l 'extérieur, il améliore nettement l 'autonomie financière du 

secteur et dans une moindre mesure le t a u x d'investissement. 

equat ion. 

0 . 2 6 " - 0.92u** + O.Olx* ~ 0.26r** - O.Olp" - 0 .045* 

4 7 . 8 " + 88.9A;** + 2 . 2 6 # 2 " - 49 Aw*2* + 0.05/*; - 24 .8x** + 0.12p*,* 

- 1 5 . 9 8 " - 60.15*;** + 6.45m.;* + 66.61u 2 " - 2 . 8 1 / ? " + 0 .99x^ 



9 . 3 . 3 L e s e c t e u r d e l ' é n e r g i e 

Les résultats du modèle analysant le secteur de l 'énergie sont les suivants : 

Î k3 = 0 .18"* - 0 . 5 / ; " + 0.2.T" - 0 . 0 5 r " - 0 . 0 9 / ) " 

m 3 = 0 . 5 " - QAk*m - 0 . 45 i>" - 0 . 2 6 r " - O.OGcV 

?? 3 = - 9 . 4 9 " - 3 3 . 5 9 Â " + 8 .22m," + M.24g" - -l.35.r--

si r 3 décroît de 1 point alors m 3 augmenterait de 0.24 point, et de manière simultanée 1 ?/ < 

augmentera i t aussi de presque 0 .293 point. Ce résultat montre que l 'améliorât ion dans la 

répart i t ion des revenus du secteur a des effets bénéfiques sur son investissement et. sur sa 

capac i t é d'autonomie financière. 

Il ressort de ce modèle que si l'indice des prix à la production p 3 s'accroît de 1 point 

alors k3 diminuerait de 0 .09 point, surtout si les prix à la consommation sont déterminés par 

l 'administration d'un gouvernement. L'effet de ce t te variation unitaire du prix est double, 

car m 3 s 'accroît de 0 .036 point et n 3 de presque 2 .727 points. Ce qui me semble cohérent, 

vu que l 'accroissement des prix augmente la capaci té financière du secteur et du coup son 

effort d'investissement. 

9 . 3 . 4 L e s e c t e u r d e s m i n e s 

Les résultats de ce secteur sont les suivants : 

{ k4 = - 0 . 4 9 " - 0 .95u 4 " - 0 . 0 0 1 / C + 1.2w? + 0.02p* + 0.48*** 

m 4 = - 0 . 1 4 " + 1.09À;** + 0.82u4** + 0.39r** + 0.3m** 

nA = 10.4** - 22.38A:** + 14.96m* - 19.56v** - 9.03r** + 0.04/i** 

il s'agit d'un secteur central pour l'économie du Maroc par ses ressources naturelles et finan

cières et par ses act ivités . Son poids apparaît par exemple au niveau de la seconde équation, 

car en moyenne, dans 100 Dh d'investissement il y aurait autour de 30 Dh consacré au secteur 

minier. 

Si on suppose une variation unitaire négative de k4 i.e.un accroissement unitaire du t a u x 

de l'excédent de l'échange avec l'extérieur du secteur minier, alors l'indicateur de l 'autonomie 

financière s 'accroîterait de presque 24 .394 points, ce qui prouve le niveau élevé de fonds 

financiers que procurent les minerais pour l'économie du Maroc . 

Quant à la transformation locale des matières premières, elle permet d'entraîner l'ac

croissement de l 'excédent commercia l avec l'extérieur, car si u 4 s 'accroît de 1 point alors k4 

baisserait de 0 .95 point. De manière simultanée, m 4 diminuerait de presque 0 .215 point et 

t?4 diminuerait de presque 1.522 points, ce qui montre l 'accroissement de la valeur ajoutée 

du secteur est loin de ne pas ê tre coûteux. 

L'inégalité dans la répartit ion des revenus du secteur exerce un impact non négligeable 

sur n? 4 et 7?.4. Si je suppose une variation unitaire positive de r 4 alors m 4 s 'accroîterait de 

http://-l.35.r--


0.39 point et 7i 4 augmenterai t de presque 3 .195 points; ce qui montre qu 'apparemment le 

p a r t a g e du revenu du secteur en faveur du capital accroît son autonomie financière, mais 

décroît le niveau auquel pourrait aspirer le facteur travail. Ce résultat mér i te une analyse 

plus fi ne* en t erme par exemple de la théorie des jeux concernant le par tage des gains. 

9 . 3 . 5 L e s e c t e u r a u t r e s - i n d u s t r i e s 

Son système récursif est imé se présente c o m m e suit : 

' A-5 = 0 . 3 2 " + 1.66*;** + 0.75x** - 0.55p** 

i m 5 = - 0 . 1 ° - 0.45*;** - 0.12™* - 0.26r** + 0.33g; 

k n 5 = 16.99** + 17.74*;** + 5 3 . 2 9 m ; * - 42.66^** + 9.92r** + 5.6/**, 

la s tructure que fait ressortir ce modèle est que l'intégration industrielle paraît très coûteuse. 

L a variation unitaire de #5 a un effet double, m$ s'accroîterait de 0 .33 point et 725 diminuerait 

de presque 2 5 . 0 7 4 points, ce qui montre que le secteur industriel aurai t besoin de fonds 

financiers élevés pour réaliser son intégration. Symétriquement, une baisse unitaire du degré 

d'intégration de ce secteur se traduit par un fort accroissement de l ' indicateur de l 'autonomie 

financière du capital étranger, qui est dominant dans ce secteur et à c o m p o r t e m e n t fortement 

stratégique. 

D'un autre côté , moins le secteur est déficitaire i.e. si on a une variation unitaire négative 

de ¿5 alors 7725 s'accoîterait de 0 .45 point et n 5 augmenterait de presque 6 .24 points. C e qui 

montre qu'il est toujours opportun de chercher un avantage comparat i f à part ir de l'échange 

avec l'extérieur, et si ce t te condition est réalisée alors il est vraisemblable d'améliorer les 

résultats économiques du secteur. 

On obtiendrait les mêmes effets, mais dans une moindre mesure si on réduit l'inégalité 

dans la répartit ion du secteur de 1 point. 

9 . 4 Q u e l q u e s r é s u l t a t s d e s y n t h è s e 

Le tra i tement statist ique de l'échange extérieur au niveau global ou macro-économique 

montre que la s tructure productive s'oppose par la rigidité de l'offre globale, car en moyenne 

AY/AI < 1 et AY/AC < 1. Cependant, la demande continue de s 'accroître dans un contex te 

de dépendance économique et de choix de projets à productivité immédiate et à rentabil ité 

monétaire maximale . 

D'où un accroissement élevé du déficit extérieur global. L'intérêt du modèle a consisté 

aussi à découvrir dans quelle mesure chaque secteur est responsable du déficit extér ieur 

global. 

L'équation de l'échange avec l'extérieur me suggère les relations suivantes prises de façon 

isolées. Pour le secteur agricole, on a la relation k\ = — 1.82vi, qui signifie que variation 

positive de la valeur ajoutée agricole permet au secteur de se désendet ter ; pour le secteur 



industriel, on a la relation Â\s = 3 .62i> 5 , qui montre que : pour un produit industriel de 1 Dh, 

il y aurait une de t t e ex té r i eu re de 3 I)h C2. 

Il e>t doue nécessai re de modifier la s tructure de l'offre dans le plus court t erme et 

d'améliorer la cont ribut ion locale opt imale aux besoins de l'économie en accroissant la valeur 

ajoutée de chaque sec teur . L 'exportation devrait être principalement le complémentaire à la 

produci ion pour le m a r c h é local , sauf pour les branches où l'avantage comparat i f est net sans 

se désintégrer <le la structure 1 productive. 

L'analyse s t a t i s t i que a montré que la spécialisation dans le secteur minier et quelques 

branches des IAA n'a pas résulté d'une autonomie de développement de l'économie du Maroc . 

La difficulté qu'il y a à financer les investissements s'explique par l'orientation du capital 

vers cer ta ins sec teurs pour des raisons de maximisation du profit. 

iln eiïet, l'étude des liens de causalité, entre m, et les variables g, et r t , montre qu'il ne 

suffit pas d'agir sur le niveau des investissements, mais-qu'il est nécessaire d'agir sur leur 

orientation dans le sens d'une intégration entre les secteurs. Pour éviter une évolution en 

dents de scie dans presque tous les secteurs productifs, il est important d'établir un ordre de 

priorité de l'investissement sectoriel basé sur les cefficients de gi ; on a obtenu l'ordre suivant 
s i , s2,-$3,55, qui ont respect ivement les valeurs des cefficients 2 . 3 5 , 2 . 2 6 , 0 . 4 5 , 0 . 3 3 , et vérifient 

une variation induite de m, positive. 

Ce résultat m o n t r e que les priorités sectorielles ne sont pas celles formulées par les plans 

économiques, qui s 'at tendraient à ce que l'ordre soit 5 5 , 5 1 , 5 4 , 5 2 , 5 3 . L'intégration proposée 

par le modèle se réaliserait dans le sens d'une planification diversifiant le tissu industriel, 

accélérant les échanges inter-sectoriels, recherchant des productivités élevées et améliorant 

le niveau de vie de chacun et de tout futur actif. 

La. faible intégration économique conduit à l'étroitesse du marché local et réciproquement. 

L a résolution de ce cyc le passe par un processus de déconcentration dans la répartit ion des 

revenus. Une telle s tratég ie n'est réalisable que si elle est clairement définie tout en engageant 

un m a x i m u m d'agents actifs et rationnels. 

L'analyse s tat i s t ique macro-économique m'a montré que l'économie du Maroc s'est engagé 

dans un processus d'effort à la consommation plus qu'à l'investissement, d'où l'urgence d'une 

intégration économique organisée. Sinon, nous serons amené à exporter de plus en plus 

d'agrumes pour importer des produits agricoles et alimentaires. Le capital national doit faire 

l'effort nécessaire pour que le secteur industriel et commercial évoluent en parallèle. 

En général, il est admis que la concentration des revenus permet au secteur d'avoir 

un autonomie financière, qui facilite son intégration à la s tructure productive. Or, certains 

modèles contredisent c e t t e proposition, car les coefficients associés à ri sont négatifs, c o m m e 

pour les secteurs 1, 2 et 4. 

Les difficultés financières et de gestion économique des pouvoirs publics les ont conduit à 

privatiser certaines branches de l'industrie extract ive , du raffinage de pétrole, de l'industrie 

de manufacture , du t r a n s p o r t et communication, du commerce et des institutions financières. 

L'ampleur des p r o g r a m m e s d'infrastructure hydraulique, agricole et de communicat ion , de 

leurs coûts élevés et des délais pour leurs réalisations font que la marge de choix pour les 



investissements publics serait réduite. Or, l 'Etat doit identifier les causes s tructurel les du 

déséquilibre pour corriger les tendances de la consommation, de l'investissement et de la 

répartition des revenus. 

Les industries de croissance tels l'électricité, la chimie, l'automobile, le pétrole et la méca

nique doivent avoir leur importance dans les programmes de développement pour const i tuer 

un groupe cohérent d'activités liées par de nombreuses interdépendances. Le problème* de 

Tutilisaton optimale des ressources s'impose, en plus d'une grande discipline dans l 'économie 

des moyens et dans la compression des coûts sans sacrifier la qualité. 
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Division des études et de la balance 4 des paiements (Office des changes) 

Statistiques des échanges extérieurs du Maroc : de 71 à 83 . 

Ministère du plan : 

Le Maroc en chiffres : de (iî) à 83 . 



L i s t e d e s v a r i a b l e s 

KT T a u x du Déficit Extér ieur (MI - A , • ) / / * 

m t Taux d'Investissement 

IRI Indicateur d'Auto-financement 1 — (MI — A',-)//' HCI\ 

TU T a u x de Valeur Ajoutée V A,/1\ 

HI T a u x de Couverture Commerciale \,/M, 

gt Indice d'Intégration CI,/l}

t 

IVT T a u x d'Intraversion 1 — (X,/VAI) 
pt Indice des Pr ix à la Production Hase 100 en 1969 

r t Indicateur d'inégalité des Revenus (A', - MT)/(VAI — C/ , - ) , VI 
XI T a u x d'Extravers ion (MI + A ' , ) /VM, 

CT T a u x d'Efficacité du Capital (VAIT - VAIIQ)/ £ U 0 + i H 
I T a u x d'Intérêt Empirique JT/ET-\ 
M T a u x d'Investissement global FBCF/Y 
S T a u x d 'Epargne S/Y 

où : 

X{ E x p o r t a t i o n du secteur I 

MI Importa t ion du secteur I 

PI Product ion du secteur I 

FBCFI Format ion B r u t e du Capital F ixe du secteur I 
VAI Valeur Ajoutée du secteur I 

CLI Consommat ion Intermédiaire du secteur I 

Y Product ion macro-économique 

FBCF Investissement macro-économique 

S E p a r g n e nationale 

JT Intérêt de la det te de l'année T 

ET-\ Det te E x t é r i e u r e annuelle de l'année T — 1. 




