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Résumé

L’objet de ce travail est d’étudier les résultats concernant I'estimation des modéles
récursifs au cas ol I’'observation porte sur un ensemble d’unités statistiques (individus,
secteurs, pays), chacune étant définie par un systéme d’équations de type récursif. A la
dimension temporelle, présente dans I’étude classique de tes systémes, nous ajoutons
la dimension transversale, d’ou les “modéles récursifs a double indice”. Le traitement
de ces derniers modeles nous a conduit & regrouper les variables par individu puis
par équation. Ce regroupement nous a permis d’assimiler notre modeéle au systéme
d’équations apparemment non-liées, avec la particularité que la variance relative aux
individus 7 et j pour 1'équation k n’est pas nécessairement nulle. L’estimation par la
méthode du maximum de vraisemblance et par les moindres carrés généralisés purs,
réalisables et itérés nous ont donné des estimateurs convergents. L’étude des propriétés
asypmtotiques de chacune des méthodes d’estimation a été efiectué en détail.

L’application économétrique a consisté & formaliser la structure productive de I’éco-
nomie marocaine de cina secteurs d’activités économiques. Apres des tests statistiques
d’exogénéité, il semble que les modeles sectoriels s’adaptent bien au schéma récursif
individuel et que les résultats s’avérent trés riche en contenus et se prétent a des inter-
prétations objectives. Par exemple, il apparait nécessaire d’accroitre 'interdépendance
sectorielle sans concentrer les efforts sur 'augmentation des niveaux d’investissements
sectoriels.

Mots clés : Causalité, récursif, modéle, estimation, asymptétique, intégration secto-
rielle.

Abstract

The purpose of this document is to study the model belongs to the family of struc-
tural equation models with data varying both accross individuals (sectors) and in time.
A complete theoretical analysis is developed in this work {or the case of a recursive
structure. Maximum likelihood estimation and Zellner’s “seemingly unrelated equa-
tions” estimators (iterated or not) are presented and their asymptotic properties are
carefully derived.

The application of the estimation methods to the economy morocco produced sta-
tistically significant and economic meaningful results. Through a test of exogeneity,
the recursivity of the system is confirmed. Policy recommandations are discussed and
analysed. ;

Key words : Causality, recursive system, model, estimation, asymptotic sectorial
integration.



Modeles récursifs a double indice

Pietro Balestra* et Hassan Ghassan'

Avril 1994

1 Introduction

Les phénomeénes économiques sont par nature intrinséquement interdépendants. Pour les
étudier, les systemes d’équations simultanées sont un instrument d’analyse privilégié. Dans
un systéme simultané, on distingue les variables exogenes (qui exercent une influence sur les
variables endogénes sans rétroaction) et les variables endogenes (qui regoivent l'influence des
variables exogeénes et s’influencent mutuellement). Parfois, la théorie économique suggere un
schéma de causalité directe non seulement entre variables exogenes et endogenes, mais éga-

lement entre les variables endogénes elles-mémes [Wold et al.60]. On parle alors de systéeme
récursif.

Le but de ce travail est d’étudier les résultats concernant | estimation des modeles récursifs
au cas ou |'observation porte sur un ensemble d’unités statistiques (individus, secteurs, pays),
chacune étant définie par un systeme d’équations de type récursif. A la dimension temporelle,
présente dans I’étude classique de tels systemes, nous ajoutons la dimension transversale.
D’ou le nom “modeles récursifs a double indice”.

Ce travail s’articule en plusieurs sections. Dans la section 1, on décrit formellement un
systeme récursif a double indice, suivie par la construction de la fonction de vraisemblance.
Les sections suivantes sont consacrées a I’estimation du modele par les techniques du maxi-
mum de vraisemblance et les moindres carrés généralisés purs, réalisables et itérés. Enfin,
dans la derniere section, une application au cas de 'économie marocaine est donnée. Cette
application conduite par I'un des deux auteurs, a inspiré le présent travail.

2 Spécification du modele et hypothéses

Comme annoncé dans I'introduction, la formalisation que nous proposons généralise
I'étude des systemes récursifs au cas ou l'obscrvation porte sur un ensemble de N unités
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statistiques, appelées individus. Pour chaque individu, un systeme récursif & A’ ¢quations est
formulé. Fanfin. chaque individu (et toutes les variables qui le concernent) est observe sur 10
peériodes. Nous commengons par la spécification du modele au niveau de Pindividu (section
F.1). puis an mivean global (section 1.2).

2.1 Spcécification individuelle

Au niveau de 'individu 2 (1 = 1,..., N) et la période d’observation ¢ ({ = 1,....7T) la
forme structurelle du modele est définie par le systeme de N équations suivant. :

By +7 zi+ui =0 (1)

ou :

y! est le vecteur K x 1 des observations concernant les K variables endogenes (le
systeme étant alors par définition complet)

! est le vecteur L x 1 des observations concernant les L variables exogénes

] . , , . . N , . .
B* est la matrice K x K des coefficients des variables endogenes, supposée non singuliere

! . , . . .
[ est la matrice ' x L des coefficients des variables exogenes

u; est le vecteur K x 1 d’erreurs.

Pour que la spécification soit comnlete, il est indispensable que le modele 1 soit muni d'un
corps d’hypotheses. Ces hypotheses ont la teneur suivante :

(i) HI : Hypothesce de comportement

B’ et v sont des matrices de constantes (inconnues), variables d’individu & individu.
On admet par conséquent que chaque individu est caractérisé par un comportement
qui lui est propre (mais qui reste invariant dans le temps).

Pour des raisons de cornmodité, on supposcra également que les restrictions théoriques

a-priori d’exclusion (les éléments nuls a-priori de ° et 7*) sont les mémes pour tous
les individus.

(n) H2: Reécursivité

La matrice non-singulicre 8 est triangulaire inférieure : ses éléments au-dessus de la
diagonale principale sont tous nuls et ceux de la diagonale principale sont tous égaux
a —1 (du fait de la normalisation).

(i11) H3: Variables exogencs ‘
'
Les variables exogenes sont fixes, non stochastiques, indépendantes des erreurs ct telles
que :



! .
(a) Y, aoyr; est une matrice de rang L

(b)  Tlun % S,y =0 im

r— ~

(¢)  hm

f— %

- ! e . o, .
ooy = M définie positive

<=

(iv) H1: Hypotheses sur les erreurs
Les erreurs sont des variables al¢atoires non-observables possédant des moments finis
au moins jusqu'a lordre deux. En particulier, en désignant par uj,,k = 1,..., K,
I'élément typique du veceteur v}, on postule que

(a) 'effet des perturbations est nul en moyenne:
E(ul,) =0 Vi k,t
(b) la structure des variances-covariances est telle que :

TR
P of sik=lett=s
E(uuy,) = koo
(ki) 0 sinon
La structure des variances-covariances définie en (b) mérite d’étre interprétée. La nullité
de la covariance pour deux périodes différentes (¢ # s) exprime 'absence totale d’auto-
corrélation (directe, entre individus et entre équations).

La nullité de la covariance pour deux équations différentes (k # [) définit (conjointement
a H2) la récursivité du systeme. Le terme o} désigne la variance de I'erreur de 1’équation k de
I'individu z et le terme o}’ désigne la covariance contemporaine entre I’erreur de I'individu 7 et
celle de I'individu j pour I’équation k. Elle n’est pas nécessairement nulle. C’est précisement
cette possibilité d’une covariance non nulle qui donne a notre modele toute sa spécificité.

De I'hypothese H4, on tire les deux formulations suivantes :

E(u})=0 et
diag(o¥,...,o0)=D" sii=jett=s
E(uiul) = { diag(oV,...,o)=D7 sii#jett=s

0 sinon

Maintenant, si la seule information prise en compte est celle relative a I'individu 7, le sys-
teme est un systeme récursif traditionnel. En conséquence, I’estimation individuelle de chaque
équation par la méthode des moindres carrés ordinaires fournit des estimateurs convergents et
asymptotiquement efficients, qui sont égaux (sous ’hypothese de normalité) aux estimateurs
du maximum de vraisemblance.

Il en va autrement lorsque toute 'information concernant I’ensemble des individus est
prise en compte. Cet aspect du probleme sera mis en évidence dans le prochain paragraphc.



2.2 Modele global

Il s’agit de réunir dans un modele global toute Pinformation concernant les N individus.
Le regroupement des individus (pour la période 1) peut s‘opérer de deux manieres diflérentes.
Chacune d’elles présente un avantage particulier @ soit en empilant les individus, soit en
empilant les ¢quations.

2.2.1 Regroupement par individus

En regroupant les N individus pour la période 1, le modele global s’éerit de la maniere
suivante :

/ /
B! y! ~! 3 u,
o+ Lo+ | =0 )
BN | | Y NN uy

ou encore sous forme compacte :
By +7z+u =0 (3)

ou ' est triangulaire et diagonale par bloc, d’ordre NK x NK, 7' est d’ordre NK x NL, et
Ye, T, €t uy sont des vecteurs respectivement de dimension NK, NL et NK. Pour le vecteur
de perturbations u,, a partir de H4 nous déduisons :

E(u,) =0, et

D=0 sit=s
E(uut) = { E) | sinon

On note que la matrice {2 n’est pas diagonale, mais bloc-diagonale. Elle serait diagonale
dans un cas tres particulier ou 0;;’ quel que soit 1 # j et quel que soit k. Par conséquent,
ses propriétés ne sont pas faciles a étudier. Néanmoins, I’écriture du modele sous la forme
de I'équation (3) présente 'avantage considérable permettant de déduire immédiatement la
fonction de vraisemblance du vecteur y en partant de la fonction de densité de u,, en raison
de la triangularité de 8’ (comme nous le verrons a la section 2).

2.2.2 Regroupement par équations
La k-eme équation pour I'individu ¢ (la k-eéme ligne du modele (1)) s’écrit :
iy i i i
(B ye + () zi+u, =0 ; (4)

ou (Bi) et (i) sont respectivement la k-éme ligne de (8% et (v').



En raison de la triangularité de (8')’, de la normalisation (le k-eme coeflicient de ()
élant égal a —1) et en tenant compte d’éventuelles autres restrictions nulles sur certains
parametres, I’équation (4) prend la forme suivante :

7 tk ; i/k
vie = (B0 v + (i) = + (:

(4]
~

ou

yi, est la variable endogene expliquée de la k-¢me équation pour I'individu ¢

y:/k est le vecteur des variables endogenes explicatives dans cette équation (les variables

endogenes y,‘;t d’indice p > k ne figurent pas dans le vecteur y:/k)

z}/* est le vecteur des variables exogenes figurant dans I'équation (si toutes les variables

) . , . i/k L s
exogenes interviennent dans 1’équation, alors a:t/ est égal a z})

~. ! ~. . .
(Bi) et ('7,;)1 sont les parties correspondantes de (8;) et (7})".

Le nombre total de variables explicatives de la k-eme équation est désigné par sx avec
sik < L+k—-1.

Il est commode de réunir toutes les variables explicatives dans un seul vecteur ainsi que
les parametres correspondants.

En posant :
ifk
i/k Ye - . .
o Z,/" = " le vecteur sx x 1 des variables explicatives
v

o (0) = [(B,[)I (';L)I] le vecteur 1 x s; des parametres

il vient alors :

yi, = (00) 2% 4 i, = (2% (00) + ul, (6)

EEn empilant tous les individus pour I’équation k, on obtient :

[ 1/ky! 1 - - _ 5
yllct (Z:7) ollc ullct
M ZNk | L oF 1 L uft

ou encore sous forme compacte :

Yt = (ZkeOk + vpe ; (8)



Finalement, pour ’ensemble des A" équations on arrive a I’expression suivante :

{ Y1t VAY 0, Uy
l é/l\'t | ZK+ bl\' ;ll\'t
que 'on peut écrire :
Y = Zi0 + Uy (10)

Dans ’expression ci-dessus ¥, et %; contiennent les mémes éléments que y, et u, de la
formule (3), mais dans un ordre différent. L’intérét de cette expression est d’expliciter le
vecteur § des parametres inconnus incorporant toutes les restrictions théoriques a-priori.

L’hypothese H4 nous conduit aux propriétés statistiques suivantes concernant les vecteurs
de perturbation de (8) :

E(ukt) = Oa et
[0]:=Q sik=I (11)

E(ugouy’) = .
( ) 0 sinon
Il s’en suit que la matrice des variances-covariances du vecteur 4, est une matrice diago-

nale par bloc, a savoir :

E(#i) = diag(Qy,...,0k) :=Q (12)

En I'absence de restrictions linéaires sur les éléments u, (ce que nous admettons) la
matrice {) doit étre définie positive. Cette propriété est satisfaite des lors que chaque bloc
U est une matrice définic positive.

Le déterminant et I’inverse de §0 se déduisent facilement. Ils sont donnés par :

K
o Q= JT I%]
k=1

o 071 =diag(Q',..., Q")

\

2.2.3 Matrice de passage de u, a «,

Comme nous I’avons déja signalé, les vecteurs u; et %, contiennent les mémes éléments.

[Is sont au total N/ en nombre. Il est possible de les ordonner tous dans une matrice K x N.
A cet effet, nous posons : ‘
U,::[u:,...,us] '

Dans cette matrice, les N colonnes représentent les vecteurs uj de I’équation (1), ¢ =
1,..., N. En revanche, les K lignes représentent les vecteurs (uk )’ de I'équation (8), avec



k=1,...,K.On adonc I’écriture ¢équivalente:
!
Y
(], =
!
N

Par les propric¢tés de Popération vec (qui empile les colonnes d'une matrice) [Balestra76],
HOUS avons :

~ [
u, = vec Uy ¢t uy = vee U

Comme, par ailleurs : vec U] = Py vec Uy ou Pn i est la matrice unitaire permutée, on
obtient. :

Uy = Py (13)

La matrice orthogonale Py j est donc la matrice de passage de u; a u,. Elle va nous
permettre de passer indifféremment, par une transformation linéaire non-singuliere, de la
formulation (3) a la formulation (10) et aussi de dériver les propriétés de la matrice {2 de
celles de Q. Ce que nous verrons en détail dans ce qui suit.

En pré-multipliant [’équation (3) par Py k, il vient:
—Pn r(B'ye +v'2e) = Prxue = Uy
En comparant avec (10), on a la relation suivante :

Yt — 20 = — Py (B'ye + ¥'z) (14)

L’équivalence ci-dessus sera exploitée dans la dérivation de la fonction de vraisemblance
du modele.

En outre, en partant de (13), on a:
V() = PNV (u)Pk Ny ou encore Q= PviQPr N
ou, par les propriétés de la matrice unitaire permutée on a :
Pyx =Py = Pyl
On en déduit immédiatement :

Q = P nQPy

par conséquent :

1 = |Pr.nQPr k| = |Q|Prnv P | = 1

d’ou : « ,
9] = TT 1€% (15)
k=1
07! = PenQ ' Py (16)



2.2.4 Prise en compte des observations pour toutes les périodes
Cette prise en compte peut se faire suivant les deux formes de regroupement des observa-
tions a Pinstant {. Nous commencons le regroupement par individus. Transposons 'équation

(3) et empilons pour obtenir :

-

. 19 - A

111

!
I Ty

yo B+ T (vt |

Ly L 77 ] L uT ]

En forme compacte, cette expression s’écrit par :
YB+Xy+U=0 (17)
ou Y, X et U sont respectivement de dimension T'x NK, T x NLet T x NK
La matrice d’erreurs U, en vertu de H4, possede les propriétés statistiques suivantes :
EU)=0
(18)
V(U)=V(vec U)(vec U) = IT @R
Le regroupement par équations conduit & deux écritures différentes. Premierement, en
empilant directement les vecteurs définis dans la formule (10) on obtient :

i A U
: : (19)
yT Zr ur

Sous cette forme, le vecteur d’erreurs a une matrice de variances-covariances égale a

It @ Q. Elle ne permet pas d’appréhender facilement la structure du modeéle. La deuxieme

écriture est plus probante a cet égard.

De I'équation (6), en considérant I'ensemble des périodes, on peut écrire :

i i/k i
- Y (ZI/ ) . Uk
- — 0; +
i ifky, i
YT (Z47) UkT

ce qui peut s’écrire par :
vi = 20, + v}

En empilant les N individus, toujours pour ’équation k, il vient :

Yi AL 0Ilc Uy

: . N s o

: 2SI

y



cc qui s'¢erit comme suit :

Yk = Zi0k + s (20)

Ce modele représente un systeme d’équations apparemment non-liées de type de Zellner.
Le vecteur d’erreur uy possede la structure classique d’un tel systeme, a savoir :

E(ug) =0
E(uul) = % @ Iy
La différence par rapport a un modele Zellner classique est la présence de variables

endogenes parmi les variables explicatives. L'écriture (20) jouera un réle primordial lors de
’estimation.

Enfin, en empilant les K équations on aboutit au modele complet suivant :
N Z 0y Uy
. e
YK Zr ]| Ok UK

ce qui s’écrit comme le systeme suivant :

§=20+7 (21)
Bw) =9 (22)
Vi) =0l

3 Fonction de vraisemblance

Pour la préciser, il est nécessaire d’introduire une hypothese supplémentaire concer-
nant la forme de la fonction de densité des erreurs. Comme il est coutume en économétrie
(Intriligator et al.84], nous adoptons I’hypothese suivante :

(v) H5: Les erreurs sont distribuées d’apres la loi normale
wg ~ N(0,9)
Par conséquent, la fonction de densité du vecteur u; prend la forme suivante :

NEK

v 1 1
f(u) = (2m) 7 9] Fexp — 50w,

Dans ce qui suit, nous dérivons la fonction de vraisemblance du vecteur y,, puis nous
montrerons qu’elle se factorise en un nombre K de vraisemblances individuelle$, une pour
chaque équation. Enfin, le passage a la fonction de vraisemblance pour ’ensemble des T
périodes est obtenue immédiatement (par simple sommation des log-vraisemblances pour
chaque période t), en raison de I’hypothese fondamentale d’indépendance temporelle.




3.1 Vraisemblance pour y a observation ¢

Puisque la matrice ;3° est triangulaire avec des ¢léments égaux a —1 sur la diagonale
principale. le Jacobien de la transformation de v, a y, (3) est unitaire. Il s’en suit que la
fonction de densité de y, est obtenue de celle de u, par simple changement des variables. On
a donc :

SN ! 1 ' ' rey— ' ’
Jy) = (27)"710]77 exp — 5(6 ye + 7'z) QN By + 7'x)

ct la fonction de vraisemblance logarithmique (2 une constante additive pres), notée £ prend
la forme suivante :

1 1 , 1N — ' '
L(:]8,7,9) = =3 In |Q] = 5(B'y + ') Q Y(B'y + ') (23)

3.2 Factorisation de la vraisemblance

Nous exploitons les résultats de la section (1.2) concernant la relation entre §) et Q. De
(15), nous déduisons immédiatement :

K 1

Z -2—1n|(~)k[

k=1

%m 10| =

En outre, de (16) et en utilisant (14) nous obtenons successivement :
(B'ye+ Y'z) O By +v'z) = (By+ “/'$¢)IP1'v,Kﬁ—1PN.K(ﬂ'yz +7'z,)
= (§e — 20" (5 — Z40)
= TR (ke = Zbk) Q5 (yoe = Ziibi)

L’introduction de ces deux résultats dans (23) donne :

K

1 P 1 1A~ —
L(ylB,v, Q) =) ~3 In || - é(ykt — Zii0k)' QU (yhe — Ziex)
k=1
ce qui revient a ecrire :
K
£(y:|B,7,9Q) = Z(ykt|0k, W) (24)

k=1

La log-vraisemblance globale est donc la somme de K log-vraisemblances indépendantes,
une pour chaque équation. L’avantage de cette décomposition est que la maximisation de la
fonction de vraisemblance peut se faire séparément pour chaque équation (mais simultané-
ment pour les N individus).

10



Dans le cas extréme, peu intéressant ou o = 0(z # j) i.e. quand les individus eux-mémes
sont indépendants, la matrice §)x est diagonale et la décomposition peut sc¢ poursuivre au
niveau de 'individu. En effet, la log-vraisemblance devient :

5 =~ 1 it 1 i i/kvinin'o i i/ k\1gi
Lyl Ok, W) = Z ”5108% YT ,’,'(ykz —(Z.7)'0;) (yie — ( : )'0k)
iil Ok

= L(Yil0k, %)
=1
Dans ce cas extréme, I’estimation du maximum de vraisemblance se ramene a I’estimateur
par les moindres carrés ordinaires équation par équation et individu par individu.

3.3 Vraisemblance pour I’échantillon complet

En raison de la factorisation, il suffit de donner la fog-vra.isemblance totale pour les T
périodes pour une équation, la k-eme. Elle se trouve en sommant sur ¢ les log-vraisemblances.
On a alors :

T
L(yel0r, %) = Z(yk¢|0k, Q)
‘=‘T LT (25)
= —5lnlﬂkl -3 > (Yke — Zrebr) QU (yke — Ziebr)
t=1

L’expression ci-dessus est identique a la vraisemblance du modele (20). Pour montrer
cette identité, il convient de représenter toutes les erreurs intervenant dans (25) (et aussi
dans (20)) dans la matrice T x N suivante :

up, . ..ul (ukr)'

Uk: :[u,lc...ukN]

1 N '
ukT...“-kT (U.kT)
dans laquelle la t-eme ligne est composée du vecteur (u )’ et la :-eme colonne est formée du
vecteur uj.

Analysons le terme sous le signe de sommation de (25) et développons :

Yo (ke = Zi0k) Qe (e — Zi0i) = Tl O s

=1r ¥, Q7 upeul, = trQ ' T, uketth,
d’ou : _
D (ke — Zie0i ) Qi (yke — Ziebi) = trQ; UL Uy (26)

t

D’autre part, en partant de (20) sous I’hypothese de normalité de ug, la vraisemblance
logarithmique de y; s’écrit directement comme:
T

f(yklgk,ﬁk) = —5

N 1
In || — EUL(Q;] ® Iuy (27)

11



dans laquelle, par commodité on a laissé u; au lieu de yx — Zi0k.

Notons que u; = vee Uy, de telle sorte que la forme quadratique dans (27) devient en
utilisant les les propriétés de Popérateur vec [Balestra76]

(7' @ Nue = (vee Ug) Q7' @ I)vec Us

- (28)
= trQ; ' U Uk

Ainsi, 'identité entre les deux vraisemblances est prouvée. [

4 Procédures d’estimation

Dans un modéle comme le notre, dans lequel les variables explicatives (exogenes et en-
dogénes) sont indépendantes des erreurs en raison de la récursivité, deux procédures d’esti-
mation sont envisageables : celle du maximum de vraisemblance et celle des moindres carrés
généralisés (appelée également méthode Aitken).

Nous avons montré a la section précédente que la fonction de vraisemblance globale se
factorise en K vraisemblances, une pour chaque équation. De 'autre c6té, le probleme de
la minimisation de la somme généralisée des carrés des écarts se décompose lui aussi en
la minimisation de K sommes généralisés des carrés, une pour chaque équation. Des lors,
le principe général d’estimation se dégage : I’estimation du modéle par I'une ou 'autre des
deux méthodes se rameéne a I’estimation séparée, équation par équation, pour I’ensemble des
individus.

Nous développons en conséquence dans cette section la méthode du maximum de vrai-
semblance et la méthode des moindres carrés généralisés pour une équation générique, la
k-eme par exemple.

4.1 La méthode du maximum de vraisemblance

4.1.1 Fonction de vraisemblance

La log-vraisemblance pour la k-eme équation (voir section 2) s’écrit comme suit :

- T - N
L(yelOk, %) = —-2-1"|Qk| — 5w - Zi0c) (' © I)(yk — Zibs)

1

T 0 a-1r7/ (29)
= —Elnlnkl - itTQ; UkUk

avec ug = Yk — ZkOk, Ux = [u} ... u}] de dimension T x N et u; = vec Uy. ;

Nous étudions d’abord la solution du probleme de maximisation de la log-vraisemblance
et dérivons ensuite la distribution limite des estimateurs du maximum de vraisemblance.

12



4.1.2 Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Les conditions de premier ordre pour la maximisation de £ s’éerivent par :

9L I - - )
I) E— = ———) 2;' 4+ —)S ;l('A{UkQZI -0
Yk 2 )
ar ’
(“) 50—[: = /JL’(le & I)(.'Ik — /4k0k) -0

ce qui donne les deux résultats suivants :
0O; = UL, (30)
0; = 2 © NZ)T' 2% ® D (31)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de 6; et ﬁk sont donnés par la solution
simultanée des équations (30) et (31). Le systeme est non-linéaire et sans solution analytique,
mais la structure en “zig-zag” des deux équations suggere une procédure numérique de
solution simple et efficace. Elle comporte les pas suivants :

Pas 1: condition initiale Q) = I;

Pas 2: on calcule 0 par I’équation (31) et une nouvelle valeur de Qs par (30);
Pas 3: on retourne au pas 2 jusqu’a convergence numérique.

4.1.3 La distribution asymptoétique

Puisque chaque individu est caractérisé par son propre ensemble de coefficients de réac-
tion, la seule analyse asymptotique pertinente concerne la situation ou le nombre N d’indi-
vidus est fixe et le nombre T' d’observations croit indéfiniment. Dans ce contexte (et il en
est de méme pour I'étude des propriétés asymptotiques des estimateurs des moindres carrés
généralisés de la section 3), nous évaluons et calculons les limites de la matrice Hessienne
pour aboutir enfin a la distribution asymptotique.

4.1.3.1 Les dérivées deuxiémes et leurs limites

La dé¢rivée deuxieme directe par rapport a 0y est :

a£2 r(0—-1
-éo—ka—o,l; —_— —Zk(Qk ® I)Zk
et sa limite est : ;
. 1 6£2 . 1 1 1en— ™
Am ”TE(aekaoz) = fim 724 (% © D2k = Qi (32)
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ou @ est une matrice définic positive, dont I'expression analytique est fournie dans la section
suivante. Pour calculer la dérivée croisée. on éerit d’abord la deriveée premicere par rapport a
Qi en forme vectorielle :

5L T I . v
h = —vee O+ S (071 & Q7 vee Uil
vee § 2 2

on obtient alors :

aLr

| dvee UL Uy
dvec flk(')Oi, S 2

(7' 2 O

a0:
or: a (_/’U ) (/ 0 L/’
vec U, Uk avec Uy vee Uy
T kZk (T o Ut 4 (U 0 1) it
a0, Tot =g+ e D=5 39)
Ovec U
=(/o Um%@ + (U} ® 1) PRSE

ou vec Uy = uy = yx — Zi0i et P est la matrice unitaire permutée (ou matrice de commuta-
tion). Comme dvec Uy /06, = —Zk, on a:

a2 1

—_— = GO QU)NZy+(U. @ I)PZ
Ivec Qkaei 2( k k )[( k) k ( k ) k]

et puisque E(U;) = 0, la limite recherchée est :

2
~ Liim E(L
Ovec Q06

- ) =0 (34)

Pour la dérivée deuxieme directe par rapport a vec () on obtient :
2 —~ _~ P
O 9 Tan 4 1@ @ 5t vec ULUL)
dvec Qd(vec Q) d(vec Qi) 2
T ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~_ ~
= 5(9;1 ® Q') - ‘2‘[(11:l ® Q' ULUKY '] - §[Qk1U£Ukal ® Q']

En observant que E(ULUx) = Qx, la limite est donnée par :

1 2
— =liml( 0L

T dvec Qka(vec Qk)

1=~ -~
) = 59;‘ Q0! (35)

4.1.3.2 La matrice d’information et la distribution asymptoétique

D’apres ce qui précede et en I'absence de contraintes sur 6, la matrice d’information
cst bloc-diagonale. Le premier bloc, correspondant a I'estimateur de 0k, est composé de la
matrice définie positive . 1l en résulte que :

-1

VT(0x - 6:) —» N(0,Qy ) (36)
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Quant au deuxieme bloc, concernant vec Q (I'estimateur du maximum de vraisemblance
de Q4), il faut tenir compte de la condition de symétrie de la_matrice Q4. Deux solutions
sont envisageables : soit on élimine les éléments redondants de Qi (et on appelera vec Q. le
veeteur des éléments distincts de vec Qy), soit on introduit la matrice d’information bordée.
Nous choisissons ici la premiere.

~

On montre alors que [Balestra76] la matrice d’information pour vec Q. est égale a:
SQP(@; © 9)PQ
ou
e P=Pyn+1I—G, (P la matrice unitaire permutée)
o G = diag(ere€] ... enely), (e le i-eme vecteur élémentaire)
o Q@ =diag(Q-.-@Qn) Q! = (e1ez2...€;).
On montre également que son inverse, en désignant par R la matrice idempotente %(I—{-P),
est égal a: o o
2QR((% © Q) RQ'

on en déduit finalement que:

VTvec (( — 1) — N(0,2QR((f% ® 0 RQ') (37)

5 La méthode des moindres carrés généralisés

5.1 La méthode de ’Aitken pure: modele et estimateurs
Le modele individuel de base s’écrit comme suit :
Y = Ziog +ug
avee  Zp = (y/* /%) et ai = (B 1Y)
ou :

y'/* est ’ensemble des variables endogenes explicatives dans la k-eme équation, il sera
noté par y pour alléger les notations;

4 ; :
z'/* est I’ensemble des variables exogenes figurant dans I’équation, il sera noté par 'y ;

o} est un vecteur colonne d’ordre sg ou encore Nx + La  avee (Kx < k).



L'absence d’auto-corrélation entre les équations individuelles, qui est due au caractere

recursil du svsteme individuel de base, s’éerit par :
) (!
E(u,y)) =0 pourk #1

ce qui fait que les erreurs uj ne sont pas corrélées avec yy.

Cette caractéristique importante justifie 'emploi de la méthode des moindres carrés or-
dinaires. ce qui donne :

&, = (20 21)7" 2 yi

IEn considérant tous les individus le modele précédent devient :

Yk = Zrak + Uk (38)
en posant 1
u} ajp Zi
ug = | ¢ o = | Zy = )
N N

ou u, est un vecteur aléatoire d’ordre NT x 1 avec:

E(uk) =0 et E(ukuk') =0 Ir

Soit y%¥ une matrice d’'ordre NT x N Kx, correspondant a la partie aléatoire de Zy, elle
s’écrit comme suit :
ys = diag (yu,....yx)

Un calcul simple de la covariance entre y% et u; montre la non-corrélation entre elles,
car :

E(uiys) =0

ce qui permet de traiter le modcle avec interdépendance individuelle comme un systeme
de Zellner, et du coup on applique la méthode de I’Aitken pure pour arriver a 'estimation
simultanée suivante :

ar = [ZUQ @ IT)Z) T ZU(Q " © Ir)ys (39)

5.1.1 Propriétés de base des estimateurs dans I’échantillon

Les estimateurs &) comptent dans I'estimation de la matrice des variances-covariances
des erreurs. On montre facilement que ces estimateurs sont centrés ou sans biais. En cffet,
puisque la quantité ;

E((Zi'z})™ Z}]

est finie, alors E(a}) = a}.
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N . ry~g . rpel - —1 ! .
Quant a la variance V(a}), puisque le vecteur (Z; Z;)™' 75 ui et son transposé¢ ne sont
pas indépendants, on utilise le lemme suivant sur Pespérance mathématique conditionnelle.

Lemme 1 Soit g(r;.r,) unc fonction de vanables aléatoires, on a
Elg(xy.09)] = Ery{Ea/raglai )/}
Ce qui permet d’obtenir finalement que :
V(ay) = o E(Z 70

On montre aussi qu'il est a variance minimale parmi les estimateurs centrés.,

Considérons les parametres ax du modele 38, qui correspond a un systeme de régressions
) I A
apparemment non-liées. Par I’absence de corrélation entre Zi et ug, et puisque

E(Zi®;' Z4)™' 2,9 ]

est une quantité finie alors : F(ax) = ay

A l'aide du lemme précédent, la matrice des variances-covariances de &; notée ®(ay)
s'écrit comme suit :

®(61) = E(6x — a)(@x — ax) = E(ZL07 Z) ™ (40)

Pour montrer que &, est a variance minimale, on suppose habituellement qu’il existe o}
un autre estimateur aj tel que :

a,: = Ckyk avec Ck = Ak + Bk
ou

Av = (2,01 26) 7' 2,05

Br cst une matrice arbitraire non nulle avec une composante aléatoire non corrélée

avee .

Ion vertu de 'absence de corrélation entre ux et les matrices By et Ax, on obtient :

E(ay) =ar st E(BiZy) =0
O(a;) = E(Z;9:'Zx)™" + E(B 9« B})

puisque ®; cst définie positive et B non nulle alors By ®y B, est définie non négative; il en
est de méme pour son espérance mathématique. Par conséquent &y est plus efficient que o
car:

®(ax) < (o)

17



5.1.2 Convergence et distribution asymptotique

4.2.3.1 Convergence des estimateurs

Pour montrer la convergence de ai. on a besoin de formulations approprices des hvpo.
theses H3 et H5 sur le comportement asymptotique des variables explicatives,

Soit Z; = (y% x%), une matrice composée d'une partie alé¢atoire yL ¢t d'une partie fixe
k * Al !

T/p, on postule que:

. S - . . .
H3b: Soit z},, = z; Lou L' = (I 0O) le t-eme vecteur de 1), avec Ly composantes,
z',, est un vecteur de variables certaines uniformément bornées telle que :
At i

.1 I S ; :

711_110 T > T Th = 7!1_120 Txg z)y = M}, pour tout 2
t

avec M} définie non négative (dnn) et M} bornée.

H4b : Soit yf.,t le t-eme vecteur, avec Kx variables aléatoires, en nombre fini, indé-
pendantes d’une équation a une autre et identiquement distribuées, de la matrice y}

d’ordre T' x Kx définie par la forme réduite suivante : yfk = £'IT% + vk avec

E(vfkt) =0

E(vitv,‘;tl) = Q. définie positive
D4 .. D S
(a) Détermination de plim TZk O, Zk

On va tout d’abord calculer la limite en probabilité de ax en partant du modele suivant,
qui ressemble au modele 8 : yi = Zrax + ug, ou Zyy est d’ordre N x Nsg, et avec

E(ur) =0 et Elupur’) =M

on obtient :

1 i1
P
= plim (T 2t ZIIctQ;let)_IT 2 lectﬂl:lykt)

plim ay = plim (5Z,9:'Z) ' = Z,9; 'ys

(41)

Le calcul du premier facteur de cette derniere expression donne une matrice dont le terme

genérique est défini par : !

. ] . .y
J J
LeYxYx,  LiYx T

x*

(42)

;s !

) z 1 3! Z t J
tTAaYx, tTatTAt

ot (y-1 _ _k i 723! kil
delglk Zk( —Ut]ZZktZkt *Ut]ZkZ = |0,
t t
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et dont on calcule alors les limites en probabilité des trois quantités distinctes.

(a.1) Calcul de plim 13, vty

1 . R D . o o o
plim Ty'*’yi = phm T(H;II"J:JHi + I 270 + ol T, + v*'vi) (43)
on obtient par 'hypothese H3 ¢

il il g P! . | PR oy i
o plim %(”L [ = 1L ( plim -7:1‘ o)), = I MV

pour le second et le troisieme termes du résultat 43, nous procédons sur le résultat
suivant :

e plim —TH;'I"vi =TI’ plim —z''v]

T
par la propriété de la convergence quadratique, qui implique la convergence en proba-
bilité :
: L i 1 J
(1) E(Tx vi) = 77 E(vy) =0

Ky

1 g 1 -y ; ! . 1 -y ii g

(ii) V(za' i) T E(vyvy )e = 3 §x
k=1

T
: 1 i 7 : 1 6ij li 1.8 i Mi =
alors plim V(Tx vy) = lim T—wors Yk hmr_ogzict =0 x =0,

, . A
par conséquent : plim %m' vy =0

quant au dernier terme, on utilise le théoreme suivant de Khintchine étendu au cas de
vecteurs aléatoires.

Théoréeme Soit un échantillon de vecteurs al¢atoires indépendants : X((t = 1,2,...,T)
tel que X, ~ 1ud (U, ) alors

1 I — -
plim TZ.\Q =Uet plim 7 S (X =-X)(X, - X) =Q.
t

t

Ce qui nous donne :
o li 1, 9%/ 7 li lz )i J"__E,x' J")_Qij
plim zv™v = plim 7 ¥ vy vy = (l*tv*t =0
cette matrice des variances-covariances n’est pas forcément définie positive, sauf pour si 7 est
égale a j.

'

Il en résulte que:

ool o 3
plim TY yi = I MYTE + QY = QY
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(a.2) Calcul de plim %}:,yl,rrjml

. I — ' / . ] . . . 1 i .y
phim 7 L(ll'. Ty + I‘L().rg, = plim T Z H;/.T;.rg "+ plim T Zv*’_zzt
t

t

pour le premier terme. en utilisant 'hypothese H3ce. nous avons :
. 1 ’ ' 1 . 1 ; ! -/ . 1 L c S
o plim ¥, U rirdy, = UL plim 2 5 rjry, = 11 plim 332 zay L = I MY L
pour le second terme de expression ci-dessus, on a :

e phm —;—Z, vfkl;r"Al = ( plim %Zt vf,tx{’)L = ( plim %vila:j)L =0xL=0

il en résulte que :
1

o 1 . L
plim 7 Zy;t.r’m =My MYL et plim —Y:thtyit’ = L' ML,
t t

Ainsi, le résultat cherché se détermine comme suit :

o o Y i ML y
pllm T;Zklzkt = L,M'JH{.( MX = k (44)

Finalement, la limite en probabilité du premicr facteur de la formulation 41 est la quantité
suivante :

. 1 e i *
plim Tqu)kle = [(0:’3‘ Q)= Qy (45)
(a.3) Définiture de Q;

. ’ . * . . .
Pour préciser la définiture de @), , on manipule la matrice suivante :

- k N—
Ule}c U{czQ}cQ GINQL
"
« on QY  05QF ... oanQi
Qk = .
| ok QY 0N QR .. oAN@Y

(a.3.1) Les conditions d’inversion de Q}

t

Au préalable, I’étude de la définiture de @, nécessite de chercher les conditions d’inversion
des matrices )} ou ce qui revient au méme, de déterminer leurs définitures.
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Par les hypotheses H3 et H3b, Af* et QL sont définies positives; soit II, unc matrice non
nulle de coeflicients. de rang complet et d'ordre L x KNa avec L > Nu,on a:

QL = HU AL 4+ QL
Théoreme[Balestra72] Soit A ¢t I3 deux matrices. Si A d'ordre n est définie positive et

B d’ordre (n,m) ct de rang complet ¢gale a malors A1 est définie positive.

, . - N sy . .« . . .
Par ce théoreme II{ M'IIL est définie positive, et puisque la somme de deux matrices
définies positives cst définie positive. alors QL est définie positive. Par conséquent, Q% est
p Y *
inversible.

Une autre procédure de déterminer les conditions d’inversion de @}, consiste a calculer
son déterminant, ce qui nous donne :

Qkl = |QxI1P| = IMAlIR]

avec

Pt = M) — L'MTIL(QY) 'L M L := M}, — Bi
R =Qi — LM L(ML) ' L' MIT,
En choisissant de partir de P, I'expression L' M‘II% peut s’écrire comme suit :
Y st i i i il i i i i
UM = My + My aa Tl et TR'MPL =TT M + T, "M 4
nous avons :
By = MZ“iA(QL)"HiA'MZ + MA‘AAHf,{A

A(Qi)-lH;AA,MZA,A + QMAHZ;A(QL)“‘HLAA'MZA'A

Par conséquence, la matrice P' peut s’écrire par :
Pt = Mj(Ia — Gi"a) avec G‘;A = (My)'Bi et G’,;A # Ia
et dont le déterminant est développé comme suit :
1P = IMallla - G | = (~1)*[MAIIGY, — Ial

Il s’en suit que: ' A o
Qi = (=1)*2|Q%IIM3]IG , — Ia]
’ i . : a (46)
Qi #0 si 1Gh, ~ sl 0
Si GLA admet L, valeurs propres différentes alors GiA est diagonalisable et,
[Ia — G;AI =[J(1 = X)

=1

21



par conséquent, la condition pour que Q) soit inversible est la suivante :

|G',;A —Ial#0 st N #£1 pourtout [ =1.2..... la

Pour commencer, calculons le déterminant de la matrice suivante en prenant le cas on N
est égale a 2, ce qui nous donne :

Q! = 17\ Qcll %]
ot Pk = 03,Q% — 05,Q(011Q1) 1 o1,Q4" = a[bQi — Q7' (Q1) 7' QL

k \2 kK _k
o oo
avec a z( 1:) et b= ”k 2;’
a1 (012)

puisque, d’aprés ce qui précede, la matrice Q} est réguliere pour tout i, on a donc:
P = aQ[b] — (Q) ' Q' Q1)1 QiY
d’ou : .
Q] = lon1QkllaQIb] — (Q) 7' QX (Qk) ™ QK|
= (=1)*(o1,) " |QIQRII(QD) ' QF (QL) ' Qi* — bl|
ainsi, la condition d’inversion est donnée par :

[Q:I # 0 si les valeurs propres de (Q%)7'Q%(Q})"'Q}? sont différentes de b.
Par ailleurs, la forme quadratique associée a Q: pour X' = (X' X?') non nul est définie
par: q(X) = X’Q: X, ce qui donne en utilisant la symétrie de la matrice :
9(X) = afy XVQLX" + o5 X¥QP X' 4+ o}, XVQPX? + 05, X7 Q7 X?
= oh, XVQLX" + 205, XVQPX' + ok, XV Q}X?

Théoreme [Acher et al.70] Toute matrice A symétrique associée a une forme définie
positive ou définie négative est non-singuliere.

Puisque Qi cst définie positive alors pour tout i X'QiX' > 0. Si Q¥ est définie non
k P k k

*
négative alors ¢(X') > 0 pour tout X non nul, par conséquent : @, est définie positive.

.. N * . ’ .
Dans le cas général, la forme quadratique associée a @, pour tout X* non nul, s’écrit
comme suit :

a(X) =Y ot XQIX+ YY) ok XVQIX? (47)
1 [ J

It

Si on suppose que Q}c’ est définie non négative, alors X”Q;ij 2> 0. Il s’en suit que:
g(X) > 0 pour tout X # 0. Finalement, d’apres 'hypothese précédente et le dernier théo-
reme, on obtient le résultat suivant :

1Qx] #0'si X“QY X >0

22



(a.3.2) Condition d’inversion de

Une autre fagon de traiter la matrice @O, est de chercher les conditions de son inversion
en utilisant algorithme de Gauss généralisé [Gantmacher66]. En cffet, au z-eme bloc ligne

* . . . . DY
de @, ajoutons le premier bloe ligne multipli¢ a gauche par :
koyilg ko oyry=1 g ;
—0,0Q; (07,Q) pour 1 =2.3,... N

*
nous obtenons la matrice suivante que 'on note Q (1) :

[ ofQF oh Q2 ... ofnQiY ]
. 0 PRy ... PEN()
Qc(l)=1| ) o (48)
| 0 PN*(1) ... PNN(1) |

ou P(1) = afj ;= ok i.l(dlei)"lﬂij}c] pourt,j =2,3,...,N

Si la matrice PZ%(1) est réguliere au méme titre que Q%, le processus itératif peut étre
continué. En effet, on a:

[PE2(1)] = (—1)*a™|QiII(QD) Q¥ (k) Qk* — b1
par conséquent, |P2%(1)] # 0 si les valeurs propres de (Q%)7'Q?'(Q})™'Q}? sont différentes
de b.

C’est ainsi, que nous parvenons a la formulation suivante, ou (P’(1)) est un bloc géné-
rique :

Q¢ = Qe (V] = [e% QUIPIN] 4,5 =2.3,...,N (49)

En posant Q:(?) = [(P,ij(l))], et a son z-eme bloc, ajoutons le premicr bloc ligne multiplié
a gauche par :

—PE(PEI)T pouri=3,4,.., N

. . *
nous obtenons la matrice suivante que I'on note @ (3) :

[ PE(1) PP(1) ... PN(1) ]
. 0 P¥2) ... PN ?2)
Qc(3) = : : L (50)
|0 PY32) ... PNN(2) | '

ou

P2(2) = PP (1) = PEOY(PE)TPE(1) pour i j=3,4,...,N
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Si la matrice P2(2) est régulicre, le processus itératif continue. En effet :
PE2)] = (=)= [PEIPE ) PR PR PR - 1)
par cons¢quent,
[P (1] # 0 siles valeurs propres de (Q2)7'QN Q1) QL sont différentes de oy, 0%, /(ok,)2.

En posant Pr(1) = (PFP(1)7'PEPA) T PE(1)  avec Pi(1) # 1, et en faisant le

calcul, on trouve que:
Pull) = bl - W.' ! -‘Qm-‘[w - LQP(QY QR
[QF — :QF(QV) ' QP TQF - b QY (Q1) ' QL]

avec
k _k k \2 k _k k \2 k _k
032023 (013) ‘711032 b — (o31) b, = 911023
bo=—=—% b= e b= . 3= et bg=
032033 011‘733 012031 011022 013921

En posant, Pi(1) = bgAg, on peut écrire que [Pr(1) — I| = b3*|Ax — b5 1|, ce qui nous
permet de déduire que :

[Pr(1) — I| # 0 si les valeurs propres de Ay sont différentes de bg'.

Par conséquent, on obtient que:
|PE@)#0 si |[PP(1)]#0 et [Pe(1) =] #0
Comme P(2) est réguliere sous les conditions précisées ci-dessus, le processus itératif
continue.

. x| . * Sy *

La formule donnant le déterminant de @, a partir de Q. (1) réduit le calcul de |Q;]|

constitué par N? blocs, au calcul d’un déterminant d’ordre moins élevé constitué par (N —1)?
blocs. Ce dernier déterminant peut étre soumis au processus itératif décrit ci-dessus.

Lorsqu'on arrive a un déterminant partitionné en [N — (N — 2)]? blocs nous aurons ce
qui suit :
pYVNYN —2) PYTEN(N - 2)

Qx| = o5 QUIPE() ... |P( = 1)]...
PYNYN -2y PNN(N -2

comme toutes les matrices PJ’(j — 1) sont régulicres selon des conditions précises, nous
considérons le dernier déterminant comme suit :

B A B
C D 0 D-CA'B

A—-BD™'C 0

IQk(N_2)|: C D

ce déterminant est obtenu de la fagon suivante : a la deuxieme ligne, on a ajouté la premicre

ligne multipliée & gauche par —C A~!(|A| # 0). Le membre de droite est obtenu de la méme
fagon avec |D| # 0.
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Dans notre cas, les quatre matrices sont carrées et d’ordre si. On peut déduire de la
précédente formulation les formules de Schur, lesquelles réduisent les calculs d’un déterminant
d’ordre 25, au caleul d'un détermimant dordre s, ce qui nous donne :

[Qc (N =2)=1AD - ACAT' Bl = |AD = BD™'CD)|

st A et (7 sont permutables e AC = (4 alors :

|Q (N = 2)| = |[AD - CB]
de meme, st DC =CD on a:
@k (N =2)| = |AD - BC|

par conséquent, |Q:(N —2)| # 0 si les valeurs propres de D™'A~!C B sont différentes de 1.

Finalement, on obtient la formulation suivante :
* S * R *
1Qcl = (ar)™QUIPEM) .. PP (G = V- 1Qu(N =2)| #0 si [Qu(N =2)| #0 (51)

Ainsi, cette condition de I'inversion montre qu’il s’agit d’'une quantité finie, et le résultat
final est donc le suivant :

* 1 .
Q. = plim T Z Z1' ;' Zy, est définie positive (52)
t

(b) Détermination de plim +Z;'d; u;

Pour achever le calcul de plim ag, on doit déterminer maintenant la limite en probabilité
suivante, qui permet d’obtenir :

L] v o1 )
plim — ZZM QO 'up, = plim —Z : (53)
T4 T

t
N
ok y*t uj
77 N3 N kt
i Ty ]

il s’agit de calculer pour tout 7 les quantités suivantes :

.1 . o o
plim T . y;lui, et plim T Yo T UL,

N

o plim & 5w,

par la propriété de la convergence quadratique, pour tout 7,7 = 1,2,..., N, on obtient
que :
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o L
(1) F(7 X 7xhul,) = TZ( ay Fu,) =0

1
(1) V(l S ul,) = —I—V(f ul) = 1 Viul)ry = L0?’1' r!
T ALkt T2 A Yk IQIA kA 720k ATA

on cn déduit que:
lim V(s S ud) = plim o plim mrhey =0 x Qly = 0
plim (-Y:ZIA,uk,) = plim oy’ plim 7orj oy = 0 % N
t
par conséquent, avec la convergence en probabilit¢, on obtient :

1 S o
plim T E zhy,ul, =0 pourtout 7,7=1,2,... N
t

. . .o . : N oy s .
D’apres ce qui précede, puisque v;t = (B;+ ) lu;t et en utilisant le théoreme de Khint-
chine, on arrive au résultat suivant :
S | (] AR | ) N | )
e plim T > y:o:tukt = II% plim T >t Tui, + plim T 2t v:ktukt
s 1 T R =1 i J o0
= plim T 2t v;tuk,_ = (B:k+ )~! plim T 2t uktU:«t

= Cov (u},, uf.(t)

or,

E(ujui,)

Cov (“.Iictsul;kl) = E(uitu;t) = [(E(uitu;t))] =0

E(“itui-l,z) ]

L

par conséquent, en raison de la récursivité du systeme initial de base i.c. E(u};tu{,) = 0 pour
tout k& # [, nous avons pour tout 7,7 =1,2,..., N, le résultat suivant :

.1 o
plim T Zv;tui, =0
t

1 .
et donc, plim T Z,y;tuit =0

Finalement on obtient le résultat suivant :

1
plim = > Zk'Q ke =0 (54)
t
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Nous concluons donc par la convergence de ay car:
plima, = ar + plim (ll S Zed 0 7)Y phim %Z, A ATy
=ar+ (Q;)' x 0= ay

4.2.3.2 La distribution asymptotique

On s’intéresse maintenant a la propriété de l'efficacité asymptotique de ag, qui nous
permettra de caractériser sa distribution limite.

L’analyse asymptotique consiste a préciser la distribution asymptotique de I'expression
suivante :

~ 1 yn o, 1 o
VT (@ = an) = (3 Ze U Zi) ’T/-_TZ Zi' QO i
t t
Le premier facteur est déja analysé, il suffit alors d’étudier le second facteur.

Théoréme centrale généralisé Soit {y,} une suite de vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués ou y, est d’ordre m x 1 tel que y; ~ iid (0,9) avec 2 définie
positive; et soit la matrice Z7 définie par :

1
Zr = — Xtyt
7T 2

ou X, est une matrice d’ordre kK x m de constantes certaines et uniformément bornées i.e.
| X{| < R pour tout t avec R finie et telle que :

pllm %thﬂxt’ =M
t

avec M finie et définie et positive,

alors Z1 tend en distribution vers le vecteur aléatoire Z tel que:
zr Y 7z ~ N0, M).

Ce théoreme ne peut étre directement appliqué dans notre cas, car Zi,', en contenant une
partie aléatoire, n’est pas totalement fixe.

Seulement une écriture pertinente du vecteur Zk,'Q;lukt nous permet d’obtenir ce qui
suit :

N
7 10-1 k zi j :
Zi/'Q u = (D05 Zkud,)] pour i=1,2,...,N (56)
=1
ou le terme générique cst : ;
o
gi i R
ke = ; Ukt
T
At
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pour séparer les variables certaines de celles aléatoires, il suffit d’écrire le vecteur Zg, sous la
forme d’un produit matriciel, ce qui donne :

( Mz, + vl ) ~ < L'z Is ) ( 1 ) 1'( 1 ) -
. - . { - /( ' -

ou A} est une matrice d’ordre sg x (1 + Kx), non alé¢atoire et uniformément bornée.

En posant la composante aléatoire suivante

7

ij Uiy
gkl = i ]
v*tukt

Ziwul, = Algd, pour 4,j=1,2,...,N (58)

nous avons donc :

Les g}’ sont des vecteurs indépendants et identiquement distribués tels que :

J

.. uk
E(gp) =E| . |=

v*tukt

g N T (10
V(ngt) = E(uit) E ‘ ¢ ¢ ! = GiJ 0 Q,‘
v*t U*tv*t %

Par I’hypothése H4b, Qi est définic positive, et donc V(gp,) est définie positive.

On montre facilement I’expression suivante, qui est, d’apres le résultat 46, définie positive :
plim — Z AV (g2)AY = o7 Qi (59)

Finalement, pour '’ensemble des individus, on obtient la formulation suivante :

- k g1
ZH,QI: Y = [(Z aijAt(];ch ] = Za.kjg;c]c ] = Agre (60)
J
on A, = diag (A},..., A}, ..., AV) est unc matrice de constantes certaines et uniformément

bornée et gy est un vecteur de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuces
tel que:

(i) E(ge) =0 car E(Z; af]q;c’t) =3; aij(gz) = 0 pour tout z,
> Ulkjgk{ '
(i) Vige) = E : ot - Sy 0h00 ] = [{E(Z; 0400)(Ti okl })

k Nj
ZJ‘ IN;Yki
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— 1

~ ! ! , . ; 1
En posant v, = (1 vy, ) et en vertu de 'absence de corrélation entre uj, et vy pour
t t
tout 7 ¢t j. nous obtenons ce qui suit e

I

y ko : ¢ T i =5 !
l"(>41 (T«“).{/kjl)(}4x ”,,’/kr ) IL(E_} (fﬁ]“il“*t)(z" a-fiu'ktvit )
. 3 T
= E[(S, ohul (S ohul v v ] (61)

(5, obul (i ohui) }E(@L 7))

or, au niveau de la deniere égalité, on a:
: k ki _ p.q
I"(Z) auui‘l)(Zi o-Jr“'ki) IJ[Z pr ]p ukl) + Z Z q alp ]quktukt]

(62)
-Zpa.p ir? +sz b U:p Jqok

En prenant a titre d’exemple le cas de deux individus i.e. p = 1,2 et sachant que:

i1k 12k
Uk ‘711 +Uk ‘721 Ok 012 + 0,709,

21 022 g2k 22 _k
Ok ‘711 +‘721 k. Ok O T 0709

I, = QkQ;1 =

on en déduit alors que :

e _ k _k k k k 21

Z Ulpa2pa +E E 3 Ulp02q0k —011‘721‘7k +‘712‘7220 +011022‘7 +‘712‘7210k
_ k(k 11+ k012)+0.k(0,k0. +0.0.) Uk
= 01110210 0920 1219210 220k ) = 052

Par conséquent, on a:

k 1 k i o—5 !
ZU'Jgkt Zajlgljct = U;jE(U*tUit )
et finalement, on a le résultat suivant :
1 0

_ k
Vigk) = 035 0 Q,*J

pour 2,3 =12,...,N (63)

En vertu de I'avant dernier théoreme, on ne développera pas les conditions d’inversion
de V(gkt), mais on s'intéressera a la forme quadratique qui lui est associée.

Soit X un vecteur colonne d’ordre N(1 + K«), qui s’écrit par :
X=XV, X" xV)y on XV=(zf X&)
la forme quadratique définie par g(X) = X'V(gx).X s’écrit comme suit :
q(X) =T X' X4y, ) X'y X

‘ o G (64)
= Tiok((#)’ + XV UXL) + T T, ok(aie] + X4'QYXT)

Comme (¥, est définie positive et si of est positive, alors o%((z})? + XL'QL XL) est
positive; et pour que ¢(X) soit définie positive, il faut que le second terme du membre de

droite de la formulation 64 soit définie non négative. Cette condition est réalisée si I'une des
deux conditions suivantes est vérifié :
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° U,A, >0. 711 >0 ot Q7 définic non négative

o ol <0, Xl <0 et QY définie négative

Ion supposant la premicre condition satisfaite, il en résulte que V(g ) est définie positive.
| { { Gkt

Il nous reste maintenant d'é¢tudier la définiture de 'expression suivante, pour réunir les

conditions d'application du théoreme centrale himite généralise

! 1 Lo ’ .
phim TZ/\,\'((/‘.,)A,' = phm 72 [{A;Uf, ( 0 Qv ) At }} pourz,7 =1,2,..., N

t t

or, d’apres la formulation 44, on arrive donc pour tout 2,7 =1,2,...,N a:
. 1 .," *
plim T Z AtV(gkt)A,' = [(Ufj $)] = Qy (65)
t

par conséquent, d’apres le résultat précédent 52, la quantité Q7 est définie positive. Ainsi,
nous venons de construire le vecteur aléatoire gi; tel que:

gre ~ 1id (0,V(gkt)) avec V(gk) définie positive
On considere maintenant le deuxieme facteur Wy définie par :

1
Wr=—=)» A
T \/T ; tgkl

avec
1
E(Wr) = \—/_TZt AE(gie) =0
V(Wr) = 2 B(T, Augid) (5 Agie) (66)

1 , 1 ' A
= T Zt E(Azgk:gkz'Az ) + T Zt Es;‘ E(Atgkrgk.q A, )

Vu I'indépendance temporelle des observations pour ¢ différent de s, on obtient donc :
1 1 ,
V(WT) = ‘7: Z AtE(gktgkt')At, = T Z AV (gr) A
t t

en utilisant la convergence quadratique qui entraine la convergence en probabilité, on a :

. *
plim V(Wr) = Q,

et, par conséquent :

wr Y w
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En vertu du théoreme centrale limite généralisé, alors Wy tend en distribution vers le
vecteur aléatoire W tel que:
, {d . =
Wy Y w ~ N©0.07)
Pour terminer Pétude de la limite en distribution de V7 (ax — ax). on utilise le théoreme
suivant de Dhrymes [Dhrymes73] sur la limite d’un produit de deux suites.

Théoréme Soit la suite {y;,w,} ou {y,} est une suite de vecteurs aléatoires qui converge
en distribution vers y, {w;} est une suite de matrices qui converge en probabiht¢ vers la
matrice des constantes C finie et de rang complet pour les lignes. telle que = plim {w} = C
alors la suite {w;.y;} converge en distribution limite vers Cy.

A titre d’exemple, soit {w,} une suite de matrices qui convergent ¢n probabilité vers €
d’ordre (m,n) et de rang m, on a:

si {y:} ~ N(0,Q) alors {w,yt}'(—dl (0,COC")

. . . s . * o . .
Par I’application de ce théoreme et puisque @), est symétrique, on arrive alors au résultat
final suivant :

V(@ — ex) D N0, (Q1)Qr(@0) " ] = N[O, (Q7)™) (67)

L’intérét de la variance asymptotique est de permettre le calcul d’un écart-type asymp-
totique servant a préciser la convergence asymptotique, a réaliser des tests chaque fois que
le calcul dans I'échantillon n’est pas facile a faire, et elle indique la vitesse a laquelle on se
rapproche de la convergence. Intuitivement, parmi deux estimateurs convergents, on choisit
celui qui possede la convergence asymptotique la plus rapide i.e. la variance asymptotique
la plus petite.

Par définition, on appelle variance asymptotique d’un estimateur convergent 0r de 8, si
elle existe, la variance associée a la fonction de répartition divisée par T'. Il ressort donc de
la distribution asymptotique du résultat 67 que :

x—1

Var-As (ax) = %—Qk

6 La méthode des moindres carrés généralisés réali-
sables
6.1 Principe de la méthode
Pour passer a la méthode de I’Aitken réalisable, on estime les différentes composantes g,?

par la méthode des moindres carrés individuelles pour obtenir dans une premiere étape
puis dans une scconde ¢étape on détermine 'estimateur réalisable a(r).
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Pour réaliser I'estimation de o}, on procede comme suit, d’abord on sait que :
TR S T
; (il =1 il Qo
=Yk — ZL(ZLIZk) "Ziyi = My,
avec M} = It — Z(Z'Z)7' Z}" et ML Z} =0, on en déduit donc que :
upra), = yLlMLyL =u' M} = SS'
Pour déterminer un estimateur centré de o, on calcule £(SS") :
E(S55) = Elui'ul —ul'Zi(2}'2}) 1 Z{'ui] = E( tr uind') — E[ tr ZW(ZL' 21) " 2 wil)
= ol tr I7 — o E[ tr (2} Z4)' 2} Z]) = o}/ (T — s&)
Ce qui permet de proposer un estimateur centré pour o}, car E(5}') = o} :

SS*
T - Sk

O =

On montre par ailleurs, que &} est convergent quant T tend vers 'infini et sk est fini:
plim gy = plim = u,c "up — pllm u,c 'ZU(ZZ)) T 2
= plim Zuj ‘ui — plim Xu}'Z{ plim (2 'Zi)~! plim -;:Z,‘;’u}'c
a partir du résultat 44 ct en utilisant le théoreme de Khintchine, on obtient alors que:
plim g} = plim zu} "ui —0'(Q})0 = plim 2 FUL “ui
= plim fuj'uj = plim F To(ui)? = E(uj,)? = of
La matrice 4 est symétrique, clle contient donc (N/2)(N + 1) éléments a estimer. On

présentera pour les covariances des estimateurs seulement convergents, car la valeur exacte
de F( tr M'M7) n'cst pas connue, elle est définie par :

E(tr MM =T — 25 + E[ tr (2} 2})' 2)' 21(20' 21)' 21 Z])
nous optons alors pour I'estimateur convergent de la covariance suivant :

; 1
5 = —§8§Y

En développant la limite en probabilité de la somme des carrés des écarts pour ¢ différent

de 7, on obtient :
plim 2589 = plim fuj'v] — plim Yui'Zi(LZ{'Z}) L Zi'w),
' o . Lo . ,
+ plim gy ZH(%Z) ' Z0) L2V 205 21 Z)) T R 2]

_ , . g
— plim juy ZN(32] Z}) '3 2],
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d’apres le résultat 44 et en vertu du théoreme de Khintchine, nous obtenons :
1ot -1 -1 =11 ()T )1
7k v — 0(Q) 710 = 0/(Q1) 710 + 0/(Q) T R (Qr) ™70
1 — 1] N Al ] J _ ij

T i Uity = E(upug,) = oy

Clcey
phmeS8Y = phm

= phm

Ainstca partir des deux derniers résultats habituels, on arrive a une quantité aléatoire

estimae fine

Q% = (o)) pour ¢,73=1,2,...,N

ce qui permet de déterminer Pestimateur réalisable suivant :

ar(r) = 27 @ N2 2 (O ® Dyw (68)

6.2 Propriétés de base des estimateurs

En partant de ce dernier estimateur, on étudie certaines habituelles propriétés dans
I’échantillon. D’abord, il s’agit d’un estimateur sans biais, car par ’absence de corrélation
entre uy et Z; et en utilisant le lemme de ’espérance mathématique conditionnelle du fait
de I'indépendance entre ﬁk et ux, on obtient :

E(ay) = ok + E[(Z'®7' Z0) 1 24/ B wy

- - ~ (69)
= o, + E[(Zk’d);‘Zk)“Zk’(I)“E(uk)/Qk] = Qg
Quant a la propriété de la convergence, on utilisc le lemme suivant :
Lemme 2 Soit {17! une matrice aléatoire telle que :
plim Q7' = Q!

alors : | |

plim = 3 Ze'Q Zy = plim = 37 Z' Q5 Zi (70)
t t

Preuve Une reécriture de cette derniere expression avec I'opérateur vec ct le fait que la
matrice {0, soit convergente, nous permet d’obtenir :

plim vec 3, Zi' (' — 0;YZ, = plim + 212k’ ® Zit')( veec Q' — plim vec Q)
= plim ';"Zt(zkt/ %Y Zktl) x 0

Il nous reste d’étudier le premier facteur pour conclure par la nullité ou non du dernier
membre de droite. Soit une matrice diag (Q1,...,QF) finie et définie positive, telle que:

'

o1 , )
plim TZZ’“ Zyy = diag (QL,,QLV)
t
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cn utilisant Fopérateur vee. on obtient :

vee [ diag (QL. . Q)]

Il

plim vec } S Zid InZiy
plim %Z,(Zml S Zi') vee In

et puisque vee [yoest une quantite fime alors

| ..
phm T Z(Z“' & Zii') est finic
t

Il en résulte finalement que:

1 “
vee plim T Z Zk,(Q;l — Q;l)Zkt =0. u
t !

Il nous reste donc a analyser I'expression suivante que 1’on peut déterminer facilement a
partir de la formule 56 :

1 ~ 1 o .
plim ?kab;'uk = [( plim }_&% plim 7 S Ziwul,)] pour i=1,2,...,N
] t

or, par la convergence des estimateurs g et par le résultat 54, on a:

J

. ~ . 1 : y . ~ . 1 ‘ )
plim Y &} plim T 3" Ziul, =Y plim G} plim T Y Zyul, =) of0=0
J t t J
il en résulte que :
1 ~
lim =Z'®; 'ux = 0.
p T kP Uk

Finalement, on obtient le résultat :

plxm ak(’l‘) = Ok (71)

6.3 La distribution asymptotique ou I’équivalence asymptotique
Pour étudier ’équivalence asymptotique entre 1'estimateur pur des moindres carrés gé-
néralisés et ’estimateur réalisable, nous utilisons le lemme sutvant :

Lemme 3 Soit un vecteur aléatoire uy; a N composantes ou () est définie positive, tel
que :

Ukt ~ lld (0, Qk)

et soit ﬁk une matrice aléatoire telle que: plim ﬁk = ; alors:
1 A (p
Y Z (0 = O u B0
\/T ; kt ( k k ) kt

34



Preuve Il s’agit de prouver que les deux termes de 'expression ci-dessus ont la meéme
q

x*
distribution limite i.e. N(0,Q, ) avec Q: définice positive.

Une écriture intéressante nous permet d’avoir :
Zed (0 = Qe = vee [Zid (0 — Q7w = (wd’ @ Zi') vee (7' = Q)
ce qui donne, en utilisant le lemme précédent, que :
plim 2= ¥, Ze' (%" — Qi = plim Tz Ty (ur’ ® Zi) plim vee (05" — 07"
= plim # Yo(ur' @ Zit') x 0 := Wy x 0

Il reste alors & analyser le premier facteur, pour savoir s'il s’agit d’une quantité finic.
L’expression ux; @ Zi,' s’écrit de fagon intéressante comme suit :

ur' @ Ziy = [ diag ul,(Z),...2ZV)... diag up(ZL, ... Z})]

or, Z,';,uit = A'tg;ft pour tout 2,7 =1,2,..., N et en posant wg comme suit :
wi = 5= Y Algl
VT 4
ou, d’aprés la formule 59 A! est telle que :
plim — ZA'V(g AV = ol QL

est définie positive.

Par le théoreme centrale limite généralisé, on arrive a:
Ji
w? R N(0,07Q})

Pour I’ensemble des individus, en posant W1 comme suit :

7 1 ’ ]
W = 7-{1 z’:(ukt G Zit )

on obtient le résultat suivant :

W = [ diag (w}' ... wiV) ... diag (w¥'.. . w¥™)]

avec

EWr) =0
V(Wr) = E{ diag (S witwd' ... T, wiMwiN)}) pouri=1,2,...,N

35



Y Y : :
Le calcul de E(w?w3 ) nous donne, en vertu de I'indépendance temporelle, ce qui suit :

o 1 il i
E(wlIZwlIl ) = _E(Zt ig;i)(Ez g AY)
= —E[Z (Atgktgkt ) + Zt Z 3 ( tgktgks A' )] (72)

= S E(S Aghall A) 1= o DAV (9 AY

et en utilisant la propriété de la convergence quadratique, qui entraine la convergence en
probabilité, alors : - o
plim V(w§) = plim E(wiwi) = 0/}
par conséquent :
plim V(Wz) = diag (5;01'QL... T 0NNQL)

. . 73
= diag (0,&1...0,’:”\’)®E;Q;c =V (73)

avec
Vi = diag (o}'...oMM)® QL +... + diag (o' ..o ") @ QY

11 gNN

or, diag (o} ) ® Q% est définie positive pour tout ¢, donc Vi est définie positive.

Par le théoreme centrale limite généralisé, on a :
— (d) —
Wr QW ~ N0, Vi)
ot W est une matrice aléatoire finie, ce qui prouve que Wr est finie.

Corollaire [Dhrymes74] Si la suite {w,} tend vers 0 et si {y,} suit la distribution N(0,Q)
avee Q définie positive, alors :

{wy:} — 0et plim {wy,} =0

Finalement, d’apres ce corollaire du théoreme sur la limite d’un produit de deux suites,
on déduit le résultat suivant :

% Y 2 (93 = O ue B 0 (74)
t

qui exprime le fait que les deux termes de ce dernier résultat ont la méme distribution limite.

En conséquence, par les deux derniers lemmes, on aboutit a I’équivalence asymptotique
entre 'estimateur pur et réalisable, car:

\/T[ak(r) —ai] et \/T[ak(u) — oy
ont la méme distribution limite i.e. N[0, (Q%)~"]. .

Il ressort de cette distribution asymptotique que la matrice des variances -covariances et
son estimation sont déterminés respectivement comme suit : '

Var-As [ar(r)] = %Q:_

) (75)
Var-as (ax(r)) = (T, Zd' QU Zko) ™!
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7 La méthode du Zellner itéré

7.1 Principe de la méthode

Comme il a ét¢ indiqué par plusicurs ¢conometres dont Kmenta, Gilbert et Zellner, 'es-
jue | I )

timateur réalisable 6l (7) n'est pas toujours efficient dans les petits ¢chantillons et qu'il est

possible de trouver d'autres estimateurs pour lesquels la variance est susceptible d’étre plus

petite.

Le point de départ concernant la procédure itérative est de considérer Pestimateur réali-
sable suivant :

* x—1 ! *x =1
o (r)=(Z,® 7Zi) Zi'd  yk

. * . . .
Si la matrice ®, = orInT, on obtient alors, en adoptant la notation suivante oy = ak(1):
%*

ap(1) = (Zd'Z) " 2y = o} =(Z'Z)"Z{'yi pour tout i

A partir du modele y; = Zjai + u}, on arrive aux estimateurs convergents pour les
différents parametres a,’, ce qui permet d’obtenir pour ¢ # j :
* 1 *! ok X 1 *1 ok

Q. = Q%(1) avec o} :T—-sku;‘ u, et o) :’7‘1“2 u;

La premiere itération s’exprime donc comme suit, avec ug(l) = yx — Zrag(l) :

ar(2) = [Zc' @7 (1) Ze) ' 24/ @5 (1) ys

La seconde itération consiste tout d’abord a calculer u,(2) telle que:
uk(2) = Yk — Zro(2)
A partir des estimateurs convergents 021(2), on obtient 24(2), et on déduit alors I'esti-
mateur ak(3) défini par :

ak(3) = [Z¢' O (2) 2] 7 2O (2)ye

Ainsi, les différentes itérations appliquent les équations suivantes :

ar(p + 1) = (2497 (1) 2 2497 (D) (76)
avec U (0) = okIn et  ur(p) = yk — Zrak(p) pour p=1,2,3,...

Il reste a préciser les formules donnant Qx(p) a partir de ux(p) en utilisant des estimateurs
simultanés, par exemple ceux du maximum de vraisemblance : i

o (p) = Fui'(p)ui(p)

y L (77)
ok (p) = =5, uk (P)ui(p)

i bt e |
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St uy est distribuée suivant une loi normale, on a:

l'k = cste — .—)_ In ,SZAl -

- '
tr q)k IIIA-IIk

o | —

les estimatceurs du maximum de vraisemblance (6. i) sont solution du systeme suivant :

20 Zeaw = 270y =00 (1)
(Dk - Ilkllk’ =10 ( )

—
=)
L

~

o

.

nous déduisons de 'expression (2) que:
l /
Qk (ak) E UpgUps 1= fckck

avec €, = (U1, --.,usr) et de dimension N x T'. Pour §} réguliere cela suppose que T' > N,
1.e. € soit une matrice rectangulaire haute.

Ainsi, on aura a minimiser la vraisemblance suivante :

-1 T
£y = cste — ln Q] — = tr <Dk upuy = cste — 7 In |Q] (79)

il en résulte que ay est solution du systéme qui suit :

aL;

= 0.
Bak

Finalement, I'estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :
= (20 2) 7" 2 9 i
avec () = Q7 (o).

Par ailleurs, le probleme de choisir entre ['estimateur itéré ax(p) et 'estimateur réalisable
&y se pose de fagon pertinente travers le nombre d’itérations suffisant. Dans la pratique selon
Malinvaud [Malinvaud81], un petit nombre d’itérations peut suffire a la convergence.

Le calcul de ak(p) n'exige pas automatiquement celui de ax(p+1). En retenant un critere
de convergence sur un échantillon donné, on itere jusqu'a ce que |ax(p) — ar(p — 1)] < ¢ ou
€ est unc valeur infiniment petite.

Comme, nous le verrons dans ce qui suit, si ux suit une loi normale, la convergence aura
pour conséquence que les estimateurs ax(p) et Qi(p) pour p = 1,2, ... résolvent précisément
les équations auxquelles I’estimateur du maximum de vraisemblance est soumis. Autrement,
il s’agirait d’un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance [Philipps76].
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7.2 Propriétés

EEn ce qui concerne la convergence des estimateurs par ’Aitken itéré, en posant que:
0 = (1) := Q4, en utilisant les formulations 76 ¢t 77 et la convergence de Pestimateur
réalisable et sachant que plim &, = &, alors

plim ax(2) = ax
Ion travaillant avec ux(2) = yr — Zrak(2), on a donc:
ur(2) =y~ Zel(Z0'95 26) 7 2000 il = (1 = Zu( 20 26) 7 200 [y
= [I = Zu(Z' D" Z6) 7' Z' B Jur(1) := Migryus(1)
ce qui nous permet d’obtenir :
ar(3) = [Z 051 (2) Zk]) ' Zk' 0 (2)ye  avec yk = Zraw(2) + uk(2)
par conséquent pour la deuxieme itération on a:
plim ax(3) = plim ax(2) + plim [Z/'®;'(2) 2] Z4' @1 (2)uk(2)
= aix + plim [£Z:'®;'(2)Zk]™* plim Z:'®; ' (2)ux(2)
Pour déterminer le deuxieme terme du second membre, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 4 Soit ;!(p) une matrice aléatoire telle que :

plim Q' (p) = plim Q' (p—1) =... = plim Q' (1) = Q!
alors
: 1 rq -1 . 1 -1 : 1 -1
plim —TZk ¢, (p)Zk = plim TZk o (p—1)Zk =...= plim —T—Zk ¢, Zk (80)

Preuve Nous avons pour tout p > 2, ’égalité suivante :
1 _ _ 1 - -
vec T ZZI’ct[le(p -1) - le(P)]ch = "Y?Z(Zkt’ ® Zkt’)[ vec (1 l(P — 1) — vec le(P)]
t t
donc, la limite en probabilité est déterminée comme suit. :

. 1 ’ _ —_ . 1 ’ ] - —_
plim vecr, > Zk' [ (p—1) =51 (p)] Zke = plim T Y (2 ® Zii[vec Q' (p—1)—vec Qi (p))
t

t

or, d’apres notre hypothese et puisque la quantité

. 1 ! i
plim = > (Zi' ® Zid')

t
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est finie, on obtient alors le résultat qui acheve la preuve :

1 / /
plim vee % > Zi [ (p = 1) = Q7 ()] Zke = plim T > (Zi ® Zi')0 = 0. [
!

t

Il nous reste a déterminer Mautre facteur du second membre que nous 'on peut définir
de facon générale. a partir de la formulation 56, comme suit :

| .
plim ;I—‘Zk'd);'(p)uk(p = [( plim ZG’U ) plim TZ,c uk(p))] pour 1 =1,2,...,N

on montre facilement que ug(p) = Mi(p — 1)u, par conséquent :
plim 2! (p)uk(p) = plim 120" (p) M(p — 1)ux
: & & &~ -1 1@ —
= plim (22007 (p)ur — 2407 (1) Ze(A 2407 (p — 1)Z4) " 22407 (p — D

or, pour tout p > 2 et pour ¢ = 1,2,..., N, d’apres le précédent lemme et par le résultat 54,
on obtient :

plim 3 Z,'®7  (p)u(p) = plim £2Z4'®; (p)ux — Q3(Q:)7" plim £Z,'®¢ ' (p — 1wk
= plim % Z,'0;" (p)ux — plim 32’07 (p — 1)uk
= [((UU - U )] =0

(81)
on en déduit finalement que :
plim ok(3) = o + (Q7)7'0 = ax
et plus généralemnt, on a ce qui suit :
plim ax(p) = plim {ak[p— (p —1)] + Z[ Zé' (p— ) 2" "Zk or ' (p— Tur(p — 7)}

or,
plim %Zk'd)zl(p —7)u(p—7) = plim %Zk'Q,:'(p —T)Mi(p— 17— Dux
= plim %Zk'd);l(p — 7)ur — plim %Zk'(b,:l(p — 71— uy

d’apres le résultat 80 et le lemme précédent, on a finalenment démontré la convergence des
estimateurs itérés :

plim ax(p) = plim ax(1) + (p = 1)(Q;)™" x 0 = plim ax(1) = ax (82)

En ce qui concerne la distribution asymptotique des estimateurs itérés, selon 'idée de
Zellner [Zellner62] ils ont les mémes propriétés asymptotiques que I’estimateur réalisable, et
il s’agira de prouver pour tout p > 2 que I'expression suivante, converge en probabilité vers
Z€ro :

—= L2008 (0 = 1) - 07 ()usp — 1)
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8 Comparaison des méthodes

8.1 L’équivalence asymptotique

LLa comparaison entre ax(r) et ax, dans des échantillons de taille finie et petite, a nécessité
de faire des essais empiriques et donc d’utiliser la méthode de Monte-Carlo pour en détermi-
ner les distributions. Certaines expériences réalisées ne font pas apparaitre une supériorité
asymptotique de I'estimateur &, par rapport a 'estimateur réalisable ax(r). On peut meme
s'interroger sur leurs eflicacités relatives.

Par ailleurs, dans le cas ou les équations du systeme 78 admettent une solution unique
[Kmenta ct al.74], alors les estimateurs ax(p) et Qk(p) coincideront en cas de convergence
respectivement avec ay et ().

Les essais de Kmenta et Gilbert [Kmenta et al.68] ont précisé, qu’en cas de normalité
des erreurs, la procédure du Zellner itéré [Zellner et al.62] converge vers les estimateurs
du maximum de vraisemblance. Ils ont trouvé dans leurs expériences que |'estimateur de
I’Aitken itéré et celui du maximum de vraisemblance sont numériquement équivalent. Cette
équivalence numérique a été aussi montrée par Ruble. [Ruble68]

L’efficacité de a; est nécessairement meilleure dans les échantillons de grande taille. Cer-
tains travaux [Bement et al.69] [Taylor77] ont montré dans des cas simples que la dimension
de yi doit étre supérieure a 20 pour avoir efficacité de ax sur ax(r).

Les propriétés des estimateurs ax et ax(r) sont tres voisines. De méme, les conditions qui
assurent |’équivalence asymptotique entre ay et ax(r) garantissent généralement 1’équivalence
asymptotique entre a; et ai.

On montre que I'efficacité asymptotique de @, est maximale dans la classe de tous les es-
timateurs convergents, car un tel estimateur atteint asymptotiquement la limite de I'inégalité
de Cramer-Rao; en effet, la matrice inverse d’information donnée par (Q,)~" pour aj cor-

respond, en cas de normalité des erreurs, exactement a la matrice des variances-covariances
de la distribution asymptotique. On a donc :

Var-as (&) = %(0y)!

Var-as (ax) = Var-as (ax(r)) = %(Q:)_l

La matrice des variances-covariances asymptotiques peut étre estimée, a partir de ce qui
précede, comine suit :

Var-as (ax) = (5, Zkt' Q5! Zie) ™!
Var-as (@) = (T 2’ Ziy) !

Au niveau de I'estimateur du maximum de vraisemblance et de I’estimateur pur, on
s’apergoit que : ‘
~ % * '

Q)™ = (Q) ' =0
Théoreme [Balestra72] Soit A et B deux matrices du méme ordre et définies positives. Si
A — B est définie non négative, alors B! — A~! est définie non négative.
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Ion utilisant ce théoreme, on arrive a montrer 1’équivalence asymptotique des estimateurs
considéres :

Qr - Qr ~0 (83)

8.2 Convergence numérique du Zellner itéré

On s'intéressera a la convergence de Pesitmateur du Zellner itéré vers celui du maximum
de vraisemblance. EEn supposant que:

Uk = Yk — LiOk

la vraisemblance logarithmique a maximiser s’écrit comme suit :
* % -

1 1.
L, = cste +§ In |®;'] ~3 tr Of 'upu)

Cette vraisemblance ne dépend que de 4, qui est symétrique. Pour exploiter cette sy-
meétrie, on considere le vecteur w défini par :

2

g N
w=(w',w?,...,wN) ot pouri>j w =0/ et N':—.‘Z—(N+l)

*k . i
Considérons maintenant le différentiel de £, , qui n’est fonction que de w, défini par :

1
dry = 5 tr (@ — ki) 9y

L’estimation cherchée de 2, doit satisfaire a I’équation suivante :

tr [(Px — wxti})®L] =0 pour 1=1,2,...,N. (84)

ou @} est la matrice des dérivées partielles de ®;' par rapport a w'.

Ainsi, les équations suivantes définissent comment les estimateurs ay et &)k sont déter-
minés simultanément, ¢t que leur calcul simultané exige une procédure itérative :
& = (ZO7 Z) " 2 O e (1)
Uk = Yk — ZkQk (2)
0 = tr[(®x — wsit})®}] (3)

Un tel systeme peut avoir une mutliplicité de solutions, qui maximise £. L’équation (3)
permct de calculer 'estimation de ®; a partir des u;. La matrice u,u), joue le role de la
matrice des variances-covariances empiriques des résidus, car :

!

E(uju})
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est remplacée par wl g/

Cette méme équation moutre que les @l vont étre définies de fagon & annuler . combi-
naisons lincaires des éléments de la matrice des différences entre covariances théoriques et
covariances cmpiriques correspondantes.

Par exemple pour N = 2. cherchons a déterminer @',

) o S i
est Vo= 3 e dtowt et ot

Le nombre de parametres a estimer

Le caleul de §2L. nous donne ce qui suit, en prenant w' = g}?

w1 (ol alal
90T " T\ oot -ofla)
ot dy = 0}'622 — (¢]2)%; on déduit facilement, & partir de la formulation 84 que :
o) loe’T — Z “kz oyl 0’0k’ T — ZuktuZt] +(0x*) [0k T — Z(“k: ]= 0

ce qui permet de déterminer par le maximum de vraisemblance des estimateurs convergents
pour les w', on a donc :
oV ~i ~j
¥ T - Z Up Uy =

ainsi, I'équation (3) s’écrit par :

~U = Z uktukt

On se trouve dans un cas ou le systeme ((1),(2),(3)) admet une solution unique qui maxi-
mise £. Dans le cas ou la solution analytique est difficile a obtenir, une procédure itérative
de calcul est nécessaire pour avoir une solution numérique qui maximise la vraisemblance.

Avec I'hypotheése de normalité des erreurs, I’estimateur itéré converge numériquement
vers celui du maximum de vraisemblance, car pour ce dernier on itére jusqu’a ce que L
atteint son maximum. Dans la pratique, un critere de convergence doit étre choisi de fagon
précise.

La convergence entre les deux estimateurs tient au fait qu’avec la méthode du Zellner
itéré on incrémente jusqu’a ce que l'on ne peut plus améliorer I'objectif d’une variance
minimale i.e. jusqu’a ce que §2x(p) détermine un estimateur ax(p + 1) identique a ax(p). Par
conséquent, on itere jusqu'a ce que les estimateurs [ax(p), Qk(p)] coincideront avec (ax, Q)
qui sont d’ailleurs déterminés de fagon simultanée.

Ainsi, si les équations de ’expression suivante :
r [(®x(p) — ur(p)ur'(p))®k(p)) =0 avecl=1,2,...,N. etp=12,... (85)

ont une solution unique alors, par une procédure numérique, les estimateurs itérés s'identi-
fierait avec le calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance :

ak(p) = &k et Qk(p) = ﬁk.
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9 Application

9.1 Introduction

Puisqu’on n’a pas unc connaissance parfaite ou du moins des informations en terme de
mesure sur le fonctionnement de certaines variables économiques et sur les effets qu’elles
causent, la théoric économétrique propose des perspectives de compréhension en établissant.,
a la lumicre des analyses statistiques et ¢conomiques. des modeles sous forme d’équations de
comportements.

L’analyse économique ct statistique préalable nous a permis de distinguer, jusqu’a un
certain niveau dépendant de la problématique de recherche, les variables d’effets des variables
causes. Ce qui nous a suggéré de considérer, puis de tester des modéles récursifs [Ghassan90]
qui font apparaitre une chaine causale entre les variables endogenes.

Parmi les principales caractéristiques de 1’économie du Maroc, on a retenu : le déficit
du commerce extérieur de la majorité des secteurs d’activités, le déséquilibre sectoriel des
investissements, et la faiblesse de I’auto-financement des secteurs. L’hypothese soutenue dans
ce travail est que la combinaison des deux premieres caractéristiques conduit a la troisieme.

Ces traits fondamentaux de I’économie du Maroc nous ont incité d’approfondir de fagon
originale le phénomene récent de 1’endettement extérieur pour une structure productive
dépendante en déterminant un systeme d’équations de comportements.

Les effets de ’endettement extérieur tiennent a leurs interactions avec les forces de concen-
tration des revenus, et en matiere de rentabilité la dette extérieure dépend en principe de
son emploi dans différents secteurs et de la maitrise du processus d’investissement dans ses
dernicers.

L’effort a effectuer pour une substitution progressive et accrue a I'importation des biens
intermédiaires et finaux est considérable, étant donné la prédominance d’inputs industriels
ct d’outputs importés. Sur ce point I'unanimité est presque acquise, il en va de méme de la
nécessité de valoriser les maticres premieres et les produits intermédiaires d’exportation.

L’effort d’investissement conséquent a ces derniers objectifs exige, d’'une maniere qui
peul paraitre a plusieurs reprises comme étant paradoxale, des moyens financiers élevés. La
réussite de cet effort nécessite d’élever les niveaux de revenus locaux, en maitrisant la hausse
probable des prix, pour accroitre la demande effective et potentielle en produits industriels
ct autres.

Il est retenu donc un systeme récursif sectoriel comportant trois relations et dont le choix
n’est pas dii au hasard. Puisque le déficit extérieur sectoriel correspond a un endettement ex-
tericur chaque fois que les moyens propres font défaut, il est devenu donc un moyen puissant
pouvant orienter I'investissement sectoriel et arbitrer sur le choix des projets de développe-
ment. Une telle influence laisse des traces sur la structure de la répartition des revenus et
déterminera le niveau d’autonomie financiere du secteur.

On postule donc que les mécanismes de I’endettement extérieur s’adaptent bien a une
expcrimentation économique récursive. Le modeéle sectoriel comporte alors un déterminisme
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restreint. de type récursif stipulant des relations de causalité généralement non réversible
entre les variables explicatives et celles expliquées.

La considération de plusieurs secteurs nécessite de préciser la nature et la forme de I'in-
terdépendance entre secteurs différents. Cette interdépendance passe bien par les variables
de consommation, d’investissement et de financement, on suggére qu’au lieu de la “variabi-
liser”. il est intéressant de la repérer par les éléments aléatoires, que composent les errcurs
notées u,, ou k est 'indice de I’équation et ¢ est I'indice de I'individu i.e. le secteur d’activité.
Il s’agit essenticllement de postuler que la covariance entre uik et ujx n’est pas forcément
nulle.

L’intérét théorique de ce modele nous a encouragé de procéder a une étude générale des
modeles récursifs a double indice et analyser les différents aspects de I’estimation, que nous
avons développé dans les premieres sections.

9.2 Modele et définitions

Le modele individuel relatif au secteur d’activité z est défini comme suit :

k= f(z1)+w
m = g(z2,k) + uy
n = h(z3,k,m)+us3

ou k, m et n sont des variables endogenes désignant respectivement le taux du déficit extérieur
sectoreil, le taux d'investissement sectoriel et un indice d’auto-financement sectoriel, qui
est unc proxy-variable du taux d’auto-financement défini par le rapport entre la capacité
d’auto-financement sectorielle et I'investissenemnt sectoriel. La variable z correspond a la
composante exogene du modele, et u désigne une variable d’erreur aléatoire non observable.

Certaines variables exogenes méritent qu’on les explicite leur signification pour éviter des
contre-sens. La variable v, qui désigne le taux de valeur ajoutée, exprime le revenu déduit par
unité produite d’un secteur. La variable g, qui correspond a 'indice d’intégration, exprime
le degré d’intégraton par les achats a la structure productive.

La variable r, qui est un indicateur d’inégalité dans la répartition des revenus sectoriels,
est plus difficile a interpréter. Sa formulation a demand¢ plus d’efforts. On soutient que la
concentration des revenus commence au niveau sectoriel i.c. chacun des facteurs productifs
essayera d’avoir plus de revenus que les autres. On a supposé que le niveau de partage de
la valeur ajoutée entre le profit et le salaire se détermine, dans 'activité de production et
d’échange, selon des mécanismes de frottement socio-économique entre le groupe du capital
et le groupe du travail. Ensuite, j’ai quantifié ces différents éléments de détermination a
’aide de regles statistique et comptable pour exprimer r en fonction du revenu du capital.
Le résultat obtenu finalement est que I'indicateur r traduit le fait que plus le;revenu du
capital dans le secteur augmente plus r est élevé.
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9.3 Résultats économétriques et interprétation

Il est impératif au préalable de préciser que les résultats sont obtenus par application
de la méthode des moindres carrés ordinaires, puis par la méthode de I’Aitken itéré, pour
ctre ensuite soumnis a unc série de tests étudiant la qualité statistique et économique des

estimateurs. On a utilisé les tests habituels de Fisher-Student et de Durbin-Watson, mais le
test cl¢ de mon modele est e test d exogénéité.

Ce test a ¢t¢ réalisé pour la deuxieme équation du modele sur la variable &;, ce qui revient
a tester, a partir de la statistique ¢, 'hypothese de nullité des parametres des variables
résiduclles u; estimées. Les cinq parametres de mon application me donne [{| < t, pour
o = 0.05 ou a = 0.01. Ce qui autorise d’adopter I’hypothese nulle pour tous les parametres
associés aux variables u; estimées, j’en déduis que les variables k; peuvent étre exogeénes dans
le modele ou elles sont explicatives.

Au niveau de la troisieme équation du modele individuel de base, on n’a pas introduit
la régression étendue telle qu’elle est définie par Holly [Holly82] [Holly84], car au lieu de
tester I’exogénéité d’un sous-ensemble de variables endogeénes explicatives, on I’a testé sur
’ensemble. On a introduit donc dans la troisieme équation les variables de résidus associées
aux variables endogenes explicatives, et a partir de la statistique F' de la loi de Fisher-
Snedecor que l'on a testé simultanément la nullité des variables résiduelles u;; estimées.
Dans mon application, pour les cinq secteurs j'ai F. < F(a) pour a = 0.01; ce qui nous
autorise d’accepter 'hypothese de nullité pour les coeflicients associées aux variables u;;
estimées, et donc on adopte I'exogénéité des variables k et m dans I’équation de n.

9.3.1 Le secteur de I’agriculture-forét et péche

L’estimation du modele agricole a donné les résultats suivants :

ky  =0.17° — 0.42v] — 0.05h7" + 0.26w]™ — 0.06p;
my; = —1.6" — 0.03k7 + 2.35¢5" + 0.1673" + 0.292°"
ny = 4.78" — 489k — 4.69v;" — 24.69r7 — 0.15A7 — 0.53m"

le secteur agricole est particulierement différent des autres secteurs par son importance stra-
tégique, qui consiste a atteindre voire dépasser I'auto-suffisance alimentaire. 1l est aussi
différent par sa structure productive et financiere.

La premiere équation montre que si le taux de valeur ajoutée augmente de 1 point alors le
taux du déficit extérieur baisserait de 0.42 point; de manieére simultanée, I'impact conjugué
des variables k; et v; fait que I'indicateur d’autonomie financiere est susceptible de s’accroitre
de 15.848 points. D’oli la preuve de I'importance capitale de la valeur ajoutée agricole, dont
’augmentation apparait diminuer le poids de la domination économique et commerciale par
I’échange agricole avec I’extérieur, tout en améliorant son indépendance financiere.

Cette derniere pourrait s’améliorer encore davantage si le degré d'inégalité dans la répar-
tition des revenus agricoles diminue, comme le montre la troisieme équation.
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Le secteur agricole semble réagir de manicre surprenante aux variations du taux d'intéret.
La deuxicme équation montre que si le taux dintéret empirique noté @ s’accroit de 1 point
alors m; augmenterait de 0.29 point. Les exploitants agricoles pourrait vraisemblablement
accepter le capital financier, quoi que leurs charges seraient augmentées. soit dans espoir
d’avoir des récoltes et des écoulements satisfaisants. soit pour rembourser particllement leurs
dettes précédentes; ce dernier point est moins évident a justifier a partiv de la deuxicme
¢quation.

L’absence de réactions du taux d’investisscment par rapport au taux du déficit extérieur
correspond probablement a cc que le secteur agricole nest pas suffisamment modernisé et
qu'il ne bénéficie pas de crédits agricoles appropric¢s aux réalités sociales de ces agents.
D’autant plus, qu’il y a licu de leur assurer des prix rémunérateurs.

9.3.2 Le secteur des industries agro-alimentaires

Le systeme récursif relatif & mon deuxieme secteur se présente comme suit :

ks = 0.26" — 0.92v3" + 0.0z — 0.26r;" — 0.01p;" — 0.04s
my = 47.8" + 88.9k;" + 2.26¢;" — 49.4w;" + 0.05h — 24.8z3" + 0.12p"
n, = —15.98" — 60.15k3" + 6.45m3" + 66.61v;" — 2.81h3" + 0.99z;

la premieére équation montre que si v, s’accroit de 0.01 point alors le déficit extérieur du
secteur décroit de presque 0.01 point. De maniére simultanée le taux d’investissement diminue
de presque 0.818 point, et I'indicateur d’autonomie financiere baisserait de presque 4.056
points.

Symétriquement, si v, décroit de 0.01 point alors k, augmente de presque 0.01 point. De
fagon simultanée m, s’accroit de presque 0.818 point, et n augmenterait de presque 4.056
points.

Ces deux propositions symétriques montrent I'importance de 'impact économique d’une
petite variation du taux de la valeur ajoutée dans le secteur des IAA, qui est loin d’'étre
homogene. L’accroissement de v parait avoir exigé dans le passé de lourd fond financier, ce qui
sc traduit par la suite et a terme par une diminution de ’autonomie financiere contemporaine
ct de 'investissement contemporain.

D’un autre coté si p, varie a la baisse de 1 point alors le taux d’investissement augmente-
rait de 0.769 point, et 'indicateur de ’autonomie financiere augmenterait de presque 4.358
points. Il ressort de ces impacts que I’avantage concurrentiel par les prix quoi qu’il induit
un accroissement du déficit avec 1’extérieur, il améliore nettement I’autonomie financiére du
secteur et dans une moindre mesure le taux d’investissement.
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9.3.3 Le secteur de I’énergie

Les résultats du modele analysant le secteur de I'énergic sont les suivants
ky = 0.18"" — 0.5h5" 4+ 0.2x5" — 0.05r5" — 0.09p5"
my = 0.5"" — 0.4k — 0.4503" — 0.26r5" — 0.06c5"

—9.497 — 33.59k5" + 8.22m3" + 34.24¢5" — 1.35,r7°

i

n3

si r3 décroit de 1 point alors mj augmenterait de 0.24 point, et de maniere sunultanée ny
augmenterait aussi de presque 0.293 point. Ce résultat montre que 'amclioration dans la
répartition des revenus du secteur a des effets bénéfiques sur son investissement et sur sa
capacité d’autonomie financiere.

Il ressort de ce modele que si 'indice des prix a la production p3 s’accroit de I point
alors k3 diminuerait de 0.09 point, surtout si les prix a la consommation sont déterminés par
I’administration d’un gouvernement. L’effet de cette variation unitaire du prix est double,
car mj3 s'accroit de 0.036 point et n3 de presque 2.727 points. Ce qui me semble cohérent,
vu que ’accroissement des prix augmente la capacité financiere du secteur et du coup son
effort d’investissement.

9.3.4 Le secteur des mines

Les résultats de ce secteur sont les suivants :

ky = —0.49" — 0.95v;* — 0.001h3" + 1.2w}" + 0.02p] + 0.48z;"
my = —0.14" + 109" + 0.82v]" + 0.39r;" + 0.3m™
ng = 104" — 22.38k;" + 14.96m] — 19.56v;" — 9.03r;" + 0.04k;"

il s’agit d’un secteur central pour I'économie du Maroc par ses ressources naturelles et finan-
cieres et par ses activités. Son poids apparait par exemple au niveau de la seconde équation,
car en moyenne, dans 100 Dh d’investissement il y aurait autour de 30 Dh consacré au secteur
minier.

St on suppose unc variation unitaire négative de k4 i.e.un accroissement unitaire du taux
de I'éxcédent de 'échange avec 'extérieur du secteur minier, alors 'indicateur de ’autonomie
financiere s'accroiterait de presque 24.394 points, ce qui prouve le niveau élevé de fonds
financiers que procurent les mincerais pour 1’économie du Maroc.

Quant a la transformation locale des matieres premieres, elle permet d’entrainer I'ac-
croissement de 'excédent commercial avec 'extérieur, car si vg s’accroit de 1 point alors kg
baisserait de 0.95 point. De maniere simultanée, m4 diminuerait de presque 0.215 point et
n4 diminuerait de presque 1.522 points, ce qui montre ’accroissement de la valeur ajoutée
du secteur est loin de ne pas étre cotteux.

L’in¢gahité dans la répartition des revenus du secteur exerce un impact non négligeable
sur my ct ng. St je suppose une variation unitaire positive de r4 alors m4 s’accroiterait de
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0.39 point ct ng augmenterait de presque 3.195 points; ce qui montre qu’apparemment le
partage du revenu du secteur en faveur du capital accroit son autonomie financiere, mais
décroit le niveau auquel pourrait aspirer le facteur travail. Ce résultat mérite une analyse
plus fine en terme par exemple de la théorie des jeux concernant le partage des gains.

9.3.5 Le secteur autres-industries

Son systeme récursif estimé se présente comme suit :

ks = 0.32"" + 1.66k 4+ 0.75z3" — 0.55p;"
ms = —0.1° — 0.45k;* — 0.12w; — 0.26r;" + 0.33g;
ns = 16.99" + 17.74k;* + 53.29m;" — 42.669;* + 9.92r;" + 5.6h;

la structure que fait ressortir ce modele est que 'intégration industrielle parait tres cotteuse.
La variation unitaire de g5 a un effet double, ms s’accroiterait de 0.33 point et ns diminuerait
de presque 25.074 points, ce qui montre que le secteur industriel aurait besoin de fonds
financiers élevés pour réaliser son intégration. Symétriquement, une baisse unitaire du degré
d’intégration de ce secteur se traduit par un fort accroissement de I'indicateur de ’autonomie
financiere du capital étranger, qui est dominant dans ce secteur et a comportement fortement
stratégique.

D’un autre coté, moins le secteur est déficitaire i.e. si on a une variation unitaire négative
de ks alors mg s’accoiterait de 0.45 point et ns augmenterait de presque 6.24 points. Ce qui
montre qu'il est toujours opportun de chercher un avantage comparatif a partir de I’échange
avee l'extéricur, et si cette condition est réalisée alors il est vraisemblable d’améliorer les
résultats économiques du secteur.

On obtiendrait les mémes effets, mais dans une moindre mesure si on réduit I'inégalité
dans la répartition du secteur de 1 point.

9.4 Quelques résultats de synthese

Le traitement statistique de ’échange extéricur au niveau global ou macro-économique
montre que la structure productive s’oppose par la rigidit¢ de 'offre globale, car en moyennc
AY/AI < 1et AY/AC < 1. Cependant, la demande continue de s’accroitre dans un contexte
de dépendance économique et de choix de projets a productivité immédiate et a rentabilité
monétaire maximale.

D’ou un accroissement élevé du déficit extérieur global. L’intérét du modele a consisté
aussi a découvrir dans quelle mesure chaque secteur est responsable du déficit extéricur

global.

]

L’équation de I’échange avec I’extérieur me suggere les relations suivantes prises de fagon
isolées. Pour le secteur agricole, on a la relation k, = —1.82v,, qui signific que variation
positive de la valeur ajoutée agricole permet au secteur de se désendetter; pour le secteur
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industriel. on a la relation ks = 3.62vs, qui montre que : pour un produit industriel de 1 Dh,
il v aurait une dette extérieure de 3 Dh 62.

I ext done néeessaire de modifier la structure de Doffre dans le plus court terme et
d’amcliorer la contribution locale optimale aux besoins de ’économie en accroissant la valeur
ajoutée de chaque secteur. Lexportation devrait étre principalement le complémentaire a la
production ponr Ie marché local. saul pour les branches ot 'avantage comparatif est net sans
se désintégrer de la structure productive.

L analvse statistique a montré que la spécialisation dans le secteur minier et quelques
branches des TAA n'a pas résulté d’une autonormic de développement de ’économie du Maroc.
La difficulté quiil v a a financer les investissements s’explique par l'orientation du capital
vers certains secteurs pour des raisons de maximisation du profit.

I'n effet, I’étude des liens de causalité, entre m; et les variables g; et r;, montre qu’il ne
suffit pas d’agir sur le niveau des investissements, mais qu’il est nécessaire d’agir sur leur
orientation dans le sens d’une intégration entre les secteurs. Pour éviter une évolution en
dents de scie dans presque tous les secteurs productifs, il est important d’établir un ordre de
priorité de I'investissement sectoriel basé sur les cefficients de g¢; ; on a obtenu I’ordre suivant
1, S2, 53, S5, qQui ont respectivement les valeurs des cefficients 2.35,2.26,0.45,0.33, et vérifient
une variation induite de m; positive.

Ce résultat montre que les priorités sectorielles ne sont pas celles formulées par les plans
économiques, qui s'attendraient a ce que 'ordre soit ss, sy, sS4, S2, s3. L'intégration proposée
par le modele se réaliserait dans le sens d’une planification diversifiant le tissu industriel,
accélérant les échanges inter-sectoriels, recherchant des productivités élevées et améliorant
le niveau de vie de chacun et de tout futur actif.

La faible intégration économique conduit a I’étroitesse du marché local et réciproquement.
La résolution de ce cycle passe par un processus de déconcentration dans la répartition des
revenus. Une telle stratégie n’est réalisable que si elle est clairement définie tout en engageant
un maximum d’agents actifs et rationnels.

L’analyse statistique macro-économique m’a montré que I'économic du Maroc s’est engagé
dans un processus d’effort a la consommation plus qu’a I'investissement, d’ou 'urgence d’unc
intégration économique organisée. Sinon, nous serons amené a exporter de plus en plus
d’agrumes pour importer des produits agricoles et alimentaires. Le capital national doit faire
I’effort nécessaire pour que le secteur industriel et commercial évoluent en parallcle.

En général, il est admis que la concentration des revenus permet au secteur d'avoir
un autonomie financiere, qui facilite son intégration a la structure productive. Or, certains
modeles contredisent cette proposition, car les coeflicients associés a ri sont négatifs, comme
pour les secteurs 1, 2 et 4.

Les difficultés financieres et de gestion économique des pouvoirs publics les ont conduit a
privatiser certaines branches de I'industrie extractive, du raffinage de pétrole, de I'industrie
de manufacture, du transport et communication, du commerce et des institutions financieres.
L’ampleur des programmes d’infrastructure hydraulique, agricole et de communication, de
leurs coiits élevés et des délais pour leurs réalisations font que la marge de choix pour les

50



investissements publics serait réduite. Or, I'Etat doit identifier les causes structurelles du
déséquilibre pour corriger les tendances de la consommation, de 'investissement et de la
répartition des revenus.

Les industries de croissance tels 'électricité, la chimie, 'automobile, le pétrole et la méca-

nique doivent avoir leur importance dans les programmes de développement pour constituer
un groupe cohérent d’activités liées par de nombreuses interdépendances. Le probleme de

I'utilisaton optimale des ressources s’'impose, en plus d’une grande discipline dans 1'économic
des moyens et dans la compression des couts sans sacrifier la qualité.
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Division des études ct de la balance des paiements (Office des changes)
Statistiques des ¢changes extéricurs du Maroe @ de 71 a 83.
Ministere du plan :

Le Maroc en chiffres : de 69 a 83.
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ou :

X;

FBCF;
VA;
Cl;

v
FBCF

Ei

Liste des variables

Taux du Déficit Extérieur

Taux d’Investissecment

Indicatcur d’Auto-financement
Taux de Valeur Ajoutce

Taux de Couverture Commerciale
Indice d’Intégration

Taux d’'Intraversion

Indice des Prix a la Production
Indicateur d’inégalité des Revenus
Taux d’Extraversion

Taux d’Efficacité du Capital
Taux d’Intérét Empirique

Taux d’Investissement global
Taux d’Epargne

Exportation du secteur @
Importation du secteur
Production du secteur 2

Formation Brute du Capital Fixe du secteur :

Valeur Ajoutée du secteur 2

Consommation Intermédiaire du secteur ¢

Production macro-économique
Investissement macro-économique
Epargne nationale

Intérét de la dette de ’année ¢

Dette Extéricure annuelle de ’'annce t — 1.
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