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MOUVEMENTS PRESQUE-PfiRIODIQUES D’UNE 
CORDE VIBRANTE EN PRESENCE D’UN 

OBSTACLE FIXE, RECTILIGNE OU PONCTUEL 

HENRI CABANNESt et ALAIN HARAUX$ 

Universite Pierre et Marie Curie, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France 

(Rgu le 19 janoier 1981) 

Abstract-We consider the plane motions of a vibrating string, fixed at both ends, in the presence 
of a straight fixed obstacle, parallel to the equilibrium position of the string. The rebound of the 
string on the obstacle obeys to the laws of perfect reflection. We prove that, under rather general 
conditions, the motion of the string initially at rest, is an almost periodic function of the time. 
When a certain ratio is rational, the motion is periodic and we compute the period; then we prove 
the existence of almost periodic but non-periodic motions. In a last part we consider the case of a 
fixed mass-point obstacle placed on the normal mid-line of the segment joining the fixed ends of the 
string; we obtain similar results. 

1. INTRODUCTION 

Les premikres recherches relatives aux mouvements des cordes vibrantes remontent a 
d’Alembert et furent publiees en 1761 [l]. L’importance des mouvements vibratoires dans 
tous les chapitres de la Mecanique est a l’origine du nombre considerable de travaux 
consacres au problbme des cordes vibrantes. Cependant l’etude du mouvement dune corde 
qui vibre en presence dun obstacle a ete entreprise pour la premiere fois settlement en 
1975, par Amerio et Prouse [2]. Ces auteurs ont dtmontr& I’existence de la solution lorsque 
la corde, fixee ii ses deux extremites, oscille en presence dun obstacle fixe, rectiligne, parallele 
;i la position d’equilibre; ce rtsultat a Ctt Ctendu par Schatzman au cas des obstacles 
concaves [3]. Le cas des obstacles ponctuels a btC envisage par Reder [4] et Cabannes [5]. 
11 y a lieu de titer tgalement les travaux de Betro et Gotusso [6] ainsi que ceux de Citrini 

PI. 
Dans le travail qui suit, nous reprenons d’abord le cas dun obstacle rectiligne envisage 

par Amerio et Prouse et nous nous interessons, non pas a l’existence du mouvement, mais a 
sa nature. Nous demontrons que, lorsque la corde est initialement au repos dans une 
position suffisamment reguliere, c’est-l-dire telle que l’tlongation, distance h la position 
d’bquilibre, considerke comme une fonction de l’abcisse curviligne, soit non decroissante 
sur une partie de la corde et non croissante sur l’autre partie, alors le mouvement est une 
fonction presque-periodique du temps. Les cas particuliers oti cette fonction est pkriodique 
sont p&ids. Cette etude fait suite h la publication [S] dans laquelle seuls des mouvements 
pkiodiques ttaient consider&, et 1 la publication [9] dans laquelle la position initiale de 
la corde presentait un axe de symetrie. Dans le dernier paragraphe nous envisageons le 
cas dun obstacle ponctuel place sur la mediatrice du segment qui joint les extrkmites de la 
corde. A l’instant initial, la corde est au repos dans une position symetrique par rapport a 
la mediatrice preckdente et satisfaisant les hypotheses deja precisks. Le mouvement est 
encore une fonction presque-pkriodique du temps, fonction qui est pkiodique dans certains 
cas. 

2. ENONCE DU PROBLEME 

Utilisant des variables sans dimensions, nous nous placons dans un plan rapport6 
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450 HENRI CABANNES et ALAIN HARAUX 

au repkre orthonormk Oxu. et nous considkrons les petites oscillations d’une code 
vibrante dont les extrkmitts (x = + i, u = 0) sont fixes. Les oscillations libres de la corde sont 
perturties par la prksence d’un obstacle fixe: u= -h, contre lequel elle peut rebondir 
suivant les lois de la Mexion parfaite; la vitesse du point de la corde qui heurte l’obstacle 
est multiplike par - 1 au cows du choc. 

A l’instant initial (Fig. l), la corde est au repos dans une position u(x, O)=uO(x) qui 
vkrifie les hypothkses suivantes 

uO(x) est continue pour -f<x<i 

duo/dx>O pour -i<x<a<i 

du,,/dx d 0 pour -i<a<x<$ 1 (Jf7 

uo(+i)=O ct uo(a)=l 

uO(x) > -h pour --1< (1 2\X-.... 
I 

Aussi longtemps que la corde n’a pas rencontrk l’obstacle, le mouvement de la corde est 
l’oscillation libre u = w(x, t) solution de l’bquation des ondes, Cquation (1), satisfaisant les 
conditions initiales (2) et les conditions aux limites (3) 

u(x, O)=uo(x), (;_u/i;tXx. O)=O (2) 

u(++, t)=O pour r>,O. (3) 

Pour dkterminer le domaine de validitt de la solution u = w(x, t), Amerio et Prouse [2] 
considirent le domaine E du plan x - t, dans lequel on a w(x, t) < -h, ainsi que les caractk- 
ristiques (droites x _t t = constante) tangentes $ la front&e de ce domaine (Fig. 2). La ligne 
A’ABB’ ainsi formte, d’kquation t= T(X), comprend des portions caract&istiques telles 
que A’A et BB’ sur lesquelles on a dr/dx = + 1 et des portions non caractkristiques telles 
que AB sur lesquelles on a Idr/dxl < 1; cette ligne est appelke ligne d’influence car, au-deli, 
le mouvement de la corde est influend par la presence de l’obstacle. 

La dktermination du mouvement au-deli de la premiere ligne d’influence est une suite 
de problkmes de Cauchy et de Goursat. Sur la Fig. 2 sont trackes les caracteristiques issues 
des points A, B, A’ et B’; ces caractkristiques dkerminent les rkgions (2)-(5). Dans la rkgion 
(2), le mouvement est dttermint par les donntes SUT l’arc AB de la fonction u(x; t)= -h et 
de la d&i&e (Lb/&)= -_(hv/?t). On en dtduit 

uz(x. t)= -2h-w(x, t). (4) 

Introduisant les coordonntes caractiristiques 5=x +r, q=x --t et posant $5, q)=u(x, t), 
” 

Fig 1 Dot&es imtiales 
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,t 

Fig 2. Ligne d’influence 

on obtient successivement 

On retrouve ainsi, apres le premier contact, une nouvelle oscillation libre qui est valable 
jusqu’l la seconde ligne d’influence. 

3 CHANGEMENT DE VARIABLES 

La mtthode que nous venons d’indiquer permet d’etudier le mouvement de la corde 
pour toutes les valeurs positives du temps et tgalement pour toutes les valeurs negatives. 
Elle ne permet pas cependant d’etablir les proprietts de presque-pkriodicitt que nous 
souhaitons demontrer. Pour Ctablir ces proprietes, nous utiliserons la methode dite du 
changement de variables. Designant par F une fonction pour le moment arbitraire, nous 
faisons correspondre a toute fonction u(x. t) la nouvelle fonction u(x, t) dtfinie par la formule 

u(x. I)= 0 
1 

F(.u+t)+F(x-t) F(x+t)-F(x-t) 
__- 

2 
. 

2 1. 
(6) 

On obtient, lorsque la fonction F est deux fois derivable et en posant 2X = F(x + t) + F(x - t) 
et 2T=F(x+t)-F(x--t) 

c:U 15 F’(x+t)+F’(x-t)+ i;u F’(xi-t)--‘(x-t) -=----- -..___- 
?x ?X 2 c’T 2 

c’u ?z, F’(x+t)-F’(x-f)+*F’(x+t)+F’(x-t) 

?t iX 2 i;T 2 I 

0~4~. t)= F’(x+t)F’(x -&h&Y, T). 

(7) 

(8) 
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452 HENRI CABANNES et ALAIN HARAUX 

I1 en rtsulte que, si la fonction u(x, t) est une solution de l’equation des ondes. il en est 
de meme de la fonction u(x, t). Ainsi, 5 partir dune solution de l’equation (I), on obtient 
par la formule (6) une famille de solutions d&pendant de la fonction F. ~aturellement les 
conditions initiales sont differentes 

4x, O)=u_(F(x), 01 I 

$(x, O)=$ (F(x), 0; F’(x). 1 

i. (9) 

Lorsque la solution t’(x, I) repmsente le mouvement dune corde initialement au repos, ii 
en est de meme de la solution u(x, t). I1 est alors interessant de chercher si, lorsque la solution 
u(x, t) vtrifie les conditions aux limites (3), il peut en etre de mime pour la solution u(x, t). 
Pour qu’il en soit ainsi, il suffit d’imposer a la fonction F les conditions (10) ou les conditions 
(11) qui sont Cquivalentes 

F(-++rf+F(+-t)= -1 

F(f+t)+F($-t)=l 
(10) 

La premiere des relations (11) indique que le graphe de la fonction F(y) admet le point 
y= F=i comme centre de symetrie, tandis que la seconde de ees relations indique que la 
fonction F(y) - y est pkiodique de pkiode 2. Lorsque les conditions initiales sont donnees 
sur I’intervalle -i<x<$, la premiere des relations (9) determine sur cet intervalle la 
fonction F qui fait correspondre les solutions u(x, t) et u(x, t); la correspondance nest 
possible que si les repartitions initiales des vitesses sont Ii&es par la seconde des formules 
(9), ce qui est ie cas, en particulier, lorsque la corde est initialement au repos pour les mouve- 
ments correspondant aux solutions u(x, E) et V(X, t). Les formules (11) definissent ensuite la 
fonction F SW tout l’axe reel; comme F(y)= F(y) -y + y est la somme dune fonction 
pkiodique et de la fonction identique, F(y) est uniformtment continue sur tout l’axe reel. 

A partir dune solution de l’iquation (1) satisfaisant les conditions aux limites (3), on a 
obtenu une familie de solutions satisfaisant la m6me equation et les mimes conditions 
aux limites. 11 est remarquable qu’il soit en outre possible de choisir la fonction F de fa9on 
que, si v(x, t) reprknte un mouvement de la corde en presence de Pobstacle u = -h, u(x, t) 
reprtsente aussi un mouvement de la corde en presence du mGme obstacle. Au moment du 
contact (arc AB de la ligne d’influence), en Ccrivant pour plus de clarte u(X, T) St la place 

Fig 3 Changement de variable. 
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de u(x, t), on a 
au 

u(X. T)= -h, dT GO juste avant le contact 

&dX+$dT=O 
(12) 

$$pyl _ !g+ql +g)} 1 
aT F’(x+t)+F’(x-t) 

at= 2 * I 

(13) 

Sur la partie non caracttristique de la ligne d’influence, arc AB de la Fig. 2, on a u= -h, 
IdT/dXI G 1; (&@T) est ntgatif ou nul juste avant le contact, et est multiplie par - 1 au 
tours du contact. D’apris les formules (6) et (13) on a aussi u = -h, et (&@t) est multiplit 
par - 1 au tours du contact; pour satisfaire en outre la condition (&@t)<O juste avant le 
contact, il suffit de choisir pour fonction F une fonction non dkroissante, car alors les 
derivees @u/at) et (&@T) ont meme signe, et, (aT/&) &ant positif, il y a correspondance 
entre les instants avant le contact (et les instants apres le contact) pour les fonctions 0(X, T) 
et u(x, t). Nous choisissons done la fonction F non dtcroissante. Ce choix &ant fait, la 
for-mule (6) permet d’apporter de grandes simplifications 1 Etude du mouvement de la 
corde en presence de l’obstacle u= -h. 

4. MOUVEMENT DE LA CORDE PINCkE SYMkTRIQlJE 

La solution la plus simple que nous designerons par 17(x, t) correspond au cas de la 
corde pincke symetrique, c’est-a-dire aux donnees initiales suivantes 

fi(x, O)= 1-21x( 
\ 

g (X, O)=O. I 
On suppose h compris entre 0 et 1 afin que la corde vienne heurter l’obstacle au tours du 

mouvement. Les valeurs de la fonction c(x, t) sont indiquees sur la Fig. 4. La premiere 

t I 

-I-2h + 2t 

x 

Fig. 4. Mouvement de la corde pin&e symbtrique; obstacle rectiligne u= -h. 
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ligne d’influence est constituk par le segment de droite AB (2t = 1 + h, 21x1 G 1 -h) et par 
les caracteristiques A’A et BB’. A I’instant r = 1 f h/2. la corde rencontre l’obstacle le long 
du segment u = -4% /xi < 1 -h/Z avec Ia vitesse uniforme - 2, vitesse qui passe instantank- 
ment de la vafeur -2 B fa valeur 2. te mouvement continue ensuite de faGon symktrique 

6(x, t)=fi(x, l+h-t) pour 
I+h 
---St<. +h. 

2 
(15) 

A Pinstant t = I -i-h, on est ramen aux conditions initiales, si bien que le mouvement est 
pkiodique de pkiode f + h. 

5. ETUDE DU CAS GENiZRAL 

Nous suppasons maintenant que la corde est initialement au repos dans une position 
satisfaisant les hypothbes (SF’). Des r&hats Ctablis dans les deux sections prkkdentes ii 
r&u&e que la Fonction u(x, t) qui reprksente ie mouvement de fa corde en prksence de 
t’obstacie u = -h est don&e par ies formules 

u(x, t)=i, 
F(x+t)+F(x-t) F(x+t)-F(x-t) 
” 

2 ’ 2 - 
(16) 

Les relations (17) et (I 1) dHinissent la fonction F pour tout 4: cette fonction, nuile pour 
y=at est bien non dkroissante. La formuIe (t6) va nous permettre, ;i l’aide des prop&t&s 
des for&ions F et 6 d’obtenir, en ce qui concerne le mouvement de la corde, les propriktks 
&non&es dans ies thkorl?mes 1,2 et 3. 

Th&wime 1 

Nous remarquons d’abord que, si h est supkieur ou kgal ri 1 I la prksence de I”obstacle ne 
perturbe pas le mouvement de la corde qui est done pkriodique de pkriode 2. Nous sup 
poserons done dksormais que Bon a O<h < 1. 

Nous rappelons qu’une fonction f(t) est dite ~resque-~riod~que si ii tout nombre 
positif E on peut faire correspondre une fongueur l@), appelke intervaHe ~in~~usio~ telie 
que tout intervaile de longueur 1 contienne un nambre r (presque-pkiode) pour lequel on a 
quel que soit E 

If(t+T)- (Ql<E. (W 

11 est en g&n&al ditficile de dkmontrer qdune fonction est pr~qne-~~odique en prouvant 
f’existence des grandeurs l(a) et t. II est pius simple d’utiliser le crittre de Biichner ([lOj 
pages 77 sq.) dant nous rappeions l&once. ’ - “Pour qu’une fonction f(t) de la variable 
rkelle c, dkfinie et continue pour toutes les valeurs de t, soit presque-pkiodique, il faut et 
El suffit que de toute suite f(t + t,,) oti les t, sont des nombres rCels arbitraires on puisse 
extraire une sous-suite fft +tl) qui, pour toutes les valeurs de E, converge uniform&ment 
vers une valeur limite.” 

Pour apptiquer ce tit&e, nous rempiawns dans la formule (16) t par t + t,. Nous posons 
ensuite 

tn=2p.C& pn entier, OGp,<2 

1 
(19) 

2p,=(lth)q,+a, qn entier, O<a,<l+-h. 

Si on remarque que, d’ap&s la seconde des form&es (1 1), on a F(y f Zp,)= F(y)+,Zg%, et 
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we, d’aprks la #riodicitC de la fonction 6(X, T), on a 6(X, ~+2~,)= $X, T+~,), on peut 
Ccrire 

u(x, t+t,)=ti 
F(x+r+p,)+F(x--t-p,) F(x+t-p.)-F(x-r-p.)+d . 

2 
, 

2 
n 
1 

(20) 

Le suite pn &ant bomee posdde au moins un point d’accumulation p, et il existe une 
sous-suite pm qui tend vers p. La suite om &ant egalement bornte possede h son tour au 
moins un point d’accumulation 0, et il existe une sous-suite o, qui tend vers G. La fonction 
F(y) est uniformtment continue pour toutes les valeurs de y; la fonction u(X, T) est uni- 
formtment continue en Tear pkriodique et uniformement continue en X sur tout compact. 
La somme 2X = F(x+ t + t,)+F(x - t -rl) est inferieure a 1 en module, car F’(y) &ant 
positif ou nul, 2X est une fonction non decroissante de x, qui, dans l’intervalle 
- l/2 G x < l/2, varie de - 1 P 1 en vertu des relations (10). En consequence, lorsque 1 
augmente indefiniment, la suite V(x, r + r 1) converge uniformement vers la fonction limite 

u*(x, r)= fi 1 F(x+r+p)+F(x--r-p) F(x+r+p)-F(x-r-p)+b 
2 

3 
2 I 

. 
(21) 

Ce rksultat Ctablit la presque-pkriodicite de la fonction u(x, r) considtree comme fonction 
du temps. Un certain nombre de proprittes mathematiques likes a cette presque-pkriodicitt 
seront demontrees dans une publication ulterieure [l 11. 

Theo&me 2 

Lorsque la corde esr inirialemenr au repos darts une position uO(x) sarisfaisanr les hypotheses 
(H) et lorsque h, compris entre 0 et 1, esr un nombre rationnel: h=p/q (p et q entiers), le 
mouvement de la corde est une fonction ptriodique du temps de pkriode p + q si p + q esr pair, 
de periode 2(p + q) si p + q est impair. 

La fonction F(y)-y est pkriodique de pkriode 2; la formule (6) nous montre alors que, 
si la fonction u(x, t) est pkriodique en t avec une pkriode 8 Cgale i un nombre entier pair, 
alors la fonction u(x, r) est pkriodique en t avec la mdme pkriode. La fonction ti(X, T) est 
pkriodique en T avec la p&iode 1 + h = (p + q)/q done avec la pkriode p + q. La formule 
(16) indique alors que, si le nombre p + q est pair, la fonction u(x, t) est pkriodique en t 
avec la mime pkriode. Si p+ q est impair, 2(p + q) est une periode entitre et paire pour 
fi(X, T) done pour u(x, r) considtrees comme fonctions de Tet de t respectivement. 

Theoreme 3 

Lorsque la corde esr initialement au repos darts une position symerrique uO(x)=uO( -x) 
satisfaisanr les hypotheses (.%) et lorsque h, compris enrre 0 et 1, esr un nombre irrationnel, 
le mouvement de la corde esr une fonction du remps qui n’est pas periodique saif si on a 
uO(x)= 1-2(x1, auquel cas le mouvement est periodique de periode 1 + h. 

L’interet de ce dernier thtoreme est de prouver que, parmi les mouvements de la corde 
en presence de l’obstacle u= -h, mouvements qui sont toujours presque-pkriodiques, il 
en existe certains qui, contrairement h ceux envisages dans le thtortme 2, ne sont pas 
pkriodiques. Pour obtenir ce nouveau resultat, qui va etre demon&e en raisonnant par 
l’absurde, nous avons d6 nous limiter, contrairement aux cas prkkdents, i une corde dont 
la position initiale est symttrique [fonction uO(x) paire]. 

Si le mouvement de la corde ttait pkriodique en r avec la pkriode positive 8, le mouve- 
ment du milieu serait pkriodique avec la mime pkriode. La symetrie de la position initiale 
de la corde a pour consequence, en vertu des relations (17), que la fonction F(y) est une 
fonction impaire. Comme on a par ailleurs ~?i/dT= +2, on peut tcrire successivement 

u(O, t)= 6(0, F(r)) ) 

$ (0, r)= 4 W(r) 
\ 
/ (22) 

7
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_I 

c.$o, t+@=~(O, t) 1 
F’tt + 6)= &F’(t). I 

(23) 

Comme la fonction F est non decroissante, set.11 le signe + est a prendre en considtration 
dans la seconde des relations (23), ce qui prouve que F’(t) est pkriodique de pkiode 6. La 
fonction F’(t) ayant egalement la pkiode 2 en vertu de la seconde des relations (1 I), deux 
cas sont possibles: ou bien @ est rationnel, ou bien F’(t) est constant. 

Dans le premier cas, @= p/q (p et 4 entiers), 2p qui est un multiple de 8 est tgalement une 
phiode ; comme F( t + 2~) = F(t) -+ 2p, on a 

(24) 

Ainsi $0, T) possede Ies deux pkiodes 2p et f +h; comme G(O, T) nest pas constant, les 
phiodes doivent itre dans un rapport rationnel, ce qui est impossible puisque h est 
irrationnel. 

On deduit de cette impossibilitt que F’(t) est constant et F(t) = at + b; comme la fonction 
F est impaire, best nul, et, comme F(t) - t est pkriodique de pkriode 1 [en vertu de la premiere 
des refations (11) et du caractere impair de F], on a 4 = 1, done F(p)= f et u(x, r)= 17(x, t), 
ce qui demontre la seconde partie du theoreme. 

6. CAS D’UN OBSTACLE PONCTUEL 

La methode du changement de variables, expos6e dans la Section 3, permet de traiter 
non seulement le cas du mouvement de la corde en presence d’obstacles rectifignes, mais 
aussi le cas du mouvement en presence d’obstacles ponctuels fixes, situ& sur l’axe x = 0, 
au point u = h. 

La condition de reflexion de la corde sur l’obstacle est supprimee et doit itre remplade 
par une condition de contact. Au tours du mouvement, la condition (25) qui exprime que 
le milieu de la corde est au-dessus de l’obstacle doit etre satisfaite; ie contact n’est plus 
instantan~ mais a lieu aussi longtemps que la reaction R de Yobstacle sur la corde demeure 

- 
0 

Fig. 5 Mouvement de la corde pin&e symttnque. obstacle ponctuel x=0. u=h. 
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dirigee de I’obstacle vers la corde; cette condition conduit a l’inegalitt (26). cf. [5] 

~(0, t)>h 
. 1 

R=E(O-. t)- z(O’. t)>O pour u(0. t)=h 

A I’instant initial, la corde est au repos; sa position initiale u(x, O)=uo(x) est symitrique, 
u,,( -x)= uO(x), et satisfait les hypotheses (X). La formule (6) permet encore d’obtenir le 
mouvement u(x, t) si on prend pour fonction u(x, t) la fonction G(N, t) qui reprksente le 
mouvement de la corde pinde symitrique et pour fonction F(y) la fonction impaire dtfinie 

par 

2F(y)= 1 -uO(y) pour O,(yG+ 

et prolongee par les conditions (11). 

(27) 

Le nombre h ttant compris entre - 1 et 1. les valeurs de la fonction I?(x, t) dtfinie par les 
conditions initiales $x, 0)= 1-21x(, (?$Cr)(x, O)=O, sont representtes sur la Fig. 5. Le 
contact commence ii l’instant t = ( 1 - h)/2 et se termine a l’instant t = 1; durant le contact, 
segment CD, on a R=4. Le mouvement est pkriodique de pkriode 6=(3 - h)/2. On en 
dtduit, comme dans la section preddente, que la fonction u(x, t) est une fonction presque- 
pkriodique du temps, fonction qui nest pkriodique que dans deux cas: (1) uo(x)= 1 -21x1 
(2) h rationnel, h=p/q (p et q entiers). Dans le premier cas, la pkriode a pour valeur 
8 = (3 - h)/2, dans le second cas 8 = 3q - p. 

7. CONCLUSION 

Les phenomenes physiques comportant des vibrations en presence d’obstacles sont fort 
nombreux. On peut titer, en genie civil, les vibrations des structures en presence dun 
support en b&on, en biomecanique les vibrations du tympan en presence des osselets, en 
acoustique les vibrations des cordes de piano en presence des marteaux. et dune facon 
gentrale tous les phenomtnes d&ho. Naturellement le modele que nous etudions est un 
schema tres simplifie de rkalites fort complexes; meme si la modelisation utilile est dtrisoire 
par rapport a cette complexite, on ne peut en dtduire qu’elle soit mauvaise ou inutile. Les 
problemes mathtmatiques introduits sont nombreux et interessants, et nous espkons que 
notre travail pourra servir de point de depart a des travaux ulttrieurs aussi bien appliques 
que thboriques. 
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Resume': 

On fon,sid&e les_mouyements plans d'une corde vibrante, 
fixee a ses extremjtes, en presence d'un obstacle fixe, 
rectiligne, parallele 2 la position d'gquilibre de la corde. 
La corde rebondit sur l'obstacle suivant les lois de la 
reflexion parfaite. On d6montre que, sous des conditions 
assez g&&-ales, le mouvement de la corde, initialement au 
repos, est une fonction presque-phriodique du temps. 
Lorsqu'un certain rapport est rationnel, le mouvement est 
periodique, et on calcule la pe'riode. On prouve ensuite 
l'existence de mouvements presque-pEriodiques mais non pEr- 
iodiques. Dans une derniere partie, on considbre le cas 
d'un obstacle ponctuel fixe, plac6 sur la me'diatrice du 
segment qui joint les extrbit& fixes de la corde; on 
obtient des re'sultats analogues. 

Zusammenfassung: 

Wir behandeln die ebene Bewegung einer schwingenden 
Saite, die an beiden Enden festgehalten ist, unter der 
Anwesenheit eines geraden festen Hindernisses, das 
parallel zur Gleichgewichtslage der Saite ausgerichtet 
ist. Der RUckprall der Saite von dem Hindernis folgt 
den Gesetzen der idealen Reflektion. Wir zeigen, dass 
unter ziemlich allgemeinen Bedingungen die Bewegung der 
ursprtinglich ruhenden Saite eine fast periodische 
Funktion der Zeit ist. Wenn ein bestinmter parameter 
sich als rationale Zahl erweist ist die Bewegung 
periodisch und wir berechnen die Periode; wir beweisen 
dann das Vorhandensein fast periodischer jedoch nicht- 
periodischer Bewegungen. Im letzten Teil betrachten 
wir den Fall eines Punkthindernisses mit fester Masse, 
welches auf der normalen Mittellinie des Saitensegmentes 
zwischen den festen Enden der Saite liegt; wir erhalten 
a'hnliche Ergebnisse. 
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