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Cordes vibrantes avec obstacles *

par H. Cabannes

Laboratoire de Mécanique Théorique, associé au C.N.R.S. Université Pierre et Marie Curie,
4 place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05

Sommaire

Larticle suivant est une revue des principaux résultats relatifs aux mouvements d’une corde
vibrante en présence d’un obstacle fixe: obstacle rectiligne ou obstacle ponctuel. On indique des
conditions suffisantes pour que le mouvement soit une fonction presque périodique du temps, ou
une fonction périodique, et on précise certaines propriétés du mouvement. Les démonstrations ne
sont pas données, seules les idées générales sur lesquelles sont basées ces démonstrations sont
indiquées; dans chaque cas toutefois, le lecteur est renvoyé aux références bibliographiques, dans
lesquelles les démonstrations sont faites en détail.

Schwingende Saiten mit Hindernissen
Zusammenfassung

Der folgende Artikel stellt einen Uberblick iiber die Hauptergebnisse der Bewegungen einer
schwingenden Saite mit einem festen linienartigen oder punktférmigen Hindernis dar. Es werden
hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dal die Bewegung fast-periodisch oder periodisch
erfolgt, und es werden bestimmte ihrer Eigenschaften niher beschrieben. Demonstrationsexperi-
mente werden nicht im einzelnen angegeben, sondern lediglich die solchen Demonstrationen zu-
grundeliegenden allgemeinen Ideen, doch wird der Leser in jedem Fall auf Literaturstellen ver-
wiesen, in welchen solche Versuche im einzelnen beschrieben sind.

Vibrating Strings and Obstacles
Summary

This article is a review of the principal results relating to the movements of a vibrating string
in the presence of a field object, a rectilinear object or a pointed object. Sufficient conditions are
given for the movement to be an almost periodic function of time, and certain properties of the
motion are fixed. The demonstrations are not described but only the general ideas on which they
are based; in each case the reader is referred to bibliographical references in which the

demonstrations are given in detail.

1. Introduction

Les premiéres recherches relatives aux mouve-
ments des cordes vibrantes remontent a d’Alembert
et furent publiées en 1761 [1]. L’'importance des
mouvements vibratoires dans tous les chapitres de
la Mécanique et de la Physique est 4 'origine du
numbre considérable de travaux consacrés au pro-
bléme des cordes vibrantes. La prise en considération
des contraintes unilatérales, c’est-a-dire 1’étude du
mouvement d’une corde qui vibre en présence d’un
obstacle a été entreprise pour la premiére fois par
Amério et Prouse en 1975 [3]. Ces auteurs ont
démontré I'existence de la solution lorsque la
corde, fixée 4 ses deux extrémités, oscille en pré-
sence d’un obstacle rectiligne fixe, paralléle 3 la
position d’équilibre. Ce résultat a été étendu aux
obstacles concaves par Schatzman [5]. Le cas des
obstacles convexes est beaucoup plus difficile a

* Ce texte est celui d’'une Conférence générale présentée
le 17 mai 1983 aux Journées d’Analyse non-linéaire tenues
a I'Université des Sciences et Techniques de Lille.

étudier & cause de la possibilité d’un contact per-
sistant entre la corde et I’obstacle; aussi les seuls
obstacles convexes étudiés en détails sont les ob-
stacles ponctuels pour lesquels on peut citer les
travaux de Reder [6] et Cabannes [10, 11, 14]. Le cas
des obstacles rectilignes a également été trés étudié;
le principal résultat est I’existence de mouvements
presque périodiques sous des conditions assez
générales [9, 10]. En outre lorsque l’obstactes est
initialement au repos dans une position dite uni-
modale, la fonction qui représente le mouvement de
la corde en présence d’un obstacles paralléle a la
position d’équilibre peut étre exprimée par une
formule explicite [12] qui généralise la formule
relative 4 l'oscillation libre.

Cette formule a permis d’effectuer des calculs et
ainsi d’observer certaines propriétés du mouvement
de la corde; en particulier, quelle que soit la
position initiale, la corde passe réguli¢rement au
cours du mouvement par des positions dans les-
quelles certains arcs de la corde sont paralléles a
I’obstacle; ce résultat a été démontré [15]. Le carac-
tére presque périodique du mouvement a pu étre
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démontré également pour une corde initialement au
repos dans une position qui n’est plus unimodale, a
condition que I’obstacle rectiligne soit paralléle a la
position d’équilibre et suffisamment voisin de cette
position.

L’exposé qui suit est une synthése des résultats
démontrés par ailleurs et concernant d’une part le
cas des obstacles rectilignes, d’autre part le cas des
obstracles ponctuels.

2. Equations du probléme

Le mouvement d’un fil est défini par la position a
I'instant ¢ du point M d’abscisse curviligne s. Le fil
étant supposé inextensible s désigne aussi bien
I’abscisse curviligne a I’état initial que dans un état
quelconque; on a ainsi M= M(s, 1) et |OM/0s| = 1.
Le fil est supposé soumis a des forces extérieurs de
densité lingique, f, 4 I’exception de couples; dans
ces conditions si le fil est parfaitement flexible, ce
que nous supposerons, les efforts intérieurs se
réduisent en chaque point M a un vecteur T, tangent
au fil: T= T(0M/0s). La densité linéique du fil étant
désignée par g(s), les équations du mouvement sont
les suivantes:

EZM_E(T
5 T s

M M
0 )+ﬁ ‘6

3s ds }=1' M

Ces équations forment un systéme de quatre équa-
tions a quatre inconnues. La tension T sera supposée
positive, cas correspondant & un fil tendu.

Au cours de son mouvement le fil peut rencontrer
un obstacle fixe; la seule force fexercée sur le fil est
la réaction R de l'obstacle, si bien qu’en ’absence
de contact, on a: f=0, tandis qu’au cours d’un
contact persistant on a:

§) oM
f=R= (TK)

Kl oM 3T oM
Os

__Tﬁs?' T3 os (1

Il résulte de la relation (1”) que, par rapport a la
tangente au fil, la réaction est située du c6té opposé
a (0°M/0ds?), cest-a-dire du cbté opposé a la
concavité: Fig. 1.

Pour satisfaire aux lois d’action de contact, la
réaction R doit étre orientée de I’obstacle vers le fil:
en vertu de la relation (1) cela n’a lieu que dans le
cas d’un obstacle qui est convexe (pour un observa-
teur situé sur le fil); il en résulte qu’en présence
d’un obstacle concave, tout contact persistant est
impossible, la corde rebondit alors instantanément
sur I'obstacle et si on admet que la réflexion est
parfaite la composante normale de la vitesse du
point du fil qui vient heurter I'obstacle, est multi-
pliée par —1 au cours du choc. Cette possibilité ou

H. CABANNES: CORDES VIBRANTES AVEC OBSTACLES 15
R
® T )]
FiL /Ubstacla
Obstacle
R

Fig. 1. Obstacle convexe (a) et obstacle concave (b).

impossibilité de la persistance du contact est a
l'origine de la différence fondamentale entre les
oscillations d’une corde vibrante en présence d’un
obstacle convexe et les oscillations en présence d’un
obstacle concave. Dans la pratique, seules les
oscillations en présence d’obstacles ponctuels ou
rectilignes ont pu étre étudiées avec quelques
détails; les premiers se comportant comme des
obstacles convexes, les seconds comme des obstacles
concaves.

3. Oscillations en présence d’un obstacle rectiligne
[9, 11-13]

La corde peut osciller dans un plan x—u; a
I’équilibre elle est située sur le segment AB de [’axe
des x; les points A et B d’abscisses x = = %, sont des
points fixes de la corde. Les petits mouvements de
la corde autour de sa position d’équilibre sont régis
par 1’¢quation classique des cordes vibrantes obtenue
par linéarisation de 1’éq. (1); u(x,r) désignant la
position a I'instant ¢+ du point d’abscisse x, on doit
avoir:

] _u 0 (x,t h 2
= = r u -

u==3 ) pou x, )>-h, (2)
u(x4,6)=0 pour r=0. 3)

Au cours du mouvement la corde vient heurter un
obstacle rectiligne placé sur la droite u=—h,
(h = 0) et au cours du contact doit étre satisfaite la
relation (4); enfin a I'instant 7 = 0, la position et la
vitesse de chaque point de la corde sont données:
conditions (5).

Oy == im0 @)
o )= or )

pour u(x,t)=-—h,
u(,0)=a(x)z=—h, a(xpP=0 )
Hon=p),  BEH=0.

Le calcul de la solution peut étre effectuée de
proche en proche par la méthode d’Amério [3, 11].



On obtient de nombreuses propriétés du mouve-
ment en utilisant le changement de variables.

u@,=v(X,T), (6)
X=F(x+t);—F(x—t)’

Fx+t—F(x-1 @)
T= 5 .

Si la fonction v (X, T) est une solution de I’éq. (2), il
en est de méme de la fonction u(x, ). On peut
étendre ce résuitat au mouvement en présence de

I'obstacle ¥ = — 4. Pour cela il suffit d’imposer a la
fonction F les conditions suivantes:
F+y)=1-F(-)y), ®
F2+y)=2+F(y),
F'(y)>0. )

Ainsi, st v (X, T) est une solution du probléme (2)—
(4), il en est de méme de la fonction u (x, 7) [11]. Les
conditions initiales relatives aux fonctions v (X, T)
et u(x, r) sont liées par les relations:

u(x,0)=v{F(x), 0},

du o (10)
n (x,0) = F'(x) 3T {F(x), 0}.

Ces relations montrent que si la solution v (X, T)
correspond a une corde initialement au repos, il en
est de méme pour la solution u (x, £); en outre, quelle
que soit la position initiale u(x,0)=a(s), il est
toujours possible de choisir la fonction F de fagcon
que la fonction v (X, 0) représente une ligne poly-
gonale dont tous les segments ont méme pente; il
suffit de choisir:

1. (1|0
F(x)=—5+_5/22-‘6;(x,0)‘ dx, (11
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- |

-12

ﬂ(x, 0)| dx. (12)
Ox

Les fonctions u (x, 0) et v (X, 0) possédent les mémes
maxima M, et les mémes minima ;.

3.1. Position initiale unimodale

Dans le cas d’une position initiale unimodale,
c’est-a-dire d’une fonction u(x, 0) possédant un seul
maxima dans Dlintervalle —3=x =3, maxima
atteint pour x = a et que ’on peut supposer égal a 1,
ona:

v(x,00=05(X,00=1-2]|X],
2F(x) ={1 —u(x,0)}signe(x -~ a).

(13)
(14)

Le mouvement v (X, T) est alors celui de la corde
pincée symétrique; c’est une fonction périodique du
temps de période 1+ 4, et on en déduit [9, 11, 13]
que le mouvement u(x, f) est une fonction presque-
périodique du temps; lorsque le nombre A est
rationnel (h=p/q, p et q entiers) le mouvement
u(x,r) est alors une fonction périodique du temps
dont la période est le plus petit multiple pair de
p+q.

La fonction 5 (X, T) peut étre développée en série
de Fourier:

FX, T)=ap(x)+ >, a,(x)cospwt
p=1

(15)

avec w=2n/(l + h). Les coefficients a,(x) s’expri-
ment en fonction de lignes trigonométriques, et la
transformation de produits de fonctions trigono-
meétriques en sommes permet, aprés le regroupement
des termes, d’exprimer la fonction (X, T) fonction
de deux variables a |'aide d’une fonction unique
d’une variable.

K»=@-9
K(y+1)=K().

pour 0=y=1

(16)

L’application des formules (6) et (7) fournit ensuite
une formule explicite pour exprimer la solution
u(x,1) du probléme de la corde vibrante en pré-
sence de I'obstacle rectiligne u=—#h [12]. La fonc-
tion F étant déterminée par la formule (14), on a:

Pour les points de la corde qui rencontrent
I'obstacle, c’est-a-dire pour F(x+1)+ F(x—1)
=1-h

—h  {F(x+1)+ F(x—1)}?

1
ule=——- 201+ h)

FY+0)+K(FQ—0)

+“+M{K( +h 1+ h

—2K(“+0_Fw_0+i».

2(1+h) 2

Pour les points de la corde qui ne rencontrent pas
I'obstacle, c’est-a-dire pour

l—h=|Fx+0D+Fx—nl=1,

1—-h
u(x,t)=m{l—|F(x+t)+F(x—t)|}

Fx+1) F(x—1)

+(1+h)(K( Y )+K( —y )

I—eF(x+1) l—eF(x—1)
_K( 1+h _K( 1+h )] (18)




&= 1, posséde le signe de F(x + 1)+ F(x —f). Les

formules (15) et (16) généralisent la formule

classique:

u(x+1,0 +u(x—10)
2

u(x,r = (19)
qui détermine le mouvement de la corde en
I'absence d’obstacle. Elles permettent en outre
d’écrire un programme calculant le mouvement de
la corde; deux exemples, correspondant aux mémes
conditions initiales:

u(x,0)=r-2 bbbl

d
X+ , a—j(x,0)=0 (20)

et 4 des positions différentes de 'obstacle sont re-
présentées sur les Figs. 2 et 3.

3.2. Position initiale quelconque

Dans le cas d’une position initiale quelconque la
corde étant toujours au repos a l'instant initial, il
n’est pas possible d’obtenir des formules analogues
aux formules (17) et (18), cependant on peut
toujours grice a la formule (11) se ramener au cas
ou on aurait:

%(X,O)=ik, k>0,

5 (21)
.

F (.00,

on a alors pendant tout le mouvement, quels que
solent Xet T

y 2 2
o Xy, (a—”) +(a—”) -2 ()

ax or X oT

Pour les valeurs entiéres du temps f=N, on a

Obstacle

Fig. 2. Obstacle rectiligne: h =2/5, T = 14.

Obstacle

Fig. 3. Obstacle rectiligne: h=1/3, T=4.

d’aprés les formules (7) et (8): T= N et

Ou , ov

E(X,N)=F (X+N)a,

3 3 23)
u , v

o M =Fx+N) =

On en déduit que pour les valeurs entiéres du
temps, la corde est dans une position qui comporte
uniquement des arcs rectilignes paralléles a
I'obstacle et des arcs sur lesquels la vitesse est nulle.
Ce résultat est mis en évidence sur les Figs. 2 et 3.

4. Oscillations en présence d’un obstacle
ponctuel {10]

Lorsque la corde oscille en présence d’un obstacle
ponctuel fixe, le contact entre la corde et I’obstacle
peut étre persistant, et demeure aussi longtemps que
la réaction de l'obstacle sur la corde satisfait les lois
d’action de contact. La corde touche l'obstacle au
point d’abscisse sg; en intégrant I'éq. (2) de so— ¢ a
Sp+ & on obtient lorsque & tend vers zéro:

oM oM
R=—(T—) (s0+0,t)+(T )(sO—O, 1. (24)
Os Os
L’obstacle étant placé au point x = x4, u = ug, les
relations (2), (3) et (5) sont toujours valables tandis
que la relation (4) doit étre remplacée par la

condition
Ou Ou
™ (xo+ 0,0 +—ax (xo—0,0)=0

pour u(xg,t)=up. (25)
Cette condition suppose que la corde est située au
dessus de l'obstacle et que la corde est tendue

(tension positive). Les résultats les plus nombreux



concernent le cas ou l'obstacle est situé au milieu
du segment qui joint les extrémités fixes; nous
supposerons dans la suite de I’exposé qu’il en est
toujours ainsi. On a alors le résultat suivant: «Si les
données initiales a(x) et B(x) sont décomposées
en leur partie paire (d’indice p) et leur partie
impaire (d’indice i): a=oa,+a;, S+ B+ i, la
fonction u(x, ) qui représente le mouvement de la
corde est égal & la somme u, + w; ol w; représente
loscillation libre correspondant aux données initiales
%, fi, tandis que u, représente le mouvement de
la corde en présence de I'obstacle avec les données
Op,y Bp».

Ce théoréme permet de limiter I’étude du mouve-
ment aux cas ou les données sont symétriques, c’est-
a-dire au cas ou les fonctions o (x) et f(x) sont des
fonctions paires.

4.1. Construction de la solution

Les données initiales sont donc supposées symé-
triques et x(0) est supposé positif. Au début du
mouvement le mouvement est Poscillation libre
u=w(x, ) telle que w(x, 0)=o(x), (Ow/0r)(x,0)
= f{x), soit:

_ ax+)+a(x—1) B(x+t)—B(x—1)
2 2 (26)

w(x,t)

avee

B(x) = 5/}(,1) di.

Le premier contact a lieu a I'instant t = Cy qui est la
plus petite racine positive de I’équation.

w(0, 1) =a(f) + B(t) = 0. Q7

Aprés linstant Cy, aussi longtemps que le contact
subsiste, on peut considérer que l’on se trouve en
présence de deux cordes de longueur £, ayant leurs
extrémités fixes et pour chacune de ces cordes le
mouvement est l'oscillation libre correspondant aux
données a lPinstant 7= Cy. Pour déterminer le
mouvement de ces cordes, il est commode d’intro-
duire, a coté de la fonction w, une nouvelle
fonction v: !

—a(x+) +a(x—1) _ B(x+)+B(x—1)
2 2

vix, t)= .
(28)

I La fonction v(x, ) introduite dans la section 4, for-
mule (28), est sans rapport avec la fonction v (X, 7) de la
section 3, formule (6).

-05 0 0,5

Fig. 4. Obstacle ponctuel, fonction u (x, 7).

Exprimées a l'aide des variables caractéristiques
E=x+1t et n=x—tlasomme w + v ne dépend que
de la variable #, et la différence w —v que de la
variable . Par ailleurs on a v (0, £) = 0. Il en résulte
que, pendant le contact, on a au voisinage de
Iobstacle u=—1v si x est positif, u=0v si x est
négatif: Fig. 4. La réaction de 'obstacle sur la corde
a pour valeur:

o
R=- ZTOa—;(O, n=2Ty{a’ (1) + B(}. (29)

T, désigne la tension (positive) de la corde dans la
position d’équilibre. Le contact a lieu aussi long-
temps que la réaction est positive, et cesse a
Iinstant r= Dy, qui est la plus petite racine
supérieure a Cy de ’équation

o

—— 0, D=0"(+ () =0. (30)

Ox
Aprés I'instant ¢ = Dy, on a, au moins au début, une
nouvelle oscillation libre, pour laquelle les valeurs
de u(x, ) sont indiquées sur la Fig. 4; la constante
K posséde la valeur K = w(0, Dy).

Aprés linstant ¢= Dy on est donc ramené au
probléme initial. Comme on a w(x, t+1) = —w(x,?)
la nouvelle oscillation libre, qui commence a l'in-
stant ¢ = Dy, cesse au plus tard a I'instant Dy + 1.
L’instant 7 = C; du second contact vérifie donc I'in-
égahté C| =1+ D().

A titre d’exemple on peut traiter, [10], le cas d’une
corde initialement au repos dans la position

u(x,0) = a(x) = cos 2k + 1) m x 31



ou k désigne un entier positif. On obtient:
1

Co=———, Dp=2Cy,
7202k + 1) 0 0
2k+2 (32)
+
C,= ,  D,=C,+D
"2k +1 0

(n=1,2,...,k+1).

Pour t=k+ 1+ Cy la corde est au repos dans la
position u(x, k+ 1+ Co) =1+ |sin(2k + 1) ® x|, et
le mouvement est périodique, de période

T=1+1+2k+ (33)

142k
Utilisant de nouveau la fonction v (X, T) introduite
dans la formule (6), fonction qui sera notée v pour
éviter toute confusion avec la fonction v (x, f) intro-
duite dans la formule (28), il est possible, & partir
d’une fonction ¢ (X, T) qui représente le mouvement
de la corde en présence de I'obstacle ponctuel placé
au point ¥ =7 = x = X =0, d’obtenir une infinité de
fonctions représentant un tel mouvement. On utilise
pour cela les formules (6) et (7) avec une fonction
F(y) impaire satisfaisant la premiére des relations
(8). La formule (6) conserve les périodes entiéres;
c’est-a-dire que Vlidentit¢ ¢(X, T+ N)=v(X, T)
(N entier) entraine I'identité u(x, t + N) = u(x, ).
On en déduit, en se ramenant au cas des condi-
tions initiales (31) avec k =0, que si une corde est
initialement au repos dans une position formée de
deux segments de droite (corde pincée) le mouve-
ment est périodique avec la période T = 3.

4.2. Mouvement du milieu de la corde

Lorsqu’on connait le mouvement de la corde, on
connait naturellement le mouvement du milieu.
Réciproquement, dans le cas d’'un mouvement
symétrique, la connaissance du mouvement du
milieu permet de déterminer le mouvement de la
corde. Pour démontrer ce résultat, nous désignons
par w'(x, t) l'oscillation libre qui correspond aux
données 4 I'instant 7y, et nous posons f(f) =
w'(0, 7). Dans le plan x — 1, Fig. 4, nous considérons
les régions (R) et (R5):

(Ry)
(Ry)
Posant K = w?(0, Dy) on a:

dans (R)) wP(x,)=wl(x,)— K
dans (Ry) wP(x,0)=—wl(x,)— K

Dy=rxtx=s1+C,,

l+C0§ti"€§1+D0.

on en déduit, dans (R|) comme dans (R,)

2who(x, ) = fPo(t + x) + fPo(r — x). 34

En particulier, si le mouvement du milieu de la
corde est périodique, on aura aprés certains nom-
bres de contacts f2+(r) = f2°(¢) et I'oscillation libre
qui a lieu aprés Vinstant 1= D, est le méme que
loscillation libre qui a lieu aprés l'instant ¢ = Dy.
Ainsi:

Théoreme: lorsque les données initiales sont
paires, la condition nécessaire et suffisante pour le
mouvement de la corde soit périodique est que le
mouvemet du milieu de la corde soit périodique.

Ce théoréme qui permet de reconnaitre le carac-
tére périodique de certains mouvements de la corde
est intéressant car le mouvement du milieu de la
corde peut étre déterminé sans qu’il soit nécessaire
de connaitre le mouvement de la corde. Dans la
premiére oscillation libre, on a:

PO =w0,0)=a(®+B(@), 35
df°'w __ o
7 a0 (36)

il résulte de ces relations que f°(¢) est déterminé
par les conditions initiales et que le premier contact
commence a l'instant 7= Cy, qui est la plus petite
valeur positive annulant f°(s), et se termine a
Pinstant ¢= Dy, qui est la plus petite racine
supérieure 4 Cp annulant la dérivée de f£°(2).
Ensuite on a:

[P0 =1 —,%Do)

pour Dg=tr=1+Cy,
S0 ==1%0—1"Dy)

pour 1+Cy=¢r=1+ Dy, (37)
S+ )=~f20). (38)

Comme nous [’avons déja remarqué chaque oscilla-
tion libre a lieu pendant une durée au plus égale 4 1.

Comme exemple nous avons traité [14] le cas ou
la fonction f2(f) nulle pour r=D, et t=1+ D,
posséde dans lintervalle D,=¢=1+ D, deux
maxima M7, M5 et un minimum m". D’aprés les
formules (37) la fonction f 2»1(¢) posséde également
deux maxima et un minimum et on a:

Sim'z0
M = My —m"
mn+l =M'|7—M'2'
M= M7

Si m"<0
Myt =—m"+ M3
mn+l =_mn_Mrlt
M5 =—m".



Fig. 5. Obstacle ponctuel, position initiale u (x, 0).

Si la fonction f°(¢) est affine par morceaux, il en est
de méme de toutes les fonctions fP(r) et si on
suppose en outre que |df°(z)/dt| est constant, ce
qui est un cas auquel on peut toujours se ramener
par le changement de variables (6), cette valeur
constante est k= 2(M,—m+ M), quantité indé-
pendante de I'indice .

Il est intéressant d’appliquer ce résultat au cas
d’une corde initialement au repos dans une position
symeétrique u(x,0) = a(x), telle que la fonction
a(x) possede dans lintervalle —3=x =7 deux
minima égaux & —1 et un maximum M atteint pour
x=20:Fig. 5.

On démontre [14] que si M est irrationnel, le
mouvement n’est pas périodique, tandis que si M
est rationnel (M = p/q, p et g entiers premiers entre
eux) le mouvement est périodique avec la période:

T= 12q2+ 3pq—2p?
T=

si p=2gq

3p°+3pg—8q> si pz2q.

5. Conclusion

Les phénoménes physiques comportant des vibra-
tions en présence d’obstacles sont fort nombreux. On
peut citer, en génie civil, les vibrations des struc-
tures en présence d’un support en béton, en bio-
meécanique les vibrations du tympan en présence
d’osselets, en acoustique les vibrations des cordes de
piano en présence des marteaux, et d’une fagon
générale tous les phénomenes d’écho. Naturellement
le modé¢le que nous étudions est un schéma trés
simplifi¢ de réalités fort complexes; méme si la
modélisation utilisée est dérisoire par rapport a
cette complexité, on ne peut en déduire qu’elle soit
mauvaise ou inutile. Les problémes mathématiques

introduits sont nombreux et intéressants et nous
espérons que cet exposé général qui résument les
principaux résultats déja acquis pourra servir de
point de départ a des travaux ultérieurs aussi bien
appliqués que théoriques.
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