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RESUME

Ce travail présente la structure de non ordre comme un modéle qui
généralise les structures de quasi-ordre total et de pseudo-ordre. L’étude
analytique repose sur des concepts courants de 1’approche relationnelle de
la modélisation des préférences et sur quelques autres nouveaux concepts et
principes adaptés au contexte vague et imprécis des préférences. Ainsi, le
postulat généralisé de comparabilité limitée et, des concepts de composants
et d’états relationnels sont wutilisés pour décrire les fondements
optionnels des préférences. Pour expliquer la cohérence des structures de
préférence les propriétés de transitivité et d’intransitivité imprécises
ont été introduite. Par ailleurs, le principe du pouvoir discriminant

imprécis justifie la nature imprécise des préférences.

SUMMARY

This study, after having presented the structure of total semi-order
and that of pseudo-order one, presents a new preference structure called
non order. This one generalizes both the semi-order structure and the
pseudo-order one. The details analysis are based on the usual concepts of
the relationnal approach of preference modelling and on some new concepts
and principles which fit the imprecise context. These new principles are
imprecise discriminant power, imprecise transitivity, imprecise
intransitivity and generalized limited comparability. The new concepts are

preference relationnal constituent and preference relationnal state.

MOTS CLES
Comparabilité, composant relationnel, état relationnel, imprécision,
non ordre, pseudo-ordre, pouvoir discriminant, quasi-ordre, preference,

rassembleur, relation, systeme relationnel.
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Quelques notations

N.O.R.I. : Non Ordre Relativement Indéterminé.

N.O.L. : Non Ordre Large.

C.R.P. : Composant Relationnel de Préférence.

S.R.P. : Systéme Relationnel de Préférence.

S.R.F.P. : systéme relationnel fondamental de préférence.
S.R.R.P. : systéme relationnel regroupé de préférence.
Q.0.T. : quasi-ordre total.

P.O pseudo-ordre.



INTRODUCTION

Ce travail met d’abord en lumiére les fondements essentiels des
structures de quasi-ordre (Q.0.) et de pseudo ordre (P.0.) totaux & partir
des concepts de composants relationnels, de rassembleurs et de systémes
relationnels de préférence. Une généralisation de ces strucures est ensuite
faite a travers la structure appelée non ordre (N.O. ; cf.H. MFOUKA [2] ).
A partir de certaines propriétés, ce travail montre particuliérement que
les Q.0.T. et les P.0O. sont des N.O. particuliers. Cette généralisation met
en évidence les limites fondamentales des deux premiéres structures et la
nécessité d’élargir le cadre d’'analyse des préférences. Une étude similaire
a déja été faite dans le cadre des non ordres additifs. Cependant, dans ce
travail, on ne pose pas 1’hypothése d’additivité comme préalable : il
s’agit de non ordres quelconques.

Les non ordres sont des structures qui présentent deux
caractéristiques :

- elles sont amorphes : elles n’ont pas de fortes propriétés de cohé-
rence, on y admet les incohérences classiques de non transitivité ( comme
elles peuvent apparaitre dans le paradoxe de CONDORCET (cf. B. ROY [5])) ;

- ce sont, en général, des "pré-structures" au sens ou elles
permettent de construire des structures plus cohérentes.

L’ incohérence qu’elles peuvent refléter, incohérence qui peut
s’ apparenter a un désordre, dénote une imprécision plus ou moins épaisse
qui caractérise la notion de préférence. En outre, la structure de non
ordre est une réponse aux critiques portées sur 1’attitude trop normative
ou sur la portée trop restrictive et trop contraignante de certains modéles
de préférence. Elle est fondée sur la prise en compte de nouvelles
variables, d’hypothéses supplémentaires et 1’élargissement d’un cadre de
modélisation qui intégre progressivement des hypothéses plus proches de la

réalité.



I- PRELIMINAIRES
1- Options globales de préférence

Notons R la relation de préférence. Soient a et b deux actions quel-
conques d’un ensemble fini A. On distingue généralement les cas de
préférence suivants (cf. B. ROY [S5] et H.J. MFOUKA [2])

~aRbetbRaesadrRD (1)

il y a préférence réversible - que nous notons fk’- entre a et b (la

relation classique d’indifférence - notée I - est une option de préférence

réversible) ;
=S
- aRbetnonbRaeaRb, (2)
-
il y a préférence irréversible - que nous notons R - en faveur de a : b

n’est pas préférée a a (la relation de préférence stricte - notée P - est
une option de préférence irréversible) ;

- non a R bet non b Ra: il y a non préférence entre a et b (et
vice-versa). Ce cas est souvent assimilé a 1’incomparabilité que 1’on note

R.
2- Opérations sur les relations

Définissons enfin les opérations suivantes (cf. M.ROUBENS, P.VINCKE

[4]) entre deux relations binaires R’ et R” : V (a,b) € £

- 1’inclusion : R"cR’ < (a R" b = a R’b), (3)

- 1’union : a(R"UR’)b < a R” b ou a R’b, (4)

- 1’intersection : a(R"nR’)b & a R” b et a R’Db, (5)

- le produit : a R"R’b e I ce A/ aR" cetc RDb. (6)

3 Définitions (H.J. MFOUKA [2] et [3], B. ROY [5])

31 Composant relationnel d’un systéme de préférence (H.J.MFOUKA [2] et [3])

Soit Mo=(1,2,...,t} un ensemble d’indices.

On appellera systéme de préférence, 1’énoncé des préférences d’un
acteur de la décision ou celui des préférences observées ou constatées par
1’homme d’étude.

On appellera composant relationnel -noté ?i (ie%o)— d’un systéme de

préférence ou composant relationnel de préférence (C.R.P.), un support



descriptif et représentatif d’un ou de plusieurs aspects particuliers ou
globaux, simples ou complexes, caractérisant 1’énoncé des préférences, tel

que :
V(a,b)er?, a R b= aRb (soit R c R). (7)

Les relations de préférence faible et de préférence stricte - notées
respectivement Q et P (cf.B.ROY [5] et [6], Ph.VINCKE [9]) - sont par
exemple des composants relationnels de préférence irréversible.

Un composant ?l sera dit fondamental s’il est admis que celui-ci
représente un ou plusieurs aspects jugés indissociables et significatifs de
préférence que nul autre composant (n’associant pas Ri), distinct de 3%, ne
représente intégralement.

On appellera composant relationnel principal des C.R.P. ?i le C.R.P. R

tel que :
R= U 7§. (7")
1EM

32 Rassembleur de composants relationnels fondamentaux

La notion de rassembleur (H.J.MFOUKA [2] et [3]) va nous permettre de
rechercher des composants significatifs, a partir de composants
fondamentaux d’un systéme préexistant, pour répondre aux nécessités du
processus décisionnel. Ceci suppose 1’existence d’un premier systéme qui
induit un autre. Le premier sera appelé systéme inducteur et, le second,
systéme résultant. Les rassembleurs seront des composants de ce dernier
systéme.

Lorsqu’un systéme de composants n’est pas bien adapté a un énoncé de
préférence, on peut chercher a regrouper (exemple : To et 'I'1 ; cf.II 22) ou
a dissocier (exemple : on peut dissocier T1 en ﬂl et 1%; cf. II 2) certains
aspects de préférence en les représentant et en les rassemblant a partir de
composants plus adéquats issus des composants fondamentaux d’un systéme
inducteur. On dépasse alors 1’objectif d’un simple regroupement (comme il
en est le cas dans les systémes relationnels regroupés de préférence ; cf.
B. ROY [5] et B. ROY,Ph.VINCKE [6]) pour rechercher - a partir d’un
inducteur fondamental inadéquat - un systéme résultant fondamental plus
attrayant, plus clair, plus pertinent pour modéliser les préférences.

On appellera rassembleur tout composant relationnel fondamental issu
d’un (par éclatement ou dissociation) ou de plusieurs (par regroupement ou

association) composants fondamentales. Les rassembleurs obtenus par



dissociation ou éclatement seront appelés rassembleurs de désagrégation
d’un C.R.P. ; ceux obtenus par association seront appelés rassembleurs

d’agrégation de C.R.P..

33 Etats relationnels (H.J.MFOUKA [2] et [3])
331 Comparaisons et combinaison relationnelles

Considérons deux actions quelconques a et b. Nous dirons que 1la
comparaison entre a et b est directe si 1’on peut décrire la préférence de
a par rapport a b (ou vice versa) sans faire allusion a une quelconque au-

tre action. C’est le cas ou il existe un composant relationnel Ri tel que :
a ?1 b ou b 3§ a. (8)

Lorsqu’on compare a a b par 1’intermédiaire de quelque(s) autre(s)
action(s), on dira que la comparaison est indirecte. C’est le cas ou le
lien de préférence entre a et b est décrit au moyen d’une opération ou de
quelques opérations Oj (j=1,2,...n’. Cf. 2) combinant plus d’un composant

relationnel :

aR O RO R O0O...0 R b. (9)
1 1 1 27 3 s h

Exemple : a IUP b : b n’est pas irréversiblement préférée a a.

On appellera composant induit par 1’expression relationnelle (9) tout

composant Rh, tel que :

aR 0O RO R O ...0 R betaR b (10)
1 1 T1r 271w 3 s h h’

Exemple : a IP b et a P b : 1’existence d’une action c telle que : alc et

cPb est compatible avec la préférence stricte de a en défaveur de b.

332 Etats relationnels

On appellera état relationnel d’un couple d’actions (a,b), notons-le
El(a,b) (1=1,...1e), un lien particulier établi entre a et b au moyen d’un
composant ou d’une combinaison de composants relationnels.

Certains états sont compatibles avec une comparaison directe :
El(a,b) = a Ri b, (11)

on les appellera états relationnels directs ; d’autres états sont

compatibles avec une comparaison indirecte :



E(a,b) =aR 0 R O R O ...0 R beta®R b; (12)
1 i1 "1 271" 3 s h h’

on les appellera états relationnels indirects.

34 Autres définitions (H.J.MFOUKA [2] et [3], B. ROY [5],[61])

Considérons deux composants Ri et 7%,. On dira que ?l est Rl,—transi—
tif (cf.B.ROY [5]) si :
[R R UvuR R ] c R . (127)
171 1771 1

On dira qu’un triplet de C.R.P. (*13@»'7$-) vérifie la propriété de

transitivité imprécise si 1'on a :
RR cR .
i 1' ill

Notons ﬁi un C.R.P. tel que :

Va,beA:aﬁib=>lo‘}z1 a.
On dira qu'un triplet de C.R.P. (7%,7§,,ﬁ" ) vérifie la propriété
d’intransitivité imprécise si 1’on a :
RR, <R,

On peut remarquer que si tout triplet de C.R.P. - (?g,?i,,ﬁ“ ) - de R
vérifie la transitivité imprécise, alors R est transitive. De méme lorsque
1’intransitivité imprécise est satisfaite par tout triplet de C.R.P. de R,
ce dernier composant est intransitif (excepté le cas ou tous les C.R.P. de
R seraient symétriques). En substituant R a R, ces remarques demeurent
valables. Ainsi, postuler la transitivité (ou 1’intransitivité) imprécise
au niveau de tous les triplets de C.R.P. revient a admettre la transitivité

classique au niveau du composant principal R (ou R).

On appellera systéme de composants fondamentaux (resp. de rassembleurs)
de préférence un systéme de préférence dont les composants relationnels
sont :

- fondamentaux (resp. des rassembleurs),

- représentatifs, exclusifs et exhaustifs.

I1 sera représenté par un composant principal que 1’on peut éclater ou
décomposer en composants fondamentaux. Dans la suite :

"S.R.F.P." désignera un systéme relationnel fondamental de préfé-
rence (cf. [5]) ou un systéme de composants relationnels fondamentaux de
préférence (S.C.R.F.P. ; cf. H.J. MFOUKA [2]) ;

- "S.R.R.P." (cf. H.J. MFOUKA [2]) désignera un systéme relationnel de



rassembleurs de préférence (dont le systéme relationnel regroupé de préfé-
rence est un cas particulier ; cf. [5]).

Nous admettrons que W=(Ro » R NERE th) est un systéme de composants
relationnels de préférence muni d’un descripteur - Mo - de niveau de
préférence (c’est a dire que chaque élément i de Mo indique un niveau de

préférence qui croit avec 1i).
II- STRUCTURES DE QUASI-ORDRE ET DE PSEUDO-ORDRE

Ces structures sont des systémes de composants relationnels
fondamentaux ou de rassembleurs de préférence (cf.H.J.MFOUKA (2], B.ROY [5]
et [6], Ph.VINCKE (7], [8] et [9]).

1 QUASI-ORDRE TOTAL (Q.0.T)

Le Q.0.T. est une structure constitué de deux composants relationnels
fondamentaux de préférence irréversible et de non préférence irréversible.
La non préférence irréversible est souvent réduite a 1’indifférence - que
1’on note I- et, la préférence irréversible est assimilée a la préférence
stricte notée P. Pour généraliser la portée des composants du Q.0.T., nous
notons ?ﬁ le composant de préférence irréversible et, ?% le composant de
non préférence irréversible ; cette derniére option sera, en général, non

assimilable a 1’ incomparabilité (WbiR) sinon la structure serait partielle.

11 Notion de Seuil d’Indifférence et Pouvoir Discriminant

La notion de seuil d’indifférence -introduite par D. LUCE ([0])-
Jjustifie 1la remise en question de 1la transitivité a priori de
1’indifférence. L’exemple de la tasse a café repris par Ph. VINCKE (cf.
[7), p.1 (1.30-33) et p.2 (1.1-3)) montre bien que les préférences ne sont
pas -en général- régies par la rationalité mathématique classique.

L’ introduction du seuil d’indifférence signifie que 1le pouvoir
discriminant (cf. B. ROY, [5]) des acteurs n’est pas absolu : deux actions
peuvent donc étre distinctes, mais, tant que la nuance entre les deux n’est
pas significative, on ne peut préférer irréversiblement une action a une
autre. On dit alors - dans ce cas - que les acteurs ont un pouvoir

discriminant nuancé (cf. B.ROY [5]).



12 Définition d’un quasi ordre total

Un S.R.F.P.ou un S.R.R.P. noté R=(1%,?€ 9 défini dans A est un
quasi-ordre total si et seulement si :

(1) le composant principal R est total (R=s2) ;,

(2) ﬂiﬁole

(3) .‘Rf nR% =o.

0

c R,
1

La figure 1(a) traduit 1’axiome (2) et, 1’axiome (3) interdit 1la

figure 1(b) que 1’on peut retrouver dans un O0.I. (cf. Fig.1(c)).

Fig.1
a . .C a . .c a . .C
_— —_— ———97—
E] (c)
(a) (b) p
‘b d ) 'd ) d
Exemple : dans le tableau suivant on donne un exemple de Q.O.T..

Pour chaque action, on précise la performance (saisie a partir d’une
évaluation) et le seuil d’indifférence qui varient d’une action a une
autre. Notons q(o) et g(o) - respectivement - le seuil et la performance

associée a une action quelconque o. On admettra que :

[{8(3)-g(0)5q(0)

2(0)-g(a)=q(a) = o fRo a] et [g(a)-g(o)>q(o) = a le %

actions a b c d e
seuils q 10 20 35 32 25
évaluations g| 350 300 250 270 280

Tab. 1
On a :

aR bR cR dR e, aR c, aR d, aR e, bR d, b R e et cR e.
1 1 0 0 1 1 i 0 o )

13 Propriétés et Commentaires

131 Quelques Propriétés

Posons : R =I et P=R .
o 1

P1- Soit ?i (ie{1,2}, 7§¢R) un C.R.P. d’un S.R.P. R. Si le composant P

est Ri— transitif, alors : R est un Q.0.T..



Justification 1
PI=PR cP — PIcP — PIP=F°cP.
Supposons P°n I°#2. Il s’en suit que :

R / P2ch et lzcﬁRi (P cR = P=R )

I°cP = IPcI —» R Pcl,

P n’est plus Ri -transitif, ce qui est en contradiction avec 1’hypotheése.

CQFD
Pz— Soit R un S.R.P. tel que PIPcP.
(1) P°cP,
(2) (PIVIP)cP,
(3) [PRln .‘Rl’ lﬂ c P ou IPc72l et PIc72i

x

Justification 2 : soit un C.R.P. fRi (ie{1,0}).
(1) : aPbIbPc — aPc, Va,b,ceA — PP=P°cP.
(2) : PI«':?Z1

PEfR‘ — P°cP (donc PIcP),

IE?i = 3 IP/ IPcP (car PIPcP),

1’une au moins des deux alternatives est vraie, soit (PIUVIP)cP.

le deuxiéme cas :
IPCWi
P=R — F°cP (donc IPcP car PIPcP),
IE?Zi = 3 PI/ PIcP (car PIPcP),
d’ou (PIUVIP)cP.

(3) : remarquons que :

PIP—= 3R, R,/ [Pﬂe n :'RPP] et IPcR et PICR,.

P3-— Si 1’on Pan Iz=z, alors :
(1) [PZI v IPZ] c [P U ﬁ] et [PI2 v IZP] c [1 v P],
(2) PIPcP alors :

(a) : [IPzn PZI] c P,

(a’) : [IPzr\ le] c P = (IP n PI] c P,

(b) : Il = (IP u PI] c P,

(c) [IfRin 721 I] cP, V Fc .‘Rl (soit 5R1§P),

(d) [P?%lr\ 7&1% c P, VPIc :Ri,

Examinons

C.Q.F.D



(3) [.‘Rlp nPR n IR n fﬁi,l] c [I v P], VI*CR , VIPCR, .

Justification 3 : supposons que 1l’on ait P°n 12=0. Seuls les cas
suivants sont possibles : P’IcP, P’IcP (ou P°cI), IP°cP, I°PcP, I°PcI (ou
1°cP), PI°cP, PI’cI (ou I°cP).

Par ailleurs,

PIPcP = P°cP — {IZP UPI?UPI UIPU 13] ¢ P car P3cP,

on ne peut donc avoir [PZI n IPZ]CF (car P3CP) ; 11 reste une seule
alternative : [le A IPZ]CP. Par ailleurs,
PIPcP et I°cI — [IP v PI] c P car I'c I.

(c) et (d) sont une autre formulation de (a) dans le cadre de 1’axiome de
transitivité imprécise. L’axiome (3) est également une autre formulation de
la chaine [P12 V) IZP] c [I V) P] dans le cas de la transitivité imprécise.

C.Q.F.D.
132 Commentaires

D’ aprés Pl, la propriété de ﬂi-transitivité, lorsqu’elle est admise
sur un S.R.P. total, celui-ci est un Q.O0O.T..

P2 est une propriété de cohérence. Lorsque tout chemin contenant
successivement les arcs P, I et P ne peut générer un circuit, la préférence
irréversible est transitive et, 1’état direct de la préférence induite est
irréversible. La propriété (3) de P2 traduit la condition PIPcP sous la
forme d’une transitivité imprécise particuliérement soumise a quelques
conditions.

Lorsque deux états successifs de préférence irréversible (d’une part)
et de préférence réversible (d’autre part) sont incompatibles, P3 précise
les possiblités de cohérence des préférences qui s’en suivent. Le cas ou la
cohérence transitive est vérifiée correspond a P3(3).

La structure que nous venons de voir s’inscrit dans le cadre du
postulat de comparabilité limitée. Lorsque 1’on considére globalement le
systéme (1%,?%), la transitivité est remise en question ; la comparabilité
1’est aussi puisque le composant ﬂ% de non préférence irréversible n’est
pas équivalente a 1’indifférence. La prise en compte du seuil
d’indifférence qui est a 1’origine de 1’abandon de 1la contrainte de
transitivité sur %% aboutit déja a la prise en compte de 1’imprécision dans

la notion de préférence.



2 PSEUDO-ORDRE (P.0.)

Le P.O. est une structure représentée par un triplet de composants.
Habituellement, en dehors des composants classiques I et P, on introduit un
autre composant - Q - dit de préférence faible. Lorsque 1’on associe a R le
descripteur Mo de niveaux de préférence, on peut généralement construire un
systéme a trois composants : 720, .‘721 et ?22: 7% et 722 sont des composants de
préférence irréversible, ﬂb est, comme dans le cas précédent, un composant
de non préférence irréversible. Remarquons que, par rapport au cas
précédents (cf. I 1), ?ﬂ ne correspond plus a P mais a Q. L ’introduction
d’une troisiéme option relationnelle de préférence dite faible, Q, et 1la
prise en compte d’'un deuxiéme seuil sont les principaux traits

caractéristiques de cette structure.

21 Seuils d’Indifférence et de Préférence

On a vu que le seuil d’indifférence assurait la transition de ﬂb vers
un composant de préférence irréversible. Le composant de préférence
irréversible WZ est, par rapport a 7%, de niveau supérieur sur 1’échelle
des niveaux de préférence. L’introduction d’un troisiéme composant implique
celle d’un deuxiéme seuil qu’on appelle seuil de préférence (défini dans le
cadre du systéme (I, Q, P)). On suppose qu’il existe deux points de rupture

un seuil de passage de f% (ou I) a ?g (ou Q) qui devient le seuil
d’indifférence et un seuil de passage de ﬁa a ?% (ou P) qui est un seuil de

préférence.

22 Définitions

Notons To et T1 deux rassembleurs définis comme suit :

V a, b € A, TOE IvuQuaQ Rf V] Rf et T f ﬂjy ﬂz =QuP. (13)

221 Définition d’un pseudo-ordre

Un S.R.F.P. ou un S.R.R.P. R = (3},?1,?2) est un pseudo-ordre défini
dans A si et seulement si :
(1) la relation R est totale,

(2) (ﬁ%,Tl) est un quasi-ordre,

(3) (To,ﬂé) =t =t
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4 RRR cR.,RRR cR ,RRR cR , RRR_cR.
2°07 1 2 2170 2 012 2 1702 2

Les figures suivantes représentent les quatre chaines de 1’axiome (4).

Fig.2
a. .C a. .C a. .C a. .C
- -1 -1 -
2 1'1 2 2+ 1 2
5 7z 'd b 2 'd ‘b 2 'd ‘b 2 'd

(a) (b) (c) (d)

Exemple : par rapport a 1’ exemple précédent, dans le cas du P.O. (cf.
Tab.2), on introduit le seuil de préférence p. Les préférences s’obtiennent

alors de la fagon suivante :

[{g(a)—g(o)Sq(o)

g(0)-g(a)=q(a) = 0 fRo a], [P(O)Zg(a)-g(obq(o) = a 7{1 o]

et [g(a)—g(o)>p(o)) = a 5R2 o].

actions a b Cc d e f
seuils q 25 15 20 15 15 10
seuils p 30 20 30 20 20 15
évaluations g| 354 330 340 327 333 310
Tab. 2
On a :
aR PR cR dR e R £, c, aR d aR e, aR f, bR d, bR e,
2 0 0 0 2 2 2 2 0 0

R
)
f

N> I

bisz, c?o e, 0722 fetd
On remarquera que le C.R.P. 721 n’ est pas nécessaire.
2221 Propriétés

P1_ Soient (To,??z) et (RO,TI) deux quasi-ordres totaux. Il s’ en suit

que :

(1) fR2 et T1 sont transitifs,
(2) [7?2T anRZ] c R _et [T27€ nfRTZ]c[TU?],
20 0’2 2 0 2 20 0 2

(3) [Tsz n?elz] c T et %zzr anRz]c [Tu?i],
10 01 1 01 10 1 (o]

(4) RTR cR et TRT cT..
202 2 101 1

Justification 1 : on se réferera a la propriété P3 des Q.0.T. (cf. II
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131).

PZ— Soient (To’ﬂ%) et (R dT‘R deux quasi-ordres totaux ; alors :
[R RRURRR URRR URRR URRR ] cT.
0'1°2 210 0°172 201 102 1
Justification 2 : on se référera a 1’axiome (2) du Q.0.T. et a la

propriété P3(a) des Q.0.T. (sachant que (Tb,ﬂ%) est un Q.0.T. ; cf. II
131).

P3— Soient R=(I1,Q,P) un P.0. et 7% 1’un de ses composants fondamentaux.
(

(1) : PRir\?{iP nPi’?—in .‘RiP] <P, VIQcR,
\

(2) : (.‘RiQnQ?l] c P, VPIc :Rl,

\

(
(3) : fRiI n 17%1] c P, VPchRi.

\
Justification 3 : remarquons d’abord que : ?ie{I,Q,P}. La propriété F;

(1) est une reformulation des conditions de chaine indiquée par 1’axiome
(4) des P.0O.. Elle montre que le composant relationnel P est [?idia]-
transitif. Les propriétés P3 (2) et P3 (3) sont une reformulation des
conditions de chaine suivantes (respectivement)
PIQ v QIP] c P et (PQI v IQP| < P.
On peut généraliser cette propriété a tout P.O. fR=(fR0,7§ »7.5, ).

2222 Commentaires

P1 montre que le composant de préférence irréversible, ﬁ, est
imprécisément transitif (si 1’on distingue %ﬁ et ?2). Cependant, pris
individuellement, seul f% est transitif. En dehors de ces cas de cohérence
classique, les autres propriétés (comme dans 1le cas des Q.0.T.) ne
concernent que les chaines constituées de quatre composants.

La propriété P2 montre bien que 1’axiome (4) des P.0. ne découle pas
des axiomes (1), (2) et (3). I1 précise clairement le composant de
préférence irréversible ﬂé (au lieu de ?g ou, imprécisément, 2 ) induit par

les quatre chaines
RRR, RRR, RRR, RRR et RRR_.
012 210 0°1°72 201 102
La propriété P3 montre que le composant P de préférence strict est

(PIUIP]—transitif (cf. P3(1)). En général, que ce soit dans les Q.0.T. ou

12



dans les P.0O., aucun circuit triangulaire ne peut contenir plus de deux
options de préférence irréversible. On ne peut non plus y trouver un
quadrilatére qui soit un circuit contenant au moins deux options de
préférence irréversible.

On constate la transitivité des options de préférence irréversible T1
et ﬂé. La cohérence globale est donc maintenue a ce niveau. Dans le
pseudo-ordre, on intégre de plus en plus 1’ imprécision et la diversité des
options de préférence (par rapport au Q.0.T.). Le pouvoir discriminant

devient de plus en plus nuancé.
I1I- STRUCTURE DE NON ORDRE LARGE (N.O.L.)

Cette structure s’inscrit dans 1le cadre du postulat suivant de

comparabilité limitée généralisée.
1 Comparabilité limitée généralisée

Nous admettons 1le postulat suivant de comparabilité limitée (cf.
H.J.MFOUKA [2]) : on peut batir un modéle satisfaisant de préférence a
partir des composants fondamentaux ou de quelques autres rassembleurs issus
d’un systéme de préférence des acteurs,

- sans contrainte a priori -injustifiée- sur leur nombre, leur
signification, leurs propriétés,

- sans exclusion a priori -injustifiée- de certaines options,

il suffit que 1’on ait un systéme de composants fondamentaux et/ou de
rassembleurs de préférence.

La généralisation de ce postulat accorde plus de liberté au décideur
et, a 1’homme d’étude qui peut désormais envisager plusieurs cas éventuels
de préférence (au lieu des seuls cas I, Q, P et R ; ou, des éventuelles
options regroupées - IuQuP, IuQ, IUR et T1 (cf.B.ROY [5] et [6]).Elle
permet un cadre plus 1libre d’expression des préférences, les seules
contraintes admises étant inhérentes aux capacités et facultés des acteurs.
I1 est nécessaire que le nombre de composants du systéme relationnel ne
soit ni trop grand ni insuffisant. Cependant, on ne peut limiter ce nombre
sans préjuger des facultés effectives ou des possibilités imprévues des
acteurs de la décision et de la complexité du processus de modélisation. On

peut par exemple constater que 1’option To n’a pas été prévue dans le cadre
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du postulat 1limité énoncé par B. ROY. L’objectif primordial de 1’ homme
d’étude sera donc la recherche d’un systéme de composants fondamentaux ou

de rassembleurs de préférence adéquats.
2 FONDEMENT THEORIQUE

Cette structure trouve son fondement dans la nature imprécise des
préférences que 1’on constate déja dans les structures de pseudo ordre (et
donc de quasi-ordre) et aussi dans celles, plus générales, de quasi-ordres

généralisés (cf. Ph. VINCKE [(7]).
21 Imprécision et variabilité de la préférence induite

Soit Oj (j=j,j+1,...,8) wune opération relationnelle (cf. I 2).

Considérons les composants fRi, fRi pe.. et fRi". Appellons domaine de

variation ~ noté Dh— d’un composant relationnel quelconque - ?h— induit par

une chaine - fRi Oj fRi’ 0 j4}.1..0 731"— 1’ensemble des composants relationnels
s
susceptibles de <correspondre a Rh et qui représentent des états

relationnels directs. Nous définissons th comme suit :
( _ - \
D={|Ru®R |/ I(a,bleA/ a R O R 0...0 R, beta|RUR| b} (13")
h {'h h 1) 1 j+i7 s Tav h h )

ou fRi,fR‘, e R Lo et ?{h sont des composants de R. Nous distinguerons deux

sous-ensembles D et D de D :
h h h
+ [ )
D'={R / 3(a,b)eA’ a R_ O R O ..0 R betaRb}  (14)
h {"h 1 T g s 1" h)

+ . X oz
‘Dh contient les composants ?%h de non aversion de la préférence en faveur de
a (c’est a dire des composants d’approbation de 1la préférence ou,
simplement, de non préférence). ‘D; contient au cas contraire des

composants ﬁh de non aversion de la préférence en faveur de b. On a :

o .
D={R / 3(a,bleA/ a R O RO...0RbetaR b} (15)
h (h 1 ji’g+1 si" h

I1 s’en suit que :
:Dh=:ql v D, (vheM ) et[the iD; nD = %c?é] (16)
ou th est un composant de non préférence irréversible.
Prenons 1’ exemple d’un P.O. 7{=(R0,721,.‘R2) (cf. II 2). On peut vérifier

par exemple que :
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- - o - =
721721 cR heiDh—{fRo,le )u{ﬂo ,721) ou Dh—{?o,?l) et th—{fIg ,le) et fRo

R .
b

Nous postulons que

- 1’imprécision des états relationnels directs (et donc des compo-
sants) dépend de la nature des actions et des valeurs de Jjugement qui
déterminent les préférences (cf. H.J. MFOUKA [2]) ;

- le composant induit dépend des composants impliqués dans la chaine
relationnelle ;

- le composant induit ﬁ; ou 7% varie (en fonction de 1la
combinaison relationnelle qui 1’induit) dans un domaine fi ou 1{.

Il existe donc un procédé f tel que :

72h=f(.‘Rl,72i >R ,T) € th (17)

»? lu’

ou I' est un facteur d’ imprécision qui détermine la variabilité du composant
induit. La combinaison relationnelle (donc le comparaison indirecte) et, la

cohérence des préférences par conséquent, sont des éléments importants de

ce facteur ; ce qui nous permet de poser :

r=r(R ,® ,R ). (18)
l i, ill

Ce constat nous permet encore de postuler que : 1’on ne peut fixer a
priori les limites du domaine de variation du composant induit, celles-ci
ne peuvent découler logiquement que de 1’ imprécision observée dans 1’énoncé
des préférences.

Cette généralisation semble introduire un désordre relatif dans la
structure qui en découle, désordre qui donne un non sens a la notion méme
d’ordre du fait de la pluralité de possibilité d’états relationnels directs
pouvant correspondre a un seul état relationnel indirect : d’ou
1’appelation de non ordre. Ce désordre di a 1’imprécision permet d’affirmer
que les acteurs ont un pouvoir discriminant non seulement nuancé mais aussi
imprécis (cf. H.J. MFOUKA [2] et [3]).

Nous admettrons 1’hypothése suivante : R est un systéme de composants
relationnels fondamentaux ou de rassembleurs de préférence auquel est

associé un descripteur : 1’ensemble Mo, de niveaux de préférence.
22 Pouvoir discriminant imprécis et non ordre relativement indéterminé
Soit R = (?% , R 1,...,?{ un systéme relationnel de préférence. Nous

admettons donc que les acteurs ont un pouvoir discriminant imprécis et que

les seuils de préférence sont imprécis (cf. H.J. MFOUKA [2]) ; ces derniers
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sont des domaines de transition entre deux niveaux quelconques de
préférence i et 1i’.

Illustrons la notion de domaine de transition dans la représentation
ci-dessous. Soient deux options de préférence R et R, . Notons D(R)

1’ensemble des options de préférence.

R
i

X X, x < *D(R)

oo
-

Fig. 4

Le domaine de transition ou de discrimination entre .‘Ri et .‘Ri, est

compris dans un ensemble - qui, ici est un intervalle - ouvert ]xl,,x’i[.
Ses limites, en général, sont difficiles a préciser : c’est pourquoi nous
parlons de seuils imprécis. Notons ¢k un ensemble représentant une zone de
préférence, donc une option quelconque Rk (keMO). Le domaine de transition

est un ensemble ¢ tel que :
n

¢n < ¢1 n ¢1’ (ou ¢i Q]xi,x’l[ et ¢1'S]X1”x;’[ (19)
Il s’en suit que :
(a,b)egpn = a (Rl v ﬂi,] b, ¥V a, b € A. (20)

Cette derniére implication, lorsqu’on suppose que 1’union traduit un "“ou

n i

imprécis, peut-étre traduite de la fagon suivante (le "ou" non exclusif

devenant un "et")
(a,b)e¢n = a [fRi ) le,] b, V a, b € A. (21)

L’état de préférence peut étre représenté par plus d’un C.R.P.
lorsqu’il exprime un aspect de préférence qui est imprécis compris dans le
domaine d’intersection de quelques composants. Ce chevauchement qui peut
étre partiel ou total signifie que le pouvoir discriminant nuancé des
acteurs est imprécis (cf. H.J.MFOUKA [2]) car les états relationnels sont
imprécis. Le domaine de discrimination ne peut a priori étre réduit a un
point (comme on le fait souvent dans le cas des seuils précis).

Dans ce travail, nous envisageons des structures dont les états
relationnels sont directs et précis, c’est a dire qu’aucun aspect de
préférence ne se retrouve complétement inclus dans un domaine de transition
entre deux options distinctes. Par conséquent, les options sont exclusives.

Les composants fondamentaux de R peuvent se chevaucher partiellement mais
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pas totalement. Le type de structures ainsi défini sont dites relativement
indéterminées car, du fait de 1’imprécision, une indétermination subsiste
mais elle est relative. Elle permet tout de méme de se déterminer nettement
pour une option donnée. On dira que 1la préférence est relativement
indéterminée.

Le modéle de non ordre relativement indéterminé (N.O.R.I.) que nous
définirons concerne des situations de préférence irréversible (représentées

par Rx’ 0<i=t) et de non préférence irréversible (représentées par 720 ).

23 Imprécision et principe de réfutabilité de la préférence induite

’

Soient trois composants le, 7{1 et Ri". Nous allons distinguer deux
domaines de variation —®1 et 3D2 (nous modifions la notation précédente afin
d’éviter toute confusion)- de variation du composant induit fRi". Nous note-

rons @:(7@i » R 1), le domaine de variation du composant induit fRi" tel que :

RR, cR ., (22)
11 i
et fD:(?i ,7{1,) celui du composant induit fﬁlu tel que :
RR,cR_, . (23)
1 i’ lll

Soient fRi" un composant de non aversion et, Rh un composant de non

aversion ou de non approbation de la préférence tels que :

R c[?ﬁ v R ] (24)
ho| 1" i

Soit la condition de chaine suivante :
RU\[%'RhL’?th]tg' (25)

Nous noterons 12(?%,?1,) le domaine de variation de ?h pour ?hE?l" et
12(7%,?1,) celui correspondant au cas ou ?hsﬁiu. Dans la chaine (25), R
représente 1’état relationnel direct d’un couple d’actions (a,b) obtenu a
partir d’une comparaison indirecte faite par 1’intermédiaire d’une autre
action c (donc en connaissant les états relationnels des paires (a,c) et
(b,c)). La préférence induite ﬁh, dans (25), dépend de 1’ importance de la
nuance entre la préférence de niveau i et celle de niveau i’ et de
1’ imprécision due a la comparaison indirecte.

Notons Dy(le ,le), un ensemble décrivant des aspects de préférence jugés
non déterminants ou non significatifs par rapport au niveau d’imprécision
I‘(?Qi,fRi,) avec lequel est déterminé le composant fRi“ induit par la chaine

(25) ; c’est a dire que la préférence induite dans ce cas peut encore faire
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1’objet de doute et d’hésitation (car elle peut subir 1’effet de
1’ imprécision) : elle n’est pas irréfutable, on peut donc éventuellement la

remettre en question.
3 Définition, Propriétés et commentaires

31 Définitions d’un non ordre large (N.O.L.)

Un N.O.R.I. est un S.R.F.P. ou un S.R.R.P. relativement indéterminée
72=(7~20 ,721, Cee, ﬁRt) défini dans un ensemble A tel que :
(1) ﬂb est réflexif et symétrique,

(2) R 5i>0) est asymétrique,
3) (RR URR )cR ouR e (R,R )etR =f(R,R , I,
i 1 i’i i i" 1 i i? i" i i’

r),

) (RR URR J)cR otR eD(R,R )etR =f(R,R
171 1 i " 1 Ty i 1’71

y ?

(5) 3R ,R /7R =R, ,R T ettRc[fR uTR]
i h i i i h i i

[ﬂ R UR R ] NR #+2 & R €D (R,R ), i,i’,1i"eM .
1 h h'1 1? P y 1 0

R étant un systéme relationnel fondamental ou regroupé de préférence,
pour tout couple (a,b) de AZ, il existe toujours un composant ?i de R tel
que :

a Rl b ou b ?g a. (26)

Le premier axiome traduit 1la réversibilité de la non préférence

irréversible exprimée par f%.

Le deuxiéme axiome traduit 1’irréversibilité de 1la préférence

exprimée par les composants ?i (i>0).

Les axiomes (3), (4) et (5) précisent que les domaines de variation
des composants induits dépendent des composants qui les impliquent et du
niveau d’ imprécision observée. Cependant, 1’imprécision de 1’axiome (4) est
source de circuits triangulaires -excepté le cas de transitivité de %%—
capables de générer des situations conflictuelles. En effet, elle géneére
des cas d’intransitivité imprécise qui rendent toute décision a priori
conflictuelle. L’axiome (3) de transitivité imprécise semble globalement
plus logique. Il permet de retrouver la cohérence classique des préférences
au moins au niveau global (avec le composant principal R).

L’axiome (5) est un cas particulier de 1’axiome (3) car :
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R R cR & R R n R #a.
i i i i

R, (27)

Soit un triplet (a,b,c) de A%, Nous supposons que 1’on a :

aRibeta?i,couc?iaetbﬁi,a; (28)

on interprétera 1’axiome (5) de la fagon suivante lorsque la nuance de
préférence -entre Ri et ?ﬁ,— est dans le domaine d’imprécision i)y : la
confusion régne sur le niveau de la préférence induite (R ,) : tout devient

possible : Ri peut étre un composant d’aversion ou de non aversion.

L’axiome (5) permet de reconnaitre les composants de préférence - ?i“— qui
perturbent les tendances monotones de 1la préférence, c’est-a-dire les
composants dont 1’intensité de préférence n’est pas significative (par
rapport a 1’imprécision). C’est le cas des préférences douteuses dont toute
éventuelle irréversibilité deviendrait réfutable.

Nous appellerons quasi-ordre relativement indéterminé (Q.0.R.I.) tout

N.O.R.I. R=(R,R,...,R ) tel tout
0 1 t

R =

i

que le rassembleur de composant

aux

Cl‘"

irréversible 1?% soit imprécisément transitif (par rapport

composants qui le constituent).

Exemple : :nous prenons, dans le tableau suivant, 1’exemple d’un Q.O0.R.I.

qui est une structure représentable numériquement (cf.H.J.MFOUKA [2]). On
admet contrairement aux exemples précédents que les seuils sont imprécis :
ouverts. On suppose que le décideur connait

ce sont des intervalles

vaguement ses seuils de préférence mais il peut relativement cerner leurs

domaines. Nous avons retenu trois seuils, soit quatre niveaux de
préférence.
actions a b c d e
seuil s_ J10,12[| 13,4l |]20,25[|]10,12[| 13,5l
Tab. 3 seuil s, 115,170 17,9 |130,34[|115,17[| 18, 10[
seuil S, 125,30[(113,15[|]145,50([|120,24[|]15,17(
évaluations 300 308 313,5 320 280
On a :
aR b cR a, dR a, aR e, cR b, dR b, bR e, dR c, c R e et
[0} 1 2 3 1 2 3 o} 3
d f% c.

32 Propriétés

On sait que tout composant Ri est globalement un composant de non
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aversion.

P~ D (R,R )=D (R,.R ).

Justification : on se référera a 1’axiome (5) des N.O.R.1I..
P1- Un Q.O.T. ﬂ=(fR0,7Q1) est un Q.0.R.I..

Justification : 720 est un composant de non préférence irréversible qui
est symétrique et réflexif. le est un composant de préférence irréversible,
il est asymétrique. Par ailleurs on peut vérifier que (Rl étant transitif) :

R ER , fefkufn ‘Rusz]c[ae UR ]
11 10 01 0 0o 1
d’ ou,

VR, R,/ 1i,1'e(0,1} 3R /, R R R

i ’
R est donc imprécisément transitif (donc ?% aussi). En outre, on a :
SDy(??1 ,R1)=Dy(7€0,fRo)=(fRo ,le } et 513 (le,fRo)=(Ro }.
C.Q.F.D.

Pz— Un Q.O.T. R=(ﬂo,7€1) est un Q.0.R.I. tel que :

(1) R est R -transitif (ou R EER R UR 72] ),
1 1 i 01 170

(2) [‘R?e ARR AnRR nR 72] c ER ufR], VRZ cR , VR R cR ,
11 11 o1’ 1’70 ) 1 0 i 0 1 1’

(3) D(R,R )=D (R ,R )={R ,R } et D (R ,R )={R }.
y 1 1 y 0’0 0’1 y 1’70 0

Justification : posons IERO et PEle.

(1) justifie les propriétés PIPcP et P3(2-(a)),

(2) justifie la propriété P3(3) ;

par conséquent, les propriétés PIPcP et P°n I°=¢ sont vérifiées.

(3) : on se référera a P1'
C.Q.F.D.

P3— Un Q.0.T. R=(7€0,721) est un N.O.L si et seulement si :
(1) R est R -transitif (ou R Efk R uUR ?] ),
1 i i 01 170
(2) [fR.‘R NRR nRR nR 7%] c ER usR], VR® cR , YR R.cR ,
11 11 o1’ i’ 0 0 1 ) i 0o 1 1
(B3 D(R,R)=D (R ,R)={R ,R }et D (R ,R )={R }.
y 1 1 y 0’0 0 1 y 1’70 0
Justification : cf. P2 et Pl. Posons IEfRo et Psﬂi. Remarquons que :
- (I,P) est un systéme de composants fondamentaux de préférence ;
- 1’axiome (2) justifie les propriétés PIPcP et P3(2—(a)) ;

- (3) traduit 1’axiome (5) du N.O.R.I. dans le cas d’un Q.O.T..

R est un N.O.L. dont les triangles intransitifs ne peuvent contenir qu’un
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arc de préférence irréversible comme le montrent les domaines d’ imprécision
définis en (4). Par ailleurs, fRO est un composant de non préférence
irréversible symétrique et, 721 (721 =P), un composant asymétrique. Les deux
composants I et P forment un S.R.P..
C.Q.F.D.
P4- Tout P.O. 72=(5Ro,le ,722) est un Q.0.R.I..
Justification : 7{=(7€0,le ,fRz) est un S.R.P. tel que :
- 320 est symétrique et réflexive,
- Rl et Rz sont asymétriques,
- R est imprécisément transitif car, (720,'1"1) et (T
Q.0.T., on a (cf. Pl) :
VR, R,/ 1,1'€{0,1} IR /, R R R .
Par ailleurs, 1’axiome (5) des N.O.R.I. est vérifié pour :
ny(fRo ,fR0)=Dy(fR2,fR2 )=(fRo ,7%1,722}, ﬂy(le ,731 )={Ro’ 7?1},
ny (le ,7Q(J)=‘.’)y(le,fR2 )=ny (fRZ,fRO)=(720}.
C.Q.F.D.

dRZ) étant des

Ps— Un P.O. 72=(720,7€1,7€2)=(I,Q,P) est un Q.0.R.I. tel que :
(1) R est R -transitif (ou R Efl‘ R URT ]),
2 i i 0 2 20

(2) T est R -transitif (ou R = %( T uT®R ]),
1 1 1 01 10

(3) [fRiT1 n Tlle] C {Rou T1]’ VR(ZJ ch
(4) fR2 est fR1 u.‘R_i - transitif (ou fRiEIQ),
(5) iDy(?% ,fRo)=iDy(.‘R2,7€2 )={fRO ,.‘Ri,.‘Rz}, iDy(.‘R1 ,.‘R1 )={.‘RO, ?{1}
et ny(fR1 ,.‘R(_))=‘Dy(i721,.‘R2 )=ny (7% ,.‘RO)={.‘R0}.
Justification : sachant que (TO,TRZ) et ('cRo’Tx) sont des Q.0.T., en se

référant a P2 on justifie (1) et (2). En se référant a P3 (3) (I1I 131), on
a:

[fRT ATR nRR n??fR] c[fR uT],V?zciR,V.‘RTcR,,
i1 1 i o i’ i’ o (o] 1 0 i 01 i

or: RT=RR etTR=R R ; d’ou :
i1 o i’ 1 i i’ o

1

[fR T nT fR] c ER uT ], VRZ cR . (a)
i1 171 0 1 o
De méme pour (cf. II 131), on a :

) ?

[inR ARR nTR n®R T]C[T ufR],VTZ cR , VT R cR
i 2 2 1 o 1’ i’ 0 (o] 2 o] i o2 i

on a simplement :
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[fRR nfRR]c[R uT]carfR.‘RET.‘R et RR=R T. (b)
172 21 o 1 172 o 1 21 1* o

On constate que cette derniére expression - (b) -est contenue dans la
précédente, (a). La propriété P4(4) traduit 1’axiome (4) du P.O.. La
propriété P4(5) a été justifiée dans P4.

C.Q.F.D.

P6- Un P.O. 7Q=(720,R1,7Q2)=(I,Q,P) est un N.O.R.I. si et

seulement si :

(1) R est R -transitif (ou R E[T R URT ]),

2 i i 0 2 20
(2) T, est R -transitif (ou R %R T uTR ]),

1 1 1 01 10
(3) [fRT anR) c[:R uT ] VRZ <R

11 1714 ) 1 0 i

(4) P est fRi&ﬁQi - transitif (ou ﬂlle),

(5) Dy(?%o,?o)=73y(722,7€2)=(7€0 ,Rl,iRZ}, Dy(R1 ,le )={tRo,ﬁRl}

et Dy(le ,720)=ny(le,.‘Rz )=iDy (722, 2RO)=(2RO}.

Justification : un P.0O. est un Q.0.R.I., donc un N.O.R.I. Si
2R=(2RO,fR1,fR2) est un N.O.R.I, alors, R est un systéme relationnel de
composants fondamentaux ; 7%0 est symétrique et réflexif ; le et Rz sont
asymétriques. un N.O.R.I. qui vérifie les propriétés Ps est un P.O. car :

(1) = RTRCcCR ,

20" 2 2
(2) = TRTcCcT,
1701 1
(3) = ﬁsn 'If=z.
4) =2RRR c R ,RRR cR ,RRR cR , RRR c®R.
2°07 1 2 2"170 2 012 2 170 2 2
(fRo,Tl) est donc un Q.0.T. ; donc T est transitif (par conséquent 722

aussi). Cela implique que : (IiRlu fRII v fRf] N fR§=z ; d’ou : Tzn fRz=¢a.

(To,fRz) est donc un Q.0.T.. La propriété Ps(S) précise les domaines
d’ imprécision de 1’axiome (5) du N.O.R.I..
C.Q.F.D.

33 Commentaires

La nuance de préférence relative au couple (le,?i,) est la méme pour
le couple (R,,R ) (cf. P).

Les structures de Q.0.T. et de P.0. sont des N.O.R.I., en particulier,
elles sont des Q.0.R.I. (cf. F’1 et P4). Les propriétés 1:’2 et PS fixent les
conditions particuliéres de ces Q.0.R.I.. Celles-ci sont nécessaires et
suffisantes pour faire du Q.0.T. ou du P.0. un Q.0.R.I. et vice versa (cf.

P et P).
3 6
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CONCLUSION

On a pu constater, du quasi-ordre au non ordre, la prise en compte
progressive d’un nombre croissant de C.R.P. dans les S.R.P. de ces
structures grace au postulat de comparabilité limitée généralisée. Cette
progression a permis également d’intégrer 1’hypothése d’un pouvoir
discriminant d’abord simplement nuancé puis, nuancé et imprécis dans 1la
modélisation afin de tenir compte de la nature imprécise et complexe des
préférences. Cette nature justifie les axiomes apparemment incohérents ou
imprécis des structures de non ordre qui sont fondés sur un paramétre
d’ imprécision. Le non ordre, comme on l1l’a montré dans les propriétés du
paragraphe III, permet de construire des quasi-ordres et des pseudo ordres
en admettant quelques contraintes de cohérence au niveau des préférences.
Ils permettent surtout de représenter des modéles de comparaison complexe
dont les éléments fondamentaux  sont imprécis mais relativement

indéterminés.
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