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INTRODUCTION

L'ob jectif principal de ce trava il est de montrer qu'à p a rt ir  

d'un nouveau principe varia tionne l, le  Principe de l' in te rd é 

pendance Minimum (PIM) développé pour la première fo is par 

S. GUIASU (1979), â p a rtir des travaux de S. WATANABE (1969), 

i l  est possible de proposer un nouveau fondement sta tis tique 

aux modèles d'interaction spatiale de type g ravita ire . D'une 

façon plus spécifique, on montre également que le  PIM donne 

une nouvelle interprétation et permet une généralisation in té

ressante du modèle élémentaire que A.G. WILSON (1967, 1969) 

développa à pa rtir du Principe de l'Entropiè Maximum ébauché 

par E.T. JAYNES (1957).

Au cours du paragraphe suivant, nous présentons succintement 

le  résultat fondamental établi par WATANABE et autour duquel 

gravite ce que nous convenons d'appeler la théorie de l ' i n 

terdépendance globale (cf. B. VERMOT-DESROCHES, 1982 et 

S. GUIASU et B. VERMOT-DESROCHES, 1982). Un troisième para-
*

graphe dé fin it les mesures d'interdépendance W et W . On 

présente alors le  Principe de l'interdépendance Minimum (PIM) 

dans un quatrième paragraphe. L'application du PIM à la fo r

malisation du modèle élémentaire de WILSON est donnée au cours 

du cinquième paragraphe. Finalement, un dernier développement 

est consacré â la généralisation du modèle de WILSON a p a rt ir  

du PIM.

L'INTERDEPENDANCE GLOBALE DEFINIE PAR S. WATANABE

La théorie de l'information est une branche relativement nou

ve lle  des mathématiques modernes. Son concept fondamental 

est l'entrop ie considérée comme la quantité d 'incertitude con

tenue dans une expérience probabiliste quelconque. In trodu ite
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par C.E. SHANNON (1948) par analogie avec la fameuse fonction 

H de L. BOLTZMANN, l'entropie informationnelle est maintenant 

u tilisée  dans de nombreuses sciences et de nombreuses applica

tions pratiques.

La théorie de l'information, fourn it de façon effective plu

sieurs méthodes pour construire une d is tribu tion  de probabi

l i t é  compatible avec un ensemble de contraintes donné. En 

u tilis a n t l'entropie de SHANNON comme une mesure de la quan

t ité  d'incertitude contenue dans une d is tribu tion  de probabi

l i té ,  E.T. JAYNES (1957) in trodu is it le  Principe de 1'Entro

pie Maximum (PEM) pour déterminer la d is tribu tion  de probabi

l i t é  qui contenait la plus grande quantité d'incertitude, 

compatible avec des contraintes représentées par des moments 

simples ou mixtes d'une ou plusieurs variables aléatoires.

On peut d 'a illeu rs  montrer que le  PEM peut s 'in te rp ré te r comme 

une généralisation du fameux Principe de la Raison Insuffisan

te de LAPLACE. Tel que WILSON (1969) le mentionne, son modèle 

de gravité peut être considéré comme une conséquence, ou une 

application directe du PEM. En fa it,  le mod&le de d is tr ib u 

tion de déplacements de WILSON maximise une entropie bi-di- 

mensionnelle compatible a la fois avec, les d is tribu tions mar

ginales et avec le coGt de transport moyen.

Deux ans après JAYNES, S. KULLBACK (1959) in tro d u is it une me

sure de la divergence entre deux d istributions de probabilités 

sur la base de laquelle l'auteur élabora son principe varia- 

tionnel fondamental de la fonction discriminante minimum. Les 

travaux de A. HOBSON (1971) et F. SNICKARS et J.W. WEIBULL 

(1977) sont directement issus de ce principe. En effe t, même 

si les auteurs ne mentionnent pas explicitement le  nom de 

KULLBACK, le  Principe de l'Information Minimum de SNICKARS et 

WEIBULL peut être interprété comme un ou til pour construire
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la d is tribu tion  de probabilité bi-dimensionnelle qui so it la 

plus proche possible d'une d istribution d'interaction spatiale 

donnée a p rio ri.

En 1969, S. WATANABE in trodu is it une mesure entrop'ique de 

connexion ou d'interdépendance globale entre plusieurs sous- 

systèmes d'un système donné.

Soit X = {X.|, Xn> un système quelconque formé de n sous-

systèmes; i l  est possible d'attacher â chacun de ces sous-sys- 

tèmes une mesure d'entropie évaluant la quantité d 'incertitude 

correspondante. WATANABE propose alors de mesurer l' in te rd é 

pendance qui existe entre deux ou plusieurs sous-systèmes en 

retranchant de la somme des entropies ind ividuelles l'en trop ie  

du système tout entier. Si l'on appelle cette mesure W (X) 

on a par défin ition :

n

(1) W (X) = E H (X.) - H (X) 
i= l 1

oD H est le symbole d'une mesure d'entropie. Cette mesure glo

bale fut u tilis é e  par WATANABE pour c la ss if ie r les sous-systèmes 

d'un système donné.

La mesure de WATANABE possède tro is  avantages majeurs sur toute 

autre mesure d'interdépendance proposée jusqu'alors:

E lle  peut être appliquée pour mesurer l'interdépendance 

globale, c'est-â-dire l'interdépendance qui peut ex is te r 

entre plus de deux entités.

2- Cette mesure est égale â zéro si et seulement si les sous- 

systèmes respectifs sont indépendants.



3- Cette mesure n'est rattachée 3 aucune métrique qui sera it 

définie a p rio ri.

LES MESURES W ET W*

La mesure entropique W d'interdépendance globale de WATANABE 

peut s'appliquer aisément dans un contexte oû les sous-systè

mes envisagés sont représentés par des variables aléatoires.

On pose:

(2) X =
■ x-j » . . . .  /Y i « •

/ J l*  * * •’ Jn\ 

'^1» • • • »  qn /

X et Y sont deux variables aléatoires où x., ( i= l,  ..., n) et 

ÿ-» (j= l » ...> m) sont les valeurs numériques que peuvent
J

prendre ces deux variables aléatoires et oD:
t

(3) p = ( p -j . . . . .  Pn ) ; q =  (g- , . . . . .  qn )

n n
(4) p. > 0 , S p. = 1 ; q. > 0 , Z q. = 1

1 i= l 1 J j= l J

sont les d istributions de probabilité correspondantes.

On pose également:
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*
tt étant une d is tribu tion de probabilité conjointe a rb itra ire  

du vecteur aléatoire (X, Y). Ecrivons les d is tribu tions de
*

probabilité marginale de la d istribution tt :

★ ★ ★ ★ ★ k
(7) p = (P-j » . • • » i q = ( »  • • • * )

 ̂ m ^
(8 ) p. = E tt.. , (1=1 , ..., n) ; q,

1 j= l 1J J

Si l'on appelle tt = (ït-j i » •••» Trnm) une autre d is tribu tion  de

probabilité conjointe du vecteur aléatoire (X, Y), a rb itra ire

ou bien conforme aux d istributions de probabilité marginale
:k

p et q, une mesure de la proximité entre tt et tt est donnée 

par la formule de divergence de S. KULLBACK (1959):

*

* n 1,1 * ff-î •
(9) I (tt : ir) = E E tt. . Log —-

i= l j= l ^  ïïi j

L'auteur montre que I (tt : tt) > 0 avec égalité si et seulement
* - 

Si TT = TT.

On dé fin it l'interdépendance (ou la connexion) entre p et q 

par la formule de WATANABE dans ce contexte probabiliste:

(10) W (tt*; p , q ) = H (p*) + H (q*) - H (tt*)

* ★ ★ 
oD H (p ), H (q ) et H (tt ) sont les valeurs des entropies in- 

formationnelles correspondantes respectivement aux d is tribu tions
* * * 

p , q et tt .

Ainsi par exemple:

"k n m *

(11) H (tt ) = - I  Z TT.. Log tt..
1=1 j= l 1J 1J
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ic ic ic

I l  est aisé de montrer que l 'on a W (tt ; p , q ) > 0 avec éga

l i t é  si et seulement si la d istribution de probabilité jo in te
ic

tt est identique au produit de ses d istributions marginales, 

c'est-à-dire s i:

, *  * *
(12) tt = p q

ic ic

ou, de façon équivalente, si p et q sont indépendantes par
★

rapport 5 la d is tribu tion de probabilité bi-rdimensionnelle tt . 

A pa rtir de (9) et (10) on obtient:

(13) W (tt*; p*, q*) = I (tt* : p* q*)

*
En d'autres termes, la mesure d'interdépendance entre p et
* * 

q par rapport 3 la d istribution de probabilité conjointe ir 

est précisément la divergence de KULLBACK que l'on peut ob-
ic

server entre tt et le produit d irect de ses d is tribu tions de 

probabilité marginale.

En 1979, S. GUIASU a proposé une mesure d'interdépendance plus
ic

générale appelée W . E lle se dé fin it par rapport aux tro is
*

distributions p, q et tt ; cette dernière étant, par construc

tion, a rb itra ire  par rapport aux deux premières:
ic

ic ic iç n m * tt • •
(14) W (tt ; p, q) = I (tt : p q) = £ E tt. . Log *

1=1 j=l 1J Pi qj

Avant d 'é tab lir quelques propriétés de cette nouvelle mesure, 

on é tab lit le  lemme suivant:



Lemme 1 : Voua to o t t  > 0 on a

(15) t  Log t  = ( t - 1) + (t - l )2 

avec, x compAÂA znt/iz 1 ¿ t t  

Démonstration

Soit:

(16) <jï (t) = t  Log t

la formule de Taylor donne:

♦ ( t )  =  *  (1 ) +  *■ (1 ) ( t  -  1 ) +  j  4>" ( t ) ( t  -  1 ) 2 

=  ( t  -  1 )  + i ( t  -  l ) 2

pour t  > 0 avec t  compris entre 1 et t

q.e

Proposition 1 : On a:

(17) W* ( / ;  p, q) > 0

avec égalité si et seulement si

(18) ^ i j  =  ^ i ^ ^  * • • • » j =1 * • • • 9 ro)

- 7 -
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Démonstration:

En appliquant le  lemme 1, on a:

* n m
w = E E

i=l j=l

n m
= E E

i=l j=l

n m
= E E

i=l j=l

n m
+ E E

i=l j=l

n m
= E E

i=l j=l

est un nombre

* * *
W = W ( tt ;

*  
TT. .

p. q.
MJ

* *
7T • • 7T • •

_ U _  I nn _ LL

*

ff1J 

5i  qj
- 1) +

* 
TT. .i i  ni 1 » . . .  p

Z Z Pi  q i  2ÏÏ (F ^ T '  = 1=1 j=l 1 J ¿nij Pi

- E E p. q. 2  ̂ (p "q " 1 ) - 0
1=1 j= l 1 J n̂i j  Pi <»j

*
TT .  .

__ ________ - _mpris entre 1 et --- ai
U  P, qj

avec égalité si et seulement si (18) est vra ie.

q.e.d.

Je Je
Selon la proposition 1, on peut donc in te rp ré te r W ( tt ; p, q)

*
comme une mesure de l'interdépendance entre tt et p et q, ou 

bien comme une mesure de l'interdépendance entre p et q par rap-
★

port 5 la d is tribu tion  de probabilité produit tt . La quantité
Je Jf Je

W ( tt ; p, q) évalue de combien la d is tribu tion  tt d iffè re  de 

la d is tribu tion  de probabilité jo in te  "indépendante" p q.
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Afin d 'é tab lir le  lien  entre la mesure W de WATANABE et la 
•k

mesure W de GUIASU, prenons en considération les d istribu-
*

tions de probabilité marginale de la d is tribu tion  t t  et don

nées par l'é c ritu re  (8 ).

On a:

(20)

de même:

ic ^ ic  ̂■ n * m  ̂ tt • «
(21) W ( t t  ; p , q ) = E E t t .  Log - ^  =

1=1 J- l ’ J P, q j

n *  ̂ . m iç ^
= - E p. Log p. - E q. Log q. + 

i= l 1 1 j= l J J

+ E E t t .  . Log t t .  .  = H (p*) +  H (q ) - H ( i t  ) = 
i= l j= l 1J 1J

*  ic *

= W ( t t  ; p , q )

I l  convient de mentionner ic i que W ( t t  ; p, q) est définie
ic

pour n'importe quelles d istributions t t  , p, q tandis que la
ic ic ic

mesure de WATANABE W (tt ; p , q ) n'est définie que pour le

n m
★ 

TT. .

W (ir ; p, q) = E E t t .  . Log ■- ^  =
i= l j= l ^  Pi qj

n m * n m *
= - E E t t . .  Log p. - E E ir..-Log q. + 

i= l j= l 1J 1 i= l j= l 1J J

n m n
+ E E T T . .  Log T T . .  = - E p .  Log p. - 

1=1 j= i ^  1J i= l 1 1

m * n m * *
- E q. Log q. + E E t t .  . Log t t . .  

j= l J J i= l j= l 1J 1J
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★ *
seul.cas oD p et q sont les d istributions de probabilité

*
marginale de la d is tribu tion  de probabilité conjointe t t  .  

Afin d'obtenir une re la tion entre W ( t t  ; p, q) et
* ★ ★

W ( t t  ; p , q ), on é tab lit le  lemme suivant:

Lemme 2: Voua. toute. dlitsUbution dz phobabÀJLLtiL:

ilf tUt ic
(22) p = (pr  pn) , p = (pr  p j

(23) p* > 0, ( i= l , n), l  p! = 1 ;
1 i= l 1

n
Pi — 0 , ( i =1 , n) , E p. = 1 
1 i= l 1

on a:

(24) - £ p. Log p. > - E p. Log p.
1=1 1 1 1=1 1 1

avec êga titz  ¿1 62.aimz.nt &-L p.. = p.. , ( i= l , n)

Démonstration:

En appliquant le  lemme 1, on a:

n * n * *
(25) - E p. Log p. - (- Z p. Log p.) =

1=1 1 1 i= l  1 1

* * *
n jl p • n p» p»

= »1 L° S S 7 =  P f ï ï l L » 9 B 1 =
1=1 ' pi 1=1 1 pi pi

★ * 
n p. i n i p. ,

= Â  P1 «pT - ’ J + ï . 1, P i i r i ? 1 - ' )
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★

1 rï -I P-5 O

= 4  £ pi i r < F - - ’ > 2 0  
6 1=1 1 "1 Pi

*

Pl
ot) h. est un nombre compris entre 1 et —  , avec égalité si et 

i Pi

seulement si

*
(26) p* = p.» ( i= l i ...> n)

q.e.d.

Proposition 2: On a:

(27) W* (tt*; p, q) > H ( / ;  p*. q*)

avec égalité. ¿Z et ¿zuJLem&yvt i>l-

(28) p = p* , q = q*

Démonstration: En appliquant le lemme 2, on a conformément â 

(20) et (21):

* *
, q)

n m * n m
W (tt ; p = - E E

P1
Log p - E E;

i=l j= l 1 i= l j= l

n m * * n m * * *
+ E E " n Log tt . . > _ E E Pi Log p. -

i= l j= l * J 1J i= l j= l
1 1

n m * ★ n m * Je
- E E 

i= l j= l qj
Log q̂  + E

i= l
E

j= l

TT. .
1J

Log tt. . = 
y ij

= W ( t t  ; p , q )



avec, égalité si et seulement s i: 

p = p* , q = q*

q.e.d.

LE PRINCIPE DE L'INTERDEPENDANCE MINIMUM

Les principes variationnels interviennent de façon fondamen

tale dans les sciences économiques (et dans les sciences hu

maines en général). En fa it,  i l  est d if f ic i le  d'envisager 

une bonne théorie sans principe variationnel sous-jacent; en 

effet, la démarche fondamentale de la plupart des sciences 

consiste â étudier des variables, c'est-S-dire des varia tions 

d'entités ou de caractéristiques reliées directement ou in d i

rectement S l'ob je t d'analyse. La théorie micro-économique 

néo-classique est ainsi fondée sur deux grands principes va- 

riationnels: le  Principe de l 'U t i l i t é  Maximum et le  Principe 

du P ro fit Maximum auquel on a coutume d'adjoindre son corol

la ire , le  Principe du CoQt Minimum.

Les principes variationnels sont généralement élaborés à par

t i r  de règles d'action ou de principes plus généraux qui re

flè tent une conduite rationnelle ou évoquent une situation 

communément jugée souhaitable, sinon idéale. A insi, i l  est 

aisé de v é r if ie r  que le  Principe de 1'Entropie Maximum de 

JAYNES n'est qu'une généralisation du principe rationnel de 

la "Raison Insuffisante" de LAPLACE. Ces deux principes repo

sent sur l'idée d'équiprobabilité, les sociologues parlent 

d'équité, entre plusieurs événements dont les occurences ef

fectives ne sont ni observables ni directement calculables 

en raison d'une information disponible insuffisante.
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La théorie de l'interdépendance globale de WATANABE suggère 

un nouveau principe variationnel que GUIASU a présenté pour 

la première fois en 1979, i l  s'agit du Principe de l' in te rd é 

pendance Minimum. L'ob jectif de l'auteur é ta it d 'in trodu ire 

un nouveau c ritè re  pour sélectionner la meilleure 'distribu-
*

tion de probabilité produit t t  compatible avec les seules 

données que 1 'on a à notre disposition et sachant que celle- 

ci n'est parfaitement définie que pour le  cas p a rtic u lie r oO
*

dans le  vecteur aléatoire (X, Y) attaché â la d is tribu tion  tt , 

les variables aléatoires X et Y sont indépendantes:

*
(30) t t .j  = pi q̂  , (1=1, ..., n; j = l , ..., m) 

ou plus brièvement

(31) t t  = p q

Les données que 1!on a â notre disposition sont généralement 

dés moments statistiques, simples ou mixtes, rattachés au vec

teur aléatoire (X, Y). La contrainte la plus simple et la 

plus commune est naturellement la covariance (ou le  coeffi

cient de corrélation) entre les variables X et Y.

Notons ic i que le c ritè re  de l'entrop ie maximum sur lequel 

repose le PEM permet depuis longtemps de répondre â ce type 

de problème en proposant une méthode pour "construire" une 

d is tribu tion  de probabilité. On sait a insi qu'étant données 

une moyenne et une variance, la d is tribu tion  qui correspond 

5 une mesure d'entropie maximum est la lo i norm ale^. I l  

convient cependant de noter ic i que JAYNES n'avait élaboré

(1 ) cf. par exemple S. GUIASU (1 977)
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le  PEM que dans le  contexte oD l'information disponible n'é

ta it  formulée qu'en termes de moments statistiques. A cet 

égard, on sait que WILSON commet certains "débordements" de 

la théorie orig inale puisqu'il u t i l is e  ce principe en in tro 

duisant sous forme de contraintes les distributions, margina

les de déplacements dont le formalisme n'a rien de commun 

avec celui des moments statistiques.

GUIASU propose le  principe variationnel qui consiste S cons-
★

t ru ire  la d is tribu tion  de probabilité produit u qui so it 

"la plus large" possible, et compatible avec les contraintes 

disponibles. I l  recherche donc la d is tribu tion  de probabi- 

l i t é  produit t t  qui minimise W ( t t  ; p, q) compte tenu d'un 

ensemble de contraintes. Une te lle  solution sera la plus 

proche de la d is tribu tion de probabilité conjointe "indépen

dante" p q compatible avec les contraintes. Une te lle  solu

tion assure la plus grande libe rté  possible pour que le  vec

teur aléatoire (X, Y) puisse prendre toute configuration 

possible.

Bien que GUIASU n 'a it pas fa it de mention exp lic ite  â ce su

je t,  i l  est aisé de retrouver les prémisses rationnelles qui 

sous-tendent ce principe. Nous pouvons en effet envisager 

un "second" principe de la raison insuffisante qui, dans sa 

version la plus brève, s'énoncerait: "Etant donné deux évé
nements, en pKé&ence, d’une tn^oàmatÀon nuutte., on con6tdè/iz 
quz ceô deux événement* ¿ont Indépendante". Le rationnel 

tie n t au fa it  que l'on décide, en présence d'aucune informa

tion, de choisir une solution unique et non ambiguë. Si l'on 

décidait de considérer que ces deux événements étaient dépen

dants, le  principe deviendrait totalement inopérationnel ; 

quel serait le degré de dépendance? Sur la base de quelles 

considérations déciderions-nous de f ix e r ce degré de
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dépendance â te lle  ou te lle  valeur alors qu'au départ on est 

en présence d'une information nulle?

A t i t r e  d'exemple, on envisage maintenant le  cas le  plus sim

ple oD le  PIM peut être appliqué. On suppose que seule la 

covariance â  y est connue et l'on cherche 3 déterminer la

*
d is tribu tion  de probabilité produit tt qui minimise 

W ( t t  ; p, q) et qui.so it compatible avec â  y.

*
Théorème 1 : La cLiit^ibutton de pnobabiUjté pKoduJjt tt qtvL

* *
mintmiôe W (tt ; p, q) compatible avec la  covasUance aY „

A j Y

e&t donnée pan:

(■>?) * _  1 n n p "P
( } i j  ~ ^ T ë T  pi  qj

( i _1 , .. «, n, j  ™1 , . « «, m )

où. et viy ¿ont le i  valewu moyenne*» dej> vanJjxblu X e t Y 
e t où.:

n m -$ (x. - yY) (y. - yv )
(33) $ ( 6) = Z Z p. q e 1 X J Y ,

i= l j= l 1 °

( i —l , • • •, n; j =l , ..., m)

3 étant la  ôoùition unique de V  équation

(34) =

Démonstration:

4e

On veut déterminer la d is tribu tion  de probabilité produit t t  :
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(35) it. . > 0 , ( i = l , ..., n ; j = l ....... m)
I J

n m *
(36) 1 = E E it..

1=1 j= l 10

compatible avec la covariance:

n m *
(3?) ox>Y =  ^  ^  (X, - VX ) (yj - Uy) ir,j

et qui minimise l'interdépendance:
*

ic ic ie ^  ^  *  "^4 J

(38) W = W (tt ; p, q) = E E tt. . Log — ^
1=1 j= 1 ’J Pi “j

ou, de façon équivalente, qui maximise:

* n m * p. q.
(39) - W = Z Z ix.. Log - V 2- 

1=1 >1

En u tilis a n t le  lemme 1 et en introduisant des m ultip lica

teurs de LAGRANGE a, 6 correspondant respectivement aux con

ditions (36) et (37), i l  vient:
*

★ n m * tt • •

(40) W + a + 6 cfy » = 2 2 -̂s-s Log -— +
*»Y i= l j= l ^  Pi

n m * n m *
+ Z Z a tt.. + E E 3 (x. - yv ) (y, -yv ) tt.. = 

i= l j= l 1J i= l j= l 1 x

•k
n m * tt. .

= Z E ir.. [Log — J - + a + B (x. -yy) (y. - yY)] 
1=1 j= l ’ J Pi qj  1 x J Y

ic
n m * tt. . + a + 6 (x. - yY) (y. - yv )

= ï  Z „ L o g c - îi- e  1 x j  Y
1=1 j= l ^  Pi qj
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n m - a . g (x - y ) (y - y )

- ¿ ¿ P ,  V  X

Y J i L „ a +  6 (X t '  Wx ) (y j  '  UY ) X'
A P- q.

1 0
*

tt,-.. a + B (x. - yY) (y. - yv )

L°9 C-S-4- e J  ̂ =
Pî qj

n m - a - B (x. - yY) (y, - yv )
= E E p. q e i X j  Y x

1=1 j= l 1 J

*
a + $ (x. - yY) (y. - yv ) 

x ( _ L L e ! X J V _ 1) +

 ̂ J

1 n m - a - 3 (x, - yY) (y. - yv )

+ * , ; , A P< V  3 x

ni j  pi qj

n m - a - e (x. - UY) (y. - yv)
s 1 - E E p. q, e 1 x J Y = A

1=1 j= l 1 3

oO pour tout 1=1 , ..., n; j = l , m, est un nombre com

pris entre 1 et le  nombre:

*
iff4 a + B (x. - y„) (y - y )

(41 ) — U- e 1 x J Y > 0
pi qj

L'égalité en (40) survient si et seulement si

* - a - $ (x. - yY) (y. - yv)
42) tt. . =  p. q. e 1 x J Y ,

TJ 1 J *

( 1=1 , ..., n; j = l , ..., m)
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dans lequel cas:

(43) A = 0

En introduisant (42) dans la condition (36) on obtient:

- a n  m - 6 (x. - yY). (y. - yv )
(44) e Z Z p. q. e 1 A 3 Y = 1

i= l j= l 1 J

soit:

* i - B (x. - yy) (y. - yY)

(45) pi  qj e J

( i—l j •(*) n, j  ~1 ) • • •, m )

oD:

a n m -g  (x . - yy ) (y - y )
(46) $ (g) = e = I  Z p. q. e 1 X 3 Y

i= l j= l 1 3

En introduisant maintenant (45) dans la condition (37), on ob

tie n t:

, n m

(47) aX jY  = F W  ^  ( x i  " y X } (y j  " V  ^

- 3 (x. - yy ) (y. - yY)
X p, qj e 1 J Y

ou encore:

(B)
(48) aX)Y -  - 

so it finalement:
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(49)

q.e.d.

On remarque que l'équation (34) Cou (49)] peut s'écrire: 

n m
(50)

^  Cox,Y  ‘  X̂ i  " ŷ j  ‘  X

■ 3 ( x ■ ■ y « ) (y* - p«)
X e ’ X J Y p, qo. = 0

I l  s 'ag it d'une équation polynomiale exponentielle qui ne 

possède donc pas de racine algébrique. Le nombre 6 , solution 

de cette équation sera généralement un nombre transcendant.

Ce fa it  implique la nécessité de trouver des solutions appro

ximatives pour (34) 3 pa rtir de méthodes heuristiques appro

priées (cf. par exemple M. BATTY et S. MACKIE, 1 972 ou

B. VERMOT-DESROCHES, 1979) ou bien S p a rt ir d'un calcul d'ap

proximation d ire c te ^ .

5- LE MODELE ELEMENTAIRE DE WILSON ET LE PIM

Le modèle in it ia l de WILSON (1967) proposait in itia lem ent une 

d is tribu tion  de déplacement en maximisant une d is tribu tion  de 

probabilité multinomiale et en appliquant la formule d'approxi

mation de STIRLING. Le principe variationnel à la base de 

cette démarche reste obscur, mais peu après, l'au teu r reformule

(1) S. GUIASU et B. VERMOT-DESROCHES (1981) proposent une so
lu tion  d'approximation du premier ordre pour résoudre 
l'équation (34). La même méthode est u tilis é e  pour donner 
une solution d'approximation au modèle de WILSON (1967).
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la même solution en appliquant le PEM de JAYNES (WILSON, 1969). 

Plus précisément, la solution obtenue par WILSON pour le  pro

blème de transport posé est la d is tribu tion  de probabilité qui 

maximise l'entrop ie bidimensionnelle compatible avec les d is

tributions de probabilité marginale et un coQt moyen de trans

port donné (c'est-a-dire, un moment mixte po s it if). En fa it,  

nous l'avons souligné plus haut, l'auteur in trodu it parmi les 

contraintes usuelles du PEM (valeurs moyennes de variables 

aléatoires), d'autres contraintes, nouvelles et inhabituelles, 

notamment les d istributions de probabilité marginale.

Dans ce paragraphe, nous montrons que le modèle de WILSON peut 

être obtenu d'une façon élégante S pa rtir de l'app lica tion 

directe du PIM. De cette façon, nous obtenons également une 

interprétation intéressante du modèle d'interaction spatiale 

de WILSON. En fa it,  nous allons montrer que ce modèle s'avère 

être le  plus "large" possible, ou le  plus "indépendant" possi

ble des modèles d'interaction de type gravita ire  compatible 

avec les contraintes données (d istributions de probabilité 

marginale et coQt de transport moyen). Nous verrons que l'ap 

plication du PIM ne donne pas seulement la poss ib ilité  de re

formuler le modèle de WILSON, mais également de mesurer la 

quantité d'interdépendance correspondante a ce modèle.

La possib ilité  de mesurer la quantité d'interdépendance existante 

entre toutes les loca lités prises simultanément n'est possible 

seulement qu'avec l'app lication du PIM et non du PEM. En 

fa it,  le  problème de la recherche d'une d is tribu tion  de dépla

cement dans un système régional donné est un problème fonda

mentalement d'interaction, en conséquence, le  recours â une 

mesure d'interdépendance globale s'impose de façon nature lle.

On considère la d is tribu tion :
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* ★ ★
TT =  ( î T ^ j )  9 ( 1 = 1 9 • • • 9  n  } J  —1 9 • • • 9 n  )

avec:

* T. •
(51) î j =-4 lL * (*• Û=1 ....... n>

oD T.. représente la quantité de personnes voyageant d'une
* J

zone i vers une zone j  et T est le nombre total de déplace

ments qui s'effectuent entre toutes les paires de régions:

n n
(52) T =  Z .2 T ..

i= l j= l 1J

*
Théorème 2: La di!>t/U.butlon de pAobabttité tt qui mtnimZie
* *

W (tt ; p , q ) compatible, avec. ¿et> dü>t/iibuttonA de pAobabl-
"ic "te

¿ lté  maAglnaZe p e t q (c'est-a-dire ic i:  p = p, q = q) 

e t avec te. coût moyen:

n n *
(53) C = Z Z c..TT.. c., s 0 i (i»  j =l » • • • » n)

i= l j= l 1J 10 1J

où. c . . AepAéôente ¿eb coûti> de dépZacementi unlùùAeô d ’une
' J

zone i ve ti une zone j ,  u t  donnée pat:

•k  ̂  ̂i i
(54) TTjj = a., bj p. q̂  e J , ( i,  j = l , n)

où. ¿es nomb/ieô a., (i= l , n), b., (j = l , n), 8 &ati&-
lont ¿et> équjatloni>:

n - 3 c*.
(55) Z a. b. q. e J = 1 ( i= l,  n) 

j= l 1 0 0

n - B c..
(56) Z a. b. p. e 1J = 1 ( j= l ....... n)

i= l 1 J 1
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n n - 3 c..
(57) Z Z c.. a. b. p. q. e 1J = C 

1=1 j= l 1J 1 J 1 J

Démonstration: On veut minimiser:

*
n n a. tt . .

(58) W = E E tt. . Log 13

i= i  j= i  ' j -Pi " j

compati blé avec:

n *
(59) p. = Z ir.. , ( i= l ........n)

1 j=l 10

n *
(60) q. = Z tt.. , ( j= l,  n)

i=1 U

n m *
(61) C = Z Z c.. TT..

i= l j= l 1J

En introduisant les multiplicateurs de LAGRANGE

Yi» ( i= l> ...» n), 6 ., ( j= l , n) et 3 et en appliquant
U

le  lemme 1 , i l  vient:

* n n

+  i= i  ■ ■ j= i

(62) W + Z y. p. + Z 6 . q. + 3 C = 
-• - -i 1 1 J J

*
n n *  t t .  .  n n *

= Z Z tt. . Log -— + Z Z y. tt. . +
i=l j=l ^  Pi i=i j=i 1 ^

n n * n n *
+ Z Z <S. T T .  . + Z Z 3 c . . T T .  . =

i=l j=l J u  i=l J=1 1J

*
n n * ir. .

= Z Z tt.. [Log + y . + 6 . + 3 c ..] =
i= i  j= i  u  pf i j  11 j ' j
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*
n n * tt.. y. + 6. + 3 c..

= Z Z tt.. Log (— -j- e J J) =
1=1 j=l ^  P,

n n ~ y. — <5, — 3 c . .
= Z Z p. q e 1 J 1J X 

i=l j=l 1 J

• * *
tt.-.. Y* + 6 . + 3 c.. tt. . y,* + <5. + 3 c . .

X _ U _ e ’ J ,J>

n n - Y - 6 . g c
= Z Z p. q. e 1 J 1J X 

i=l j=l 1 J
★

'iï.. y. + 6 . 'b 3 Cf.:
X <^-4- e 1 J 1J-1) +

P1 qj

, n n - y, - 6 . - 3 c .

Je

X îf- (J ü _  + sj + 6 C1 J . n *
hU  (P, q, 1}

oO h., est un nombre compris entre 1 et le  nombre po s it if:
’ J

*
t t .  .  y ,- +  6 .  +  3  c . .

(63) — e J J > 0
pi  qj

En conséquence, on obtient à pa rtir de (62) 

n n

j=

(64) W* + Z y* P,- + 2 6 . q. + 3 C > 
i=l 1 1 i=l J J

n n - y. - 6 . - 3 c..
* 1 - Z Z p. q. e ' J J = A

i= l j= l 1 J

avec égalité si et seulement s i:



A = 0

et 1 'on a:

“te ic ™ Yi *" 5« “ (3c»»
(66) wm1n = W (p. q̂  e J 1J ,

( i—l > • • • » n# j  1 , ■ • * i n ); p ̂  q) —

n m
= “ £ Y,- P* - 2 6. q. - 6 C 

i= l  1 1 j =1 J J

*
En introduisant les valeurs de tt. . de l'é c r itu re  (65) dans

J

les contraintes (59) - (61), on obtient:

n - y. - 6 . - 3 c..
(67) p. = Z p. q e 3 1J , (1=1, ..., n)

1 j= l 1 3

n - y . - 6 . - 3 c ..
(68) q = Z p. q e 3 1J , ( j = l , n)

3 i= l  1 J

n n - y. - 5 . - p c..
(69) C = Z Z c . . p. q. e 1 3 1J

i= l j= l 1 ^

Si Ton pose maintenant:

■ Y1

dans lequel cas:

(70) a.. = e (1=1, ...» n)

- 6 .
(71) b, = e  3 ( j= l ....... n)

On observe que le  système (67) - (69) est identique au
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système (55) - (57) qui, compte tenu de l'équation de d is t r i

bution (54), correspond au modèle élémentaire de WILSON (1967).

q.e.d.

Remarques

1- A pa rtir de l'é c ritu re  (66) on peut vo ir que la d is tr ib u 

tion de probabilité optimum (65) permet de linéa rise r
*

l'expression W en fonction des contraintes p, q et c.

Les multiplicateurs de LAGRANGE y., (1=1,'..., n),

(J=1 > ...» n), et 3 sont précisément les coefficients
J

de cette combinaison linéa ire.

2- A ce stade de la réflexion, on est en d ro it de se poser 

la question suivante: Pourquoi est-il possible d'obtenir 

la solution proposée par WILSON en u tilis a n t indifférem

ment le  PEM ou le PIM? La réponse est en fa it  évidente. 

Dans le théorème 2 précédent, on se donne les d istribu-
*

tions de probabilité marginale de la d is tribu tion  tt en

posant que les d istributions de probabilité in it ia le  p et

q étaient respectivement égales a ces d is tribu tions de
* -k

probabilité marginale p et q . Dans ce cas d'après notre 

proposition 2 :

k  k  k  k  k  k  

W (tt ; p, q) = W (tt ; p , q ) = W (tt ; p, q) =

= H (p) + H (q) - H (tt*) 

et comme les entropies H (p) et H (q) sont constantes
*

(non dépendantes de la d istribution tt ), dans ce cas pré-
k k

ci s, la minimisation de W ( t t  ; p, q) est équivalente â
k

la maximisation de H (tt ) compatible avec les contraintes



p, q et C. Le modèle élémentaire de WILSON est donc en

tièrement caractérisé par le Principe de l'interdépendan

ce Minimum, i l  n'en est qu'une application pa rticu liè re
★ *

correspondante aux contraintes donnant p , q et C.

UNE GENERALISATION DU MODELE ELEMENTAIRE PAR LE PIM

I l  est intéressant de remarquer que le  modèle élémentaire de 

WILSON ne présente une structure de type g rav ita ire  qu'en 

raison de l'in troduction a p rio ri des d istributions de proba-
*

b ilité  marginale de la d istribution v .

•k n *
Pi = z ir. . , ( i= l....... n)

j = l  1J

:k 11 ★ 
q, = 2 TT.. , ( j= l , ..., n)
0 i= l  1J

Ce sont elles qui imposent dans l'équation de d is tribu tion

(54) les facteurs "émetteurs" a. p. et les facteurs "attrac-

teurs" b. q.. L'application du PEM muni de la seule con- 
0 J

tra in te  du coût de transport moyen n'aboutira it nullement â 

un modèle d'interaction de type gravita ire.

L'application du PIM, en revanche, permet ce type de généra

lisa tion . En effet, on renonce à présent à la connaissance

a p rio ri des d istributions de probabilité marginale, p et q
•k ★

ne sont plus respectivement égal aux d is tribu tions p et q 

comme dans le cas du théorème 2 mais sont totalement arbi- 

tra ires  par rapport â la d is tribu tion v . Elles peuvent 

être obtenues par exemple de façon exogène par le  b ia is d'en

quêtes ou bien sur la base d'estimations qui seraient effec

tuées 5 pa rtir de variables "proxy". D'autre part la solution 

proposée par le  PIM n'impose pas ic i la connaissance complète
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des deux vecteurs p et q.

*
On recherche donc la d is tribu tion tt qui minimise la diver-

*

gence W de la situation d'indépendance:

*

*  .  *  *  T T . .
(72) W ( t t  ; p, q) =  I  ( t t  : p q) =  Z Z t t .  . Log —

i= l j=] ’ J Pi in

compatible avec

n n *

(73) 1 = Z Z tt..
i=l j=l 1J

n n .

(74) C = Z Z c.. tt. .
i=l j=l ^  '3

En appliquant le  lemme 1 et en introduisant les deux m u lti

plicateurs de LAGRANGE a et 3, i l  v ient:

*
* n n * tt. • n n *

(75) W + a + 3 c = Z Z tt. . Log -— + Z Z a tr.. +
i= i  j = i ’ a Pi q j i=1 j=1 u

n n * n n * u . . a + 3 c . .
+ Z Z 3 c . . tt. . = Z Z ir. . Log (-- e J) =

i=i j=i ,J 1J i=i j=i 'J kp( q3 ’

' n n - a - 3 c ..
= Z Z p q e 1J X

i= l j= l 1 3
* *

a + 3 c . . n a + 3 c . .

X < P T Î J  c l ° °  ^ 6 U )  ■

★
n n - a - 3 c.. TT.. a + 3 c..

= Z Z p . q e 1J (— U- e 1J - 1 ) +
i= l j= l 1 J Pi

n n - a - 3 c ..
+ £ S P,- q, e 1J x

i= l j= l 1 J



avec égalité si et seulement s i:

* ** 01 “ 0 c ».
(76) ir^. = qj e 3 ( i,  j = l , .

dans lequel cas:

★
(77) W = - a - 0 C

En introduisant (76) dans la contrainte (73)

n n - 0 c..
(78) ea = E E p. q e 1J = $ (0) 

i= l j= l 1 3

d'où la solution:

(79) =  pi e

avec:

- 0 c . .

(80) $ (0) = E E p. q. e 
i= l j= l 1 J

on a:

Finalement en introduisant l'équation de d is tribu tion  (79) 

dans la contrainte (74) on obtient l'équation devant être sa

t is fa ite  par 0 :
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Cette solution [(79) - (81)] est plus générale que ce lle ob

tenue par WILSON dans le sens qu'elle n'implique la compati

b il ité  que d'une seule contrainte sans que sa structure gra- 

v ita ire  n'en soit affectée. Ce modèle peut donc être u t i le  

pour le  cas (fréquent) oQ p et q sont déterminés de façon 

approximative et qu 'il n'y a aucune raison de les inclure en 

tant que contraintes formelles de d is tribu tion  de déplacement.

* *
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