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INTRODUCTION

L'objectif principal de ce travail est de montrer qu'a partir
d'un nouveau principe variationnel, le Principe de 1'Interdé-
pendance Minimum (PIM) développé pour la premigre fois par

S. GUIASU (1979), & partir des travaux de S. WATANABE (1969),
il est possible de proposer un nouveau fondement statistique
aux modeles d'interaction spatiale de type gravitaire. D'une
facon plus spécifique, on montre également que le PIM donne
une nouvelle interprétation et permet une généralisation inté-
ressante du modele &lémentaire que A.G. WILSON (1967, 1969)
développa 3 partir du Principe de 1'Entropié Maximum ébauché
par E.T. JAYNES (1957).

Au cours du paragraphe suivant, nous présentons succintement
le résultat fondamental &tabli par WATANABE et autour duquel
gravite ce que nous convenons d'appeler la théorie de 1'in-
terdépendénce globale (cf. B. VERMOT-DESROCHES, 1982 et

S. GUIASU et B. VERMOT-DESROCHES, 1982). Un troisidme para-
graphe définit les mesures d'interdépendance W et w*. On
présente alors le Principe de 1'Interdépendance Minimum (PIM)
dans un quatrigme paragraphe. L'application du PIM a la for-
malisation du modele &1émentaire de WILSON est donnée au cours
du cinquitme paragraphe. Finalement, un dernier développement
est consacré 3 la généralisation du modele de WILSON a partir
du PIM,

L' INTERDEPENDANCE GLOBALE DEFINIE PAR S. WATANABE

La théorie de 1'information est une branche relativement nou-
velle des mathématiques modernes. Son concept fondamental

est 1'entropie considérée comme la quantité d'incertitude con-
tenue dans une expérience probabiliste quelconque. Introduite



par C.E. SHANNON (1948) par analogie avec la fameuse fonction

H de L. BOLTZMANN, 1'entropie informationnelle est maintenant

utilisée dans de nombreuses sciences et de nombreuses applica-
tions pratiques.

La théorie de 1'information, fournit de fagon effective plu-
sieurs méthodes pour construire une distribution de probabi-
11té compatible avec un ensemble de contraintes donné. En
utilisant 1'entropie de SHANNON comme une mesure de la quan-
tité d'incertitude contenue dans une distribution de probabi-
19té, E.T. JAYNES (1957) introduisit le Pfincipe de 1'Entro-
pie Maximum (PEM) pour déterminer la distribution de probabi-
1ité qui contenait la plus grande quantité d'incertitude,
compatible avec des contraintes représentées par des moments
simples ou mixtes d'une ou plusieurs variables aléatoires.

On peut d'ailleurs montrer que le PEM peut s'interpréter comme
une généralisation du fameux Principe de T1a Raison Insuffisan-
te de LAPLACE. Tel que WILSON (1969) Te mentionne, son modale
de gravité peut &tre considéré comme une conséquence, ou une
application directe du PEM. En fait, le mod2le de distribu-
tion de déplacements de WILSON maximise une entropie bi-di-
mensionnelle compatible a 1a fois avec. les distributions mar-
ginales et avec le colt de transport moyen.

Deux ans apras JAYNES, S. KULLBACK (1959) introduisit une me-
sure de T1a divergence entre deux distributions de probabilités
sur la base de laquelle 1'auteur élabora son principe varia-
tionnel fondamental de la fonction discriminante minimum. Les
travaux de A. HOBSON (1971) et F. SNICKARS et J.W. WEIBULL
(1977) sont directement issus de ce principe. En effet, méme
si les auteurs ne mentionnent pas explicitement le nom de
KULLBACK, 1e Principe de 1'Information Minimum de SNICKARS et
WEIBULL peut &tre interprété comme un outil pour construire



la distribution de probabilité bi-dimensionnelle qui soit la
plus proche possible d'une distribution d'interaction spatiale
donnée a priori.

En 1969, S. WATANABE introduisit une mesure entropique de
connexion ou d'interdépendance globale entre plusieurs sous-
systemes d'un systzme donné. ’

Soit X = {X1, e Xﬁ} un systeme quelconque formé& de n sous-

systeémes; il est possible d'attacher & chacun de ces Sous-sys-
temes une'mesure d'entropie évaluant la quantité d'incertitude
correspondante. WATANABE propose alors de mesurer 1'interdé-
pendance quf existe entre deux ou plusieurs sous-systemes en
retranchant de 1a somme des entropies individuelles 1'entropie
du syst2me tout entier. Si 1'on appelle cette mesure W (X)

on a par définition:

_ n . '
(1) W (X) = .‘21 H (x].) - H (X)
1=

ob H est le symbole d'une mesure d'entropie. Cette mesure glo-
bale fut utilisée par WATANABE pour classifier les sous-syst2mes
d'un systeme donné. '

La mesure de WATANABE poss&de trois avantages majeurs sur toute
autre mesure d'interdépendance proposée jusqu'alors:

12 Elle peut &tre appliquée pour mesurer 1'interdépendance
globale, c'est-a-dire 1'interdépendance qui peut exister
entre plus de deux entités.

22 Cette mesure est 6gale 3 zéro si et seulement si les sous-
systemes respectifs sont indépendants.



32 Cette mesure n'est rattachée & aucune métrique qui serait
définie a priori.

LES MESURES W ET W

La mesure entropique W d'interdépendance globale de WATANABE
peut s'appliquer aisément dans un contexte oll Tes sous-syste-
mes envisagés sont'représentés par des variables aléatoires.

On pose:

X-l,‘..., Xn : .Y-l, ---syn
(2) X = ( ) s Y = ( . )
' Pys +-es P )

cees Q

X et Y sont deux variables alé&atoires ol X5 (i=1, ..., n) et
yj’ (=1, ..., m) sont les valeurs numériques que peuvent

prendre ces deux variables alé&atoires et ol:

(3)  p=Aps ceesp) 5 oa=1(g, .05 q)

n . n
(4) p. 20, £ p.=1 3 q,20, I q.=1
! i=1 ! y =1

sont les distributions de probabilité correspondantes.
On pose é&galement:

*

(5) o= (mys e )

(6) m..20 , L I m,,.=1



m  &tant une distribution de probabilité conjointe arbitraire

du vecteur aléatoire (X, Y). Ecrivons les distributions de
. *
probabilité marginale de la distribution m :

* % * * * *
(7) p = (p'|3 Y pn) s q = (q]a cees qn)
' * m % n 4
(8) p; = I m., (i=1, ..., n) 59, = Z m., (§=1, ...
: 1735 1 §7 5o il

Si 1'on appelle 7 = (w]], cees ﬂnm) une autre distribution de

probabilité conjointe du vecteur aléatoire (X, Y), arbitraire
ou bien conforme aux distributions de probabilité marginale

p et q, une mesure de la proximité entre w* et m est donnée
par 1a formule de divergence de S. KULLBACK (1959):

*

n om T..
(9) I (n* tm)= ¥ I n:. Log E;i
i=1 j=1 ij

. *
L'auteur montre que I (m : ) > 0 avec égalité si et seulement
* Coes

simT =m.

’ . * *
On définit 1'interdépendance (ou la connexion) entre p et g
par 1a formule de WATANABE dans ce contexte probabiliste:

0 Mrs R, a)=H () +H (@) - H (r)

* * *
ol H(p ), H(g ) etH (m) sont les valeurs des entropies in-

, m)

formationnelles correspondantes respectivement aux distributions

x * *

P,q etmw.

Ainsi par exemple:

: n om
(M) H@)=- I I m, Logm.
i=1 j=1 Y



I1 est aisé de montrer que 1'on a W (w*; p*, q*) > 0 avec éga-
1ité si et seulement si la distribution de probabi]ité jointe
n* est identique au produit de ses distributions marginales,
c'est-a-dire si: |

* %

*
(12) T =p q

’ * *
ou, de fagon équivalente, si p et q sont indépendantes par
*
rapport & la distribution de probabilité bi-dimensionnelle = .

A partir de (9) et (10) on obtient:

*

(13) W(rsphaq)=I(r :p q)

En d'autres termes, la mesure d'interdépendance entre p* et
q* par rapport 3 la distribution de probabilité conjointe n*
est préc1sément la divergence de KULLBACK que 1'on peut ob-
server entre n et le produit direct de ses distributions de

probabilité marginale.

En 1979, S. GUIASU a proposé une mesure d'interdépendance plus
générale appelée w*. Elle se définit par rapport aux trois
distributions p, q et ﬂ*; cette dernigre &tant, par construc-
tion, arbitraire par rapport aux deux premiéres:

*

* * * n m * Te
(14) W (myp,q)=I(r :pq)=1I & m, . Log ——l%—
i=l j=1 Pi 9

Avant d'établir quelques propriétés de cette nouvelle mesure,
on établit le lemme suivant:



Lemme ‘1: Pour tout t >0 on a
‘ ] 2
(15) tLogt:(t-'I)+—2-_F(t-1)

avec T compiis enthe 1 et t

Démonstration

Soit:
(16) ¢ (t)=tlogt
la formule dé Taylor donne:
() =0 4o () (L= +1e (0 (£-1)2=

=(t-'l)+-2]?(t-1)2

pour t > 0 avec T compris entre 1 et t

Proposition 1: On a:

* *
(17) W (m35p,q) 20
avec &galité si et seulement si

(18) mi: = Py Qs (i=1, ..., n; j=1, ..., m)



Démonstration:

En appliquant le lemme 1, on a:

*
n m Te =
(19) W =1 I m, Llog——l=
i=1 j=1 Y Pi 9
* » ) *
n m kil Te o
ij ij _
= I I p; Q. Log =
i=1 j=1 T J Py qj P; qj
n m ( TT:.
=3I I p;q. (—L-1)4+
i=1 =1 ' J Py 95
-n m 1 ( 1\':. ])2
+ Z L P: Q. 57— 1) =
=1 g=1 13 iy Py g
*
n m 1 'rr,i . 2
=L I p;Q:mp (— -1 =20
i=1 j=1 J eNyy Py 9

T, .
ol hij est un nombre compris entre 1 et —Y ainsi:
, ' it

* * *
W =W (mr;p,q) 20
avec &galité si et seulement si (18) est vraie.
q.e.d.

Selon 1a proposition 1, on peut donc interpréfer w* (n*; P, q)
comme une mesure de 1'interdépendance entre n* et p et q, ou
bien comme une mesure de 1'interdépéndance entre p et q par rap-
port & la distribution de probabilité produit n*. La quantité
w* (n*; p, q) évalue de combien la distribution w* differe de

la distribution de probabilité jointe "indépendante" p q.



Afin d' établir lTe 1ien entre la mesure W de WATANABE et 1la
mesure w de GUIASU, prenons en considération les d1str1bu-
tions de probab111té marginale de 1a distribution n et don-
nées par 1'écriture (8).

On a:
*
n m

- . .
(20) W (ﬂ*; p, q) = & I n Log ———l—-—
=1 g=1 9T P9y

nom n om
=- X ‘I m@w,.logp,- X I m.logaq,+
i=1 j=1 " Vo= g=t J
nomo, * N
+ ¥ I mw,,logmwm,.=- I p, Llogp, -
i=1 j=1 I = I !
m n m *
- I L + I I .. L .
5 q °9 a5 + T E Ty oo Ty
de méme:
| ' no.m y
* %k ok k; ‘ * s
(21) W (rsp,a)= I I mylog—gig=
=1 =1 P; 95
n 4 M *
= - Z P; Log p - I q. logq, +
i=1 =1 J
n.om 5 % * * *
+ r I mo.logm.=H(p)+H{(q)-H(r)=
i=1 j=1 " Y

*

, * * )
W(rsp,q)

* *
"I1 convient de mentionner ici que W (m ; p, q) est définie
*
pour n'importe quelles distributions m , p, q tandis que la
* * *
mesure de WATANABE W (w ; p , q ) n'est définie que pour le
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. * *
seul.cas ol p et q sont les distributions de probabilité
marginale de la distribution de probabilité conjointe w*.

* *
Afin d'obtenir une relation entre W (m ; p, q) et
* % *
W(r;p,q), on &tablit le Temme suivant:

Lemme 2: Pour foute distribution de probabilite:

* * ‘
(22) P =(pys .ecopy) » p=1(pys «eus p) :
. - n
(23)  py 20, (i=1, ..., n), T pr=1;
1 . 1
. i=]
n
p; 20, (i=1, ..., n), I p; =1
. 'i:]
on a:
' n 4 n e *
(24) - I p;logp;2- I p;logp;
_ 521 - i Ly T i

i=]
%* B
avec Cgalite si et sewlement 54 Py =P; » (i=1, ..., n)

Démonstration:

En appliquant 1e Temme 1, on a:

n oy n 4 *
(25) - I p;logp;-(- Z p;logp,)=
i=1 i=1
% * *
) ; * L pi g pi L pi
= p. LOg — = P; — LOGg — =
=1 1 P = TP TPy
* *
n n P
1 1 2
= 1 pi(.l ])+'§.Z piF('_""]) =



-1 -

- *
n P
] i 2
T p;—(—=-1)"20
=1 by Py |
, e
v P;
ol hi est un nombre compris entre 1 et 5— , avec €galité si et
-i .
seulement si

% .
(26) P; = P; (i=1, ..., n)

Proposition 2: On a:

* %k * * *
(27) W (ms;p,q)zW(r;p,q)
avec egalite si et seulement 54:
* *

(28) p =p sy 9=4q

Démonstration: En appliquant le lTemme 2, on a conformément a

(20) et (21):

n . n m

* % m *
(29) W (w3p,q)=- % I pylogp,- T I q; Log g; +
i=1 j=1 i=1 j=1
n m * * ) n m * * .
+ I m,.logmw,.2- Z I p.Llogp. -
i=1 j=1 R i=1 j=1 !
n m * %* n m * *
- Z I q,logq,+ X ¥ m,.logm,.=
i=1 j=1 Vo= gm Y Y

* * *
W(msp,q)
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avec.éga]ité si et seulement si:
* *
p=p s 9=4
q.e.d.

LE PRINCIPE DE L'INTERDEPENDANCE MINIMUM -

Les principes variationnels interviennent de facon fondamen-
tale dans les sciences 8conomiques (et dans les sciences hu-
maines en général). En fait, i1 est difficile d'envisager
une bonne théorie sans principe variationnel sous-jacent; en
effet, 1a démarche fondamentale de 1a plupart des sciences
consiste a €tudier des variables, c'est-d-dire des variations
d'entités ou de caractéristiques reliées directement ou indi-
rectement 3 1'objet d'analyse. La théorie micro-&conomique
héo-c1assique est ainsi fondée sur deux grands principes va-
riationneﬁs: Te Principe de 1'Utilité Maximum et Te Principe
du Profit Maximum auquel on a coutume d'adjoindre son corol-
laire, 1e Principe du CoQt Minimum.

Les principes variationnels sont généralement &laborés & par-
tir de ragles d'action ou de principes plus généraux qui re-
fletent une conduite rationnelle ou évoquent une situation
communément jugée souhaitable, sinon idéale. Ainsi, i1 est
aisé de vérifier que Te Principe de 1'Entropie Maximum de
JAYNES n'est qu'une généralisation du principe rationnel de
la "Raison Insuffisante" de LAPLACE. Ces deux principes repo-
sent sur 1'idée d'équiprobabi1ité, les sociologues parlent
d'équité, entre plusieurs &vénements dont les occurences ef-
fectives ne sont ni observables ni directement calculables

en raison d'une information disponible insuffisante.
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La théorie de 1'interdépendance globale de WATANABE. sugg2re
un nouveau principe variationnel que GUIASU a présenté pour

la premigre fois en 1979, i1 s'agit du Principe de 1'Interdé-
pendance Minimum. L'objectif de 1'auteur &était d'introduire
un nouveau crit@re pour sé€lectionner la meilleure distribu-
tion de probabilité produit w*~compatib1e avec les seules
données que 1'on a 3 notre disposition et sachant que celle-
ci n'est parfaitement définie que pour le cas partfcu]ier ol
dans le vecteur aléatoire (X, Y) attaché & la distribution ﬂ*,
les variables aléatoires X et Y sont indépendantes:

(30) . = Py 9: (i=1, ..., n; j=1, ..., m)

1 J

ou plus brizvement
*
(31) m =pgq

Les données que 1'on a & notre disposition sont généralement
des moments statistiques, simp1eé ou mixtes, rattachés au vec-
teur aléatoire (X, Y). La contrainte 1a plus simple et la
p]us'commune est naturellement la covariance (ou le coeffi-
cient de corrélation) entre les variables X et Y.

Notons ici que le critére de 1'entropie maximum sur lequel
repose le PEM permet depuis Tongtemps de répondre a ce type
de probleme en proposant une méthode pour "construire" une
distribution de probabilité, On sait ainsi qu'étant données
une moyenne et une variance, la distribution qui correspond
& une mesure d'entropie maximum est la loi normaTe(] .
convient cependant de noter ici que JAYNES n'avait &laboré

(1) cf. par exemple S. GUIASU (1977)
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Te PEM que dans le contexte ol 1'information disponible n'é-
tait formulée qu'en termes de moments statistiques. A cet
égard, on sait que WILSON commet certains "débordements" de
la théorie originale puisqu'il utilise ce principe en intro-
duisant sous forme de contraintes les distributions margina-
les de déplacements dont le formalisme n'a rien de commun
avec celui des moments statistiques.

GUIASU propose le principe variationnel qui consiste @ cons-
truire 1a distribution de probabilité produit ﬂ* qui soit
"la plus large" possible, et compatible avec les contraintes
~disponibles. I1 recherche donc 1a distribution de probabi-
1ité produit T qui minimise W (n*; p, q) compte tenu d'un
ensemble de contraintes. Une telle solution sera la plus
proche de la distribution de probabilité conjointe "indépen-
dante" p q compatible avec les contraintes. Une telle solu-
tion assure la plus grande liberté possible pour que le vec-
teur aléatoire (X, Y) puisse prendre toute configuration
possible.

Bien que GUIASU n'ait pas fait de mention explicite & ce su-
jet, i1 est aisé de retrouver les prémisses rationnelles qui
sous-tendent ce principe. Nous pouvons en effet envisager

un "second" principe de la raison insuffisante qui, dans sa
version la plus breve, s'énoncerait: "Etant donné deux evé-
nements, en présence d'une information nulle, on considere
que ces deux Zvenements sont independants". Le rationnel
tient au fait que 1'on décide, en présence d'aucune informa-
tion, de choisir une solution unique et non ambigu8. Si 1'on
décidait de considérer que ces deux é&vénements étaient dépen-
dants, le principe deviendrait totalement inopérationnel;
quel serait le degré de dépendance? Sur la base de quelles
considérations déciderions-nous de fixer ce degré de
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dépendance 3 telle ou telle valeur alors qu'au départ on est
en pré&sence d'une information nulle?

A titre d'exemple, on envisage maintenant 1e cas le plus sim-
ple ol 1e PIM peut &tre appliqué. On suppose que seule la
covariance Oy y est connue et 1'on cherche & déterminer 1la

*
distribution de probabilité produit 7 qui minimise
* * .
W (w3 p, q) et qui soit compatible avec Ty y-
Théorzme 1 La distribution de probabilite produit " qui
minimise W (n 3 P, q) compatibLe avec La covariance o
est donnée pan:

X,Y
-8 {x: - 1) (v, - ny)

* 1 B X J Y

(32) ﬂij —mpi qj e ’
(i=1, ..., n; j=1, ..., m)
od uy et uy, sont Les valeurs moyennes des variabLes X et Y
et od:
nom -8 (x5 - uy) (yj - Hy)

(33) @e(B)= 2 I pae ! ,
i=1 j=I1

(i=1, ..., n3; j=1, ..., m)

B &tant La solution unique de £'éEquation

dino (B) _

(34) 78

= 9%,y

Démonstration:

*
On veut déterminer la distribution de probabilité produit = :
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(35) nf

ij >0 , (i:ﬂ, cens n;.j=1, rees m)
: n m
(36) 1= 3 % -n:.‘.
i=1 j=1 "

compatible avec la covariance:
n

. m ' *
(37) oy y= 1'21 jil (g =) (yy - wy) myy

et qui minimise 1'interdépendance:

- *

_ . n m T, .
38) W=W (r3p,q =72 & m. Llog—i-

LNE q

ou, de fagon Equivalente, qui maximise:

% n m P; Q.
(39)  -W = I X uw.log—5
- i=1 j=1 s

En utilisant 1e lemme 1 et en introduisant des multiplica-
teurs de LAGRANGE o, B correspondant respectivement aux con-
ditions (36) et (37), i1 vient:

*
* n m Te
(40) W +a+Bo,y= % I ., Log—+
X,Y i 9
BRI B i 9

n m * n om
+ I I am.+ I I Bx, -u) (y.-p,)
= j=1 W mgm F X I

*

ij

. T (%, ~1y) ( )
= L I m,. [lLog +a+B (x;,-u Y: = wl)l=
i=1 j=1 9 P; 9; oXE ey
*
n o om .. +a+8 (x: - uy) (y. - uy)
= 5 % 7. log [—ie LA S R

i=1 j=1 Pi 9
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n om == B (x; -wu) (y. - uy)
=L I poae TOXRES Yy
i=1 j=1 J . |
*
X i ea + B (x; - My ) (yj - ) x
p-in
To 4B ) ( )
Te o a Xe = U « = MU
Log —J_ e ! S Y 1=
n o m - a -.B (x; = uy) (y; - ny)
= I I pi'q. e ! X J Y X
i=1 j=1 J
T a8 D (v = 1y)
T:. O X: = uy) (¥, - w
X ( ij e i X J Yoo 1) +
P; 95
nom =a-B(x; -u) (y, - u,)
+-% I I p;aq;e X Yy
i=1 j=1 '
To a8 ( ) ( )
X-ﬁ-]-—(ﬂ’ ea X.i‘UX yj“UY-1)22
iy Pi%
n om “a =B (x; -1y (ys - uy)
21 - ¢ I p, q; e ! XT3 LAY
i=] j=

ol pour tout i=1, ..., n; j=1, ..., m, hij est un nombre com-
pris entre 1 et le nombre:

(4]) 'n'ij ea + B (xi "UX) (yj = UY) S
P; qj

0

L'égalité en (40) survient si et seulement si

* -a -8 (x; -u) (y: - uy)
(42)  m=pae Xy

(i=1, ..., n; j=1, ..., m)
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dans lTequel cas:
(43) A=0

En introduisant (42) dans la condition (36) on obtient:

(44) e- q ; 2 P; e- é.(xi ) ux) (yj ) UY) =1
i=1 j=1 J
soit: . ‘
(45) “:j =¢_1(_8_)_ - N B (x5 - 1y) (yJ- - uy) ’
ki=1, .,,; n; j=1, ..., m)
ob: |
(46) s(R)=e =1 3 Py 9 ;B xg o) (g - y)

i=1 j=1

En introduisant maintenant (45) dans la condition (37), on ob-
tient:

_ 1 n m .
- B (x; - ny) (y. - uy)
i X J Y
X pja;e
ou encore:
_ 9 (B)
(48) oy y = -5 (g

soit finalement:



gq.e.d.

On remarque que 1'équation (34) [ou (49)1 peut s'écrire:

n m
(50) .E ‘E EOX,Y = (X.i - HX) (.YJ- = UY)] X
i=1 j=1
- B (xy - uy) (y, - uy)
j X J Y —
e P; 95 = 0

I1 s'agit d'une &quation polynomiale exponentielle qui ne
possgéde donc pas de racine algébrique. Le nombre B, solution
de cette &quation sera généralament un nombre transcendant.
Ce fait implique la nécessité de trouver des solutions appro-
ximatives pour (34) a partir de méthodes heuristiques appro-
priges (cf. par exemple M. BATTY et S. MACKIE, 1972 ou

B. VERMOT-DESROCHESE];QZQ) ou bien & partir d'un calcul d'ap-

proximation directe' /.

LE MODELE ELEMENTAIRE DE WILSON ET LE PIM

Le modele initial de WILSON (1967) proposait initialement une
distribution de déplacement en maximisant une distribution de
probabilité multinomiale et en appliquant 1a formule d'approxi-
mation de STIRLING. Le principe variationnel & la base de
cette démarche reste obscur, mais peu apres, 1'auteur reformule

(1) S. GUIASU et B. VERMOT-DESROCHES (1981) proposent une so-
lution d'approximation du premier ordre pour résoudre
1'équation (34). La méme méthode est utilisée pour donner
une solution d'approximation au mod2le de WILSON (1967).
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la méme solution en appliquant le PEM de JAYNES (WILSON, 1969).
Plus précisément, la solution obtenue par WILSON pour le pro-
bl2me de transport posé est la distribution de probabilité qui
maximise 1'entropie bidimensionnelle compatible avec les dis-
tributions de probabilité marginale et un colt moyen de trans-
port donné (c'est-a-dire, un moment mixte positif). En fait,
nous 1'avons souligné plus haut, 1'auteur introduit parmi les
contraintes usuelles du PEM (valeurs moyennes de variables
aléatoires), d'autres contraintes, nouvelles et inhabituelles,
notamment les distributions de probabilité marginale.

Dans ce paragraphe, nous montrons que le modele de WILSON peut
&tre obtenu d'une fagon Elégante a partir de 1'application
directe du PIM, De cette facor, nous obtenons également une
interprétation intéressante du modele d'interaction spatiale
de WILSON. En fait, nous alions montrer que ce modadle s'avére
atre le plus "large" possible, ou le plus "indépendant" poséi-
ble des modeles d'interaction de type gravitaire compatible
avec les contraintes données (distributions de probabilité
marginale et coGt de transport moyen). Nous verrons que 1'ap-
plication du PIM ne donne pas seulement la possibilité de re-
formuler 1e modele de WILSON, mais également de mesurer 1la
quantité d'interdépendance correspondante & ce modeale.

La possibilité de mesurer la quantité d'interdépendance existante
entre toutes les localités prises simultanément n'est possible
seulement qu'avec 1'application du PIM et non du PEM. En

fait, le probleme de 1a recherche d'une distribution de dépla-
cement dans un systeme régional donné est un problzme fonda-
mentalement d'interaction, en conséquence, le recours & une
mesure d'interdépendance globale s'impose de fagon naturelle.

On considere la distribution:
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T o= (w.j) , (i=1, ..., ny j=1, ..., n)

avec:

N
1
(51) M54 T

, (1, 391, ...y )

ol Tij représente la quantité de personnes voyageant d'une

zone i vers une zone j et T est le nombre total de déplace-

ments qui s'effectuent entre toutes les paires de régions:
n n

(52) T=1: I T,
‘ i=1 j=1

Théoreme 2: La distribution de probabilite 5 qui mindmise
W (w*; P, q) compatible avec Les distributions de probabi-
Lité manginale p et q (c'est-a-dire ici: p* = p, q* = q)
et avec Le colt moyen:

n n *

(53) C= i£1 ji] €43 s cij 20 , (i, j=1, ..., n)

ol i neprésente Les colts de déplacements unitaires d'une
zone i vens une zone j, est donnée panr:

-Bc

. ..
(54) "5 =23 bypyase WG, =, .., n)

ol Les mmwwéav H=1,.”,n),by (=1, ..., n), B satis-
gont Les équations:

_ n - B ci.
(55) 21 a bj q; e J =1 (i=1, ..., n)
. P

n - B C,.

1)
(56) 121 a, bj p; e

1 (j=1, ..., n)
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n n -8 i
57) LI I cC.,.a.b.p.q. =
(57). ALY a, bs P; 95 € c
Démonstration: On veut minimiser:
* n n wf.
(8) W =1 I m Log ——
'i=] J""] ‘] p q
compatible avec:
n *
(59) p. = I m,. , (i=1l, ..., n)
i = ij.
n *
60 . - Z o 3 j= 9 ecey
(60) g, T (j RREE n)
n m *
61 = I I ey T
(61) C LA c_IJ ‘rrTJ

En introduisant les multiplicateurs de LAGRANGE

Yi (i=1, ..., n), 6j, (j=1, ..., n) et B et en appliquant
le Temme 1, i1 vient:
n
(62) W+Zyp+26q+BC
i=1 j=1
*
n n n n *
= r I n Log -——QL—-+ r I Y; My
=t g=t WU P95 g J
n n * n n *
+ I ZG.ﬂi.+Z ZBci.'ni.=
i=1 j=1 Voi=m g WY
*
n o n
= X I w ij [Log B——%— +y; 4 6 + B C;

i=1 j=1

+

1J

] =
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n n 11. Yi+6 + B cC,

= I I . log(-—-e 9y =
i=1 j=1 ij p] qj
n n -y, -6, -Bc..
=% % pja;e ' I I ¢
i=] j:] J
. .
XTr Y+6 +BCUL (‘rr1 y1+J+Bc1J_
P: Q; © °9 B g © )
i T
n n -y, -8, -B8¢
= I I p, q; e ! J u X
i=1 j=1
* }-B
L +BcC
x(—ﬂ—eY‘ bW+
P; qj
n n -y¥; - 6. -8B¢
+-% I I P qj e ! J 1 X
i=1 j=
1 + 5, + 8
T . . c
X o (i 17 %% _1)2
13 P4 qj '

ol hij est un nombre compris entre 1 et le nombre positif:

*
Mis Y+6 + B c,
(63) ——Le 1350

Pi 95

En conséquence, on obtient & partir de (62):

n
(64) w+Zyp+26q+BC
i=] Jj=1
n n -Y. -6, -Bec,.
>1- % I pjaye Y LU}

i=1 j=1

avec éga]ité si et seulement si:
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-y, -6, - Bc,

(65) m.=p,qe | 9 U, 39, ., )

dans lequel cas:

A=0
et 1'on a:
* * "'Y]n"d."BCo.
= J ij
(66) W ., =W (p, 9; e .
(i=1, ..., n; =1, ..., n); p, q) =
n .om
==- I ¥y,p:- L 6.,q.-8C
= PN gm0

*
En introduisant les valeurs de ms; de 1'&criture (65) dans
les contraintes (59) - (61), on obtient:

n -y - Gj - BcC,.

- 1J s
(67) p; = Zopya5e , » (i=1, ..., n)
. J_]
n -y, -8, - BC.,.
— 1 J 1] s
(68) qj - 1‘5] p.i qJ (S H (J"]s -.--s n)
n n - Y, -8, - Bc,

(69) C=3ZI I c,.p.
i= g=1 W7

i J ij
. e
qJ
Si 1'on pose maintenant:

- Y{ .
(70) a e (i=1, ..., n)

. - 6, :
(71) b,=e I (j=1, ..., n)

On observe que le systzme (67) - (69) est identique au
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systeme (55) - (57) qui, compte tenu de 1'équation de distri-
bution (54), correspond au mod2le &lémentaire de WILSON (1967).

q.e.d.
Remarques
1- A partir de 1'écriture (66) on peut voir que la distribu-

tion de probabilité optimum (65) permet de 1linéariser
1'expression w* en fonction des contraintes p, q et c.
Les multiplicateurs de LAGRANGE Yy (i=1, ..., n),

6j, (=1, ..., n), et B sont précisément les coefficients
de cette combinaison Tinéaire.

A ce stade de 1a ré&flexion, on est en droit de se poser

la quéstion suivante: Pourquoi est-il possible d'obtenir
1a solution proposée par WILSON en utilisant indifférem-
ment 1e PEM ou Te PIM? La réponse est en fait évidente.
Dans le théoreme 2 précédent, on se donne les distribu-
tions de probabilité marginale de 1a distribution w* en

q &taient respectivement égales a ces distributions de
probabilité marginale p* et q*. Dans ce cas d'apr&s notre
proposition 2:

W P, q) =W (n; P, q*) =W () P, q) =
=H (p) +H(q) - H(r)

et comme les entropies H (p) et H (q) sont constantes
*
(non dépendantes de la distribution m ), dans ce cas pré-

* *
cis, 1a minimisation de W (7 ; p, q) est &quivalente 2
*
1a maximisation de H (w ) compatible avec les contraintes
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P, g et C. Le modele &1émentaire de WILSON est donc en-
tidrement caractérisé par le Principe de 1'Interdépendan-

ce Minimum, i1 n'en est qu'une application particuligre
—_ * *
correspondante aux contraintes donnant p , q et C.

6- UNE GENERALISATION DU MODELE ELEMENTAIRE PAR LE PIM

I1 est intéressant de remarquer que le modele &lémentaire de
WILSON ne présente une structure de type gravitaire qu'en
raison de 1'introduction a priori des distributions de proba-
bilité marginale de la distribution n*.

* n 4
p; = )X LPR (i=1, ..., n)

3= Y

* N 4
Q.= Z m.. , (3=, ..., n)

b Y

Ce sonf elles qui imposent dans T'équation de distribution
(54) les facteurs "émetteurs" a; Py et les facteurs "attrac-
teurs" bj qj. L'application du PEM muni de 1a seule con-
trainte du coOt de transport moyen n'aboutirait nullement &
un modele d'interaction de type gravitaire.

L'application du PIM, en revanche, permet ce type de généra-
lisation. En effet, on renonce & présent & la connaissance

a priori des distributions de probabilité marginale. p et q
ne sont plus respectivement é€gal aux distributions p* et q*
comme dans le cas du théor2me 2 mais sont totalement arbi-
traires par rapport & la distribution v*. Elles peuvent

8tre obtenues par exemple de facon exogene par le biais d'en-
quétes ou bien sur Ta base d'estimations qui seraient effec-
tudes & partir de variables "proxy". D'autre part la solution

proposée par le PIM n'impose pas ici la connaissance complete
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des deux vecteurs p et q.

*
On recherche donc la distribution = qui minimise la diver-

' *
gence W de la situation d'indépendance:

*

* * ) * n n * Y | P
(72) W (v3p,q)=T(n :pa)= I I m Log=——i
=1 j=1 Pi 95

compatible avec

n n
(73) 1= 32 I LY

i=1 j:] J

n n .
(74) C= % I c,. ..

i=1 =1 W W

En appliquant 1e Temme 1 et en introduisant
plicateurs de LAGRANGE o et B, i1 vient:

les deux multi-

*
* n n Te. n n *
(75) W +a+Bc= 3 I molog—H-+ 1 1 q M+
i=1 j=1 W i % =1 5= J
' i *
n n * n n Mo + BcC..
+ 3 X Beme= I I om.log (e Wy =
i=1 j=1 J i=1 j=1 " Pi 95
n n -a- 8 ci. ‘
=2 I p;qe J X
i=1 j=1 J
. B : 8
T, . o + C.. T . + C..
X e V) Log (- e Wy =
B T a+8
n n - 0 - C.. T, . o C
= I I p;q.e RN (SN R [ PR
i=1 j= J Pi 95
n n -0 -8 Ci'
+ I I op, q; e J X
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*
T.. o+ BC,.
X . 1 ( LN ij _ 1)2 >
ij Pi9%
: T a4+ B
n n -a-BC;, M. Q Cy.
> I I pjaq.e SR (S P Ty R 1)
i=] j=1 J pi Qj.
avec €galité si et seulement si:
* —G-Bci. ’
= J I
(76)  my=p5 95 € (i, §=1, ..., n)

dans lequel cas:
*

(77) W =-0a-8¢C

En introduisant (76) dans la contrainte (73) on a:
o n n -Bc

(78) =1 I pae Y=02(s)
_ i=1 j=1 J

.d'ol la solution:

79) ] TP
(79)  m;=FTEy Pi 9
avec:

) n n - B Ci.
(80) @ ()= I I p;ae J

i=1 j=1

Finalement en introduisant 1'équation de distribution (79)
dans la contrainte (74) on obtient 1'équation devant &tre sa-
tisfaite par B:

n n -BcC

8 I I op;as (s - U=
(81) e q; (c;5-Cle
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Cette solution [(79) - (81)] est plus générale que celle ob-
tenue par WILSON dans le sens qu'elle n'implique 1a compati-
bilité que d'une seule contrainte sans que sa structure gra-
vitaire n'en soit affectée. Ce mod2le peut donc &tre utile
pour le cas (fréquent) ol p et q sont déterminés de fagon
approximative et qu'il n'y a aucune raison de les inclure en
tant que contraintes formelles de distribution de déplacement.
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