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La decomposition canonique et la cointégration. 

Zaka RATSIMALAHELO* 

Septembre 1994 

Résumé. 

Cet article propose une modélisation de 1*espace état de la 

cointégration. On généralise la notion de variables cointégrées en 

n'imposant aucune restriction sur l'ordre d'intégration. Nous développons 

la notion d'agrégation dynamique d'un système qui est en parfaite relation 

avec le modèle à correction d'erreur et le modèle à tendances communes. 

Mots-clés: Espace état, cointégration, agrégation dynamique, tendances 

communes, modèle à correction d'erreur. 

Abstract. 

This paper has introduced state space models for cointegrated time 

series. In doing so, the notion of cointégration is slightly generalized. 

We develop the notion of dynamic aggregation link with error correction 

model and common trends. 

Keywords: State space, cointégration, dynamic aggregation, common trends, 

error correction model. 
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I. Introduction. 

La notion de cointégration initialement proposée par Granger (1981) et 

le théorème de représentation de Granger et Weiss (1983) ont contribué 

largement à l'élaboration de la technique d'estimation et du test présenté 

par Engle et Granger (1987) dont l'idée générale est la suivante: les 

variables non stationnaires sont généralement liées par des relations de 

cointégration, et ces relations devaient être prises en compte pour 

l'estimation et la prévision. 

Les propriétés d'intégration et de cointégration expriment avant tout 

des propriétés dynamiques importantes pour les variables économiques, qu'il 

s'agisse de clarifier les relations entre niveaux et taux de croissance ou 

de dégager des propriétés de long terme et notamment le type de persistance 

des effets des chocs instantanés. 

C'est ainsi que le modèle cointégré a permis de mieux appréhender la 

dynamique de court terme et l'équilibre de long terme des variables 

économiques, il est connu sous le nom de modèle à correction d'erreur. Ce 

dernier type de modèle, initialement préconisé par Sargan (1964), a été 

popularisé par Hendry (1978), (1986) et Johansen (1988). 

D'autre part Stock et Watson (1988) ont développé le modèle de 

tendances communes qui généralise au cas vectoriel la décomposition de 

Beveridge et Nelson (1981). 

Pour tester la cointégration, on utilise habituellement soit la forme 

du modèle à correction d'erreur, soit la forme du modèle à tendances 

communes. En fait le modèle à correction d'erreur et le modèle à tendances 

communes sont des représentations duales obtenues respectivement par 

développement de la forme autorégressive et de la forme moyenne mobile du 

modèle. Toutes deux ont une interprétation économique utile puisqu'elles 

révèlent des relations de cointégration ou de tendances communes qui lient 

ou engendrent les variables considérées. 

Une autre approche utilisant le modèle espace état proposé par Aoki 

(1988) (1990) généralise la notion de variables cointégrées en n'imposant 

pas comme Engle et Granger, Johansen, Stock et Watson des restrictions sur 

l'ordre d'intégration. On peut alors définir des relations de cointégration 

concernant la même variable à différents degrés de différentiation et dans 

des transformations dynamiques. 



Dans cet article nous donnons une représentation de la cointégration 

dans l'espace état. AOKI M. (1987, 1988) a utilisé une décomposition 

canonique d'un système dynamique permettant de séparer le sous-système 

dynamique lent et le sous-système dynamique rapide. Les variables 

cointégrées sont classées dans le sous système dynamique lent, ce 

sous-système correspond donc à une réponse à long terme. 

Cette séparation en deux sous systèmes dynamiques est due à l'origine 

au problème d'agrégation dynamique, elle consiste à séparer les valeurs 

propres de la matrice d'évolution A en deux classes mutuellement 

exclusives, chaque classe appartenant à une partie pour i = 1, 2 du plan 

complexe telle que 

C n C = 0 
i 2 

soit n^ le nombre de valeurs propres de A contenues dans pour 

i = 1, 2 

n + n = n. 
1 2 

La séparation des valeurs propres en deux classes disjointes 

convient parfaitement à la modélisation des séries économiques. La 

dynamique lente est associée aux valeurs propres proches du cercle 

unité, elle correspond ainsi à l'équilibre de long terme des séries 

économiques, tandis que la dynamique rapide, associée aux valeurs 

propres proches de l'origine correspond à la dynamique de court terme. 

Notre approche se différencie de celle d'Aoki sur trois points 

essentiels : 

1) nous effectuons la décomposition canonique à partir de la 

propriété de la fonction d'autocovariance du système dynamique, 

2) la décomposition canonique faite par Aoki n'a pas permis de 

spécifier la trajectoire stationnaire qui correspond à la notion de 

l'équilibre de long terme, 

3) nous généralisons l'agrégation dynamique tout en conservant la 

dimension de l'état du système. 

Nous allons montrer dans la deuxième section que la décomposition 

canonique d'un système dynamique permet non seulement de généraliser la 

notion de la cointégration mais également de caractériser l'équilibre de 

long terme des variables concernées et enfin dans la troisième section nous 

faisons le lien entre l'agrégation dynamique, le modèle à correction 

d'erreur et le modèle à tendances communes. 



II. La décomposition canonique et la cointégration. 

Considérons d'une part un système dynamique en temps discret à n 

dimensions décrit par les équations d'état suivantes: 

X = AX + BV 
t t-i t 

et d'autre part un vecteur d'observations à m dimensions 

Y = CX + U 
t t t 

où V et U sont des variables aléatoires, 
t t 

Ce modèle est en fait équivalent au modèle innovation suivant 

voir RATSIMALAHELO (1994) : 

X = AX + Ke 
t t-i t 

Y = CX + e 
t t t 

avec X = E(X /Y ,Y , . . . . ) , est le vecteur du meilleur estimateur de 
t t t-i t-2 

l'état X . 
t 

où e = Y - E(Y /Y ,Y ,...) est le vecteur du processus d'innovation 
t t t t-i' t-2 * 

de Y 
t 

et K = E(X^e^)E(ete^)
 1 est la matrice du gain de Kalman. 

Dans ce qui suit nous considérons que la matrice d'état A est stable 

i.e. ses valeurs propres sont dans le cercle unité ou sur celui-ci, il en 

résulte que A^ t € Z est borné si t tend vers l'infini. Ce choix est 

conforme à l'analyse des séries économiques parce que les valeurs propres 

supérieures à l'unité en norme correspondent au système explosif et ne 

présentent aucun intérêt particulier. 

Nous effectuons d'abord une analyse dans le cadre stationnaire ce 

qui nous permet de spécifier la trajectoire stationnaire. 

A/ Cas stationnaire. 

Nous considérons que le système dynamique est stationnaire, 

analysons alors les différents cas suivants. 



a) Matrice A asymptotiquement stable. 

Dans le cas où les valeurs propres de la matrice A sont à l'intérieur 

du cercle unité, la solution de l'équation d'état est donnée par 

= A ^ ' x . , + Y A W ~ J B v . . 

lorsque t tend vers l'infini lim A^x^, = 0, nous avons donc 
t -> 00 

x = Y AZ JBv. 

* j ì o J 

le processus t e 1 est alors purement non déterministe. 

La matrice de variance-covariance 

pour i > 0 

i-1 . , . 
Xt+i = A ' X t A l ~ " J B vJ-

E(x t + 1 xp = a'eu^) + V A ì - 1 % ( v . x ; ) 

P. = A1? . 
i o 

pour i < 0 

P'. = (A P )' = P (A )' car P' = P , 
1 0 0 o o 

d'autre part nous avons 

ECx^xl ) = P = AP A' + BQB' . 
t t 0 0 

Nous pouvons écrire l'équation de Lyapunov discrète comme suit 

vec P = vec [AP A' + BQB'] 
0 0 

= [I - (A'e A)]" 1 (B'©B) vec Q. 

Les valeurs propres de I - A'©A sont 1 - ^i^j ^ ^ °^ *i e s ^ * a 

valeur propre de A. 

D'après notre hypothèse la matrice A est asymptotiquement stable 

i.e. 1 - X^Aj * 0, ainsi la solution existe et est unique, la matrice 

de variance Pq définie positive entraîne que le couple (A, B) est 

complètement commandable. 



b) Matrice de covariance semi-définie positive. 

Si 1 - À.À. = 0, la solution n'existe pas, cela entraîne un 

changement de base T tel que 

TP T' = 
o 

0 

0 

Tx = 

2 J 

avec E (x x' ) = P > 0 
il o 

E (x x' ) = 0 . 

2 2 

Le processus x^ est markovien à variance définie positive ce qui nous 

ramène au cas 1), le processus x^ est presque sûrement nul { 0 >. 

c) Matrice oscillatoire. 

Nous dirons qu' une matrice A est oscillatoire si toutes ses 

valeurs propres sont sur le cercle unité. 

Le système dynamique 

x t = A xt-i + B v t 

ne peut définir un processus stationnaire que si la variance de bruit 

est nulle: BQB' = 0 i.e. Bv^ = 0. Le processus correspondant est alors 

purement déterministe 

X t = A x t - r 

Dans ce cas P défini positif doit vérifier 
o 

P - AP A' = 0. 

0 0 

Il est évident que P q n'est plus nécessairement unique, par conséquent 

le couple (A, B) n'est plus commandable. 

En réunissant les résultats des a), b), et c) nous avons démontré 

la proposition suivante. 



Proposition 1. 

Tout système dynamique stationnaire peut être considéré après 

changement de base comme généré par les sous-systèmes suivants : 

' ̂ (t) • " A 0 
1 

A 
13 

" x (t-i) ' 
1 

" B 
i 

X (t) 
2 

= 0 A 
2 

A 
23 

x (t-i) 
2 

+ 0 v(t 

_ X (t) _ 0 0 A 
3 J 

_ 0 

A 
1 

0 A 
13 

B 
1 

x 
1 il 0 A 

2 
A 
23 

TB = 0 Tx = X 
2 

_ 0 0 A 
3 J 

_ 0 X 
L 3 

A^ matrice asymptotiquement stable (valeurs propres à 1' intérieur 

du cercle unité). 

A 2 matrice oscillatoire (valeurs propres sur le cercle unité) 

A , A , A matrices quelconques. 

13 23 3 

Tx = x est une généralisation de la cointégration • 

Cette décomposition canonique nous a permis d'avoir trois sous-systèmes 

dynamiques. 

l)x = A x + B v . 
it 1 ît-i 1 t 

C'est un processus stationnaire non déterministe qui correspond d'après 

la classification d'Aoki au sous-système rapide. 

La matrice de variance 

P = E(x x' ) = A P A' + B QB' 
1 il i l l i l 

est définie positive 

00 

P = V A jB Q (B A j)' > 0. 
1 j i o 1 1 1 

2) x = A x 
2t 2 2t-l 

C'est un processus stationnaire déterministe qui correspond au sous-

système dynamique lent. 



Tx = 0 définit la trajectoire stationnaire i.e l'équilibre de 

long terme. 

La matrice de variance est 

E(x x') = P = A P A' . 
2 2 2 2 2 2 

3) x ^ est le processus presque sûrement nul. 

A partir de ces trois cas nous pouvons écrire l'équation d'observations 

comme suit : 

y\ = c x + c x + u, 
Jt 1 it 2 2t t 

Toute déviation de la trajectoire d'état stationnaire indique le 

déséquilibre de long terme. 

L'extension de la proposition 1 est immédiate en analysant le cas 

non stationnaire. 

B/ Cas non stationnaire. 

Ceci nous conduit à étudier le 3 e m e cas où la matrice d'état A est 

oscillatoire. Dans ce cas si la variance de bruit devient non nulle 

BQB' * 0, alors nous avons un système non stationnaire 

x t = A x t - 1 + Bv t. 

Proposition 2. 

Tout système dynamique markovien peut être considéré après 

changement de base comme généré par 

X 

1, t II 

"A 0 
1 

X 

1, t-1 + 

" B 
1 

X 
L 2, t J 

0 A 
L 2 J 

X 
L 2,t-1 J 

B 
L 2 J 

avec TAT' = 
A 0 
1 

0 A 
TB = Tx = 

2 J 2 J 2 J 

Nous avons ainsi décomposé le système dynamique en deux échelles de 

temps, la courte et la longue périodes. 



1) Un processus stationnaire 

x = A x + B v . 
i,t 1 i,t-i 1 t 

qui correspond à un sous-système dynamique rapide. 

2) Un processus non stationnaire 

x = A x + B v . 
2, t 2 2, t-l 2 t 

qui correspond à un sous-système dynamique lent. 

Nous pouvons écrire l'équation d'observations comme suit 

y. = C X + C X + u . 
t ll,t 2 2,t t 

Interprétation. 

y, - e x = c x + u 
t 2 2,t 1 1 , t t 

est un modèle cointégré, le terme x^ est le facteur commun du 

processus d'observations. 

Dans le cas de racine unitaire, Aoki (1987, 1988) a développé une 

approche mettant en relation la déflation matricielle et l'agrégation 

dynamique. 

III. Agrégation dynamique et cointégration. 

Aoki (1987) a souligné que la notion de cointégration peut 

être considérée comme une déflation de la matrice du système dynamique. 

Méthode de la déflation. 

Lorsque la racine unitaire appartient à l'ensemble des valeurs 

propres de la matrice du système dynamique A : 1 € sp(A) [sp(A) 

signifie spectre de A], alors la matrice I - A est de rang strictement 

inférieur à n (n est le rang de la matrice A) parce que le vecteur 

propre X correspondant appartient au noyau 

X € Ker (I - A) avec X * 0. 

Posons E = I - A, nous avons évidemment EX = 0. Le couple (0, X) est 

l'élément propre de E. 



Si le rang de E est égal à k, k < n, alors on aura n-k vecteurs propres 

indépendants associés à la valeur propre nulle. De plus la multiplicité 

de la valeur propre nulle est au moins égale à n-k. Ainsi il y aura au 

moins n-k vecteurs cointégrés. 

Agrégation dynamique. 

Définition. 

L'agrégation consiste à remplacer un modèle d'ordre n représentant 

le système dynamique donné par un modèle d'ordre inférieur n^ 

conservant les propriétés importantes du système. 

Le système dynamique est défini par 

x t = Ax t_j + Bv t 

où est un vecteur d'état d'ordre n. 

Une représentation approchée d'un modèle de dimension réduite est 

décrite par 

x t = Â x t_j + Bv t 

où x^ est un vecteur de dimension k, 0 < k < n. 

Ce modèle réduit est un modèle agrégé si les états x^ et x^ vérifient 

la relation linéaire d'agrégation 

x t = N x t 

où N est une matrice de dimension (kxn). 

Etant donné que la matrice E n'est pas de rang complet, elle peut 

donc être obtenue par 

E = - M. N 

de sorte que rang (M) = rang (N) = k, nous avons donc 

-M. N = I - A = > A = I + M. N. 

En prémultipliant à gauche par N le système dynamique on obtient : 

Nx,. = NAx, „ + NBv, 
t t-1 t 

d'où x t = (I + N.M)x + Bv . 



L'expression du vecteur d'état constitue une version générale de la 

cointégration, telle que 

la matrice N de dimension nxk est la matrice d'agrégation, le vecteur 

d'état agrégé = Nx^ est alors une généralisation de la 

cointégration. 

L'agrégation dynamique a éliminé le système instable, on peut alors 

montrer que les valeurs propres de la matrice I + N.M sont différentes 

de l'unité en module 

det (AI - A) = det (jil - M.N) = /in~~k det (jlxI - N.M) 

avec /i = A - 1. 

Une généralisation de l'approche consiste à tenir compte des valeurs 

propres unitaires 

Généra1i sat i on. 

Soit F^ la matrice d'ordre nx(n-k) qui a pour colonnes n - k 

vecteurs propres associés à la valeur propre nulle 

E.F 1 = (I - A).F1 = 0 

d'où Fj = A.Fj. 

Considérons une base de F obtenue en complétant par Y 

F = [F^9 F 21 de dimension nxn, F^ est d'ordre nxk 

où les k colonnes de F^ sont choisies de telle manière que F 

soit non singulière. 

L'inverse de la matrice F en forme partagée s'écrit 

où F est d'ordre (n - k)xn et F est d'ordre kxn, mais comme F est 
1 2 

non singulière, alors F et F sont de rang complet. 



Les deux matrices F et F 1 vérifient : 

-1 
F .F = 

F*F F1F 
2 2 

2 2 

F F F F 
2 2 

1 Ir 0 

n-k 

-1 1 2 
F. F = F F + F F = I . 

1 2 n 

En prémultipliant à gauche par F * le système dynamique, on obtient 

F" 1x t = F" 1Ax t_ 1 + F" 1Bv t 

que 1* on écrit : 

F V 
-i 

= F .A.F 
F2x 

t-1 

t-1 

r F*B 

F 2B 

Le système dynamique s'écrit alors comme suit : 

' xlt ' 
I . Â 
n-k 12 *lt-l 

- X2t -
0 Â 

L 22 J - X2t-1 -

avec X t = X t 

A = F .A. F 
12 2 

A = F .A. F 
22 2 

B = F 1B. 
-1 

La matrice d'agrégation est F d'ordre nxn, nous avons un système 

dynamique de rang n égal au rang du système initial. 

La transformation a permis de triangulariser la matrice dynamique A. 

Le système a deux sous systèmes dynamiques parce que les valeurs 

propres de la matrice sont dans deux classes disjointes, les valeurs 

propres sont rangées en ordre décroissant. 

Les deux sous-systèmes dynamiques sont donc : ' 

1) le sous-système dynamique lent 

x = x + A x + B v 
lt lt-l 12 2t-l 1 it 

qui correspond à la dynamique de long terme, 



2) le sous-système dynamique rapide 

x = A x + B v 
2t 22 2t-l 2 2t 

c'est un processus stationnaire non déterministe qui correspond à la 

dynamique de court terme. 

L'équation d'observation. 

y t = [ C i c^.F.F"^ + u t 

[c F c F] 
1 2 lt 

2t J 

= c Fx + c Fx + u. . 
1 lt 2 2t t 

Tout vecteur a dans l'espace nul de c F est le facteur cointégrant au 

sens de Engle et Granger, il possède la propriété suivante : 

a. c . F = 0. 
1 

Nous avons alors 

a y = ac Fx + au , Jt 2 2t t 

comme le membre à droite de cette relation est stationnaire, le processus 

ay^ est alors 1(0). 

D'après l'équation d'observations, le terme ^ F x ^ est l'erreur de 

désagrégat ion. 

On peut définir un autre couple de sous-systèmes dynamiques, il suffit 

d'inverser l'ordre des valeurs propres, ce qui nous permet d'écrire le 

système dynamique 

lt 

2t 

A A 
2 12 

0 I 
n-k J 

X 

lt-1 

J X 
L 2t-l J 

+ Bv. 

où le sous système dynamique lent est une marche aléatoire 

x = x + B v 
2t 2t-l 2 2t 



et le sous système dynamique rapide est une forme de modèle à correction 

d' erreur 

x = A x + A x + B v . 
l t 2 l t - l 12 2t - l 1 l t 

Son expression sous forme de taux de croissance est 

(1 - L) x = (A - l)x + A x + B v . 
l t 2 l t - l 12 2t - l 1 l t 

IV. Conclusion. 

La représentation espace-état nous a permis de généraliser la notion 

de variables cointégrées en n'imposant aucune restriction sur l'ordre 

d'intégration. La décomposition canonique d'un système dynamique a pu non 

seulement caractériser la trajectoire de long terme (équilibre de 

long terme) des variables concernées du modèle mais également mettre en 

évidence la dynamique de court terme. Enfin nous avons généralisé 

la notion d'agrégation dynamique utilisée par Aoki. 
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